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que, pour deux lignes ou deux colonnes quelconques, le nombre de variations
de couleiirs est toujours égal ait nombre des permanetices. Vou:l, pdr exemple,
I'échiquier anallagmatique de seize cases :

L} n

En remplacant les cases blanches par le signe -, et les cases noires par le
signe —, on a ainsi pour le produit des sommes :

@A+ @ et pg-g2fr2--s2 de quatre carrés, la décomposition for-
mée par la somme des quatre carrés :

(+ap—bg— cr~—ds)?,

(4 as —br +eg+dp),

(+aq+bp—cs+dr)e,

(—ar —bs — ep-1-dg)2.

Nous engageons le lecteur 2 récherchér les figures des échiquiers anallag-
matiques de 64 cases et de 336 cases. Il exisle un pavage anallagmatique de ce
genre, en marbre blanc et rose, dans l'une des cours d’un établissement
public de Londres.

M., CATALAN

Professcur d'Analyse & I'Université de Liége.

SUR QUELQUES DEVELOPPEMENTS DE L'INTEGRALE ELLIPTIQUE
DE PREMIERE ESPECE.

— Séance du 29 aott 1877, —
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Prenons la formule de transformation :

1 o
g9, (Q)

slaqo —
g — \/b

Il en résulte

v _ 0. )
F (0= [T = =
V[1 — (1 —b) cos? 0] [1 — (1 — D) sin®6]- (3)
0 .
On a, par la formule du bindme :

% ® T2
1— (1 == b) cos? 0| "= > 0 [%(Z__I_f_?)]z (1 — b) cos* 6;

i : * T (2pH1 L
*i-——('l——-b)sm.zo _—ZO I Z;_H)]z (1 —b)» sin’p 0.

Au moyen de ces valeurs, et d'une transformation connue, on change

la formule (3) en
% 1—2>0
F)=52,, ps( v ) (4)

pourvu que l'on suppose n-t-p=s, et

n=—s

p= [(n4-1)(n1-2)... 2n. (P+1)(p+9) - 2p]*

T ) 1:2.:3..n.1.2.3:..p.1.2.3..; ° (3)
n—

On verra, tout a 'heure, que P, est un nombre entier (*).
q

IL.

Le développement de F, (c), ordonné suivant les puissances du mo-

dule, est 2
[H"( ) - (9 4) ¢+ (; i g) CGjL'”]'

Si I'on fait 1 —6=2x, on 4

F, (c) = Z [C2n n] l:a: (1—93)]11

F, (c)zg ZZO 0%, (6)

ou

{*) Cette propriété résulte aussi du théoréme suivant:
(@+1) {a+2]... 2a. (b4-1) (b-+2)... 2b
1.2.3... a+td)
st a ¢t b sont des nombres entiers. {Sur quelques questions relutives aud fonctions elliptigues. —
Seconde note, p. 44, 1873).

= entier,
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en posant
. | LN 4 $—p s

1_ —_ L
On a 76?:% . Dans le développement (6), le coefficient de (.1..1_2))
est donc

32
P, = Qs 8 — s Z [(.4 23—2)), 3—P] C3_P.P[""4]p' (*‘-)

Cette troisidme valeur de P doit étre identique avec la premiére.
Ainst P; est un nombre entier, divisible par 2 .
Done, si I'on fait

2
=3 | Copioy | Compati® ®)

on a, finalement,
) P [1—b\$
Ro=53," (%) ©)
I11.

De la relation (9), on conclut, en multipliant par — cdc == 4 bdbd,
puis intégrant :

T 0
T, .
do T L 1—b)* bdb
/ - — ( 3 bdb.
Sinw[wi—c?sm%@]o -9 ZO 39s
0 1
Le premier membre a pour valeur
™ ™ E
“cosg — 1 do — — R _ i di";- .
sin o T 1+ cose cosio
0 0 0

D'un autre cite,
0 : 0 0 544
f (1—10b)° bdb:/ ('l—b)sdb——-f (1—0) db=
1 1 1 .
| .

T DG -
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Ainsi

9 x T,
= :Zo 32 (1) (s+2)°

1V,

- Repreﬁons la formule .
lgy :\/—F—tgf), (2)
plus simple que celle de Lagrange :

_ tg (9:—9) = b tg3.
En I'écrivant ainsi :

tg 91 =b g%, (10)
et en supposant . ‘
’ ¢, =10 (11)
1 —_1—{—1) ’
valeur d’ou résuite, comme l'on sait,
Wb
on'trouve aisément
\ /b
F, () =3 - I (<), (13)
puis
1(Cn)-—-—bn \/b b -1 Fi (C). (‘14) .
Quand 7 augmente indéfiniment, le premier membre tend vers -g— La
limite de b, est 1. Donc
I:F1 (c)] = — lzm b, b, bs...). (15)
V.
Soit b=2L La formule (12) devient b, = ﬂ— Faisons, comme

Gauss : =(P0)

Pr==pg, =1 (0+49), P =VPar > @2 =% (Prtgs)s-- - (16)
De 1a résulte, au lieu de I'équation (15), |

4 — [F (C)] = lim (& P By > . (17)
q T 9 42 s _
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VI.

Les nombres pn, qn, towjours compris enire p et q, tendent, évidem-
ment, vers une limile commune . Pour déterminer cette limite, d’abord
trouvée par Gauss, écrivons ainsi les équations (16), de rang impair :

2% =Pq, P22 = P1qq,. 5 Pat= Pr—1. §n—i.
Il résulte, de celles-ci et de la relation (17),
_4
' =9, (€) - (18)

VIL.

Les valeurs de gq,, ¢,,... ¢ (16) donnent, par un calcul aussi simple
que le premier, |

o=1 49—+ p = po— — Gt et | ()

La limite du premier membre est A; donc

1
AZQ-[P‘I“Q’_%'{‘F:_%_‘.'%“' = Qa1 Paa—-.] (19)

Ainsi la quantité ), donnée par la formule (18), est la limite com—

muné : 1° de p,; 2% de qn;3°de\/}?j'\/——’ @\/g'—a
1 2 3

. : o
¥ deg (p+q—q+p —¢a P -],
VIIL.

Des équations (18), (19), on conclut

(™

1 .
F, (c) :é‘[p'}‘Q'“(h‘l‘P:_'?a“l‘Pg—- o]

La fonction = ""'(c), déja décomposée en un produit indéfini (A7), est
1

donc développée en série. En outre, les numérateurs et les dénomina-

teufs de ce produit _
RVATV LSV
q 44 /P '

(*) Par ce qui précéde, le nombre des termes est pair. Si on le supposait, & tort, alternatlve-
ment pair et .impair, la série serajt indéterminde.
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ou plutdt leurs carrés, sont lés termés mémes de la série; ce qui est
assez remarquable.

IX.

Les relations (16) oiit une grande analdgié avec celles que l'on ren-—
contre dans le calcul de =, pal* la méthode des isopdrimétres; savoir :

=§(v-+R), R, = V&7, :9( Ry, By=VRpr, ..
Aussi, ces derniéres formules conduisent aux deux expressions sui-

- 4 T i 1 + -. i N * s ] - T -
vantes de — , dont la premiére, au moins, nous parait nouvelle :

™
1 1
1 SIS R E
1_._5 ?ui ?.2. T
=— 9% R R R

M. A, DUVERGIER

Ingénieur constructeur a Lyon.

bERFEETIGNNEMENT A L'INDICATEUR RIGHARD.

. — Séance du 29 aoﬂi 1877. —

Parmi les divers géhi‘és d'appareils construits depuis Watt pour enre-
gistrer D'action de la vapeur sur le§ pistons des' machines au moyen
d'un diagramme, j’ai eu a en essayer un certain nombre qui tous pré-
sefitaieilt 4 coté de teurs avaiildiges, des inconvéhierls péels dars leir
émploi.

De tous ces deriiiers, l'dppareil Richard, m’d patli &tre 1& pliis fria=
niable et le plus commode pour 'usage. Or, il est constaiit que plus les
experlences seront faclles et plils elles seront fultipliées, plus dussi les
comparalsons entte ces différentes éxpériencés setont noifibreuses et
perinettront d’en tirer dés dédiictions utiles poiir le bon emploi de la
vapeur dans les machines.

Mais Pappareil Richard, tel qu’il est livré par les constructeurs, pré-
sente le grave inconvénient dans la presque totalité des cas, de nécessi-
ter un agencement cinématique spécial poiiir chaqtié niacHine que I'on



