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Avant-Propos.

Dans le Mémoire sur la transformation des séries, la lettre G repreésente

1 1 1
b ks — b 0.0

savolr
t==20,, 9F5 960 694 VT% 21....

Par une méthode autre que la mienne, M, Bresse a trouvé
G =0.-915.965.594 177 219 054 603 57 ...

(Comptes rendus, tome LXIV, p. 1139). Tres probablement, les vingt-deux premieres
décimales sont exactes. Ainsi, la valeur numérique de la constante G est, pour le moins,
aussi bien connue que celle de la Constante C, d’'Euler.

De méme qu’on 'a tenté pour C, j’al essayé depuis longtemps, mais en vain, de ra-
mener 'autre constante & une forme simple, par exemple a celle-ci:

a.L2 + 0. m,

G

a et b étant commensurables. Peut-étre le probleme est-il impossible. Quoiqu’il en soit,
)’ai rencontré, chemin faisant, un certain nombre de formules, peut-étre nouvelles, et qui,
je 'espere du moins, pourront intéresser les Géometres. En voici quelques-unes :

A= 00
B (p,q—+m) II (g == 3) (p 4+ m -+ &)
B (q,p +m) ~— (p -+ A) (g +m =+ A)?
YR T SO o 3 3 7 ¢ L Tl *16
(_1('4)]‘_8“'T'E'E"{I'?'la i3 ¢

Mémoires de 1'Acad. Imp. des sciences. VIIme Série.
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|
" () ’
20 -+ 2 _.V_mlrlr-a 1 4+2a 3-3a 3 - 4a ) |
r (21 @ e 00 Da-8g Al 3
T \2a -+ 1
it
: T (20— 1) (
= _,.T_':II 2n — 1) 2n — 1+ q)
oS tpdtp 2 2n 2n — 2 +q)
i 1
m 8 [9)\3 ;14.5(49"? 80'\Y
= -4-L. [i (j) (25) ;ia) (81)""]’
etc.

Il y a bientot un an, lillustre Académie de Saint-Pétersbourg m’a fait 1’honneur de
me nommer Membre Correspondant: je la prie de vouloir bien agréer le petit Mémoire
que je lui dédie aujourd’hui, en témoignage de ma reconnaissance.

Liege, 20 novembre 1882,

E. Catalan.




RECHERCHES SUR LA CONSTANTE (7, ET SUR LES INTEGRALES EULERIENNES.

x.

Représentation de &, par des intégrales définies.

{. Il est visible que

(1)

L’intégration par parties, ou des transformations fort simples, donnent, au lieun de

cette premiére expression :

ld-ﬂ?

(G — — — (L
J 1+ x° [,
w! 0

it
3
G — i 1w Zod
¢ Al 5 Ji gg 3
()
1:['_.
rdr
("-:
7 L 4-e— T
]
it
-
2
1 T
G £ gy
) smax ’
o 0

(2)



4 E. CATALAN,
1
? oud
Gr= g ) (6)
Elﬂﬁﬂ
0

2, A ces premiéres formules, nous en ajouterons d’autres, qui résultent, immédiate-
ment, des intégrales données dans le Mémoire sur la transformation . ... (pp. 32, 33);
savolr :

oo

O —. ) B (7)

1 4 a? S

1) Dans le Bulletin de Darbouz (1877, p. 375), le facteur a a été omis, De méme, le Messenger mathématic,
de Glaisher, (tome VII, p, 140), mentionne deux formules d’ot il résulte |

o0
> B, x2dzx :
G = 16 ? -Eg = 16 KT . g— &)
0
puis
oo
T ef - e— T
0

c’est-d-dire *
73
G — 1—6,
résultat inadmissible.
Enfin, dans sa Théorie nouvelle des Nombres de Bernoulli et @' Euler, M. Xdouard Lucas donne (p. 23) la
relation suivante, qui serait bien remarquable si elle ¢tait exacte:

1 1 1 1 ek n
1207 .5om o Eog T vt = GanE 3 ' (2n 4+ 1) (_ 1) Eﬂﬂ'

Malheurensement, il en résulte, & cause de B, = — 1 (p. 19):

G==T=71 =0, 968 946...,

ﬂﬁ lien de
G =0, 91b...

La formule qui doit remplacer la précédente est

1 1 1 w2n —+ 1 Hon
121+ 1 o2n - 1 T M - 1 SO T S T

Dansg celle-ci, K., est positif: E,=1, E, = 1, E; =5,..
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1

__ | _arctgx ife
G — m“_._m]clm—l— - Ii-B.

0

1

T x arclig x |

1

3 xr arc cot x
G ——-1L.2— 2 = dzx.
1 -+ 2

1
0
|
- L.(1+a?)
0
1
|8 arcig x
G ‘-—-'4—11.2-4-2 ﬂ:{l—r—mz}ﬂm?
0
1
(14
- — & arctgx
L =)
G=— L2427 —d,
0
y
m
i “‘ﬂl’ﬂtgﬂf
@— 2 =
0
I !
+ =
| G
1 — y
il & 10

3. Si, dans la formule

Y
"~ 2
(«, 1 4]
]- : — ...+
2 3in A 7
e |'}

(8)

()

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)
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on fait sin # — x, elle devient

L
are 8in o T

1
2 @ S e (17)
Jo

puis, au moyen de I'intégration par parties,

Gie—

1

2 1 arc sin a\ 2
G:“—l—a ( ﬂf )fl:t:.

0

A. La combinaison des formules (1), (8) donne encore : :

1

- 1 — ct
G =T i e R

i o e (19)
L . n
9. On sait que:
m i

Ein ?_E ; — :E Em e E—m diIT._, (20)

2
0
done l'expression (6) devient
o r1 )
ol dzx | = )& — (1 — o) T :
G=7| #5.~3 [T S %y g '*] ade, (21)
0 J o
D’ailleurs :
jﬂ“ ~ D% gda — €” Iﬁ" “oada — e* | — E s e ]e"‘ “‘Tdm]
o R il o 1 —
e A cm+l:§',.
I x i
1 -

| — ay™ 1 1 ¢ %

[#-unm—1 5

{

1) Poisson, Journal de I'Eecole polytechnique, 18° Cahier, p. 298,
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|

On a ainsi

1

— — (1 = @): ¢f —2 4 e 7T
I.[e“ Rl A e I —
0

sl M (22)

puis, au licu de la formule (21),

G

|

w13
&
i
%
B
8
I
=
b
.‘1"'_"'

6. Bemarque. S11'on integre par parties, on transforme cette égalité en celle-ci:

oo
Lo . g% =hig - g ¢
O i— B {ém"_'_‘_'ﬂ—'m]z T ) (24)
()
7. Suite. Soit
& 1
e = cot;0;
et, par conseéquent :
T =g G0R5 6 sing6 . 2z —~—gp "2
2 ¢ T oginde uﬂsgﬁi__2{"0t6" $o g ~ sine?
e A 1 bl 1 do e de
m_L'cﬂtZG’ dﬂ_—_‘:‘:gjuzée.ﬂut;a_ sin 6 °
puis, apres un changement de lettre :
é d
AL RSO & Oy 25
G == 4 { L.cotjz' "' (25)
0

8. Nous avons donné (21) une valeur de G, sous forme d’intégrale double. In voici
une autre.

Reprenons ia formule

b1

("
ca ' g F
G — Sl lx. ()

1) Mélanges mathématiques, pp. 230, 231.
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Or,
B dy t).
sinz~ | 1+ cosz cosy /’
0
done
|8 14 4
e r'i'
g 1 (L olif h
Gl 2 14 cosx cosy '’ (26)
0 0
IL.

Integrales eulériennes.

9. On doit, a M. Kummer, Pimportante relation :

Qo
9T — e BT dm | T+ | (;) 3 (fgi]) u) (27)
Aol — : o
ST
0
Voici comment on peut la démontrer.
Pour toutes les valeurs positives de a et de b:
- )
0
Soit 4 Uintégrale (27). Il est visible que
o0 oo d.
A E (__ ])nJ (ﬁ—-gm i G——y&:) ﬂ'"*ﬂ:-'? _5;
0 0
ou, par 'application de la formule (28),
A u:_ﬁ: 1" L P +n
== ?;{} (_ ) y g+ n’

1) Cours d’ Analyse de VUniversité de Liége, p. 595.
2) Journal de Crelle, tome XVII, p. 224,
3) Cette égalité, dont la vérification est facile, se trouve déja dans le Cours d’Analyse, de Cauchy.

i
!
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ou encore
- 5L 2 p -+ 4 K7
Mo glg =2 4 4 Y
4 = L p-+1 p-+3 p-+5 ? (HJ\]
g i g +=3 ¢q =4+ 5 |
pourvu que chacun des produels soit convergent.
Dans le numérateur, le produit des A premiers facteurs est
P (P P ¢ P P : 1 (7
P E+1) E+2).... f+2—1) 0 T (E+3) I (4 1)
e T T TR T A e e N AT
s G+ (§+2)- G2 —1) " (3) T (3)
ou
p () TEwy
. N
T(3) T+
De méme, dans le dénominateur, le produit des A premiers facteurs est
g1 i
Q pr r'(__ﬁ__) _(_ 2 i l)
A p+1 g+ 1 \
( 2 ) I‘( )
¢ Conséquemment
s g p+1 . (P ¢+ 1
B o bg)Ee)-Flgh ) Bl a) (30)
i o N qg-+1 P+ 1 . i ; :
“ DG D) P e T 5+ )
Pour trouver la limite de la quantité
[(E+2) ()
FEE ) T
nous ferons usage du beau théoréeme de Gauss, exprimé par 1’¢quation
P T —a—B) __ 4 . Be . BE+1) af@+1) b
= - =14+ -+ — — —+ ... a1
Fr—a) Dy —8) 1y 1.2 y(y+1) (81)
S1 Pargument vy, supérieur a $ -+ o, croit indéfiniment, il est clair que
g oy I o ) =
lim - — ¥ 22
Fy— T (r—p (92)

Dans le cas actuel, pour appliquer cette proposition, il suffit de prendre:

1 p—4q P
N = —— 27 ﬁ —_— 5 ) N 5 - A,
Mémoires de I'Acad. Ilmp. des sciences. VIIme Série, 2
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Lia limite cherchée est 1. On a donce

410 g e
lim . DA — (;) (:_1); 1)
\Z 1‘(§)I‘( 2

et, par cons¢quent,

Ea—g"ﬂ—-{"—pm- d.’ﬂ__L U {g)F(PL:-I (27)
B P e e
Jo
10. Remarques. 1. La formule (32) équivant &
i, 2y — R m B g (33)

Biy — &Y —B) 3

I1. Si, dans I’équation (31), on suppose

1 p— '
EL:"'_'T_'}: B:ng? TZEE
on trouve
1
L5 T () L T 1-(p—q (p—q+2) ;
I—-(ﬂ—:—l)r(g) 2 P 2.4 p (p + 2) iy 5

développement connu. |
Dans cette égalité, changeons p en ¢, g en p: le premier membre est remplacé par
son 1verse; donc

128 L p=N 1 w—ag)(p—a+2) lp—q 1 p—a){p—q—2)
1_[1 2 p 2.4 p(p +2) :] [1+‘2 q 2.4 q (q+2) ]
Cette relation est également connue. 2)

IT. En modifiant la démonstration précédente, on peut géneéraliser la formule de
M. Kummer.
On a

OO

IJ.].1(p): '?[p): [}}— 1 l—e_{P—I}-'I"] dx E'—ﬂ:' 3) (34)

J g T

1) Cette démonstration me parait beaucoup plus satisfaisante que celle qu’emploie Binet ( Intégrales eulé-
riennes, p. 156). Elle est préférable, d’ailleurs, a celle dont j’'ai fait usage dans le Mémoire sur la constante d’Euler
et la fonction de Binel (p. 235).

2) Mélanges mathématiques, p. 161. Voir aussi la Note intitulée: Sur quelques formules relutives aux intéqrales
eulériennes; ete.

3) Voir, par exemple, le Calcul intégral de M. Bertrand’, p. 264. Plus loin, nous reviendrons sur la
fonction @.

3
:
'1
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Par conséquent,

I' (p + q)

oo
I C ()T (9 R 1 —e— (P—1T _ ¢—(@—1T  o—(P+q—1)Z
e = [—1—""" :

1)

Le premier membre égale L. . B (p, q).
perentheses est réductible a

ey PR i A e {p—1}m+e—{q~1}mME—{p+g~1lm.

¥ 1 —e— %

done 'intégrale devient

(e O ey

& &
— e~ T e~ T e P e 90 o W ND dp
e e X5 L
0
ou, plus simplement :
oo
, | l—e— %2 —(1'— e 2% (1 —e— 1% dx
] —e— & )
0

Nous arrivons ainsi i cette formule :

o
1B e 1—e T2 —(1—e—P%) (1 —e— 1% dx
- B (p, 9 = =
0
que nous croyons nouvelle et remarquable.
/ 12. On en conclut d’abord la généralisation annoncée :
00
I, Bip,q) 1—e— PO (1—e— 9% — (1—e— PE(L—e 9% da
"B Ww,q) | | ] —e— @

v 0

Mais, pour obtenir un résultat plus intéressant, changeons

! r
By Py . 4
respectivement, en
q -+ Mm,, P -+ m,

Le premier membre devient
I B(p, ¢ + m)
s = =

(g, p +m)°

q.

Dans le second membre,

a4 ?

— — R

dat | —
il
7

T’

) ¥

11

la quantité entre

(35)

(36)
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Dans le second membre, le numérateur se réduit a

e it AN Lt S o S (L RS (B“F-T' I5: E;_"i'ﬂ”) (e B-——mm).
Done
rCo |
B(p, g-+m e—P¥ _g— 4¥) (1 — ¢ M) 4o
1, _ (P, q ) lh ( }—(m ) * (37)
b (g, p + m) 1—e &

o 0

13. Remarques. 1. Si, dans la relation (36), on suppose ¢ =p = m, ¢ = ¢, le nu-
meérateur de la seconde fraction se réduit encore a

(B-—p.*r. B g:r.) G E—'-m..r]-

Par conséquent, on retombe sur le théoreme d’Euler, exprimé par I'égalité

B(p,gq+m B (p, m)
B(g,p+m  Bgm (35)

II. Dans la méme relation (36), changeons

f !
£y 4, P, -4
en
RN S S (R e
27 DRG] DAy
le numérateur égale
q Bl p g+1 q p &
- — == —=x — — = - - =
g R TS e =(€2—€2)(1—-EE)'
Donc
OO
q P
g p-41 — = i
L'B(Ejmg)_‘ T
B(E q+1) oy oL !
2o 0 [P =
o/
ou, par le changement de x en 2z:
g p4+1 oo
1, B('?I’ 2 ) _J e— 9% — ¢ P% gdp
S IR T e T+e % g’
B(é’ 2 ] 0

ce qui est la formule de Kummer.
III. Enfin, si 'on prend

!

p=1 ¢g=y—a—8 p=r—0 ¢=y—4§

R e e Rl Ll i i e i T ek e SR e o o el

s —

i B
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la formule (36) se change en

By, y —a—2 pr catiEAm T
B o ey hreap O9)

Jo

Ainsi :
Le premier membre de Uéquation de Gauss (31) est transformé en intégrale définie;

20
S
(% — 1) (B — 1) — yr da

gy i SIS e i

=T T

% M i ) L a8V RS (40)

E’ o
Y 1. ¥yt 1)

[

Jo
14. L’intégrale (37) est, tres facilement, développable en une série dont tous les

termes sont des logarithmes; ct, en conséquence, la quantité

B {j} y q = *m}
B (q, p + m)

peut étre remplacée par un produit indéfini.
On a, en effet,

(e— DT — 1—_9-:]_(13:_ Wi ﬂt:r] S ({;—PT .- q-T) (1 S m::?} T AT

}.-—-ﬂ

=D
o304 2 [E—{p—r-}q:r. 2] E—(g—l—h)::-‘ R E—{p—r—m-—h‘ﬁ.w Gl E~-={q+=rrt-1—l}.fr1]_

Donc
co
(e— P — ¢— 97) (1 — ¢— M) qﬂ: i
1 —e— ¥ TN
! > 0 I
- =00 ’
\—-1 [E-{ﬂ""}*]ﬂ"‘ [i;f-l-}qfrw ar lie—-{pq—-m +NE g “+ W) ‘ dx '
e @ | [
h:{] : l

D’apres la formule (28), ces deux intégrales ont pour valeur, respectivement,

g + A N L
* L p+l’ L P4+ m -+ A’

donc leur différence égale

(g + ) (p +m = A
(p+ A (g +m—+ &)

L

Par suite, ’égalité (37) devient

B (p, q + m) ﬁ:“l (@ + A) (p + i 4+ })
L B(q, p + m) 2 (p + 1)) (g + m 4 ))? (41)



14 E. CATALAN,

ou

B (p, q + m) =1="’5m+1} (2 +m +)) 1) | (42)
B(q, p + m) }.*—u{ﬁ'{-l} (g + m -+ &) -

15. Les conséquences de cette nouvelle formule sont fort nombreuses. Elle donne

d’abord

A
B,y —a—f

_ ) Y —a+))(y—B+1 |
B(y—o y—p (43)

T+1}{Y—1—B+}}'

—————
——

)=
S

A

Ainsi, la séric de Gauss est développée en produit indéfini.
En second lieu, si p, q, m sont des nombres entiers, la relation (42) permet de déve-
lopper, en produit indéfini, une quantité rationnelle. *)
Soient, par exemple :
p =2, ¢qg= 1.1 m = 3,
On a

'(p) T (g+m)  1.2.3 1
T @T (po-m) - 1.2:5.4 1

1) Le raisonnement employé ci-dessus (9) montre que le produit est convergent. Voici d’ailleurs une seconde
démonstration, plus simple que la précédente,
On sait que

L-P(p):kim[(ph I]L.(l W %:)_Lk-i—g-—l]
k=3

Il résulte immédiatement, de cette relation,

I (F]l({i'"'m] vl
C(gT(p+m)

k= oo

—

N | ; — — 1 k —1 k — 1
Zt;4;5+g e pl e bl By ppiia s 00 W :}
i | ;

e i I k+qg—1) (k+p+m—1),
o 1 - krp—1) k+g-=m—1)°

ou, par le changement de k en A + 1:

F{ji (g + m) =]:[ (q + ____pu;-m—r-l]
g) ' (p -+ m) __[ 4+ ) (g +m -+ 1)’

ete.
2) Cette quantité est le rapport entre les deux nombres combinatoires:

C C

m-+p+q—2, p—1" Mm—=p—4q—2y q—1°
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Donc
PoiilBr Ao gl 48
LTy ol Vs ARl gt e
ou
10808 A50 D e faalt g
e A T T T T

De méme, en prenant

on trouve
82 45 60 77

21
25\ 38 .40 e LBt

GBS

16. Swite. Dans diverses publications'), j’ai indiqué des moyens d’obtenir une infinité
# ” - 1 L F -
de développements, en séries, de = et de —. La formule (42) remplace ces séries par des

produits indéfinis.

Soient, par exemple, p =§, g=1, m = . Le premier membre devient [I‘ (g)]“z g

En conséquence,

ou

formule de Wallis.
o1 'on prend p = m =

|

[ 1\T12
1 T(5)
4 B ;
T (5)_
: 3 AR e N iy -
e gecond miembre égale & - & - o J o i e g st v
L
A0 RO T W B ST U
TP T e R R
Lag e

1) Comptes rendus, tome XLVII; Mélanges mathématiques, p. 150; ete.

Donc

(44)
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17. RBemarque. En vertu d’un théoréme d’Euler :

(= eve

Par conséquent, la derniére ¢égalité peut étre écrite ainsi:

BUEICERE R
4 o | B ¥ Mg gt Y R [ i [

TIN.

Remarques sur la fonction de Binet. *)

{8, Sil’on pose

1

L. D)= (m —- 3)LJ;——-£+ - L.(2%7) + w(2),

9

on a, comme l’on sait, soit

S0t

@ () est la fonction de Binet.

Dans son célebre Mémoire, Binet forme, tres-péniblement, 1I'équation

2L.T(22) = (— 1 +42) L (22) +~ L (2n) — 42 + 2®(22); %)

d’ou il aurait pu conclure
15.2.

e —

b —
b | =

(=

1) Nous reviendrons, plus loin, sur la formule (44).
2) Elles ne font pas double emploi avec le Mémoire sur le méme sujet.
3) 11 est visible que cette seconde expression peut etre remplacee par

Co

w (1) = 2% E"E'TH‘.E“I arctg ¢.

0

(Mémoire sur les intégrales définies eulériennes, pp. 240 et 241.)

(45) ')

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

4) I’. 243 et suivantes. A la caractéristique p, employée par le savant Géométre, nous avons substitué .
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M. Bertrand, par un procéd¢ tout autre, a déterminé cette valeur; mais sa méthode
est un peu longue.') Voici celle que j’expose dans mon cours.
Soit, comme précédemment (11),

¢(x) = L.TI'(). (51)
On a, par une formule connue, dont la vérification est facile :
OO0
/ 1 1 1 1 —
9@+ 1)=L.2 4+ 5 + | (m  — J)r; dx (52)
/O

et, en conséquence,
1
e@—+1)=k+2zL.2 —2z+ ; L.2 + =(®);
ou, plus simplement,

cp(w)=k+(:c:—-%) L —2 + o(%): (53)

k est la constante d’intégration, qu’il s’agit de déterminer.
La formule de Legendre:

I'(8¢) -2 —1 . 1
FI"T = T 1 (:1’? —I-2)
équivaut a
o (20) — (@) — ¢ (5«: o ;) =@ —1)L.2 —!L.m (54)

Or:
q}(m—f—%):k +mL(m+%)-—-—m—;+m(,L 4~ %),
o(22) =k =+ (2;1: — %)L.(Qm) — 2z -+ w (22);

donc le premier membre de 1’égalité (54) a pour valeur:

—k+(2m—-é)L.2+mL-$§_—f+é+m(2$)*——m(m)-—m(:ﬂ+l)-

E —_
Apres. quelques réductions, cette égalité se transforme en

—k—mL.(l -+ zl;::)'{* % ~+ @ (20) — m(m)-——ﬁ(m -1~ ;) == W%L.(ﬂm}.

J

Si 'on fait croitre x indéfiniment, le premier membre tend vers (— k). °)

1) Caleul intégral, pp. 265, 266.
2) A cause de
1 1 1
mL.(l +€,—)...—~;———+..
2z 2

Mémoires de 1'Acad, Imp. des sciences, Vilme Serie.
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Ainsi 7oy % L.(2m);
et enfin, au lieu des ¢galités (49) et (53):
L.T'(2) = ¢(z) = » L.(2%) + (m - ;) L2 — o k)

19. BRemarques I. Quand z =1, cette équation se réduit a

0 = ; L.(2r) — 1 + =(1).
Done
w(l) = 1 — ; L.(2m).

II. D’apres les formules (47) et (48):

i e®) el &
1
1 1 1 E_Eﬂd dt 1 1
(eﬂ.—-1+é"_&) = «=| —m_—7arctgt =;—;L.2,
Jo Jo
ale @ Co

o 0 0

ITI. 11 résulte, des deux derniéres valeurs,

oo

arctg ¢

s | et

L.(3) ).

IV. Au moyen de la formule (55), ’égalité (54) se transforme en

v O

@ (20) — @ (1) — m(m+ ;) — mL(l i glm) )

1) Dans les Tables de M. Bierens de Haan, je ne trouve pas cette intégrale.
2) A la p. 224 du Mémoire de Binet, on lit:

1 1

_(—-1~—+1-—$)E—mdm=2 Emfi_larctgtz 1 -—%L.(Qrc).

(99)

(56)

(57)

(58)

(59)

(60)

1 | S I :
“29‘(3} = z) + 200 — 20 (2p) = s G armp i Y sl T O

Avec notre notation, cette égalité devient

(20) — @(@) — (2 + &) = }[ 1 ik 1 s :
@ C T 2 | 2 2+ 1) 2.3 (22 + 1) 3.4 (2z + 1)3

La somme de la série est

1
1 + 2 mL.(l _2m+l)’

on

S mL.(l +§1—)
f

Ainsi, la formule (60) ne difféere pas, au fond, de celle de Binet.

]
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Cette relation, assez remarquable, & une grande analogie avec celle-ci:

20, — 0, —C,_, = — 2L.2. 9 (61)

3
Pour passer de la premiere & la seconde, il suffit de se rappeler que

1
C,=5 — L.t — o @) 7

[in eftet, ’égalité (61) se réduit a

1 N 2 -+ 1
22 + 1 ’ D

— 95" (22)— & (1) — & (m - 1.);

et, en vertu de la relation (60), le second membre égale

Qx 25

-L_2m+1 1

20. Si, dans la formule (55), on change # en x + 1, et que 'on retranche, on obtient

L.m—‘:(ﬂj-—l-%)[).(ﬂ?-i—l)——(ﬁi——é)[hﬂﬂ — 1 +m+1) — @),

ou

X

w(r) — @ (¢ + 1):(m+—)L~$+1 1; (62)
relation connue.

21. Si, dans la méme formule (55), on change z en 2z, on trouve, par une combi-
naison aussi simple que la précédente,

L F(m)—%L.I‘(Qm):iL.(ﬁm)—iL.(ﬂ:)—(m-— NL.2 + w(@) — § »(29).

i

D’apres le théoréeme de Legendre, la valeur du premier membre est

1 1 1
5 LI (%) — QL.I‘(m i

? 1} 1

Par suite,

T(x+4)

@ (3)— 3= =;L.(3)

Ce résultat donne une vérification de la formule (59).

En particulier,

1) Sur la Constante @’ FEuler, ... p. 221.
2) Loe. ett. p. 223.

ok
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29  Nous avons trouvé

"‘"-._-""u
-
=

| f=ra
—
b |
|-
|
(-]

!

=

=
=
=

ou, ce qui est équivalent,

oo

o

2 1y g™ %
(zz“’-—l + 1 — i)-— ~da =1 — L.2. ()

Mais (28):

oo oo
e 4.5 —
L.Q: ¢ . do. — (1—-{3 ﬂ)ﬁ—dﬂ.

¥ i oL

0 0

Donc
oo
9 s 1 e— @
[Eu_1+2——e — - | —da = 1,
0
ou
co
~ 9e20 — 1 e— &
A e = ]
0
Pour simplifier le premier membre, on peut emplover la relation
2
oo
Qe 20 D e p— R = e— @
0

La soustraction donne

co

[1 —:_m-i-- 1 — 28_“] E_ﬂmdm = 1.

1) Par le changement de a en 2.

2) Bierens de Haan, T. 94 (seconde édition). La premi¢re renferme une faute de signe indiquée, du reste,
dans Uerrata.

(57)

(64)

(65)
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1IV.

Sur la fonetion ¢ (z).
23. La formule |

LF(m):tP(m): (;’E-—-—-] _I__—E—(m—l}u] e';m_ e

résulte, par intégration, de celle-ci:

=
; s g R . =
?'@) =| [ — 1= | d,
]

conséquence, presque immédiate, de O'équation de définition :

o0
T ( r - - w0 D
=@ = f—a+p7 %"
0
Soit © = 1. Alors
' oo
d()=| [ — a=q]da=—¢
]
C étant 1a constante d’Fuler. Par suite,
(-
?@) — o) = | S=5" da;
0
ou, si ’on pose e~ * = ¢:
1
¢ (1) — ¢ (1) = | -5 dt.
0
1) La formule
oo
(pr(ﬁ—l—]):L.ﬂ:;lL—%-—l- G #EI_I %)e_”dm,
0

rappelée ci-dessus, est une transformée de la relation (66).

21

(34)

(66)

(67)

(68)

(69)

(52)
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1l est clair que: Si @ est commensurable, la différence ¢'(x) — @ (1) est réductible @
Pintégrale d’une différentielle rationnelle. ')

Quant a la quantité ¢’ (1) = — C, on n’a pu, jusqu’a présent, I’exprimer sous forme
finie.
24, La fraction - = f;l est la limite de- la série
] o 2 e o P e B = TR P T
Par conséquent, o SR
¢ @) — ()= [ — a1l (70)

1
formule connue. ?)

25. Il résulte, de cette formule,

o8 = ¥
¢ (x) — 29'(1) = Z [E — L. + 2 — ])J —+ COnst.
1

Pour déterminer la constante, prenons # = 1: le terme ¢ (1) = L. I'(1) s’annule; donc

— ¢'(1) = i [:E — L. (ﬂ)] ~+ Cconst. ;

et, finalement,

o) = — (@ — 1) C + ¥ [0 — L. 222 1] 9 (71)

26. La série contenue dans le second membre serait peu propre au calcul de o (2);
mais on la transforme aisément.

A cet eftet, rappelons que

LR e B e
ou
;
C=1+ > [;—L.;2]9 (72)

S1, apres avoir mes @ part le terme (x — 1) — L .2, on remplace C par I’expression
précédente, on obtient, au lieu de la formule (71):

1) Sur la constante d’Euler, . ... p. 214.

2) Henri Limbourg, Théorie de la fonction gamma, p. 70.
3) Nous avons remplacé ¢’ (1) par — C. |
4) Mélanges mathématiques, p. 164.

Bl .
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\ 1 1
n— X4+ n—
p@=@—1)—Lo—@—1)— Y |@e—1) L.+ L.2Z2=1;
“
ou, plus simplement,
1 TV 1)
([ i
{I’(&ﬁ’ '{&Hnm—l ﬂ+:ﬁ}} (73)

Ainsi, la fonction ¢ (x) est égale auw logarithme néperien d’un produil wndéfine.
27. Ce n’est pas tout: comme ¢ () = L.TI'(x), on a, en passant des logarithmes aux
nombres,

o0
-+ 1)
re-+1) =[] = (HLE)- (74)
: 1
Cette nouvelle formule équivaut a
: . z 80
P+ ) =lim.[(0 + 1) srmpoasaas @ =000 (75

V.
Développements en séries.

28, Si, dans 1’égalité

= (%) — m(ﬂ:+1)=(zt:+%)[:-$+1 i (68)

&L

on change z en z + 1, z + 2, . .. et que l'on ajoute, on trouve

@ (%) [(m + N —+ 1) [ EreE 1]-2} (76)

2 €T n

n
X¢:

n 0

Le second membre est la Série de Gudermann. 11 est facile d’en vérifier la conver-

sence. °)
En particulier,

L’u(;) 2((:14-1}[1 i 1;

1) Celle-ci s’accorde avec la définition de IT"(x), adoptée par Gauss.

2) 11 ne faut pas oublier que @ (z + n) = 0, pour n infin:.

3) Dans les Notes placées a la suite du Calcul intégral de Lacroix (tome II, p. 348), M. Serret dé¢montre la
formule de Gudermann pour le cas ot & est un nombre entier. Cette restriction, on le voit, est inutile.
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ou, sous une forme un peu plus simple,

a(3) = s[ﬂL.zzj: 1 (77)

29. Reprenons la relation (62) et celles qui s’en déduisent :

w(x) — @ (® + 1):(m+%)L.m+1 12

@ (v 1)—m(m+2):($+§)11 Ete 1,

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

lllllllllllllllllllllllllll

I1 en résulte, si ’on ajoute & (z) aux deux membres de la premiere,

2 [w(2) — @+ 1) +w(x +2)—...] = ©(x)
+[(m+%)Lm;1 1]*—-[(3}+§)L$:? 1]+,
2 (@) — w(x+ 1)+ @@+ 2)—...] = ()

B n— 1 2n — 1 T -+ n
....El(_n (e + 27 L. ot — 1,

Pour simplifier le second membre, j’observe que la relation (76) peut étre remplacée par

D

m(m)zz[(m_l_ﬂﬂ-—l)L -ﬂ}+ﬂ 1:]_

2 C B n— 1

Ainsi, dans la somme cherchée, les termes de rang pazr se détruisent, et les autres
s’ajoutent. Conséquemment,

m(m)—m(m+1)+m(:1:+2}-—_..:i[(:ﬂ—l—i-—-%)L Tt —1], (78)

‘41 —1
¢ ctant empair.
Par exemple,

™ (%)—‘t (g)ﬂ-m(g)— o ZT[@L 3;'::— 1]. (¢ empair) (79)
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30. Les premiers membres de ces égalités peuvent, de diverses manieres, étre trans-
formés en intégrales définies. Pour abréger, considérons seulement la seconde.
La formule

oo
L df3 5]
0
donne
(&)
1 d
(] (‘f__’:) == 2 zTEBB,__ ] itl"ﬂtg 2[3,
0
ou, par le changement de 28 en x:
Co
s = dax e :
m(5) = w3 arctga. (80)
= 3 ,D
De méme:
00 Co
5 T da i < — IO dx & :
EF(E) p—— D | ﬂl[,tg:g, L2 (ﬁ) T e _ 1 a‘rﬂtgﬁ'.!' )
0 0
puis
oo
1 3 5 dx ; & i
m(g)—ﬁ(g) 4® (5)_ == [alctgm — arctg ; —+ arctg: —. . ] (81)
y 0
Soit
4
y = arctg & — arctgz + aretgz — .. .; (82)
et, par conséquent,
; ’ 1 5 . D
¥ =15 9+ x* 25 4+ x?

D’apres une formule connue, ?)

s

R 2
y 4 5 ‘ITJ'..‘-.|
ed e 3

Donc
x Jo e
T i
édéﬂ (i Ed:ab

ey
&
=
(%
—
m[-J
e
L=l
[ &=
-4
Co
-
1]
B o
L
ol 2
"'*-.__-_-_,J--""
I
Sl

1) Traité élémentaire des séries, p. 36.

Memoires de 1'Acad, Imp. des sciences. Vilme Serie . 4
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ou ¢
T_L'E
ey
y = arctg — : (83)
et

Telle est la somme de la série (82).
Au moyen de cette valeur, combinée avec la relation (81), la formule (79) devient

o T

o oD
I | 1 A ;
gﬂ; = - arctg EE == 2 [@L zzi : 1:|, (¢ empar) (84)
0 e | = ,
ou
m -
dz ¢ ST 2+ 1 1 it :
g WG g - Z S . (¢ impair) (85)
0
31. Remargues. I. La formule connue. presque évidente :
q y q
SO &
— o e P
f e~ ! cosqmdmmm, :
ﬂ #
donne
: : —— D — e 0, —_— 30 -— 50l
ol

ok COS oL

Nous venons de trouver

=
o 2
SN
gy
Alnsi
= L
COS o 2 1
ﬂ“+e—“dm T & o EE (86) ')
0 e? +e?

II. A cause de

o
w(E) = 22 J. esz__l arctg ¢,

0

1) Bierens de Haan, T. 281.
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(18), on a aussi

(1) —o(:

Si 1’on fait

| il

Co
d 5
)-l—— Eﬁ(g)—— = =j arctg ¢ [Engﬁl cncl ey P ] dt. (87)
u ¥

la série se transforme en

Pl Gl il (88)

d’ou, par le développement de chaque fraction:

z:iﬂﬁ:izi S (89)
2 1 n l n 3

Evidemment, 4, égale Uexcés de la somme des diviseurs de n, ayant la forme 4p -+ 1,
sur la somme de ccux qui ont la forme 4p.— 1. Je ne pense pas que la fonction Z ait été
déterminée. Néanmoins, par les formules (84) et (87):

b

oo OO

B3l

da e
Z arctgt di = w7 Arctg

0 Jo & -+ 1

(90)

k

2l A

32. On a vu, ci-dessus (27), un développement de I'intégrale de Kummer :

e
B _J e— 9% — — DT dy
]

14— % 2

Nous allons en former un autre, moins simple, mais qui donne lieu & quelques remarques
itéressantes.

On a
© _g—Yz_,~@—}e sl e
A — de | e—@4—DT_—(p—17 gy
g £ e &% 4-¢— x
0 e +~ € 0
Soit, pour fixer les idées, p > ¢. On a encore
b (p—20)% _1 @
s —p— 2z eVETEDY 1 da
b —j greaT Y g St (91)
]

._f;{?P"‘EE'}v"}_ 1 g
: = ¢

puis, en développant

41-51
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co
— (2p—1) iy 5 A T — 97)3
B:f Sl m-d{ﬂ[gpl B2, G020 :’EE—F‘..];
0

er 4 e— & 1.2 1.2.8
ou enfin 3
N (2p — 2¢)"
b = Z e —+1) Bﬂ’ (92)
1
en supposant
= (2p 1) T
' PR n—1
B, =J. = & dx. (93)
0

ou

L # - - 4 [ o L T ] ]. =1 ﬂ - L
Par suite, dans la série (92), le terme général est inférieur a - (ﬁ—}]—g) ; donc celle série est
convergente. En outre, a cause de

p—g l(ﬂi*ﬁf_._%(i“—'f)g-;-...=—L.(1 i) =L.2

P 2\ » p P q’
on a
2
33. (Suite.) On tire, de la formule (93),
dB o (2p—1)&
R 8 el e .
7 SR 2.[ e e % dz ;
0
1) On vérifie ce résu tat en partant de la formule de Kummer (27), et en prenant le développement de
q p-+1
r(5)r ()
P qg—+1\’ g
rG)r ()
savolr: ' :
joud 15 L (¢—9) g—p—2) -
q 2.4 q (q + 2) e

P S MO gl
2q 2q

i i
b < Lo |

La somme de la série est moindre que s E Donc
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ou, ce qui revient au meme,

1 dBn
BH-I—‘I SR 2 dp (94)
Par conséquent, si 'on part de
& d
T
B, = |. arrrm—oz: (95)
0
on aura:
1 dB 1 d2p 1 d3B,
BE = " 5 '};riul:l BE =92 fgpzli B4 %08 dps ?° y
puis, au lieu de la formule (92):
1 o =0 (2 —p)* dB (9 —p)° dB,
Sgare EB [P ‘_"_1"""' Bl Sl 1*2 _dpl ot 1-2.3_' @2 L PR (96)
Supposons
By = F(p); (97)
la série est le développement de F'(¢) — F(p). Donc
B = 2 [F(p) — F(g)] (98)

34. (Suite.) Dans la valeur de B, (95), remplacons e¢** par z: 'intégrale devient

i Ee =il ) - @),
Ainsi B,=;[¢ (%) — ¢ ()] (99)
Cette expression de B, donne:

Fip) = % l:cp (F '; 1) P (g)} - ﬁﬂﬁéi.,

1) Biereng de Haan, T, 3. Pour vérifier cette égalité importante, il suffit, par exemple, d’employer la

~ formule

|
1 — 21

o (2) — o (1) :J T G, (69)

0

On en dédunit
1
1) =2 (] —

@) — ¢ (¢ —3) = | = d;

ou, par le changement de ¢ en 2%:

1
’ r 1 ;E{m"—'l] .
o) — 9 (::U—E) = 2] e A
0

ete,
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F(p)—F(g) = ;|0 (1”_;1) ? (’2)— o(L5)+¢ (ﬁ)}

et enfin

formule de Kummer.
3d. Remarque. Le dernier calcul peut étre présenté plus simplement.
De

-]
f dx
B, = 1" (p) :j 22T 4 p@P—2) @)

0

on déduit, en regardant p comme une variable dont ¢ serait la valeur initiale:

F(P) S Q_') “‘J\ di'JJ‘ Eﬂpm_l_ﬂ{?p—hz;:n ’

ou

CO P
F(p)—-F(q):J lj‘f’-mj R .

0
I’intégrale relative & p est

Done

ou

o0

; | = . 1
F(.?*})_'"F(Q) e %J. : 1 e = = EB'

0

36, Soit, plus généralement,

= e— @ px d
e e £
e l 4-e—% f(.l.’) x !
la fonction f (#) étant convenablement choisie.
On trouve, sans nouveaux calculs,
o0
O (2p — 2q)"
=] (2p q)

Fr+1) —n?
1

en supposant

e— (2p—1)T
—J 2 (@) d.

i i
; B | T [ e T O O . T W LT S s g W L gl v e ) R

(100)

(101)ﬁ

(102)
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Soit —J e i dr— F ) (103)

Alors

P F—p—1) 2 1
F(p)— F(Q) :J dPJ. E g f(2)ds = 1_,jj—-g:::J = dp,
q 0

ou =
F(p)— F(g) = ;J i Baib o |1
ou enfin ﬂ 4
F(p)—F(q) = éJ. ey @) (104)
:

Ainsi, entre D et F(p) — F (¢), il existe une analogie simple. C’est ce que nous voulions

faire observer.
37. Remarque. D’aprés les valeurs de B,, B;, B,, (33), il est clair que

i\ n—1gqr— 18
Bﬂ —_ (—' é) 'dpﬂ'":'f!' (105)

Or, par les formules (70) et (99):

11 1 . =
B=3[;—sri+saz— ") (106)
Done
. : :
Bﬂ_ — ( ) ﬂ") 1:1_-,1"1 1} =% 1)?1 [I}__'__H‘}n -:l ) (1{}7)
38, Soient n = 2, p — > : la derniere égalité se réduit a
: BE:]'_;;‘_I_;E ,‘_}E"-I—*...:G_
Donc (105)
oo
g e2PT o (2P __2)T
G e .1. : 0
2 dp 3
pﬂurvu que, dans le résultat, on fasse p —; . En effet, on retrouve ainsi
GoRt
HHIMH :
G ZJ e® p-e— & (4)
0

1) Cette expression résulte, aussi, de la transformation effectuée sur la formule (95) [34, note].
2) L’intégrale (93), développée, conduit au méme résultat.
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39. Prenons, comme nouvel exemple de série, I'intégrale

Qo
T_—1 d
E:J T (108)
0

la constante a ¢tant supposée positive. !)
e —1
o5

On a d’abord, en remplacant par son développement,

oo
Tl dzx [ 1 Simnd b5 x> 2 ks
= e(1+A)T 1 | T (2) " (3) I" (4) s o 'J"
0
puis, en développant la fraction :

.8

Co
:_1 3 1 : = nr
1 0

Si 'on effectue les intégrations, cette égalité devient

D

. n—1 1 : ! ,
g ; (== 1) [H[l-i—ﬂ) Bo 212 (n + a)? i 31 (n + a)? B 'J’

ou

E= > (—1)""L -ﬂ(’”“*”) (109)
1

l+a)—1"’

ou enfin

_E:L.[l—;ﬂ 1 + 2a 3+3u_3+4ﬂ ]E) (110)

i P

40. Au moyen de la formule de Kummer, I'intégrale E peut étre mise sous une autre
forme. En effet, cette intégrale est la méme chose que

o0
g — AT ___.E-—-(1+a];r.
1 _I_e‘—“.-l‘ﬂj:n dm'

0

1) Si elle était négative ou nulle, I'intégrale serait infinie.
2) On parvient immédiatement & ce résultat en écrivant ainsi I'intégrale (108):

o N n—1 mﬁm—l —n(+ar g
= (—1) =1 z,
it

0

et en appliquant la formule (28). Mais nous avons voulu donner un exemple de la méthode indiquée ci-dessus (32).
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-

_'r"?'“.t

33
| = 19 aa e
Donc, si Pon change » en
co
i (1 (i 4 )tﬂ
o e e g e
e la4-e¢— T g
s 0
ou, par la formule citée,
gt (L ]
E=L-. le(gf_l-af-u—l ' (111)
F(:&J 1 (:Er.:: —I*_E]
1 : . , !
A cause de I (E) — V=, la comparaison avec la valeur (110) donne ce résultat curienx :
r ({4
(‘34:!:+E) ]/ L+a 1-4+2a -3+ 30 3+ da {‘]Iq)
1,.(-_2.;:4-1) o @ 24+2¢ 24+3a 4440’ g
2a -4 2
En particulier, sia=1:
: 1
r(;) e
$b o ) S SR - S S | S i
Y el oo i G b L (113)
4
A1. Remarques 1. Nous avons trouvé, précédemment,
1 2
E(3) At X T L AL 1S 44)
E(2) R 10 BB O g 1e g e
4

[l résulte, de ces deux expressions,

BSOIET T L i S
TSI B R RS 5
ou
Py S0
gt R
II. On obtient encore, par division,
1
r(i)_4_$ E A B
T I T TN e R
E7)
ou
1
L R
F(i) ¥ 1 <5

1) Dans le second membre, les nombres 1, 2, 3, 4,

Meémoires de 1'Acad. Imp. des sciencos. V1Imo Série

82 7.9 192
“ 5.7 107 T 9.11 (114)
B .yl g T Ay 831
678 99 "W 18 Tt
7.-8 11 18
IR (115)

... sont disposés de maniere i former une grecqie.

5
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ITI. On sait que

Donc
Vo F 1 7 iR L - R (RS, 1 |
2 1(]/@)_3'5"6'5'_1_[&'1—3'?5"‘ (116)

Ce développement de I'intégrale elliptique, ) (]/%), me parait remarquable. ?)

42. La formule (112) peut étre éerite autrement.
Par un théoreme d’Euler,

U (écai E] I (:ai-;-_lﬁ) B ( « (o 4 1)
T )

ﬂ(ﬂﬂ;:"l} O =20 g2
2a + 2, -
ou
P(Ealﬂ Ll ( a 1)
rE) = v e s

Donc, au lieu de la formule (112),

ol

_— &

l+a 1 -+2a3 3 <4 Sa 3—:—-4&_
) i} 2420 2432 4 4+ 4a’ (117)

(
9% + 27 2

Si on fait

i

2&4—2:??
on frouve :
ot D s e Ls O] 142 A
3 S B
i 0y = ] - '_._:.—l-‘__.i:} :
3+a{5—1_2p,2+3m—1_2}],,..,
LA B © ol Sede cbh Lo dp S e 5 §4+4a 34+ 2p ;
PR T ST R T S TR S OB R T T R L S G
puis |
S, 1 1=+ 2p 3 3 -+ 2p 5 5 --2p
B(p’ﬁ)_mﬁ"ﬁ' 2 3+2 4 4+20 "6 °°° (118)

1) Sur quelques formules relatives aux intégrales eulériennes, p. 15.
2) On pourrait le simplifier encore, du moins en apparence, au moyen de la valeur
o s 2 AN BRI 0, 18 AL 1
SN L ORGS0 R R 1 e

donnée par Euler (Introduction @ I’ Analyse, tome I, p. 141). Relativement & la quantité F (1), on peut consulter
le Compte rendu de la Session du Hdvre (Association francaise pour U Avancement des Sciences).
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43. Remarque. Ce développement de B (p, %) a ¢té obtenu en supposant a positif

(39); et, par conséquent, p compris entre O et é Mais ¢/ subsiste pour toutes les valeurs
positives de p. Pour démontrer cette proposition, posons

(2% — 1) (1-+2p) (3 +2}Jj... (28 — 1 + 2p)

N 19000 )
k=0 Al 2\ 2p (24 2p) ... (2% — 2 4+ 2p)?

et cherchons vers quelle limite tend cette quantité, lorsque A croit indéfiniment.
I1 est visible que

N bd 0=) @) (). = i)
R RE A I T LIS T p(l+p) (2+p) ...A—1<4p)

| S v 'T(1+%+_p)' T (p)

: - r)ra+1) Tr@E+p TO+p

L. T (p) C(A+3) T (A1 p)

) ri+p) I'(A+1) T (A 4 p)
Or,

?L+é-|—l+%—+-g} = A+ ] =X+ p;

donc (9) la limite du second facteur est 1.

En conséquence,
L (p)
TG )

sl

et

(2T (p
® lim, N, = F((ﬂl) {1)) — B (p? 1)
S 4P &

A4, Suite. Le premier membre de 1’égalité (118) est

1
Jﬁ”%(l—&}*"“da.
0

Soient

R ey o
0 — s, -

A=

-
b

I

I’intégrale se transforme en

Bl |

2 | cos? ™ "odo,
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et la formule (118) devient

5
2

G{}Sq—itpdq):g—-H[Eﬂ—l}{ﬂﬂ_—1+g]l), (119)

2n (2n — 2 4+ Y)
1
0

Celle-ci, que je crois nouvelle, a des conséquences nombreuses, sur lesquelles je re-
viendrai peut-¢tre, dans une autre occasion. En attendant, je fais observer que, s¢ q est un
nombre entier, cette formule (119) donne le développement, en produit indéfini, soit de ,

soit de la fraction

1.8.5.-(0—2)
A6 g —1)

45, Comme derniére application du procédé indiqué ci-dessus (32), cherchons le
développement de l'intégrale

oo
(e — 1)% dx
b= e 1 g2 et
0
on
e’ 4+ e —_— €
F:l 6T 4-e— 2 mz'z)
0
On a
elt-e— F—2 1 0? ot :
? =2[rg*+rotrm )
done

oG

0
R B ok by L Lt —(@n—1N)x
11_2:;( 1) [F{5}+F[ﬂ}+m}+...]e d,

0
ou, si I’on effectue les intégrations:

0

n=—1 1 1 1
b= 2 E =) [1.2(%-1) T Si@n—1p ' B.oPRu—1p L :' - (121)
1

Pour » = 1, la série entre parenthéses est un développement de L . 2. Lorsque n
surpasse 1, on prouve, aisément, que la somme de cette serie est

1 o b

1) Si ¢ est un grand nombre, les facteurs Sl prar S RO sont fort petits, et les autres sont considé-

rables. De 14 résultent des écarts excessifs entre les résultats que I'on obtiendrait en prenant un facteur, deux

facteurs, trois facteurs,... C’est pour ¢viter cet inconvénient que, dans la formule (119), nous avons groupé deux :

facteurs consécutifs.

2) D’apreés la formule (23), |
(e T
G = 4F'

il i R b e T il

3
g
i
.é
i
4
ié
"!
i
;‘i
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2n — 1 in(n —1)
'L ey e L en =1 )

Par conséquent,

F = 2L_2——i(— )" | L. =2

dn (n — 1)
+ (2n—1) L. {En_l}gj,

ou

SR A SR

L.e premier produit a pour lmute + Done, finalement,

-1 L3 G (27 @ i

46. Remarques I. On vient de voir que

-L 1-:-&:_'_91[“(1__3;9) . él,?.fj [(1+2)L.(1+2)+(1—2)L.Q —2)],

1) Soient, en effet:

m-ﬂil—*1’ o 2 ] == 2

Le développement de y est

T t e ok AL e
=+ - s =317 5 + 5 + :
01

ax a3 a0

el g e o ODFLD

1.2 4 =0 B

D’ailleurs, comme on peut cerire:

1 1
i = ﬁ(1+m)h'(1+$)+ 5= (1 — @) L. (1 —o),
la vraie valeur de cette fonction y, répondant & & = 1, est L.2. C’est pour éviter toute introduction de séries diver-

gentes, que nous avons considéré, a part, le cas de x =1 = n.
2) Chacun des facteurs, ou son inverse, a la forme

;2 k
(=)

I étant impair. Or, -
Jo

() = (1)

a pour limite I'unité. Donc le produit entre parenthéses est convergent.
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ou

e — ==

mxy Ehackerr “On=1F - % Un—i " a0 =1 m=i

On — 1 dn(n— 1 2n — 1 2 In On — 2 In — 2
I ( Reut " Lis ]1)

Il résulte, de cette identité,

e

11”:2L-2—'22(—1)ﬂ [“L'in1 n—1)L- 2%-—-?] (123)

-

Mais, avant de passer des logarithmes aux nombres, on doit modifier les deux termes
entre parentheses, attendu qu’ils n’ont pas pour limite zéro. ?).
Or,

In n —2 4n® — 4dn On—1
nLeg— Hm—1) Lo - =nl a5 =

Par conséquent,

F=aL.2—sL- [ (& (&) (8)...] —an 3+ L2 ii0E
F=v QG @E @B g

[I. La comparaison avec la valeur (122) donne

g = 49 9 10 2
=g mrareee X g e (125)

puis

9

—

T

| )
1'-:.-‘1|

1) En passant, mentionnons I'équivalence entre trois séries.

Un a
1 +2a n n—1
. —_— " — — L
= 1l —a . n—1 n ?
on
3 5 1 1 1 1 1
9 & g = o
2 b e | = E{fa-—-—l}2+8[n—1}1 '
e S :
n 2n? 3n3 O

1
I —

ou, a cause de & =

1 e E X
n—1 2(n—1)7 3(m—1)3 4(n— 1)

1--I--1-—[—-14‘-‘21:'1-"
n An? 3n3 4n?

|

1 1 1 i
[nhl S(Qn_l)a*l"*5(2ﬂ_1]5+i,[2ﬂ_1},,+...]l

. 1 1
2) Le premier tend vers 59 et le second, vers — ;.

J K

bl

s ki | In

O T L R R

_
T oy WAL R T e

1
|_"'
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III. Nous avons trouve

r(3) |
sah 0 TN RS BTN B ; (115)
SRR G B T 2
4
ou, ce qui est équivalent,
= 3\ 12
gl b I8 e £ ()
: - 1

La formule (125) peut donc étre remplacée par celle-ci:

e 1y7)2
N g.9 . 2 49 80 121 (126)
o T M bl Tl TR T R R
T(3)_
IV. Nous avons trouvé, aussi,
=i pve
F_('i) ——4.3 3 _.? H.II.E} 14
B[O 1L 5B 9 T 3o (44)
4/ __|

Done: les produits continus :

g.9. 34 4 80 121
5. 25 44 &l jag 1%t
g ECE R T o

ont pour limite commune :

1) Au moyen des tables de la fonction gamma (Caleul imtégral de Bertrand), on trouve

)—E
)_

Cela posé, la formule (126) donne, comme valeurs de plus en plns approchees:

T|

|

= 8,753 76 ...

T

We | 3

B 8 BoGd: 8 B3e B, T1ls B, T83 B) .0
et la formule (44):
4; 12; 7,2; 10,08; 7,84; 9,5822; 8, 1080...

On voit que les premiers produits sont bien plus convergents que les seconds.
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V. D’apres la derniere relation,

Eed o de BLIC o
e S S - R ) I R e A

Done, au lieu de la formule (124), on peut adopter celle-ci:

P=1. {26 &) @ &)+ L2 - LB (AT
F=sL.2—2L.{R(V35) () G (&) &) ..} (127)

VI

ou

Développements de la constante 4.

A7, Dans le Mémoire sur la transformation des séries, et dans les Mélanges mathéma-
tiques, nous avons donné les formules:

19 ) (— 1)n—1 ,

G = 18 32 ; (2rn—1)% 2n -+ 1)* (2n -+ 3)*? (128)
2 909 < (—1)r=—1

G = 550 — 768 12 Gn—1) @na-1)2 @n+ 3 @n+7)’ (129)_

e T s Oge o S Sy ]_T_E [ T 1
G=(lsi+ 1556 "7 T soie Tt AR —1:], ) (130)

et quelques autres.

1) Celle-ci est une conséquence de la relation

21 A
M=

1 HE ‘
G=—;| L.tg5ds = — | L.tgo.dz. (3)
0 0
Suivant 'usage, S,, S, Sg, ... représentent, respectivement, les sommes
1 1 1 T2
2 T e 3z ... = G
LN 5
L 24 T e 90 ?

------------------------

calculées par Euler et Legendre.

R T
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Pour trouver de nouveaux développements de &, il nous suffira d’appliquer, aux ex-
pressions contenues dans le premier chapitre, les procédées de calcul indiqués ci-dessus.
48, La formule (3), que nous venons de rappeler, peut étre écrite ainsi:

T

2

1 1 4+ cos&
G ==] L dzx.

4 "1 — cos

0

Le développement du logarithme est

2 | cosx ~+  COS°® -+ £ COS°% —+~ - COS'® —+ ... |,
D’ailleurs
Kl
("o
DNy — — A e {ﬂﬂ-—ﬂ)
GRS % ar = 3.5.7...(2n—1)
Jo
Donc
1 (gl L I S 1 . 246 r |
G-——§|:]—I‘—g'é“‘l‘g*a—-'—l“%'glﬁ'?—-l-..._? (131)

mais la série, bien que convergente'), I’est trés peu.
49, Prenons encore la formule (3), mise sous la forme

-

T

2

Q= ] L.cot%m do. (132)

2
0

On a ?)
1 1 1
I : Eutg — cosa -+ ; X, cos 20 —+ ;3 X, €08 3a —+ 7 Xjc0o84da =+ . .,

1) Le terme général est

fe— 1 2.4.6...(2n —2)
| n - 2m—1 38.5.7...(2n—1)
On a done
Uy 4 1 ?_ﬂf-l 2n
Ny,  2n-+1 2n-+1"7
=g\ W i i __ a1 (2n—1)—n(@n+1PF = w(2r+3),
(ﬂ +- 1) " Uy, i (21 -+ 1)* = (27 - 1)% 7
puis
. u 1
lim, l_(ﬂ ) == *Ha] — T
e n -

Ainsi, d’apres un théoreme connu, lo série est convergente (Traité élémentaire des séries, p. 23).
2) Sur les fonctions X,,, de Legendre (second Mémoire, p. 51). Je rappelle que

X — COS ¢,

Meémoires de-1'Acad. Imp. des sciences. ViIme Serie




42 E. CATALAN,
31
o
ou L.cot; = ;;EX“_JICOS%E.
Par conséquent
e
G = %Z% X _, cosnode. (133)
- _
0

Ainsi, la quantité G peut étre rattachée auz polynomes X . La maniere la plus simple de
calculer I'intégrale

w2l A

X __, cosna do

n

0

consiste, me semble-t-il, a remplacer X _ | par son développement connu: ')

1 P ¥ R ep—1
‘3“'—12 (—1) Cﬂ—-f._.p'Gira—ﬂfj—z,-ra—i‘cos @,
p=0

mais, néanmoins, les calculs se compliquent rapidement.
50, De la formule

OO
o T L __ p— Iy 4
Gi— 4 (;4—1“5‘1 mf’ (23)
« 0
on conclut (49, 46):
x 8 [9\3 [24\5 [49\7 (80\?
¢=3L.[z- & & &1 (139
= o T /1\ [(8\2 [25\3 (48\¢ (81}
6 =%L2—JL{n (VY GG G- (135)
d1. Dans le n° 45, pour former une expression de ’intégrale
& 2\ 2
S Fre—% g2~ ®w )
0
i , e 4-¢e— % —2 . 1
nous avons multiplié le développement de = par le développement de ——

En procédant d’une maniére un peu différente, nous pouvons obtenir diverses séries, plus
ou moins intéressantes.

1) Mémoire sur les fonctions X, (p. 11).

b Tl I LS i et G REowakia o B

W S T T

sl =

it e o gk

N el i) L

gl T

b o i i

%

R T, T S I L S L R T
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Reprenons I’égalité

e + e~ P — 22 !
p 2 [11 + 76 — 1“(7J+"'J’
ou
Em+e—m—9_2§ o
a? R I' (2n + 3)
0
Il en résulte, immédiatement,
Co
m‘} 1 2n
G =5 2. Tens3) | @+ %) (136)
0
0

la relation (136) devient

o) (rc)iﬂ—l-i
T N \2
& = &%\1‘(2:;4—5} E.: (137)

Ce développement de la constante G, procédant suivant les puissances du nombre T,
est absolument inapplicable. On peut le remplacer par un autre.
En effet, il est visible et connu que

oo
a2 1 1 1 _
J e 1+ e— & de = TI'(2n + 1) I:l'.tﬂ.—l-l -1 ¥ pan e . =:|r
0

done

2,2)

T N 1 1 1 1
Tl 2 (21 + 1) (21 + 2) [w—ﬂ“ﬁ — g1 v pmric J (138)

0

1) On a vu que

¢ d
g :j ody__ (4)

oo
xdx
ef 4 g— &
0

est développée en une série dont les termes sont des intégrales définies, d’apparence un pew plus compliquée que la
premiere,
2) Sur les Nombres de Bernoully et d’ Buler, p. 10,

Done Vintégrale définie

G¥



i St I b e G el PG o oS TR gk
: £ . -0 - Mt o2 Shig e = ) Ty S I S L Sk Bt s
- - c . - — g o R s DR

Py e (L S
2 T g o
"'- g - L .
. e - . i B

i i’
W = L]

R -
e
r

&
e

el

> 1‘:! k
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92, Remarque. Cette nouvelle formule présente, pour ainsi dire, la méme particularité
que la formule (136): la série

est la somme d’une infinité de séries analogues @ celle-ci. *).
53, Reprenons la formule

i% adx
B = =l (6)
s1n 5 &
]
On sait que
e R 1 1 1 :
Si®E - & 1—2 1+ 2—x 2 1& Tl
T : <,
d’ou, par le changement de  en 3 :
: 2
H A —
. — 2. ML Z (__ l)ﬁ 1 I: 1 i &£ ].
sin 5 @ L0 T ' 2n — x 2n + x
I’expression ci-dessus devient donc
~1
o0
T e n—1 M H T
G _E+121(_1) [2?3*—.’1‘ N 4 dz. (139)
o' 0

La quantité entre parenthése égale

n n
2 [ﬂ-n—m o e 1]‘

Par conséquent, si 1’on fait

o=l S5 ag)
on a
G=7~+5 E (—=1)""" u,. (141)
| 1
54. Suite. D’apres la relation
@ (1) — @ (& -+ 1):(m+§)b-m;’1* 1, gy

1) Par un calcul que je supprime, on transforme la derniére valeur de G, contenant une série double, en

o= 5 AT (2 (- 30



RECHERCHES SUR LA CONSTANTE (7, ET SUR LES INTEGRALES EULERIENNES,

il est visible que _

[8.9]

Z (— )" u, =

1

|
l
3
T
D | i
e i
+
B
o
gl
AT
] | e
|
2
T

puis, a cause de

et de
e
-
1 3 5 = dﬂ: i EE —1
ma-—-m-’3—+m§“- S TEI___lﬂ‘lcgfc
5@
¢ 41
0
o0
o p %*’I’
=Ty 1 ry N e® —1
2(_ 1) Mn:-g—(—lﬂvL.z)“lﬂg 7 MCtg m o
1 e? 41
v 0

Au moyen de cette valeur, la formule (141) se transforme en

co
q 8
T HH —
GZEL.2+E Wal‘ﬂtgem :

= € -+ 1
0

L3

B2l A

55, Suite. Pour simplifier cette nouvelle expression de @G, posons

ou
st =L.1~+t)—L.(1—1%.

Il résulte, de ce changement de variable :

— 4 dt o i e 4t :
dm — T 1 —tE 9 i S — 1 —— mj
puis
oo 1

d st T (B T
."E E e s A T &-TE g .
o Arctg E T Lt % dt;

e -+ 1

(142)

(50)

(83)

(143)

(144)
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1
et, finalement, G=7L.2+ f soob MeEs
. 1+¢ t
' 0

6. Remarques. 1. La comparaison de cette formule avec celle-ci:

1

1+ a?

0= f1.2va [[2m

0
donne

1 1
1—a arctgx o2 x arctg x !
fl-l—.f{: x dﬂj_gj 1+ x* dz
0 0

ou, apres quelques réductions :

1
1l — & — x* — 33
f = arctgxdzr = Q.
+
0

Ce résultat, qui est connu'), sert de vérification aux calculs précédents. ®)

dz,

II. L’intégration par parties change la formule (9) en

?

-

1
T 2’ . .
G = ; L.2 + [z(arteg ) ]{;. —-J (arctg 7)* du,
0 =

(145)

(9)

(146)

(147)

(148)

ou
: 2
2 R s 3
j(arctgm) dr = &+ ;L.2—G.7)
0
II1. D’apres les relations (89) et (90),
o8] - \lse)
5 &
dx =l [ — Nl
S arctg gm — .}.: A e ""arctgt di;
e” +1 1
0 J 0
1) Mémoire sur la transformation ..., p. 40.
2) 11 y en a une bien plus simple: 'intégrale (145) se décompose en
1 i
arctg ¢ arctg ¢ Lo T
0 0
(Mémoire sur la transformation . . ., p. 54).
3) Dans les T'ables de M. Bierens de Haan, je ne trouve pag cette intégrale; mais elle est une conséquence
de celle-ci:

bt

16

1 |
J (arc cot z)? dx = -
0

donnée par le savant Géometre.

3T
= L.2~@
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puis, par la formule (143):

(.8
G=7iL.2+r 12 A, | e "™ arctgx da. ) | (149)
\ 0

57. Pour trouver d’autres développements de ¢, il suffit de transformer le premier
membre de ’égalité (148). A cet effet, observons que

arclgae 23 i &’ 9 1 o i
o= [m -5—-—7+...] [1—2 42—’ - .. .];

ou

arctg x 1\ g 1 1N -5 1 1 1\ o
1+m2—93—-(1+§)m+(1+3+5$ R S ar e a o

et, par conséquent,

A P
(arctg z)> — 2 _-(1 +é.)‘?f—=-(1 +§+%)‘f;-—-(1 41+%+;)‘i ... ) (150)

D’un autre coté:

0 0 0

done le second membre de 1’é¢galité (150) se transforme en

1
d o 1 6
J. 1_:2 [(1 —a o — (1 “ﬂtd)%-f—(l =) e, J
0

S1 maintenant on multiplie par dz les deux membres, et que I'on integre entre 0 et 1,
on trouve

1) On ne doit pas oublier que A, égale Vexcés de la somme des diviseurs de n, ayant lo forme 4p <+ 1, sur la
somme de ceux qui ont la forme 4p. — 1. (31). D’ailleurs, I'intégrale

Qo
J e "Tarctg x du

0

ne parait pas exprimable sous forme finie (Bierens de Haan, Tables, seconde édition).
2) Ce développement, comparé i celui qui résulte du carré de la série

g B
3 G g Bt
donne l'identité, presque évidente:
1 1 1 1 1 1 1
— (1l ., | =
n 5! D

1 =1 ¥ gen—n " er T Emeni

Ba s o



48 I. CATALAN,

1

da 9 1 -
J(arctgm) dx _Jl—m" 12 o jiee g (1 =gt liot e (] ~—af)y — ._:‘(151) A
0 .

Pour simplifier le second membre, posons

|

S 1 1 e 1 1 o
1.3 2.5 3.7 1.8 g

s o> ot i o6 o
1.5 20 3.7 4.8

|

o I

et, comme la premiere série est un cas partmuher de la seconde, sommons d’abord celle-ci.
Il est visible que

=g [mz o at o e Al o® o® s2% o8 :l
3 4 B8 7 8 8 i
ou
S =% 2 R Y i gl L g
: 2 3 4 g 3 5 =P 28 | |

La premiere partie égale L . (1 4 a?); la seconde est le développement de _?E (oo — arctg o).
Donc

5= —2+L.(1+ a4 2 Z%8°

oL ?

S—3=L.2—L.(1 —l—mz)-hg—Qﬂtha-

Au moyen de cette valeur, la relation (151) se transforme en -

2 : lrc amtgr.:
L.2 —L.(1 4+ a? T,
2 S .
(arctg z)° do = = de 4+ 2 | ——5 da; (152)
0 0 0

mais celle-ci est encore réductible.

58, Suite. On a:

o

L.2—L.14+2o¢)=1—a’— (l—m’i)+%(1-—-—mﬁ)_é(l——mﬂ)—l—...,

2

=1—5(1+0) +3(1+0+a) — (1 +a®+a 4 af) ...,

: .

L.2 —L.(1-a? ) 8 1 1 1 1 1 1 1 1 J .

J e ot do 1—'*"2—(1 +_)+§(1+§+E)—I(1+§+E+_)+“" X
0
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49
g IR 2
dya — Lr (1 =0 I |
ou (150): J. — do. = ¢ (153)
0
Done, au lieu de 1’égalité (152),
~1 *1 §
T arctg a
il 2 =t n 2 .
(arctg x)’ dx — = + 2 T o (154)
« 0 o 0
La comparaison avec la formule
it : 4
ot T ;
J. (arctg x)’ dx = ol ey L.2 —G, (148)
0
donne
HE arctg =
T o
G=-L.2-—2| " — do (155)
Jo
39, Remarque. A cause de
*1
- E— x aricg x
= — 22~ 2 |y dux, (13)
» 0
on trouve, non-seulement
1
g arctg & 5
G _J x d 7. (1)
0
mais encore la relation
- |
g-— ﬂff Y xartge - )
e =gl (156)
~ 0

= =
gl
1O
o
|L—'
8 =
+
8,
=
|

=, (153)

1
J Ll v T}l _I;,;é“ 0T e == (arclyalfs ) (157)
0

1) La vérification de cette égalité est bien facile: comme les deux membres s’annulent avee «, il suffit d’exa-
miner si leurs dérivées sont identiques. C’est ce qui a lieu.

Meémoires de 1'Acad. Tmp. des sciences. VIiIme Serie

L
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Par exemple,

1 1 x I ]
L.4—L.(1+3x% 12 L.x T2
J. 1 — &2 dm““?? Ji-mﬂ d‘m__'a_’ _
0 0
etc.

II. Soient

o =128, oxr = tzn:
la formule (157) devient

3 E' Cos &
' cos B B
sin (B + @) sin( —¢) ~ sin 213' (158)
« [ -
III. Soit encore
cos 3
COS = ——;
et, par conséquent:
. V2 —cos? ; cos 3 posig o
R & ! d? _51‘/33—[’:(13213 . Lﬂ_ﬂs-g STl L'E?
. . 1 PR -
sin (8 + o) sin (3 — @) = sin?3 cos’o — cos*PBsin’e — gf cos*, etc.
On trouve :
1
zL.z.dz ok 32 ‘
(1 — 22) V2% — cos?B 2 sin 3 (159)
cos B
Par exemple,
1L Gile- Sy T
1 — 22 8 :
-
formule connue.
61. Soit I'expression :
1 ' ;
R* 1 arc sin 2\2 ol
G=ﬁ+z[( 1) da. (18)
0 :

On a, par une formule de Clausen, ')

arcsinx\2 1 e 2.4 4 2.4.6 o J
( z ) _'QETE“'"H‘I” e s e Tl

1) Traité élémentaire des séries, p. 102,
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Donc le développement de l'intégrale est

z[iq-i—h 2.4 . 248 .
L2 84S BB6E - BBaBg o vt

et, en conséquence,

A 2 2.4 2.4.6
G=x+3 [ﬁ Frds. " TREE Y BhAea L e ] (160)

62, De la formule

s ™
r2 ("2
1 dax dy ;
7= 2 1 + cosa cos y? (26)
J(} < 0
on conclut, immédiatement,
—_— I.»--E— R
1O
G = by cos"z dx
e
ks .

- D’ailleurs, selon que n est pair ou impair, la valeur de I'intégrale est

n 1.3.5... (mn—1)
2 2.4.8,.. n

oun

Par conséquent,

[ K]

' T n? (12 242 2 [1.3,2 ol
26 =" —1+S (3 — (3 + S (3) —(53)
2 5 D

= (161)

on

i < 4 g -
A cause du facteur %, non commun & tous les termes de la série, ce développement
est presque aussi incommode que I'un de ceux dont il a été fait mention ci-dessus (137).

Liege, 20 novembre 1582,



