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Sur qnefque.; questions relatives aw.x ]‘huc&'um eih’prique.r
par M. Eugene Catalan.

DHI]E un Mémoire publhié en 1848 (%), M. Tortolini démontre, au moven des coor-
données elliptico—polaires de Jacobi, le Théoreme de Legendre , relatif aux fon-
ctions completes, a modules complémentaires. En rédigeant, pour mes I*i]i‘wﬂs, cetle
remarquable démonstration , il m a semblé qu on en peut rendre plus sensible
interprétation géomeétrique, et qu’ on peut aussi, en s appuyant sar le principe
qui a guidé le savant Géometre romain, découvrir de nouveaux théorémes, analo-
sues a celu1 de Legendre. C'est ce que jai essaye de faire dans cette Note, (qui
se termine pas des remarques sur divers passages du 7raité des fonctions elliptiques.

I.

Le Théoreme de Legendre consiste en }’ér;uatiun

2 do ; : db : . 2 dg 3 d6 T
. dgﬂﬂaﬁ = drﬁf}r = __{f_ =:'
-J; A(b, ‘F)j; ( )+‘J; Ale, 5)£ g J{I Ab, 9) Jo Ac, 6) 2 il
S1 Fon pose
w=smno , ¢ =sin 6, (2)

on transforme aisément 'équation (1) en celle—c :

ﬁifl (1 — b*u>— c¢*v’)du do 7 o
— — — 3
Ja N =)t — 0?1 = )1 = c?) 2

Pour interpréter cette relation, je considere la sphere rveprésentée par

2 2 2 ;
LAY -+ 5= (4),

et je suppose, comme M. Tortolim (*%) :

o — H\/i = GEUE ) = u‘{i_bzuz ’ L == ‘/(1 iy HEJ(i = ”i} (5}

Ues valeurs satisfont a l'équation (4), quels que soient les parametres w, ¢. D)ail-
leurs, le - de la surface sphérique a pour mesure = ; donc

3
ﬂdxdj_f‘f‘(gfﬁugj{)dul:h: m
=z 0 0 ‘/{'i = HE)(‘I—:T'E) 2 ;

ou, par un calcul facile,

j‘f’_#_ (1 — 6% — ¢?0")dn do T
o Jo V(1 = WY1 -1 — b%P)1 —c?) | 2

comme cl—dessus.

LS

-

(*) Sulla riduzione di alcuni integrali definiti ai trascendenti ellittic: (Giornale Arcadico, £. CX VI
Agosto e Settembre 1848).
(**) A la notation pres.
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On peut doac, ainsi que l'a trouvé M. Tortolini, parvenir au Théoreme de Le-
gendre en tracant sur la sphere les deux systemes de courbes représentées par

i =const. , ¥ = const. ,

et en prenant, pour élément de la surface sphérique , le quadrilatere qui a pour
cotés deux courbes consécutives du premier systeme, et deux courbes consécutives
du second. Voyons quelles sont ces courbes.

Il.
Ou tire, des formules (3) :
2 2 2
b el
= 0% Gat s
ou, a cause de l'équation (4) :
s 1 1
x* — =+ 5 =0 A);
-2 AT (3) ;
puis, par un changement de letires ,
1 b 2 e i
= - = B).
w Y S (%)

Les équations (A), (B) rePre’sentent deux cones qui se coupent suivant quatre gene-
ratrices communes: le point ou chacune de ces droites perce la sphere est déter-
mineé par les formules (5).
Ces cones sont orthogenaux. En effet, la condition ordinaire devient
o b . 1 3

— . — " — — - A ]
- vi=-bun’ 1= w)i- o) ’

ou
—c= b+ 1=0;
relation identique.

Les cones (A), (B), orthogonaux l'un par rapport a l'autre, sont d’ailleurs or-
thogonaux relativement a la sphere; par conséquent, les courbes suivant lesquelles
ils la coupent sont orthogonales.

Soient ds, dsles éléments des coniques-spheriqgues passant au point (x, ¥, ). On

Lrouve

R i [l de\* 1= b’u=c%’

du) ” (1 —uw1=0w?) ' \do) (1-93{1~-cv)
donc, dA étant l'aire du rectangle déterminé par ces tnm])es el par les coniques
imfiniment voisines de celles—ci,

_b i
gz WS 7 € o s

\/(1 —w?)(1 —9¢°)(1 — U1 - )

comme précédemment.
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La cuuique—s[}hérique, intersection du céne (A) avec la sphere, pour proje-
ction, sur le plan zx, Uellipse représentée par

= 2

-—

5% 2 ,
=mem s 1 - (A )
G o i —
De méme, la seconde conique a pour équation
.-‘2 --2
o) - =1 (B').

PR R

Soient BD =7 , BE = o les demi—axes de la
Emliquei—phérique DME représentée par !'équa—

tion (A). On a

sin 7 = Y= sin & = {1 —c’v?,

on
cos y=¢ =8 , coSe=cv=¢ sin G ;
alnsli ,
I
Y = ; — {.
. =0 donne ¢ =0, x+2z=1: lellipse DME
2 se véduit a la circonference CGA.
L e Si 'on suppose 6=Z, ouv =1, on Lrouve
/'B ; z=0; et la valeur de x parait indeterminée.
/ Mais, A, C désignant les demi—axes de Iellipse

(A"), on a

A0 N C= =
d’ou
G b
et, par conséquent, si ¢ =0 , A = b. Ainsi, la limite inferieure des coniques DML
est un arc Be de la circonference BA.

Les mémes remarques s’appliquent aux coniques—sphériques GMF, représentées
par 'équation (B).

En résumé, le Theoréme de Legendre cquivaut a la décomposition de la sphere
en rectangles infiniment petits, au moyen de coniques spheriques orthogonales.
Si 'on découpait autrement la surface, on trouverait dautres théoremes, plus ou
moins Interessants.

INL.

Par exemple, considérons les coniques projetées, sur le plan x) , suivant les
cercles orthogonausx représentés par

x’+ y—2ax +1=0 (C) , x+y+ofy—1=0 (D). (¥

(*) Journal de Liouville, tome XIX, p. 134.
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Deux courbes conseécutives appartenant aux systeme (C), et deux courbes consécu-
tives appartenant au systeme (D), déterminent un quadrilatere sphérique infiniment

petit. Nous allons ¢valuer cet élément de la surface, apres quoi nous exprimerons

3. :: ! - F '_' T
que lthgmle double égale Z.

Iv.
Pour simplifier les équations (C), (D), posons
i
i el B=cotyg (6)-

De la résulte

e &
——+gycot =1, X*+y— — +ycoto=0 (7);
sin 6 J 7 ’ J sin 6 J 7 ( )5

puis, par un calcul que nous supprimons :
sin 6 cos 6 sin ¢

A = I}"-::

1 +cos 6cos o

(8).

1 + cos 6 cos o

On tire, des dernieres formules:

dx cos 6 + cos ¢ dx sin6 cosfsin g 1
W:(1+cnsﬁcuscp)z ; E:(i-l- cos 6 cos g)* (
dy sin 6 sin @ dy  cos 6(cos 6 + cos ¢) S K
_dhﬂ;=_(1cﬂsﬂcnsgo)z’ .d_cp_= (1+ cos 6 cos g)? '
puis
dec dy dy dw cos 6
d6 do ~do do & (1 + cos 0 cos ¢) ):
L'élément de I'aire est
{IA___dde’:f cos6dodyp
F s z (1 + cos 6 cos ¢)°
mais
A gl \/é@yms\/ 2C0s 6 cosg
1+ cosfcosg’
donc
ki ;\/’cﬂs 0 do do v )
L e (1 + cos 6 cos zp)hi

T, on a le ; de la surface; ainsi

S1 l'on fait varier 6 et o de 0 a :

Ll T

jdﬁ\/cus Bf il - (E)
o o (1 + cos 6 cos ¢) \/cus ¢(1 + cos 6 cos 9 V2

Telle est I'équation qui remplace la relation (3).




Afin de reéduire la premiere intégrale, je fais d’abord

g3 9 -pigo: (12)

il vient

f do . f (cosm + psin w)dw
E =y 3 ;
(1+cos 6 cos o)°Y cos o [ cosw+p sin*w+cos B(Ct}sgm—npzsinzm)]z\/mszm—pzsinzm
ou, en prenant
| (23)
" (cos’m + cot” 30 sin w)dw

f d(? i 1

3 —_— — = 1 gi ;

) sin = @ cos’= NP 2 2
(1 + cos g cos :.::)EV COS @ ‘/2 - 5 0 \/Cﬂs w—col 50 smmw

Y5 y . 5 Sinzm
La quantité placée sous le radical égale 1 — —
> sin” < 6

£33
-

(14)

Soit donc, en second lien,

Sin o = sin £ 0 sin (13) ;

légalité (14) devient
dg i 1 1+ cos 0 sin’{ (19

f - = 7 T e T
(1 + cos 6 cos ¢)°Ycos ¢ Ve c0539 Jy1—sin’4 6 sin’y

D'apres les formules (12), (13), (13), on a, simultanément :

= e =S, L}Jz[};

¥

Ansi, dans l'équation (16), les limites de la seconde intégrale
la premiere intégrale est prise entre ces mémes limites. Conséquemment, la rela-

""'l“i

g, m=-;-ﬁ, LP'-:

|

™

sont 0 et 5 , lorsque

tion (E) devient

T T
2 \/cos 6 d6 [ 1+ cos 0 sin’y

=== = T ,
Z 1 : ; g
o €05 30 Jo /1 sin* 2 6 sin’Y
ou, apres (uelques reéductions évidentes,
1 -
2 \/cos 6 do cos 6 |
cot* 3 6 F (sin 2 6) — — K SiHLB]Zﬁ k'
cos® 2 [ =S sin® 5 6 jiEiiia ) &)
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VL.

Cette réduite de U'équation (E) peut étre transformée a son tour. En effet, le
premier membre (*) ¢équivaut a

é\/(hnrsﬁidé} : > \/cos 6 db L o
E (sin = 6) + . [F151n~—EJ—E sm—ﬁ]'
A EGSZ _;E_‘ 8 I( > ) 5 51“2 % 9 ( ] ) I( 2 ) 2

ou a

¢ représentant sin 3 .

dE |
La quantité entre parentheses égale ¢ clic(c) (¥#); de plus,
E; (c). 2 dE.(c)Fisy 1 d[\/i - c*EI(c)] .
1=—¢ ¢, do’ WEET T dc :
donc
F;E \/1 L T |
e 2Eu = —_— —
B ee L0 e
ou enfin

I
Rl V/cos 8 T
dicos L 6E.(sin 2 6) | = ——. o
jﬁsinéecuflﬁ [cos 3 0 E,(sin 3 6) ] (E)

2 2
VILI.
On sait que lintégrale générale de I'équation
L A%y A=t dy
(1—6)[1{?3 SR T L
est &
g = ak,(c) + B[F,(b) — E,(D) ] (e

(*) On ne peut pas le remplacer par

T I3

i T 2 :

{/cos 6 d8 f (cos 6)% do
s in 3 0) — E,(sin 2 6),

0 Eiﬂz j];' G FI{SIH 2 ] 0 Eiﬂg % E COS :Ii .H 1[ 3 :I

parce que ces deux intégrales sont infinies.
(**) Traité des Fonctions elliptiques, tome I, p. 62.
(***) Fonclions elliptiques, tome I, p. 64.
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Comme une intégrale partlcullere est .= E,(c} , ou peut trouver lmtegrale gené-
rale sous une f{}I‘[I]E différente de (G), du moins en apparence. En effet, de I'équa-
tion (F) jointe a
&>y, 1 —ct.dy,

L

de? ¢ de e L E

(1 —c?)

on tire, par le proceédé connu ,
Ii - d I
d( 1 d_i-__,} 'c%) dﬂ
- Ay dyy WP e
e ] ae c

¢quation dont l'imtégrale est
dy dy, :
G(fl e 7 “de ) 2

djf 8 2. dc

= .

ek X 4
Fiea [f[z«: e | G

En comparant les valeurs (G), (G)), on trouve aisément

ou

Par conséquent

F(b) dE, b dE. i
EI(C) dd;( )_ (I]S ) W [Fltb)" ‘EI(Z))] de = E’:}_ z (iT)
Mais (*) |
dF, (b
‘ji) .:-b:c (E.,(b) —c*F,(b) ] ,
dE (b :
0 L Ee-FO],

donc I'équation (17) devient :

A
Fl(b) FI(G) = Fl(b) El(ﬂ) af Et(b) Fl(ﬂ) o é‘ ’
ou, par le Théoreme de Legendre,
/ T
A= — o (
Conséquemment, a cause des furmules (G),
F.(b)— s f
o + 3 e - (18)
EI( c[E,(
(*) Fonctions elliptiques, tome I, p. 61.
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Représentons par f(c) l'intégrale indéfinie, de maniére que

F (b) — E.(b T
o + 3 d ;31((}) ( ):p—;ﬁ flc) + const.

Lorsque ¢ =1, b=0, F,(b)-E,(6)=0, etc. ; et

I
g H—;ﬁ f(i) +~ COnst.

Par suite,

ou

1 dxe 2 F.(5) —E,@®)
JEer: " g

Il est 2 remarquer que les deux membres deviennent infinis pour ¢ =o0. Du reste,
pour verifier cette relation, il suffit, comme nous venons de le faire implicitement,
de différentier par rapport a c.

VIIil.

On arrive a une autre inte’grale définie elliptique quand on cherche l’inte’gra]e
double '

7L TT
A :f jz cos o df dw \/cnszﬁ + s1n?6 sin’w - (19) (*)
0 0

On peut d’abord €crire

T T
z 2 e
A= cos o do § dO \/1 — coS*w s1n?0 ,
o o

TC

ou

A =f2E1(CDS w) cos » dw (20).

En second lieu, si I'on renverse l'ordre de l'intégration, et que l'on fasse

sin » = cot 0 ig ¢ ,

T
2 c0s >0 minih

A = %j dé [i - — 1.t (— + —)],
5 sin 6 & 2

(*) Cette expression représente, a un facteur pres, 'aire de la surface cyclotomique a directrice cir-
culaire. (Voyez mon Traité élémentaire de Geométrie descriptive).

on trouve
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on, en remplacant 6 par 2x :

Or (%
;;l to. (- + x 2 s T i
g_(“‘ dx =—, sin 2x L.tg. (- + x do = - ;
2 sin 2 S 24 i 4 i
done
>
A=— 21
: (21

Egalant les deux valeurs de A, on a

g -2
f (cos w) cos w dw o :
- 8

I cde >
E.(¢) —— = — K).
i @ Vi—c* B8 <)

Pour veérifier ce résultat curieux, il suffit de prendre le développement de E (c) ,

|

011

de multiplier chaque terme par‘/ﬂdﬂ - et d’intégrer: on trouve
{—¢C
s | 1.3 |l
T R e R T e
formule connue.
IX.

L'illustre créateur de la Théorie des Fonctions elliptiques , apres avoir établi
la relation

te 0 Ag) te 6 + A(0) t
[I(— ¢’sin?0) + II{ — - i = F + 5 log (9) t5 ) tg ¢ O )
sin 6 2A (0) Afg) tg 6 — A(9) tg ¢
fait observer que le second membre devient infini quand 'amplitude ¢ égale 6 ;
puis il ajoute (*¥):
« Lorsqu’ensuite on suppose ¢>0, le dénominateur devient négatif, et la va-

1

» leur de I'I(— —,—59) redeyvient finie par la destruction mutuelle des parties in-
Sin

» finies et de signes contraires. Mais alors la formule a besoin d’étre rectifice pour

(*) Bierens de Haan, T. 315.
(**) Fonctions elliptiques, tome I, p. 71.

27
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» ne pas oflrir le logarithme d'une quantité négative, et i faudra {'ecrire ains:

| Ll 1 'tgﬂ A(9) tg 9 + Afg) tg 0 :
»  II(— ¢*sin 9)+II(—- singﬂ)_- @Yo — A el (M) :

» elle aura lieu de;?ms ¢g=0 jusqu'é 9=3 =.
» Lorsque ¢=3 m, cette formule donne entre les fonctions completes la relation

e 1
” IL,(— ¢*s1n?6) + HI(—'- %6 )z F, (N) ».
[ | i F L] 'l [l -
La fonction H(— r 28) devenant infinie pour ¢ =6, les propositions souli-
Sin |

gnees me paraissent inadmissibles : dans tous les cas, elles ne sont pas démontrées.
Il y a plus: puisque, suivant Legendre, la limite inférieure des intégrales II et F
est 6, la relation (N), quand bien méme elle serait vraie, ne résulterait pas de la

formule (M). |
Du reste, si 'on suppose ¢ =0, 6 =7, la relation (N) se réduit a

215
d =
f CF+f cose 2
ce qui est absurde.

~ En reprenant le calcul qui conduit a la formule (L), je trouve que , dans le
cas de ¢>0, elle doit étre remplacée par celle—ci :

? do I do ? do
j{-‘: (1 — ¢?sin’0 sin*g)A(g) \L (i _s%nch ).&{5‘9} Zj;l Af9)

sin>g

L1tgh, )1g9 + Alg) tg0 A@)tgg, —Alp) g0 - o,
EA g[ﬂ <P1+f3-(1;)tg‘9 A(f) tg o — A(g) tgﬁ]’ M)

dans laquelle ¢, est superieur a 0.

- Liége, 10 mars 1867.

E. CATALAN.




