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SUR QUELQUES DECOMPOSITIONS EN CARRES ;
PAR E. CATALAN

Mes lettres du 14 novembre 1880 et du 30 janvier 1831 contiennent les pro-
positions suivantes, que I'Académie des Nuovi Lincei w’a fait 1" honneur
de publier :

1°8i a-b=IMb3, a’+ b est la somme de trois carrés.

2? Si a=b=J03, a*™ + b2™ est la somme de trois carres.

30 Soit 2° =2xy. Si a —b=ING (x +y), a* + b* est la somme de trois carrés.

42 Toute puissance de 3 est la somme de trois carres, premiers avec 3.

Le dernier numéro de Mathesis (mai 18st), contient des démonstrations
du théoréme 4°, par MM. Neuberg et Realis, accompagnées de théorémes
plus généraux. En outre, ces deux honorables Géométres m’ont fait connaitre
diverses propositions qui se rattachent, plus ou moins directement, aux
précédentes. | '

Exemples :

4(3a + b)* + b = (4a + 2b)° + (4a + b)" + (2a)’,
(S. Reauis)
9 (a’ +b%) = (2a + 2b)° + (2a — b)" + (a — 2b)*;

Si a —b =N (v’ + 2v®), a®> + b* est la somme de trois carrés. (J. NEuBERG *)
Ces communications , imprimées ou manuscrites, ont provoqué le petit
travail suivant.

L’égalité
(2 + B +7°) (& +)f2 + 2% =
(ax + By + yz)" + (ay + Bz + yx)’ + («z + B + 3y)*

devient identique si
By + ya + o3 =0. (2)

Pour satisfaire & cette condition, il suffit de prendre

(*) M. J. N. m’a fait observer que le théoréme du jeune De Lacuvellerie (lettre du 10 octobre
1880), doit é&tre attribué 3 M. Protu (Nouvelle Correspondance mathématique, tome 111, p. 399).
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a=(@-b)la=-chp=(b-a)b-c) y=(c-a) c-b). ()

Ainsi: a, b, ¢, x,y,z étant quelconques, on a, identiguement :
{ [@=0)@a=o)) +[b-c)®-a)] +[c=a) c =B } (" +y* +2) = |

[( —b)(a—c)x+(b cJb-a)y +(-a)lc-b)z]
+[l@a=b)(a=c)y+@=-c)(b-a)z+(c-a) (c-b) x)°
+ [(a - b)(a—c)z-r(b—c)(b—a)x+(c—a) oy %) )

(A)

II.
Dans l'identité (A), posons

(@a=b)(@a-c)=fD, b-c)(b-a)=gD, (c ~a)(c ~b)=AD. (@)
A cause de o
‘ D =a®+b® + ¢ - bc — ca - ab, (3) (**)
les quantités .f, g, & sont les cosinus directifs d’une certaine droite OA.

Si, comme nous le supposerons constamment, les quantités a, b, ¢ sont des

entiers, positifs ou négatifs, ces co-
sinus sont rationnels.

A D
2 De plus,
! 3 a®+b*~c*~bc—-ca-ab
, . +o+h=
A’ . g D : ’
A
/ ou f+ g -+ h = 1. (6)
/0 @ Soit OD la droite egalement inclinée
sur les trois axes; (**¥)
de manitre que
y

{
cos DO = cos DOy = cos DOz = ﬁ

(*) Le premier facteur,
[(a—b) (a—c))* + [0 —¢c)(d—0a) +[(c—a)(c—bF
égale
(a2 4 b2 4 ¢z — bec — ca — ab)>.
(Epouarp Lucas, N. C. M., tome 11, p. 102).
(**) Voir la note précédente,

(***) Cette ligne se rencontre dans divers problémes. Ne pourrait-on la désigner sous le nom
de droite isogone?
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Nous aurons, par la relation (6),
1 1
cos AOD=7=3= f+g+h) = -‘—/—?

Ainsi, la droite OA est une generatrice du cone de revolution dont OD
est l'axe, et dont trois autres géeneératrices sont Ox, Oy, Oz.
L’identité (A) étant mise sous la forme
X+ y = (fr+gy+ha) + (fx+gly + Ko) +(f" x+g'y+ 1" 2%,
on a
['=h g =t k=g ["=g g"=h, K" =F;

puis

[f+g8 +hh'=fh+gf+hg=o,

ff' +gg" +hh' =fg+gh+ hf =0,

- ff'+58" + R =gh+fh+gf=o.

Si donc OA', OA" sont les génératrices détermindes par f', g', A' et par
f"s g's B, Uangle OAA'A" est tri-rectangle.

Etc.
111.
On tire, de l'équation (2):
a of3 B &
1= BT« meT B+ o«

Si «, B sont entiers, on doit, pour que y soit entier, prendre 8 + « parmi
les diviseurs de «*; c’est-a-dire, en posant

@ =Ap:
B=2-a, y=p-a

Si 2, ¢ ont un facteur commun, ce facteur divise «, 3 et y; en sorte que
'équation (2) serait reductible. Afin d’obtenir des solutions essentiellement

différentes, posons
@ =pq, (7)
p et q étant premiers entre ewx. Alors

B=plp-q)» v=q9(G-ps; (®)
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et 1'égalité (1) devient
[P’ (p=qy+q (p-q+p*q] (@ +y'+2)=
[pgx + (p~q) (py - 42)]* + [par + (P~ ) (pz - qx)]°
+ [pgz+ (P = 9) (px = a1)]’

ou, par un changement de lettres:

[(ab + &%) + (a® + ab)" + (ab)’] (x* +y* - 2°) =

[abx - (a + b) (by + az)]* + [aby — (a +b) (bz + ax)]* } (B)

+ [abz - (a + b) (abx +ay)]’.

Cette identité, trouvée par. M. Realis (*), donne une infinité de cas dans
lesquels le produit d'une somme de trois carrés, par une somme de trois
carrés, est une somme de trozs carres.

V.

Si a=b, la relation (B) se réduit i S
9>+ + ) =2y + 22— x)f +(2z2+ 22 -y) + 2x +2r-2)°. (C)

Il résulte de celle-ci, en particulier, que si 'on a mis 3* sous la forme

x*+ y* + z?, on pourra, immédiatement, mettre 3*** sous la méme forme.

Exemple : 3t =g" + 4%+ 12;
donc
P =(s+2-8)"+ (2+ 16— 4)° + (16 + 8 — 1)*,
Oll‘
6 2 2 2
3% = 22 +14° + 23%.

On a, par suite, une nouvelle démonstration du théoreme 4°.
Remarque. L’identité (C) peut encore étre écrite ainsi:
9 (2% + " +2%) =(x + 2y +23)" + (2x + y — 22)" + (22¢ - 2y +3)’, (C))
9 (x* + 9" + 2’) = (x — 2y + 22)° + {2 — y - 22)" + (2 + 2y + 2)’. (C)

Par conséquent, le produit de 2° +¢* +1°, par une somme de trois carrés,

(*) Mathesis, p. 75.
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peut étre, au moins de trois maniéres, deécomposé en une somme de trois

carrés (*). La méme extension est applicable a 1'identité (B).

VI.

Plus généralement, d’apljés cette méme identité (B), Si (a® + ab + b’y a la
forme x* +y* + 2%, (a® + ab + b°)**" a la méme forme. Or,

(@ +ab+ b%) = [a(a +b)]* + [b(a + b)]" + (ab)*;

[

donc toute puissance paire, de a* + ab + b*, est la somme de trois carres (*¥).
Exemple. a=3, b=5. 0na
(3% + 3.5 + 5%)% = 49% = 24% + 40 + 15> ;
donc, en prenant x =24, y =40, z=15:
49" = [15. 24 — 8 (5. 40 + 3. 15)]* + [15. 40 — 8 (5. 15 + 3. 24)]

+ [15. 15 —8 (5. 24 + 3. 40)]?
ou
49% =1 6002 + 376 + 1 6952,

Remarque. Si a et b sont des carrés, a* +ab + b? est la somme de trois
carrés; donc, dans ce cas, (a* + ab + b*)"* est lasomme de trois carres; ou,
ce qui est équivalent:

(a* + a* b* + BY)* est toujours la somme de trois carrés.

Exemple. a =2,b=1; de manitre que a® + a?b* + * =21 = 4> + 2* + 12,
On trouve
212 = 20% + 5 + 4%,
213 = 142 + 772 + 56 = 292 + 32% + 86°,
21% = 252 + 400> + 184%; etc. '

Autre remarque. a*+ a’h’ + b* = (a*> + b*)* — (ab)’. D’ailleurs, le produit

(*) 11 est bien entendu que, dans certains cas particuliers, ce nombre de décompositions est ré-
ductible.
Ezxemple :
36 = 92 4 {42 4 232 = 182 4 182 4 9> = 22 4 102 4 232
L’égalité
36 = 182 4 182 4 92
revient a
3% = 22 4 22 4 12;
donc elle ne doit pas étre comptée.
(**) Ceci est une généralisation du théoreme 4°

15
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de deux facteurs , e€gaux chacun & la différence de deux carrés, est
égal, aussi, a la difference de deuwx carrés. Par conséquent,
ooy ’

(a*+a*b? + b est la difference de deux carrés,
et I'on a, simultanément,
(ah+azbz+bh)n=xz+Y2+Z2=U2_Vz (k); (9)

X, Y, Z,U, V €tant des fonctions de a,b, que 'on détermine, assez facile-
ment, pour les valeurs successives de n.

Troisieme remarque. De la résulte que l'identité (B) donne des séries
de systémes de formules propres i résoudre I'équation

X2+ Y2 + 72 + V? = U, (10)

En outre, de chaque systtme de formules, on déduit une infinite de
solutions.

Exemples. L’ équation est vérifiée par:
X=a*b®+a?b* +ab’>y, Y=a®+a"b>-a®b’ +a2b" + b5,
Z=a"b+ a" b*+ a® b3, V=23a"b+ 17a%b? + 3ab’®

U=a%+6a"b>+ 6 a> b* + b5

par
X =2a3b + 22> b2, Y = 2a2b> + 2ab3,
L=a*+ 2a%b + a2 b + 2a b® + b*,
V =4 (a + b)(a® + sab + b") Vab, (*¥)
U=2a"+10a’b +19 a> b>+ 10 ab?® + b etc.
Faisant a =2, b =3; a=12, b=-3, ou trouve les identités numeriques :

(*) Lorsque n =1, a* 4 a®b* + ¥ = (a® + ab + b?) (a® — ab + b2). Donc:
aucun nombre, de la forme x* 4 22 y> 4 yb, excepté 1 et 3, n’est premier.
Cette propriété évidente , qui rappelle un théoreme de Sophie Germain (N. C. M., tome VI, p.

455), a-t-elle été remarquée ?
(**) Pour m'avoit pas le terme Vab, il suffit, évidemment, de changer a en a2, b en b2
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1 026® + 1 0457 + 456> + 3 258> = 3 601,
378% + 4 477> + 1682 -+ 3 2582 = 3 6012,
120% + 180% + 289> + 6.620% = 15617,

24% + 36 + 232 — 6.20% = 1; etc.

VII.
La lettre du 11 novembre 1880 contient les formules
a*+ b*=(a-pp'xf +(@-pp'y)?+pp'sf, (1)
a*+b*=(a - p'px) +(a - p'py) + (p'p2) (12)
f+la=pogl+ (pPe), (1)

2xy = 22, 2x'y = 2%, 2x''y =2"2,

a’* +b*=(a- pp'x

pv,:__x_'_']’ p'=x’ _‘_),I, Pn =xu+]11’
a _b =pplpll.
Assez souvent, les décompositions (11), (12), (13) se réduisent a deuux,
ou méme a une. Il n’est donc pas inutile, peut—étre, de donner une ap-
plication dans laquelle les trois expressions de a® + b* sont différentes. A

cet effet, soient:

=16 x'=2 y =9;
2 =1, x'=49, y'=2.
Il résulte, de ces valeurs:
p=21, pl =1, p' =51;

pp" =s61, p'p =1311, pp' =201, pp'p'" =15 1.

Soit encore b =8; et, par conséquent, a =15 135.
Les formules (11), (12), (13) donnent

15 155> + 8> = (15 155 — 561. 23)” + (15 155 — 561. 2) + (361. 10)°,
15 155" + 82 = (15 155 — 1377, 2)° + (15 155 — 1377. 9)° + 1377. 6)?,

15 155" + 8" = (15 155 — 207. 49)* + (13 155 — 297. 2)° + (207. 14)°;
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ou 15 135> + 8 = 1 130% + 14 033> + 56102,
15 1552 + 8° = 12 401% + 2 762" + 8 262°;
15 155° + 8° = 602> + 14 561° + 4 158”.
En effet, chacune des quatre sommes égale 229 674 089.
VIII.
Lé lettre de M. Realis, mentionnée ci-dessus, contient l'identité trés simple :
(3a®) + (3b) = (2a +2b)" + (2a — D)* + (a - 2b)*. D).
Soit, semblablement,
(3a')* + (3b')* = (2a' + 2b') + {2a' = b')* + (a' - 2b')>.
Le produit des premiers membres est
81 [(aa' + bD')" + (ab' - ba')’] = (3A)” + (3B)’,
pourvu que L’on fasse '
A=3 (aa' + bb'),> B=3 (ab’.- ba').
On tire, de ces valeurs:
2A + 2B =6 (aa' + bb' + ab' - ba'),
2A — B = 3 (2aa' + 2bb' — ab' + ba'),
A - 2B =3 (aa' + bb' —2ab' + 2ba’).
Dohc, par l'application de I'identité (D),
[(ea + 2b)* + (2a — b)? + (@ — 2b)"] [(2a’ + 2b')* + (20’ = &'’ + (a' - 2')’]
= [6(aa’ + bb' + ab' — ba')]* + [3(2aa’ + 2bb' ~ ab' + ba')]* (E)
+ [3(aa’ + bb' — 2ab' + 2ba')]’;

et, par le changement de b en — & dans le second membre : (*)

{(*) En vertu de la double égalité
(@ 4 87) (a'2 -+ b2) = (aa’ + bb')2 + (ab' —ba')? = (aa' ~— bb')2 + (ab' 4 ba')%
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[(2a + 2b) + (2a — b)* + (a — 2b)°] [(2a' + 2b')" + (2a' = B')* + (a' — 20')"]

= [6 (aa' = bb' + ab' + ba')]* + [3( — 2aa’ + 2bb' + ab' + ba')]* (F)
+ [3 (= aa' + bb' + 2ab' + 2ba')]*.

Voici donc encorve deux identités, peut-étre nouvelles, qui permettent de
transformer, en une somme de trois carres, le produit de trois facteurs
egaux, chacun, & la somme de trois carres.

Application. a=3, b=2, a' =5, b' =6.
On déduit, de l'identité (E),
(10> + 4> + 12) (22% + 4 + 7°) =210 + 138> + 33%;
et, de l'identité (F):

(10 + 4" + 1) (222 + 4% + 7%) = 186" + 66 + 1592,
En effet,

117. 549 = 44 100 - 19 044l+ 1 089 = 34 596 -+ 4 356 + 25 181
= 64 223.
VIII.
Parmi diverses identités, rencontrées presque par hasard, je citerai celles-ci:
7(a®+ b+ (a + b)']* = (a — 2b)* + (2a + 3b)* + (3a + b)?
= (22 — b)* + (3a + 2b)* + (a + 3b)?,
19 [a® + b+ (@ + b)*] = (2a — 38)> + (3a + 5b)* + (3a + 2b)°
= (3a — 2b)* + (3a + 3B)° + (2a -+ 3b)’,
67 [a® + b + (a + b)’] = (2a — 1)* + (12 + 9b)® + (9a -+ 2b)’
= (1a — 2b)* + (9a + 1b)* + (2a + 9B)*, etc.
Elles donnent, respectivement, des solutions de
x? +j2 + 22 =7 (22 + '+ 32),
2%+ 2+ 22 =19 (x*+ " + 3,
X+ y? + 5% =67 (2 + '+ 32),

équations qui n’ont peut-étre pas encore €été traitées.
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D’ailleurs, ces relations sont comprises dans la double identité suivante :

(an? + 3) [@® + b* + (a + b)*] =

[2a —(2n—1) 8]* + [en— 1) a + (2n + 1) b)* + [(2n + 1) a + 2b]* ) (G)

=[(en —1) a — 2b]* + [(2n + 1) a + (2n — 1)b]* + [2a + (2n + 1) B]".
Exemple. n=5, a =3, b=14:
103 [3°+ 47 + 7°] = 307 + T1® + 417 = 197 + 69% + 50°,
IX.

Dans un Mémoire publié en 1840, (¥) j’ai douné le théoréme suivant:

Soit a, byy e,y o oL,

Ayy byy Cay o« o o Ly,

an, b,,,C,,, st ln’
Si les eléments satisfont aux relations

Nab=o, Yac=0, ....Jbc=0,... Y kl=0, (14)

on a
A=Y S5 e ... SP. (H) (**)

D’aprés cette relation (H), on peut toujours, d’une infinité de manieres,
former un produit-carré dont les facteurs soient des sommes de carres.

Exemple. Prenons :
ay =2, Ay, =3, az =4, a;=1,
by=1,b,=3, by3=-3, b, =1,
C'=-7, Cz=5, 03= l, C4="‘ 5,

di=-1,dy=0,d,=1, d;=10;

(*) Sur la transformation des variables, dans les intégrales multiples (Académie de Bruxelles,
meémoires couronnes).

(**) Ce théoreme, peut-étre nouveau en 1840, ne I’est plus depuis longtemps. La démonstra-
tion contenue dans le Mémoire cité est beaucoup trop longue: le théoréme est un corollaire,
presque évident, du théoréme de Cauchy, sur le produit de deux déterminants.
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valeurs qui vérifient les conditions (14). On doit trouver
A% = (2% + 8%+ 424 12) (12 + 35+ 32 4 17) (72 + 8% + 12 + 5) (72 + 0 + 12 + 107)

=30 .20. 100 . 159 = 9 000 000.

En effet:
3, — 3 1, 1, — 3, 1, 1, 3, 1,
A=2 | 5,1,=-5 |- 3| —7,1,—5, |+ 4| —17,5,—35,
0, 1, f{o0. - 7,1, 10. —-1,0, 10.
1, 3, — 3,
- | - 7,81,
- 7,0, 1.

= 2. 200 + 3. 300 + 4. 400 + 100 = 3 000.
X.
Le méme Mémoire contient cet autre théoreme :
Soit A=a, A, -a,A,+a;A, -~ .. =a,A,;
A, etant un déterminant qui ne contient, ni la lettre a, ni lindice i (*). On a
¥Ar=¥5b. %Y. . 30
Cette relation, combinée avec (H), donne
A*=¥%a" ¥ A%; : (K)
et, par un changemeut de lettres,
A2=%0*. B =Nc".3C=... (*

Dans I’exemple ci-dessus,

A, =200, A, =~ 300, A =400, A, = - 100.
Donc
3000° = (2> + 3 + 4% + 1°) (200 + 300° + 400 -+ 100?),
ou 30% = 30. 30.

(*) D’apres le vocabulaire employé aujourd’hui, A; est un mineur de A.
(**) Les éléments a;, az,.. by, b,,... sont toujours liés pas les conditions (14).
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De méme :

3, 4 1, : 2, 4 1,
. »
D,=| 3,-3, 1, |=140, D,=| 1,-3, 1, |=0,
5, i,-"5~ ""7’ ""‘5-
2, 3, " 2' 3’ 4,
D,=| 1, 3, 1, |=2, D,=| 1, 3,-3, |=200.
- 7’ 5,—50 —7, 5’v ‘o
Puis 3000 = (7" + 1% + 10) (140" + 20° + + 200°),
ou © 9000 000 = 150. 60 000 ;
ce qui est exact.
XI.

Pour terminer, je rappellerai deux théorémes empiriqgues, proposés dans
la Nouvelle Correspondance mathématique :

1.° Le triple de tout carré impair, non divisible par s, est €gal & la
somme des carrés de trois nombres premiers, autres que 2 et 3. (¥)

2. n €tant un nombre entier,

6n® +6n —3

est la somme de trois carres positifs. (*%)

Si, par hasard, ces propositions sont exactes, la démonstration en est,
probablement, fort difficile.

E. Caravan.
Licge, 20 juin 18s1.

P.S. (2 février 1882). Le travail précédent, qui remonte a huit mois, exi-
gerait bon nombre de corrections et d’additions. J’y reviendrai peut étre.

(*) N. C. M., tome III, p.
(**) N. C. M., tome VI, p. 552.



