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INTRODUCTION

La question de la résistance des pistons a été souvent étudiée
et discutée, maisjusqu’a présent, aucune formule, établie #nigue-
ment sur les hypothéses de la résistance des matériaux, n’a été
admise dans la pratique ; ¢’est qu’en effet, aucune de ces formules
n’a conduit 4 des conclusions vérifiées par I'expérience.

La résolution de cette question offre donc un intérét tout parti-
culier, tant au point de vue pratique qu’au point de vue scienti-
fique. Aujourd’hui, la tendance a augmenter la puissance et a
accélérer la vitesse des moteurs oblige a réduire au minimum le
poids des piéces a mouvement alternatif,et par conséquent le poids
du piston. Il convient donc d’avoir non pas des formules de
comparaison donnant des résultats satisfaisants dans des limites
étroites, mais des formules dont la discussion conduise aux pro-
portions rationnelles du piston.

Sans vouloir rappelerici les différentes méthodes de calcul qui
ont été proposées, nous croyons utile de dire quelques mots sur
les deux plus récentes études parues, 'une, dansla « Revue
Universelle des Mines » (année 19o2), due a M. Pouleur, I'autre
dans la « Revue de Mécanique » (années 19g03-1go4', ou M. Codron
étudie la question expérimentalement.

M. Pouleur discute d’abord les différentes formules proposées
par MM. Otto Reymann et Schwarz et la méthode de calcul de

‘M. Brune appliquée seulement au cas des plaques encastrées au

pourtour. Dans un second chapitre, il étudie le cas d'une plaque,
libre au pourtour, encastrée au centre, et chargée uniformément ;
il arrive a ’équation de la fibre moyenne déformée en écrivant que
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«le travail des forces extérieures pendant la déformation est égal
a la somme des travaux élastiques développés dans le corps du
disque, par les tensions moléculaires »,

M. Pouleur arrive a cette conclusion que, au point de vue de la
tension maximum,qui est évidemment la tension a l'encastrement,
un piston se comporte comme s'il était constitué par une infinité
de secteurs élémentaires n'ayant aucune liaison entre eux (1),

Nous montrerons plus loin 'erreur commise dans I'évaluation
du travail des forces intérieures.

Des expériences de M. Codron, il résulte d’ailleurs que les ten-
sions calculées au moyen dela formule de M. Pouleur ne sauraient
correspondre aux tensions réelles, que les tensions anmnuiaires
dues a la liaison des différents secteurs élémentaires ont une
influence prépondérante sur la résistance générale du piston.

M. Codron a proposé plusieurs formules, plus ou moins empi-
riques qui se vérifient dans la plupart des cas, mais ces formules
ne sauraient donner une idée de la variation de la tension, dans
les différentes parties, et par conséquent indiquer les proportions
a donner a celles-ci. Ces formules peuvent servir lorsqu’on prend
pour tension fictive la tension relevée sur un piston de méme
forme et de dimensions peu différentes.

Enfin les coefficients de sécurité auxquels M. Codron arrvive
dans la plupart de ses expériences ne sont pas réels, car ala
rupture le piston réagit comme s'il avait une forme conique, et
nous verrons plus loin que les pistons coniques présentent une
plus grande résistance que les pistons plans de mémes dimen-
sions.

Nous montrerons dans la suite comment les formules que nous
’proposons rendent compte des modes de rupture obtenus par
M. Codron, dans la plupart de ses expériences.

CHAPITRE L

Pour prendre la question dans toute sa généralité, considérons

(fig. 1) un solide de revolution, engendré par la section rectangu-

(1) La formule tient pourtant compte des contractions latérales, en ce sens
que la valeur de la tension maximum est multipliée p:u‘—_i_—? c'est-a-dire par
I i

v le rapport 16/17.
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laire a b ¢ d tournant autour de 'axe 00,, ce solide étant placé sur
un appui circulaire permettant une libre déformation.

Fig. 1.

Nous supposerons que ce solide soit soumis 4 une charge uni-
formément répartie de p kgs par unité de surface, cette charge
étant appliquée normalement en chaque point; nous admettrons
en outre, comme on le fait dans la théorie relative aux piéces
travaillant par flexjon, que toute section, primitivement plane et
normale a la fibre moyenne, reste plane et normale a cellc-ci,
apres la déformation.

Considérons un secteur élémentaire d’angle au centre dw, et
rapportons sa section médiane a deux axes rectengulaires ox et
oy, la fibre moyenne primitive et la perpendiculaire a celle-ci.

Une section quelconque s #, faite 4 une distance » de l'origine
des axes, normalement 4 la fibre moyenne, est venue aprés 'ap-
plication des forces extérieures, en s' #' (fig. 2); la section infini-
ment voisine ¢ v est venue en # ¢’ et fait avec s' #' un angle
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infiniment petit ¢. Menons ' 9" paralléle a s’ %' et considérons
une fibre élémentaire d’épaisseur dz située a la distance 7 de la
fibre moyenne ; on voit que cette fibre ¢lémentaire de longueur dz

s’est allongée d’une quantité

dr = 2 dx,
¢

p représentant le rayon de courbure a la distance .

Fig. 2.

Cette fibre peut étre considérée comme faisant partie d'un
anneau de hauteur dz, d'épaisseur dx et de rayon 7 (fig. 1) ou

¥ == X COS ¢ + & sin ¢.

Par suite de cet allongement d2, il existe un accroissement d?
de tension annulaire lorsqu’on passe de la section s’ #' a la section
#' o' et en vertu de la relation fondamentale df = Edi

dx
XGOS ¢ - gsin o

dt—p _ gt
¥ P

Pour connaitre la tension ¢ par unité de surface, a la distance ¥,
il nous suffira d'intégrer entre x, et x, et d’y ajouter la tension
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initiale résultant de ce que la section a b est venue en o’ ', En
représentant par y,' le ceefficient angulaire de la tangente a la dis-
tance %, en g, nous aurons : B

! g dx (1)

t=FEz . - . .
¥y cose 4 2siny P X Ccoso - gsin g

v Xy

A cette tension annulaire / fait équilibre une tension radiale ¢,
Sinous appelons d¢, 'accroissement de tension radiale en passant
desua tv, nous aurons (fig. 1) la relation d’équilibre entre les
deux forces en jeu :

(¥ do dg) dt; = Zfd;z“i =t (dy d2) dw,

D’ou

dt, =t &

X

et
/¥
dx
b = ¢ ' (2)
¢ X

Ces relations étant établies, cherchons I'expression du moment
fléchissant M/ di aux forces extérieures dans une section quel-
conque #n ala distance &7, en remarquant que les forces intérieu-
res de liaison telles que I, agissent comme des forces extérieures.

Cherchons le moment di a la pression p par unité de surface,
supposée normale et uniformément répartie ; si nous appelons
dmlemoment élémentaire relatif a 'élément s« ¢v, dont la surface
est & dw dx, nous aurons ;

dmy = p a do de (¢ — ).
Le moment total correspondant peut donc s’écrire :

.y
my = ‘ p dw x (v — o) de,

2
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Appelons dm, le moment élémentaire di aux tensions radiales
1, agissant sur'élément s # #v : nous aurons ;

h

dimg = ; : (x dw d 2) dt, z.
[

2
ou, en remplagant d#, par la valeur (2) trouvée précédemment :

h
dmg= [ "z do dsde [E p <l

] @y cos e -+ 7 sin ¢

2

+[,’V’EZ d: }

J p & COS® 4 5 sin o
¥y

ce qui donne, si on néglige & sin ¢ par rapport & x cos ¢ :

X
3 ! \ .
dig = EF dw |jy—’ + 1 ae ] e
12 £y e & Cos ¢
¥,
Le moment résultant m, est donc égal 4 :
x! X

3 y ! I
My == 12 dw _de [ﬁ - 1 ci‘, :

12 cos © | u, Pow

X 7,

Dans le cas général que nous traitons, il est encore un autre
effet dela déformation. Sinous considéronsun élément quelconque
(fig. 1), a la distance ¥, par exemple, nous voyons que le centre de
gravité g de la section s# situé a la distance ¥ cose de l'axe 0 0,
est venu. apres la déformation, en g', situé a la distance (x coso
— ¥ sin ¢) du méme axe (fig. 2). Si on suppose la tension annulaire
© qui en résulte comme uniforme sur toute la hauteur de I’é'ément
sutv:

. ) sin o
T:Ei:E_j__.;
@ Cos v
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et si on représente par 1, la tension radiale par unité de surface
qui lui fait équilibre, on aura, en.vertu de la relation (2) :

dax v sin g
D L

dr =1 =
! xcos o x* cos? o

La composante dr, sin o, normale a I'axe des #, intervient pour
équilibrer le moment des forces extérieures ; si nous appelons
din; le moment élémentaire relatif a la section sz 7, nous aurons :

ding = (I cos ¢ dw) d ~ sin ¢ (x — a')

et

Al
my = E hdw / —?C— (z — a') tg? o da.
X

I1 est facile de voir que

Mf = 1y — ity — 15

M/ étant le moment des forces extérieures dans la section m 7.
Ce moment doit étre égal au moment résistant M» di 2 la

flexion, moment qui a pour expression ;

!
” 3 !
M, = inp’—w’dwz(iz:Eh dm%-

T h

2
. 1 , A%y .
En remplacant ; par sa valeur approchée L et &' par @ dans

la relation:

Mf = Mr 3)

nous aurons I’équation différentielle dela fibre moyenne déformée.

S L

o dy I . Py dv |y
“Tde® T cos g de da® @ Ty

X LY X

. x ! ‘x
2, /
~ 2 Le—ayde— — i | we—)de @
X X

ette équation est du quatriéme ordre; sa résolution n’offriral
Cett t td t ordre; lut ‘offrirait
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guére d'intérét, car ladétermination des quatre constantes rendrait
l'application des formules qu'on pourrait en tirer, pratiquement
impossible.

Nous verrons comment, par contre, cette équation conduit &
des formules simples, dans le cas ou ¢ = O.

CHAPITRE II.
1. — Resolution de l'équation dans le cas on o = O.

L’équation (1) se présente dans ce cas sous la forme d'une
équation facilement réductible a une équation homogene du
second ordre; nous avons, en effet,

X x

I dw( —de,(Li+ji>
dx w :
X 1

Mais, pour rendre plus facile la détermination des constantes
et simplifier les formules, nous admettrons que

X
y de oy _ dy

d«? x @, de x

81H

X1

ce qui revient a prendre pour la valeur de la tension annulaire ¢,
la valeur adoptée par M. Pouleur:
dy 1
t=Ez——--.
de x
Nous montrerons plus loin, en résolvant 'équation (1') pour le
cas simple d'un disque encastré au centre et libre a la périphérie,
quelle erreur on commet en faisant cette hypothese.
L’équation que nous nous proposons de résoudre pour le mo-
ment est donc :

P
dry dy de  2p

X

du? de «  EIP

(2X3 —3X2w 4 a3, (1
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Remarque. — Cette équation se rameénerait a celle obtenue

précédemment par M. Pouleur, en faisant I'hypothése inadmis-
sible : ‘ "

Cette erreur provient de ce que dans I'évaluation du travail du
aux tensions annulaires, M. Pouleur suppose « que la piéce primi-
tivement plane, déformée entre A et B (fig. 3) et alignée suivant

L

Fig. 3.

la tangente en B, vienne suivant la tangente en B’ ». Cette hypo-
thése conduit a intégrer :

TxA=E-"desinadadwds

entre X et v, en laissant constant sin ¢ = tg o = ;—%

On comprend ainsi Uimportance et la difficulté de se rendre
compte, dans application du princive énoncé par M. Pouleur, de
la maniére dont se produisent les déformations. M. Codron, en
discutant les conclusions de M. Pouleur, signalait d’ailleurs
linvraisemblance de l'hypothése ci-dessus et lui attribuait la
cause de l'erreur, sans toutefois préciser.:

Différentions ’équation (I") et posons :

dy
C‘i—il‘———v

r=Xe ;
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nous - aurons nécessairement :

dsy a*y 1 dy

A d.2 & de E 115 (w* — X (™

a?v dv I 6p , 4
P e R oy S )
Or,
dv _dv de 1, do
de — dt t X dt
dﬂv__d_ dv\, de I P d%y dv
de — di\de ) dt T X2 <dt2~W'

d2

: ) ~dv
Donce, en remplagant T et ~ % bar ces valeurs,

atv 6 p

aE TUTE B (@)

Cette équation homogéne du second ordre peut étre résolue par
la méthode de la variation des constantes arbitraires ; en 'appli-
quant, il vient :

0 5
v:{ci+§j‘ EiﬁX“(e —e’)e"‘dt}ef—}— {02

6 p )
—_ = X3 (e —et)ed | et
E P )
puisque les racines de l’équation caractéristique sont égales,
dans ce cas-ci, a & I,

Nous pouvons simplifier en remarquant que :

-

3¢
'S Gid —ef)e"‘dt=—eé——t

e
ot o2
’s(eSi__cz‘)ez‘dt_ .
4 2
11 vient ainsi I'expression :

p 75 3¢
vz%—;}g—[clcfA—cgc—f—i—%—-i— z—f——el‘lt]

ou ¢y, et ¢, sont deux constantes.
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Comme :
@ r
et = - [ JES
X X

. . aty
De cette valeur, nous pouvons tirer celle de _dlj? par
différentiation:

azy 3 X5 [ @ a1 3 /a\?
Ir = BF [Cl bz) — G (‘\“> T ('\T>

I X X X
-+3)-E)'®kE

2. — Cas des pistons plans & un seul disque.

On peut considérer deux types de pistons plans a un seul disque,
l'un complétement symétrique par rapport & la fibre moyenne

représentée fig. 4, lautre disymétrique par Iappo1t a celle-ci
(fig. 5).

@z, :
= i
b : <A
E_H,:_._AL - _E_._._._H_._.._-._._ _E_.i._
A iy
S i

Fig. 4.

Recherchons dans 'un et 'autre cas, comment 'équation (1')
doit étre modifiée, pour tenir compte de 'influence de lacouronne
sur la déformation.

Considérons (fig. 4) une fibre d’apaisseur dz,ala distancesdela
fibre moyenne, et supposons que latension annulaire soit uniforme
dans toute 'épaisseur de la couronne ; cette hypothése est admis-
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sible vu les dimensions pratiques données a celle-ci. Si nous.

supposons en outre que sous 'action de la déformation I'axe 0,0,
décrive un angle o, de maniére a rester perpendiculaire a la fibre
moyenne déformée, nous avons pour expression de la tension
annulaire #, par unité de surface:

| /jy)
tgo de;v R
R

t—=FEz

Et comme nous avons trouvé que :

dt, = fii—;i,
dt, représentant I'acroissement de tension radiale par unité de
surface, nous pouvons écrire :
<Llly> 79
du dx ay 7y
s SR [ e iy n
t/ ¥y ’

Si nous appelons 0 la tension développée dans la fibre d’épais-
seur dg et d M le moment correspondant, par rapport a la fibre

b —=FE gdz <dy>R 11d

— 90 g, (dy 7y
dM=E £ ds [7_-0>sz,2 o,

moyenne :

" H H
En intégrant entre — 2 et 4 2! nous aurons le moment total

R4y 7y

Remar e » Nous pouvons écrire :

zﬁ=z"97$3_—.z<1+ ‘3),

Vg

e représentant I'épaisseur de la couronne, on voit que, approxi-
mativement,
"

Lo L
11'2_R
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(937
(V%)

et qu'ainsi

Fd .
_ dy e H?
M h&a’ >R R 12 du.

Dans le cas représenté (fig. 5), nous trouvons

M — ("%) e .,

c’est-a-dire un moment quatre fois plus grand. On voit qi’il y a
avantage & adopter la forme disymelrique de la fig. (5), aun point de
vite de la 7’e'sz'stmzce du piston.

Q.r..

i s

frg
Y X S
2

R

T

S

ST —"

Fig. 5.
Voyons comment se modifie ’équation trouvée
Mf = my — my — nt5 = My,

Il est clair que le moment M est de sens contraire au moment
de la charge uniformément appliquée, et que ce moment doit étre
soustrait du moment M/ des forces extérieures, les forces de
liaison agissant comme des forces extérieures. Nous aurons donc
dans le cas présent :

Mf = my — g — g — M — My

ou explicitement, aprés réduction:

3 X
24 r Adx -
quj / ,444 __}_ 5 (2 Rn _j RQ X )\:O)

dx «x T/z
— (R () &

a étant égal a Tou a 4 suivant qu'il s’agit d'un piston comple-
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tement symétrique ou complétement disymétrique, par rapport a

la fibre moyenne.

Par différentiation, on arrive toujours & I’équation (1) que nous
venons de résoudre.

Pour déterminer les constantes, remarquons que pour & = K,

R<%\>R:—“<%%>R< I/? >5’1% (1)

et que pour X = 75

ay'’y
< dx >7'; = (2)
par hypothese.
) dy dﬁy
Les formules, donnant les valeurs de Jr et Frol peuvent
s'écrire :
dy 3pR° r R |
dv ~ EW® <C‘—R~+C" 7 i_{3>
d?y  3pR [ R >_1_
dx®2 ~ E WP \C‘ch‘z )3
ou
3 I v, .
““T\i) (/TR ()
1 o .
@ZZ“( >+_<R) 'R (2)

Pour faciliter les calculs, nous avons consigné les valeurs de
« et p dans le tableau ci-contre, pour différentes valeurs du rap-

port #/E.
Avec ces notations, les relations pour la détermination des

constantes deviennent :
L 3 A% |
61—62_*"';—”'—(61“‘—62 > ( ) (1')
7 R ‘
5|§‘+527+p30, ' (2"

ou # représente la valeur de x pour laquelle la tangente a la fibre
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moyenne deformee est parallele d laxe des X, par conséquent telle
que :

(do, _,
\a’x v )

v 1 r r 1 .

R — log " ! — g a B

0,100 1,00000 2.30258 0,1810 0,28051
0,125 0,00394 2,08086 0,1990 0,32308
0,150 0,32381 1,80470 0,2117 0,36009
0,175 0,75473 1,73587 0,2205 0,39265
0,200 0,60897 1,60040 0,2278 0,43380
0,225 0,04781 1,40192 0,2317 0,45g60
0,250 0,60206 1,3850 0,2329 0,47515
0,275 0,56067 1,2907 0,2330 | 0,49763
0,300 0,52288 1,2030 0,2311 0,51790
0,350 0,45503 | 1,0406 0,2242 0,5528
0,400 0,30794 0,0163 0,2144 0,5824
0,500 0,30103 " 0,h031 0,1804 0,6325
0,600 0,22185 0,h128 0,160b 0,6516
0,700 0,15480 0,3577 0,1404 0,6834
0,800 ! 0,00001 0,2231 0,1624 0,7004
0,900 §  0,04576 0,1044 0,1g00 0,7250
1,000 :  0,0000 0,0000 0,2500 0,7500

Expressions des tensions. — Appelons T la tension maximum

due a la flexion dans une section quelconque, ¢1a tension annu-
laire correspondante ; nous aurons les relations :

hod*y 3, (RVYR[ r R J
T=E = P( >7[L1‘R—‘27+°‘

o hfdyN1 3 RV R
t”E7<d"x>T—; <17> 7[‘R+CQ +o)

les valeurs de ¢, et ¢, étant déterminées par les équations (1')
et (2h),

Remarque. — On voit que les valeurs de T et ¢ dépendent d’un
facteur fonction #/R, facteur constant par conséquent, pour tous
les pistons géométriquement semblables.

Mtc. 3
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Nous pouvons donc poser dans ce cas:

T=5 <%>2 X fy

2

R
b=t ) Xy

ky et ky étant des constantes,
suivante :

Pour une méme pression, tous les
blables ont méme coefficient de securite

Lépai ' it varicr co 2
) epaisseny .du disque doit varicy comme |/ p dans le cas on) I
ogpm e czles pistons soumis a des pressions differentes

xemple - Pr i '
o P ’ I. Prenons comme premier exemple d’applica-~
es formules, le cas du piston représenté (fig. 6) en fer

Fig. 6.

cemgnt\e, ayant fonctionné dix ans sous une pression de 10 kgs par

cent,m}etre carré et pesant 47 kgs; ce piston est un de ceux qui

ont été soumis aux essais par M. Codron.

; Is,a fig. 6 repregente le méme piston déformé sous une charge
e 580,000 kgs, soit 420 kgs par centimétre carré.

ce qui conduit a la conclusion
bistons geométyviquenient sem-

on
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Cette charge peut étre considérée comme la charge de rupture;
elle correspond 4 un coefficient de sécurité de 420/10 soit 42. 11
convient pourtant de remarquer que ce nombre ne donne dans
ce cas auctne idée de la charge correspondant 4 une déformation
permanente, qui est évidemment la seule a envisager. |

En effet, & mesure que la déformation s’accentue, le piston
réagit de plus en plus & la maniére d'un piston conique, et nous
verrons plus loin que ceux-ci présentent une résistance plus
grande, les dimensions étant les mémes.

Prenons pour les calculs les dimensions :

R=210 c¢=20 H=120 fh = 20 H, = 120

Nous avons représenté par » la valeur de x pour laquelle la
tangente 4 la fibre moyenne est parallele a 'axe des x; cette
valeur de 7 dépend des dimensions de la douille. Nous montrerons
en prenant dans les calculs successivement » égal au rayon exté-
rieur, moyen et intérieur, limportance qu'a chacune de ces
hypothéses sur les valeurs des tensions T et 7.

Remarque. — Nous aurions pu répéter pour la douille les mémes
considérations que celles que nous avons développées a propos
de la recherche du moment dii & la couronne; mais ici, 'hypo
thése que la tension annulaire est constante dans I'épaisseur de la
douille, n’est pas admissible. Au reste, il importe assez peu, au
point de vue de application des formules, de prendre 7 égal au
rayon moyen ou au rayon intérieur, du moment ou on fait la
méme hypothése dans le calcul des tensions relatives aux pistons
existants, avec lesquels on veut comparer.

Nous proposons de prendre pour 7 le rayonmoyen de la douille;
c’est 'hypothése la plus admissible.

Prenons 7 = 6o.

Nous trouvons :

H OV e
() %=

ce qui donne pour la tension a la douille, # étant égal 4 0,357,
R

¢y = — 0,085 ¢, = — 0,730,

R 2
T = p (7;) X 0,88 = 97 §.
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Pour# =75

€ = — 0,119 ¢y = — 0,628

et on trouve pour tension 4 la douille

R 2
‘T:? (71—> X 1,4 =154 p.

Si au contraire,nous prenons pour 7 la valeur du rayon intérieur
45,

¢y = — 0,055 ¢ = — 0,604
et
T =5 (T]f)'x 0,544 = 60 p.
Remarque I. — On voit d’aprés ces calculs que la tension 7

résultant de la flexion va dimjuant rapidement 4 mesure qu’on
suppose moins parfait I'encastrement a la douille. Par contre la
tension annulaire ¢ va en augmentant rapidement a mesure que
croit 'angle de déformation de la douille,

Clest ainsi que dans 'hypothése ot 7 — 45

t=p (%) X 0,65 = 71 p,

alors que dans 'hypothése ot 7 — 75,c’est-a~dire dans 'hypothése
de Uencastrement parfait 4 la douille

{=-0,

Cette remarque permet d’expliquer le mode de rupture obtenu
par M. Codron. En effet, la déformation de la douille telle qu'elle
s’est produite (fig. 6) montre que la valeur de 7, pour laquelle la
tangente est horizontale, estinférieure & 45, rayon intérieur de la
douille. D’aprés le calcul, ¢ est donc supérieur a T etla rupture
doit se produire aux environs de la douille susvant i rayon : c'est
ce que l'on constate. :

Ainsi, si essai avait été effectué, le piston tourné dans I’autre
sens, on aurait obtenu nécessairement une moins grande défor-
mation de la douille et par conséquent une rupture par flexion
suivant un cercle et sous une charge certainement inférieure &
500 000 kgs.
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Remarque II. — Nous acceptons comme tension réelle maxi-

mum

T = g7 p = g70 kgs/centim?

valeur obtenue pour » égal au rayon moyen de la douille ; cette
valeur est encore relativement élevée pour des efforts répétés de .
sens contraires bien qu’elle soit le ¥/4 seulement de la tension
obtenue en appliquant la formule de M. Pouleur. Ma‘is il faut
remarquer qu’il s’agit bien ici de résistance ala flexion et M.
Codron trouve pour lalimite de cette résistance 12 300 kgs par
centim?. Dans ces conditions, la valeur de T ci-dessus correspon-
drait & un ccefficient de sécurité de

I 12300

3W = 4,25,

le facteur 1/3 tenant compte de ce qu’il s'agit d’efforts répétés

de sens contraires.
i - )
Nous pouvons faire encore remarquer que nous n’avons pas tenu
compte des contractions laterales qui introduisent dans la formulg
# I A
de M. Pouleur le terme T T 16/17, que nous avons dil
2y
. I 5 3 , j )
prendre pour valeur de—, la valeur approchée ¥l
Enfin, a cause de la liaison particuliére des éléments, il ne sau-
rait se développer dans ce cas, des efforts secondaires, tel que le

flambement pour la partie comprimée.
. VS
Remarque IIT — Le calcul montre qu'il n'y a pas d’interct a aug
menler les dimensions de la couronne. En effet, si nous passons a la

limite, nous trouvons pour
(HN e o
P\ RT”
Cq = — 0,1185 ¢y = — 0,0315
T=p <1;> X 1,37 =150p

alors que dans la méme hypothése ou » = 75 et pour

HN e

R 3
Tzﬁ(hf) X I,4 =154 p.
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Si nous calculons dans I'hypothése ot il n’y a pas de couronne,
nous trouvons

H 5 e
4<T/ =0 Cg = — 0,148 ¢, = — 0,308
RY\?
T:ﬁ(Tj K 0,405 = 208 p.

Nous voyons que la couronne réduit la tension 4 'encastrement
dans le rapport de 150/208, c’est-a-dire dans le rapport de 3/4.

31 nous cherchons la valeur de 7" au moyen de la formule de M.
Pouleur, qui ne tient pas compte des tensions annulaires, nous
trouvons :

T =387 4.

Exemple II. — Considérons un second type de piston a simple
toile représenté fig. 7 ; il pése 31 kgs et a fonctionné sous une

¢ J /
R/ ¥ ; N ! !
7 |
.‘__I@_,
| _ ¥
i g
S —————— . a— =

Fig. 7.

pression normale de 15 kgs par cm?® Clest un piston en acier
coulé. Il s’est rompu aux essais sous une charge de 401900 kgs. La
fig. 7 montre le mode de rupture ; on voit que la douille ne s'est
pas déformée comme dans le premier cas, le métal étant ici moins
ductile ; il en est résulté wie rupture circulaive par fexion,
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En prenant les valeurs

H=110 h=18 <c¢=20 R=168 7r=45

nous trouvons :

(—7Hl—>- l% =27 (y=—0.0802 ¢ = — 0,6527

et pour tension a la douille ;

2
T=2p <—I;> 0,81 = g8 p = 1470 kil./cm?.

On voit que le coefficient de sécurité est moins élevé que dans
le cas précédent.

3. — Cas des pistons plans a deux disques.

Ce genre de piston se préte beaucoup moins bien & un calcul
rigoureux, basé sur une formule analytique ; il est en effet impos-
sible de faire intervenir dans le calcul l'influence des nervures
radiales que I'on ménage ordinairement dans ce genre de piston.

Si, dans la déformation,ks deux disques restaient parfaitement
paralléles, les formules précédentes pourraient s’appliquer égale-
mentici, a la condition de remplacer :

78 B L] ]l”
i ji B B — s
2*de = —par2 Fdg =~

h 12 ' 6

Clest la I'hypothése faite par M. Pouleur et par M. Codron,
dans les formules qu’ils ont proposées ; mais on comprend que
malgré les nervures radiales qui réunissent les deux disques, il ne
saurait étre question d'envisager cette hypothése comme se rap-
prochant des conditions pratiques de déformation ; elle conduit
nécessairement a des tensions et a des dimensions trop faibles
lorsque la hauteur totale /" est un peu grande,

Dans le cas ouil n’y a pas de nervures, on pourrait établir une
formule exacte, en considérant le piston comme constitué par deux
disques ayant une couronne commune, I'un étant soumis a une
charge uniformément répartie, 'autre a une charge appliquée a la
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périphérie, par I'intermédiaire de la couronne. En effet, repré-
sentons par P la charge inconnue par unité de longueur,
repartie a la circonférence extérieure, nous pouvons établir les
équations précédentes dans le cas o

my = (PXdw)X =P X2dw

L dvyN rd N | :
nous aurons ainsi { 4 ) ¢ty enfonctionde P. Pour

¢liminer P il suffira d’écrire que la valeur de y pour le disque
supérieur est égale a la valeur de »' pour le disque inférieur,
x étant égal a X. Cette méthode conduirait naturellement a des
calculs compliqués ; nous proposons de regarder les deux disques
comme équilibrant chacun la moitié de la charge; cette hypothése
fournira des formules donnant des tensions trop élevées, mais ces
formules auront 'avantage de conduire a des résultats de compa-
raison beaucoup plus exacts. C'est ainsi qu’en considérant les
deux disques comme restant rigoureusement paralléles dans la
déformation, on trouve des valeurs des tensions qui dépendent
peu de I'épaisseur des disques, et qui deviennent trés faibles pour
de grandes hauteurs de piston, ce qui est absolument inadmis-
sible.

Remarque. — 1. — Si T'on admet que les deux disques sup-
portent chacun la moitié de la charge, on voit aisément que les
pistons a deux disques seront plus lourds pour un méme coeffi-
cient de sécurité ; en effet, en doublant P'épaisseur d'un piston &
un seul disque, on quadruple sa résistance.

Remarque 2. — 1l est important de remarquer que les ner-
vures n’augmentent pas nécessairement le coefficient de sécurité;
elles empéchent la déformation de se produire, et I'importance
des réactions, dues aux tensions annulaires, est ainsi diminuée.
Par contre, les nervures qui supportent, dans ces conditions,
presque toute la charge, ont une tendance & se rompre horizonta-
lement, sous linfluence de Ueffort rasant.

C’est ainsi que, dans les essais effectués par M. Codron, la
rupture des nervures se produit avant la rupture compléte du
piston.

Il semble donc qu’il y aurait avantage 4 reporter le poids de ces
nervures sur I'épaisseur des disques et a proportionner largement

-
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les congés de raccord avec la douille. On éviterait en méme temps
la complication due 4 I'emploi en fonderie de plusienrs noyaux
distincts. oo

Exemple. — Prenons comme exemple un des pistons en fer
misé, soumis aux essais par M Codron; ce piston est représent‘é
(fig. 8); il a fonctionné sous une pression de 12 kgs par centi-

SN

NN
N

Fig. 8.

meétre carré et pése 58 kgs; il s’est rompu sous une charge de
251,000 kgs et sous une fleche de 29 ™™,
. Le calcul donne, en prenant ¥ = 54

n) R
TR o .
Tma.\' = P K”h—/] 0,673 = 85 kil.

4 <,H, e € = — 0,08 ¢, = — 0,003

Tmax étant la valeur de la tension a-la.douille. ,
Remarque 1. — Le coefficient de sécurité semble donc a.
peu prés le méme quavec le piston en fer de méme diamétre
représenté (fig. 6). Cependant celui-ci s’est rompu sous un effort
double. Ce fait peut s’expliquer en remarquant que la charge de-



44 ' THEORIE DE LA RESISTANCE DES FISTONS

rupture a la flexion, déterminée sur une éprouvette du méme
métal, a été de 7,150 kgs contre 12,300 kgs observée dans le cas
précédent; que de plus & la rupture, la couronne s’est affaissée,
et qu'ainsi la réaction de celle-ci est devenue pour ainsi dire
nulle.

Sil'épaisseur de la couronne avait été suffisante pour transmet-
tre leffort du disque supérieur sur le disque inférieur, la charge
finale eat été certainement beaucoup plus élevée ; en tenant
compte du rapport des charges de rupture a la flexion, la formule
montre que l'effort limite aurait dii atteindre :

580,000 X 0,88 X 7150

0,67 " 12 300 s0it 440,000 kil.

ce qui est parfaitement admissible.

On voit par 1a toute limporiance qu'il v a d bien proportionner les
differentes parties du piston.

Remarque I1. — 11 est intéressant d’observer que le disque infé-
rieur s’est rompu par flexion, tandis que le disque supérieur s'est
rompu dans le sens des rayons. La théorie permet d’expliquer ce
fait tres facilement ; en effet, ala partie inférieure, I'angle de la
déformation de la douille est & peu prés nul et la valeur de 7 est
supérieure a celle de ¢; le contraire a lieu & la partie supérieure.

4. — Cas des pistons coniques.

Nous avons montré le peu d’intérét que présenterait au point de
vue pratique, la résolution de l'équation générale trouvée au
chapitre I de cette étude. La résolution permettrait pourtant de

~ comparer les tensions pour différentes valeurs de ». Mais on peut
comprendre l'importance du terme #z;, en remarquant que le
maximum de

t=F 2 tg o
X

correspond au bord extérieur du piston et quainsi my; peut
devenir trés important lorsque 3 est un peu grand.

L’équation trouvée semble donc donner raison 4 la pratique qui
a consacrél’emploi des pistons coniques.

Pour les petits angles, on pourrait s’en tenir aux formules éta-
blies dans I'hypothése ot © = o, le coefficient de sécurité ne pou-
vant qu'en étre augmenté,
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. '
1.¢ i Fouve ant pas
Remarque I. — L’équation  trouvée au chapltreh;;:c p

3
¢ ; révolr - de ——=5 ne se
homogéne en x, on peut prévoir que la valeur de Frs

présentera plus sous la forme
d2 f X 2
Ta=0(5) &

Remarque I1. — Nous avons vu que la couronne peut rejduire
la tension 4 la douille, dans le rapport limite 3/4 Il est cex“galn que
dans les pistons coniques, la couronne joue un role b.eaucopp plus
important que dans les pistons plans; c’est ce qui explique en{
partie les valeurs élevées obtenues par M. Codron, pour les
charges de rupture.

CHAPITRE IIIL

Diagrammes relatifs a un disque plan encastré au centre et libre
a la péripherie

1’équation, que nous avons résolue au chapitre 11, ne découle
pas directement de celle établie d'une maniére tout a fait générale

au chapitre I; nous avons en effet posé :
.

v (v d2ydx oy _ (% dydx
st’l<.Sx17ix17+ *y jxdxx

' 1 4 A 1 ! age -
Nous allons voir en résolvant 'équation (I') quelle erreur on

commet en faisant cette hypothese.
Différentions I'équation (I'); nous aurons successivement:

By dy (v dydy oy 6b e e (1)
YA T AT Jypodxt x x E /1-’( )

dty By 1 d¥y 2P
9 3 = T T 53— T~ A AA
Y +2 dad x dx* EFP
Posons
2w
%@:vetxzxy;
nous aurons
B dv__ EF,
ar ' dt 125
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Les racines de I’équation caractéristique
22 o —1=0

sont

ai:_2+l/3 0,366 a.&,:~—_lh2“l/3=*1,366

La méthode des coefficients variables conduit a la formule

U — <fl + ;I-—i—7 \—w‘l—; X2 e e— ot dt’\) et

I "B P
+<62 %y T Gy ,‘ 12

ou en simplifiant :

2 2¢
v =c ¢l - ¢y c2ol + 1 < et szg Xe
Doy —ug\2 — o 2—dy) BP

X2 g g agt dzf> etqt

ou encore, en {onction de x,

dﬂy 12 p [ A\« X ' o I v \2
~ \2 [ 1 [ 2 S S S
dx2 EIP X> M <X> +(2“‘“1)(2““2)<X>J

- ——— - — - —

Pour déterminer les constantes, remarquons que d’aprés 'équa-
tion (I) pour » = X (fig, 10)
ay _
dx®

et d’apres 'équation différentiée (I)

(Py d*y YN 1 6p . o
(dﬁ)l + <W>ﬁ ﬂ_: gt — X

-
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Or ’
dsy 129 x \* x\#
t3- el v 0 0

2 ANES
+Tz—><—/><\ﬂ

Donc, on a explicitement les deux relations :

! i I .
R e P B

e (T e (3 poaa e ()

/a1y ER T
T2\ X)) T2 ¥, 12p X2

Ces deux relations permettent de déterminer ¢,' et ¢;'.

. dy . . .
Nous pourrions calculer —% et ¥ par l'intégration successive de

dx

Z 3’ et de % les constantes étant déterminées par les relations :
| S R

pour ¥ = x,.
Si nous considérons le cas de 'encastrement parfait ou y,' = o
pour # = x,, les formules pour la détermination des constantes

deviennent :
¢ + ¢ = — 0,18

. . L\ 8
1,36 <%‘>a’ ¢, — 0,36 <A\;’>a2 ¢, = 0,04 <%> — 0,50

et nous trouvons pour ZJL
dy 1215‘{2 ;I < [(1 N\
dx  E “ PREEES \ A a9+ I

- GJM]* 3(2—;)(2—%)[(“) ”<{> l]‘%

Si nous représentons comme précédemment par T la tension
maximum diie a la flexion, dans une section quelconque, par ¢ la
tension annulaire, nous aurons :

b d¥y X\2 £ \%y X\ <4; 2
T = EE?Z? 6p <7> [cﬂ(X) + ¢ <X> + 0,18 <
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I dy

= 42— os (o xo ()= (1) 2] -
(2]~ (23] oo [ (2= (" ()

Pour f{aciliter les calculs, dressons le tableau des valeurs

f

de <T\;> et <Y> » pour les différentes valeurs du rapport N

X

¥ e, i [x 4y Exeinple. — Prenons comme
X <T{> \}—J exemple la plaque circulaire

‘ en f01.1te, représentée (fig. 10).
0,100 0,437 23 Ce fhsque a été soumis aux
0,125 0,473 16,9 essais par M. Codron; la
0,150 0,505 13,1 rupture s'est faite comme
g,égg g,ggi Ig»gg Pindique la figure sous une
01250 0:607 6,59 charge de 8,000 kgs uniformé-
0,300 0,658 5,14 || ment répartie, soit 44 kgs par
0,400 0,719 3,47 centimétre carré.
8:888 g:gg? ?’Sg Supposons que la tangente
0,700 0,880 1:62 a la fibre moyenne soit hori-
0,300 0,023 1,35 zontale dans la section
?3888 ?:gg’g i:ég moyenne de la douille ; nous

aurons pour x,

s s
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50 -+ 17
2 f

A EIRCT EATA
X =021 (¥ —0568<X> = 8,40.

Les valeurs de ¢, et ¢,' correspondantes sont égales 2

. I
Xy = X?_—“I']

— 0,274 et 0,004

Cela donne pour Timax correspondant a & = 25 ou x/X = 0,31
C \ 2
Tiax 6 9 <%> [— 0,274 X 0,604 + 0,004 X 4,97 -+ 0,18 % 0,090 ]

ou Timas — 6 9 <*—> X 0,0843 = 27 p = 1188 kgs/cm?.
Sinous considérons la valeur de £ pour ¥ = X nous aurons :
t=06p < > X 0,0843 = 29 p = 1188 kgsfcm?,

Remarque I. — Avec les formules précédemment établies,
nous aurions obtenu, dans les mémes conditions :

cy = — 0,329 Cq = — 0,079

I\ 2 17 Q
T= 6p<i]\1~> X 0,3071 =97 p t:6[>(—%) X 0,0007 = 21 p.

On voit que ces valeurs sont peu différentes des précédentes.
. . , dy
Remarque 11, — Sinous avions supposé que E)Z = 0, pour
x = 25, nous aurions trouvé ;

!

¢, = — 0,301 ¢y = 0,125
Toax =65 //7)0 X 0,439 = 139 p
t=06p <%> X 0,055¢ = 18 p
On voit que dans le cas d'un encastrement parfait 4 la douille,

la valeur de 7" maximum est augmentée dans le rapport de 139/g6,
soit donc de 45 /.
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Par contre, la valeur de ¢ diminue.
L’examen des diagrammes des différentes valeurs de 7T et de ¢,
que nous avons tracés (fig. 11), montre que dans 'hypothése ou

ay

dy ). = Opourx, =17, c’est-a-dire pour la section moyenne de

la douille, la valeur de # reste inférieure 2 7. Pouriant dans 'expé-
rience de M. Codron, la rupture s’est faite suivant un rayon, ce
qui semblerait montrer que £ était supérieure a 7 au moment de la

rupture. Cette remarque conduit & admettre qu’au moment de la
rupture % > 0 pour &, = I7. car a mesure que g% augmente,
¢ grandit rapidement tandis que 7" diminue,

Remarque 111. — 1’examen des diagrammes montre qu’il v a
un point d’inflexion dans la fibre moyenne déformée et que ce

point d’inflexion se produit a la distance
x = 0,6g0 X

avec les proportions renseignées fig. 11.
Ce point d'inflexion se rapproche encore de la douille lorsqu’il
y a une couronne et 'on comprend ainsi comment la tension 7" va
diminuant; en effet, si le point d'inflexion coincidait avecla douille
il n'y aurait plus de flexion, et, par conséquent, on aurait T = o,
Le diagramme montre encore que, dans le cas ou il n'y a pas
de couronne, le maximum de la tension / correspond a peu prés &

v =0,481 X

et non pas a ¥ = X, comme on aurait pu le supposer.
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APPENDICE
Note sur la résistance des couvercles plans

Nous croyons utile de montrer que la théorie précédente peut
s’appliquer au cas, déja traité par M. Brune, d'un disque plan ou
conique encastré au pourtour et libre au centre ; bien que la mé-
thode soit essentiellement différente de celle de M. Brune, les
valeurs des tensions soat les mémes, comme nous allons le voir,

Nous ne traiterons que le cas d’un disque plan, avec encastre-
ment parfait au pourtour.

Considérons (fig. 11) la section médiane d’un tel disque supposé

PO

Fig. 11.
déformé sous I'application d’une charge uniformément répartie de
p kgs par unité de surface.

Rapportons cette section 4 deux axes rectangulaires ox et oy,
I'un normal a la fibre moyenne primitive, I'autre passant par le
centre o, et perpendiculaire a celui-ci.

En employant les mémes notations que précédemment et en
raisonnant de la méme maniere, nous aurons pour #,, moment
des forces extérieures :

A ‘ x“‘}
iy =j b do & (¢ — ) dz = p 2 do
0

Mic, 4
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Pour my moment dii aux forces de liaison, nous aurons :
ER , (vdy
do (© 22 42
0 d}\f X

dy 1

dx x°

~ Quant au moment résistant M, dd 4 la flexion :

My =

st nous admettons pour ¢ la valeur E z

7,
M, — E /s do 4 @/
, 12 d x?
En égalant, on a
M, = — (m, — my)
ou explicitement en remplacant #' par x,
¥ dry afydx__ 2?
dvt" )y dx « En”
Pour rf’ij’oudre cette équation, différentions par rapport  x et
posons ——o- = v x = Xe?; il vient successivement :
d3y aty 1dy 6p
Yae T de Ty dy T T ERY (0
azuv 6 pX3

S Y T

Enappliquant comme précédemment la méthode de la variation
des constantes arbitraires :

7):(0‘ pr]aXS e df) e+ <Cg + 7 fE/g X3 e¥ dt)e—f

puisque les racines de I'équation caractéristique sont + 1.

d
Enremplagant v par EZ;J{') et ¢ par ¥/X, 1l vient:

8-S (a2 4T

En différentiant, on trouve la valeur de

ary _6px? x =t by
det ~ E I8 [C'<Y>“Cﬁ ) 8<x<>];
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Pour déterminer les constantes, remarquons que pour & = X
dy ' 2

2 — o par hypothése, et que d’aprés I'équation (1) -273; doit

dx

étre une quantité finie pour & = o.
La premiére condition exige que :

ey ¢y = é
La seconde que :
Cy =0
Il résulte de la que
Cg= 0 Cy = é
D’ou les valeurs
dry 160 X012 4 (XN
dx? 8 Emn | X X EY
ay

,_Iéﬁ__aﬂ:_£, p
Y=RTER |IX T 4\X

Discussion des formules — Nous pouvons, au moyen des trois
équations ci-dessus, déduire la valeur de la tension maximum, la
position du point d’inflexion de la fibre moyenne déformée, la

fléche maximum,
Le point d’inflexion de la fibre moyenne déformée correspond a

2
la valeur de x pour laquelle (Zz = 0, c'est-a-dire :

X\ 1 D
—;) 3= oux—Xl/g—o,574
ha*y % 2\ /X
T=EF Cae~— 8P<>[Y—“3<'X>]?>
et la tension maximum est égale a :
La fleche maximum est donnée par la valeur de y correspon-
dant 2 x = X ; on a donc :

La tension est donnée par la relation :
: 3 X\2
o345
_9 b (XY
Y=ty E(h> X
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Remarque I. — Dela valeur de Tiax, on déduit .

I = 0,867 X \/——

Ill(l]\

M. Brune avait trouvé precédemment

L d*y
Tm'{x = E Z d”‘é p < >

Remargue I1. — La valeur de T obtenue est égale aux 3/4 de la
tension calculée en ne tenant pas compte des tensions annulanes,
on a, en effet, dans ce cas:

hdry X
Tmﬁx E —2— dq, Zs <_7L_

|
wwﬁ%GQ%ﬁJ

Fig. 12.

Nous avons tracé (fig. 12) les courbes I, IT et III représentant
respectivement : I) les valeurs du rayon de courbure et par con-
séquent de la tension T, due a la flexion, & un facteur constant
pres, II) les valeurs du ccefficient angulaire de la tangente, I1I)la
fibre moyenne déformée,

Exemple. — Prenons les valeurs suivantes :

? = g kil./Jemy E = 2,000,000 X = 50 cm.
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7 2
Si nous adoptons pour Tmax I 000 kgs/cm

It = 0,87 X 50 \/f%) = 4 cm, I

) == %97 X ___9 ;5_9)0 X 50 — 0,7 m/m
2 04 2000000 \ 4,1

Remarque. — Dans tout ce qui pr écéde nous avons adopte pour

ay 1
’ —
t, valeur de la tension annulaire, expression E 2 di r

P

qui n’est,

comme nous l'avons vu, qu'une valeur approchée. Sinous reconi-
mencons les calculs en prenant:

A

d*y dx
t=FEs) ZEw

0

nous obtenons pour équation différentielle de la fibre moyenne

a2y ! ; dﬁy dx 2P .
=\ & gy = T ER
/] [/4

En résolvant comme précédemment

ary 2p 7{>a1 o (1 >a2
dat™ F7z X [c,’ <X T lx

1 <;\: )”:l
PR e—w \X
ol ¢, et a4, sont les racines de I'équation caractéristique
a2 4« — I = 0.
Pour déterminer les constantes, ondremarque que pour X = 0
dry _ dy aox B,
dx? =0 et-g; = 0, que pour ¥ =&, 7%
Ces conditions conduisent aux valeurs :
a4+ 1 1+ I/S

c =0 N ey @ —a 30

Dela :

3*“\“15“’2]
@:JQXPL%;){+AX
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et

_0PXer 145 1 &)2
T = h? [_ 30 + SJ—O’568p(k

Si nous tirons la valeur de % de cette derniére relation :

=053 X \/ L

Tmax
et nous voyons qu’elle est plus petite que la valeur trouvée plus
. ay
haut. Si on cherche la valeur de # pour laquelle Zi8 = 0, on
trouve :
x = 0,672 X,
CONCLUSIONS.,

En terminant cette étude, qui pourrait paraitre toucher par
certains cotés a la spéculation scientifique, il nous semble néces-
saire de résumer rapidement les principaux résultats de la
théorie.

a) Pour une méme pression, tous les pistons plans ayant méme
coefficient de sécurité, sont géométriquement semblables; si p

est la pression, 'épaisseur du disque doit varier comme |/ 5.

b) Ne pas exagérer les dimensions de la couronne surtout,
pour les pistons plans 4 un seul disque,

¢) Conserver une épaisseur constante ou légérement décrois-
sante, et proportionner largement le congé de raccord avec la
douille,

d) Préférer la forme du piston a simple disque au piston &
double disque, au point de vue de la légéreté,

¢) Ne pas employer de nervures dans les pistons & double
disque, mais reporter en partie le poids de celles-ci sur le corps
méme du piston.

d) Préférer, au point de vue de la résistance, la forme conique,
et dans ce cas, ne pas craindre d’augmenter un peu les dimensions
de la couronne.

&) Admettre dans le calcul des tensions de 1o a 15 kgs par m/w?
pour le fer ou l'acier, en supposant I'encastrement parfait dans la
section médiane de la douille.

Nous ferons remarquer pour finir que I'expérience, en pareille
matiére, est impuissante & conduire & la découverte de lois
générales; c’est & la théorie de les formuler, 4 la pratique de les
sanctionner,
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