
Source gallica.bnf.fr / Bibliothèque de l'Ecole polytechnique

Journal de l'École
polytechnique / publié par le
Conseil d'instruction de cet

établissement

http://www.bnf.fr
http://gallica.bnf.fr


École polytechnique (Palaiseau, Essonne). Journal de l'École
polytechnique / publié par le Conseil d'instruction de cet
établissement. 1795-1939.

1/ Les contenus accessibles sur le site Gallica sont pour la plupart
des reproductions numériques d'oeuvres tombées dans le
domaine public provenant des collections de la BnF. Leur
réutilisation s'inscrit dans le cadre de la loi n°78-753 du 17 juillet
1978 :
 - La réutilisation non commerciale de ces contenus est libre et
gratuite dans le respect de la législation en vigueur et notamment
du maintien de la mention de source.
 - La réutilisation commerciale de ces contenus est payante et fait
l'objet d'une licence. Est entendue par réutilisation commerciale la
revente de contenus sous forme de produits élaborés ou de
fourniture de service.

CLIQUER ICI POUR ACCÉDER AUX TARIFS ET À LA LICENCE

2/ Les contenus de Gallica sont la propriété de la BnF au sens de
l'article L.2112-1 du code général de la propriété des personnes
publiques.

3/ Quelques contenus sont soumis à un régime de réutilisation
particulier. Il s'agit :

 - des reproductions de documents protégés par un droit d'auteur
appartenant à un tiers. Ces documents ne peuvent être réutilisés,
sauf dans le cadre de la copie privée, sans l'autorisation préalable
du titulaire des droits.
  -  des reproductions de documents conservés dans les
bibliothèques ou autres institutions partenaires. Ceux-ci sont
signalés par la mention Source gallica.BnF.fr / Bibliothèque
municipale de ... (ou autre partenaire). L'utilisateur est invité à
s'informer auprès de ces bibliothèques de leurs conditions de
réutilisation.

4/ Gallica constitue une base de données, dont la BnF est le
producteur, protégée au sens des articles L341-1 et suivants du
code de la propriété intellectuelle.

5/ Les présentes conditions d'utilisation des contenus de Gallica
sont régies par la loi française. En cas de réutilisation prévue dans
un autre pays, il appartient à chaque utilisateur de vérifier la
conformité de son projet avec le droit de ce pays.

6/ L'utilisateur s'engage à respecter les présentes conditions
d'utilisation ainsi que la législation en vigueur, notamment en
matière de propriété intellectuelle. En cas de non respect de ces
dispositions, il est notamment passible d'une amende prévue par
la loi du 17 juillet 1978.

7/ Pour obtenir un document de Gallica en haute définition,
contacter
reutilisationcommerciale@bnf.fr.

http://www.bnf.fr
http://gallica.bnf.fr
http://www.bnf.fr/fr/collections_et_services/reproductions_document/a.repro_reutilisation_documents.html
mailto:reutilisationcommerciale@bnf.fr


MÉMOIRE

SUR

LES SURFACES DONT LES RAYONS DE COURBURE,

EN CHAQUE POINT,

SONT ÉGAUX ET DE SIGNES CONTRAIRES;

Par M. E. CATALAN i*i.

L'illustre Monge a trouvé, le premier, l'intégrale générale de l'équation
'du second ordre à laquelle satisfont les surfaces dont il s'agit. Malheureu-

sement, cette intégrale est compliquée d'imaginaires qui la rendent, sinon
illusoire, du moins peu propre aux applications. Aussi, jusqu'à présent,

ne connaît-on qu'un très-petit nombre de ces surfaces, bien qu'il en existe

une infinité.
En cherchant à modifier, soit les formules de Monge, soit la méthode qu'a

suivie Legendre. pour les démontrer, j'ai obtenu, non-seulement quelques

nouveaux exemples de surfaces minimums (**), mais encore plusieurs sys-
tèmes de formules qui représentent, chacun, une infinité de ces surfaces,

et qui ne donnent aucun lieu imaginaire. En outre, je montre comment on

(*) Les recherches suivantes ont paru, en extrait, dans les Comptes rendus de l'Académie des

Sciences (tome LXI, page îojg). Antérieurementà cette publication, M. Bonnet avait donné, dans
le même recueil (tome XXXVII, page 53i), des formules relatives à l'intégration de l'équa-
tion (A); mais je n'en ai fait aucun usage, et d'ailleurs je les avais entièrementoubliées au mo-
ment où je presentais mon Mémoire à l'Académie (3 décembre i855).

(**) Cette dénomiuation, qui rappelle un problème étranger à l'objet de ce Mémoire, nous seitt
seulement à éviter une périphrase.



devra prendre les fonctions arbitraires pour obtenirdes surfaces algébriques,.r
également en nombre indéfini.

J'ose espérer que mon travail, tout incomplet qu'il soit encore, sera fa-
vorablement accueilli par les géomètres.

I.

Transformations diverses de l'équation

1 Le premier membre est identiquement égal à

donc, en divisant par \/i+/?2 -+-< on peut mettre l'équation (A) sous la*

forme

ou encore sous celle-ci

Cette nouvelle relation, dont l'interprétation géométrique est facile,

exige que les quantités
V i

=. et
V

~q – soient les dérivées par-\/L+~+~' y',+~+~
tielles/?, < d'une fonction inconnue z, En d'autres termes,



ou encore, en posant

2. L'équation (C) ne différant, de l'équation primitive (A), que par le

changement de z en z, y/ – i la transformation précédente paraît d'abord
inutile. Mais comme, en vertu des formules (3), (4), (5), les solutions
réelles de l'équation (C) donneront, dans certains cas, des solutions réelles

de l'équation (A), cette même transformation (déjà employée par Lagrange

et Legendre), nous dispensera de chercher directement ces dernières so-
lutions.

3. Par exemple, on satisfait à l'équation (G) en prenant

Adoptant cette valeur, nous aurons

Sans qu'il soit nécessaire d'aller plus loin, on reconnaît que la fonction z
aura la forme F (ar2+j2). Par conséquent, la solution particulière de
l'équation (A), déduite de l'héliçoide à plan directeur, est la surface de ré-
volution engendrée par une chaînette tournant autour de sa directrice.



4. Pour transformer l'équation (C), appliquons la méthode de Legendrej.

c'est-à-dire supposons

u> est une fonction inconnue;et, pour plus de simplicité dans la notation,

a,(3 remplacent/ q,

En supposant successivement y et x constantes, nous obtiendrons

Au moyen de' ces valeurs, on change l'équation (C) en



5. Posons

nous aurons



On conclut, de ces dernières expressions,

Par suite, l'équation (D) devient

6. Si l'on fait

ce qui donne

on obtient d'abord

puis, au moyen de l'équation (E),

c'est-à-dire

7. Pour réduire encore cette nouvelle équation, je suppose



et j'obtiens, au lieu de l'équation (F),

8. Dans l'équation (E), faisons généralement u =/'(i>). Alors

puis

9. Si on veut que le coefficient de-jr se réduise à l'unité, on prendra

Pour intégrer cette formule, il suffit de faire

En effet, on trouve ainsi

en supposant la constante arbitraire égale à zéro.
De



on conclut

On a ensuite, à cause de la formule (33),

en sorte que l'équation (H) devient

10. Pour obtenir une dernière transformée, remplaçons, dans l'équation

(A), les coordonnées rectangulairesx, y par des coordonnées polaires p, <p.

Nous aurons d'abord

D'ailleurs, en posant

nous pouvons mettre l'équation (A) sous la forme

(*) On peut arriver bien plus rapidementà cette transformée. En effet, les formules (3),(6),
(7)1 (i3), (i4)et (26) donnent R= y'i – «' = \/–i cot>. Si l'on veut que R soit réel, on doit donc

prendre sinréel et plus grand que l'unité. On satisfait à ces deux conditions en supposant



Pour calculer les valeurs des dérivées partielles contenues dans le premier
membre, il suffit de remplacer, dans les formules (38), (3g), z par p, q, L.
Conséquemment,

puis, par la substitution dans l'équation précédente,

Actuellement, les formules (38), (3g) donnent

Substituant ces dernières valeurs dans l'équation (^1), on trouve enfin



il.
Quelques sodutions particulières de l'équation (A).

i i. Essayons d'abord de satisfaire à cette équation par

X étant fonction de x, et Y fonction de y.
Cette valeur de z donne, en employant la notation de Lagrange,

puis, au lieu de l'équation (A),

ou

12. L'équation (42) se décompose évidemment en

c étant une constante arbitraire. Si cette constante est nulle, la surface cher-
chée est un plan. En laissant de côté ce cas particulier, on déduit, des deux
équations précédentes,

Par suite, l'équation (42) devient

Une transformationde coordonnées et un changement d'unité réduisent

cette nouvelle équation à la forme plus simple



ou, ce qui est équivalent, à celle-ci

13. Il est facile de reconnaître que la surface minimum représentée par
l'équation (44) jouit des propriétés suivantes

1°. Sa trace, sur le plan des xy, se compose d'une infinité de droites incli-

nées à 45° et à1 35° sur l'axe des x, et qui décomposent le plan en une infi-

nité de carrés égaux.

2°. La surface admet un troisième système de droites. Celles-ci, perpen-
diculaires au plan des xy, passent par le milieu des côtés des carrés

déterminés par les deux autres systèmes de droites.
3°. La section de la surface, par le plan des xz, est formée d'une infinité

de branches, toutes égales entre elles, représentées par

Toutes ces branches, situées au-dessus de l'axe des x, le touchent aux
points où il est rencontré par les droites situées dans le plan xy. Chacune

d'elles a un axe de symétrie, perpendiculaireà ce plan, et deux asymptotes,

situées de part et d'autre de l'axe, à la distance

4°. La section par le plan des yz est égale à la section par le plan des xz

mais, au lieu d'être, comme cette dernière, au-dessus de ce plan, elle est
située au-dessous.

5°. Les sections parallèles au' plan des xz sont toutes égales entre elles.

Il en est de même pour les sections faites parallèlement au plan des^z.
6°. La surface se compose d'une infinité de nappes égales. Chacune

d'elles est comprise entre quatre plans asymptotiques, formant un canal à

section carrée, de longueur indéfinie. Les arêtes de ces canaux sont les pa-
rallèles à l'axe des z, dont il a été question tout à l'heure. On peut se repré-

senter les sections droites de ces canaux comme un échiquier indéfini, dans

lequel les cases noires répondraient aux canaux renfermant des nappes de

la surface, et les cases blanches, aux espaces vides.
7°. Si l'on considère une nappe en particulier, par exemple celle qui



entoure l'axe des z, on reconnaît qu'elle a de l'analogie avec le paraboloïde
hyperbolique En effet cette portion de surface peut être engendrée par sa
seconde section principale, glissant parallèlement à elle-même, et dont le

sommet décrirait la première section principale, etc.
8°. Si l'on trace sur cette nappe un contour fermé quelconque, l'aire de

la partie de surface ainsi limitée sera moindre que l'aire d'une autre portion
de surface quelconque, limitée au même contour.

9°. On peut, pour former ce contour, prendre les deux droites passant

par l'origine, et une courbe quelconque tracée sur la surface, par exemple
celle qui aurait pour équations

io°. On peut aussi, pour former le contour, prendre les deux droites

passant par l'origine, les deux verticales qui les rencontrent, et enfin la

courbe représentée par

14. Nous pourrions appliquer, à l'équation (C), la méthode qui vient de

nous donner une solution de l'équation (A). Pour ne pas recommencer les

calculs changeons dans l'équation (43), z en z:,
y – i et supposons.

Cette valeur de z, donne



15. Faisons

nous obtiendrons, au lieu des valeurs précédentes,

puis

Pour satisfaire à cette équation, il suffit de prendre

On peut mettre cette équation sous la forme

en posant, pour abréger,

mais, pour étudier la surface, il vaut mieux prendre l'équation (46), jointe



16. La surface minimum dont nous nous occupons est évidemment com-
posée d'une infinité de zones égales, que l'on obtient en faisant mouvoir
l'une quelconque d'entre elles, de manière que tous ses points décrivent
des parallèles à l'axe des z. 11 suffit donc de considérer la zone qui est voi-
sine du plan des xy. Elle jouit des propriétés suivantes

1°. Elle contient l'axe des x et l'axe des y. En effet, les équations (46),
(48), (49) sont vérifiées, soit par u = o, z= o, x = o, soit par v = o,
z = o, j=o.

2°. Cette même zone, aussi bien que toute la surface, est intérieure au
cylindre représenté par l'équation

laquelle se décompose en

3°. On tire aisément, de ces dernières relations,

par conséquent le cylindre dont il vient d'être question se compose de

quatre nappes égales, asymptotiquesaux plans Aesxz et desj-z, et qui ren-
contrent le plan des xy suivant des courbes représentées aussi par les formules

précédentes. Il est facile de voir que l'ensemble de ces quatre courbes égales

a de l'analogie, quant à la forme, avec le système de deux hyperboles équi-

latères conjuguées. Enfin, si l'on transporte ces courbes parallèlement à elles-

mêmes, dans le plan représenté par z = -> on obtient la ligne de contact du

cylindre avec la zone.



4°, Si, dansb formule

on suppose M=o, on trouve

Cette nouvelle formule, à cause de <~=o, donne la pente du plan tangent
passant par /'a.re<~M~(i''). Pour~'=:o,==o; en sorte qu'à /'o~g'MC, le

plan des xy est tangent à la surface. Mais y augmentant, p augmente an
delà de toute limite. Ainsi, quand le point de contact, situé sur l'axe e~ej'
s'éloigne de l'origine, le plan tangent tourne autour de cet axe et se
cu/o/:o~'e avec le plan des yz.

i7. A cause du radical compris sous la caractéristique <x/'c~M~, dans
l'équation (4?)) la surface est symétrique, non-seulement par rapport au
plan des xy, mais encore relativement à tous les plans représentés par

18. Ajoutons, pour terminer cette discussion, que les sections faites pa-
rallèlement au plan des ,iy, dans les quatre nappes égales dont se co~Mo~e
la ~Mr/o'ee, sont des courbes intermédiaires, pour ainsi dire, entre le sys-
tème de deux droites rectangulaires et la ligne représentée par i'ëqua-
tion (5o) ces courbes ont donc, aussi bien que cette dernière ligne, de l'a-
nalogie avec le système de deux hyperboles équilatères conjuguées.

!9. Considérons actuenement l'équation (E), et cherchons à y satisfaire

par une expression de la forme

T contenant seulement 6, et U contenant seulement u.
La substitution donne



Cette équation se partage en

c étant une constante arbitraire.

20. Si cette constante est nulle, l'équation (5s) a pour intégrale

A etétant des constantes. D'autre part, l'équation (53) devient, par Fhy-
pothèse de c = o,

d'où

En posant U == sin on obtient

c'est-à-dire, en supprimant la constante arbitraire, évidemment. innti)e,

Substituant les valeurs (5~) et (55) dans l'équation (5i), on a la solution
cherchée



21. Pour conclure, des résultats précédents, )'équation de la surface,

reprenons les formules

Les quatre dernières donnent

puis, les trois premières,

On déduit, de ces dernières valeurs,

ïes équations (5~), (58) et (61) deviennent

(*) On peut vérifier que le second membre est une différentiejteexacte. On voit en même temps,
ce qui était évident <ï~nor/, qu'il n'était pas nécessaire de former l'expression de N.



Cette valeur de dz donne, en supposant nulle la constante arbitraire in-

troduite par l'intégration,

22. TI reste, pour obtenir en x, z Fëquation de la surface, à éfimt-

ner u et 9. Or les équations (62) et (63) donnent, par des combinaisons
simples;

Par suite, F équation (64) devient

25. Afin de simplifier cette équation, remplaçons les coordonnées rec-
tangu)aires y, par des coordonnées polaires, p, <p. Posons, en même
temps,

nous aurons, au lieu de l'équation (65),

24. Si, dans cette dernière équation, on fait varier les constantes arbi-
traires /H et A, on obtient une innnité de surfaces appartenant à une même



famille, mais qui diffèrent sous le rapport de la forme et des dimensions.

Réunissons celtes qui répondent à des valeurs de m, égales et de signes con-
traires, et à des valeurs de A, égales et de signes contraires; nous ohtien-
drons, pour les équations de ces couples de surfaces,

ou, en conservant une seule des deux nappes symétriques que donneraient

ces deux formules,

25. La surface minimum représentée par cette équation jouit d'une pro-
priété remarquable elle se réduit, dans des cas extrêmes, soit à l'/tc&co~e

à plan directeur, soit à la surface de révolution e/!g'e/?~pe par une r/M!-

nette, c'est-à-dire aux deux surfaces minimums dont les géomètres se sont
d'abord occupés.

Si l'on suppose, en effet, A = o, on obtient z = ~<p, ou

Si, au contraire, on fait m = o, on réduit l'équation (68) à

et cette dernière donne

26. Dans le cas général, notre surface, intermédiaireentre l'hélicoide et
la surface de révolution, a les caractères suivants

t°. Elle admet, pour surface diamétrale, i'hélicoide représenté par



20. Elle est extérieure au cylindre de révolution dont t'équation est

3". Elle touche ce cylindre suivant les hé)ices représentées par

4°. Les sections faites par des cylindres de révolution autour de l'axe
des z sont des hélices de même/'a~une quelconque de ces courbes, par
exemple l'hélice de contact, peut être prise pour ~-ec~ce de la surface;

5°. Les plans passantpar l'axe desz coupent la surface suivant des courbes
égales, que l'on peut adopter pour génératrices si l'on considère, parmi ces
courbes, celle qui est située dans le plan des z.x, on aura, pour son équation,

6". Il résulte, des deux dernières propriétés, que la surface y?H/!M?MM

co/eree ne diffère pas de la surface d'une vis le filet, indéfini, a
pour profil la courbe dont nous venons d'écrire t'équation.

27. Revenons aux équations (52) et (53). L'intégrale générale de l'équa-
tion (5a) est

Quant à l'équation (53), comme elle a donné, dans le cas de c = o,

U' VI-U'Û2
1 1"" 1 l 'd'U~ = m

)
nous emploierons, pour l'intégrer généralement, le procédée

de la variation des constantes. Nous obtiendrons ainsi, en regardant yM

comme une fonction de u,

d'où



En posant, comme dans le n° 20, u = sin on trouve

ou encore

étant une constante.

La valeur générale de U' est donc

28. Les fomiu)es (5~), (58) et (6j) donnent ensuite, à cause de J'éq'ia-
tion (69),

Le second membre de cette dernière formule est la différentielle de

Par suite, la surface est représentée par l'ensemble des équations (7o),
(7i)et



que l'on peut réduire à

;par une transformation de coordonnées et un changement d'unité.
29. Si l'on pose

on conclut, de la dernière équation,

Les valeurs de x et dey deviennent ensuite

m.

Intégration f/M équations (A), (B), (C),

50. A cause de

(*) D'après la forme de ces dernières expressions, il est probaHe (jue la surface peut être engen-
drée par le roM~cmc/ï/ d'une certaine courbe; n)ais nous ne pouvons nous arrêterces défaits. Nous

,dirons seulement que la trace sur le plan des ~y est une développantede cercle.



t'ëquation

est la même chose que

Différentiant ceHe-ci par rapport à rx, on trouve

mais

5i. Pour ramener cette équation à une forme plus simple, posons, comme
dans le n° 5,

nous aurons, par le calcul développé dans ce numéro:

puis, au lieu de t équation (L),

Faisant ensuite, comme dans le n° 6,

(*) Ce procédéest celui de Legendre. (LACEOix, tome II, page 6a3.)



nous obtiendrons

en sorte que l'équation (M) deviendra simplement

52. L'équation (N) a pour intégrale générale

D'ailleurs, l'équation qui donneraity serait semblable à (N) donc

mais il est bien-entendu que les fonctions/,F, F,, ne sont pas indépen-
dantes les unes des autres.

Pour trouver les relations qui existent entre ces fonctions, formons les
f~M ~Mvaleurs de -,r

<et
-r~

~!A ttS

ou

et, semblablement,

D'ailleurs, de



on déduit

fYec c°sS<'os~ a~ sm911f~sin"~ ~8s!n~'
~sin9cos~ n~_cosO~<~–sin'r'' Je" sin~'

donc, à cause des formules (y6) et (y y),

dw cos).s-)~+(/;+F.)sineJ,~=-)~)~-
On conclut, de la première valeur,

w cosÀ
1

~V-F~+F.)cosg+(/F.F)sin<)];
et, de la seconde,

~==-~[~+~)sine-~+F.)cos6]

~~[(/+F)~-(/.+F.)cos<)].

'Ces deux expressions doivent être égales donc

cos7\[(/'–F')cos6-t-(/ –F,)sin8]
== sin~ [(/"+ F') sin9 – (/; +F~) cos6],

ou

(8o)/'cos(A-~)–F'cos(A-e)-)- sm(A-~)-+-F', sin(A–e)=o.

On satisfait à cette équation en prenant

/+g)=~(A-t-9)sin(A-t-8), (A-e)=–e)cos(/-t-6),
F'(A–6)=7r'(A–8)sin(A–e), F',(A–a)== 7r'(A–9)cos(A–9);



les caractérisques <a/ et 7r', ou et ?r, désignant des fonctions arbitraires.

55. Faisons, comme précédemment,

et nous aurons, au tien des formules (~6) et (y y),

54. On peut employer différents moyens pour conclure, de ces valeurs

l'expression de&). L'un des plus simples consiste à remarquerque, x et r
étant les dérivées de w, relatives à

a: et p, on a

c'est-a-tHre

(*) Ces expressions, auxquelles M. Serrct est arrivé en transformant les formntes de Monge

(Cam~M ;t'nf/n.t, tome XL, page !o8o), sont, comme on peut déjà le prévoir, beaucoup plus
commodes')ue ces dernières.



20.

Déplus,

Telle est, sous sa forme la plus simple, l'intégrale générale de l'équation

55. Nous a\ons trouvé, tout à l'heure, ~(~}- j3e~) =='Er(<t) -t-Tr(~).
Mais, par le n°4,

donc aussi

Cette valeur, jointe aux expressions de.ret de~ représente i'intégra)egé-
nérale de l'équation (C). L'intégrale générale de l'équation (A) sera donc
donnée par les formules

qui peuvent tenir lieu des formules de Monge.

5G. Avant d'aller plus loin, nous ferons voir que l'équation (A) est vé-
rifiée, non-seuiement par le système (84), mais encore par ceux que l'on



obtient en changeant le signe du premier terme dans l'expression de y, on
en changeant '3- en – dans la valeur de z. En d'autres termes, on DM~
~re/M~e </K/<eyK/7!c/ pour t/t~ra/c de l'équation (A), ~0!< /M'M!/eMr.y.

/cce<e.f, soit ce//e~-e!

Pour vérifier les formules (84), on peut procéder comme il suit
On a

La dérivée de la première .équation, relative à b, ou la dérivée de la se-
conde, par rapport à a, donnent, indifféremment,

D'ailleurs,



ou

On conclut, de ces vateurs,

Par conséquent, l'équation (88) équivaut à

2°. Le même calcul, appliqué aux équations (85), donne

et enfin, à cause de l'équation (8()),



3". Les formules (86) donnent, pareillement,

puis, par l'équation (90),

4°. Enfin, si l'on adopte les formules (8~), on trouve

etc.

57. Si, à la valeur de & trouvée ci-dessus:



on aura l'intégrale de l'équation

De même, l'intégra!e de l'équation

est représentée par l'ensemble des formules

IV.
Intégration de l'équation (A), ~OM~/o/~e réelle.

58. Dans les formules (8~), prenons

les caractéristiques $, V désignant deux fonctions arbitraires réelles, sinon

pour toutes les valeurs réelles des variables a, b, du moins dans une cer-
taine étendue. Prenons, en même temps,

m et n étant deux variables réelles. Enfin, supposons qu'après'Ja bubstitu-
tion de ces dernières valeurs, on ait pu séparer les parties réelles et les par-
ties imaginaires des fonctions <&, V, de sorte que

M, N, P, Q étant des fonctions réeiïes de m et de Il résultera, de ces di-

verses hypothèses,



ou, enfin,

59. Ces nouvelles formules, quand on laisse les fonctions $ et complé-

tement arbitraires, représentent, aussi bien que les formules (84), (85),
(86) et (8y), l'intégrale générale de l'équation (A). Elles ont, sur celles-ci

et sur les formules de Monge, l'avantage de donner des surfaces réelles,
lorsque ces mêmes fonctions sont soumises à la restriction indiquée dans le
numéro précédent.

40. Nous obtiendrons une surface assez remarquable en prenant

En effet, dans ce cas,



En éliminant entre les équations (o5), (96), (97), on trouve

Changeons x en – a?, en – (y – i), z eus,
/?<

en 6 ta forme de

la surface n'aura pas changé, et nous aurons, au lieu des deux équations
précédentes,

41. L'ensemble de ces deux cqoations représente une génératrice de la
surface minimum. Cette génératrice est une parabole située dans MM ~/c[~
~e/ye~tCM/at~'e au plan f/M .r~, et dont l'axe est dans ce dernier plan.

Les coordonnées du sommet de la parabole sont

A l'inspection de ces dernières valeurs, on reconnaît que le lieu du sommet
de la parabole est la cycloïde engendrée par Ky: point 'e~'M~e circonférence
roulant sur l'axe des x, et dont le rayon serait /'M/e.

42. Le centre C du cercle générateur a pour coordonnées ;r == 8, y = t.



Ces va!eurs \ë)'if)ent les équations (98). Donc l'axe </e /s/?ar~u/(?e~z/;C!'f/e

avec le r~wt mené au sommet. On sait que l'enveloppe de ce rayon GS est

une seconde cycloide dont on obtient un point en abaissant IP perpendicu-
laire a CS. Les coordonnées y' de ce point P sont, en désignant encore
par .r, y les coordonnées de S,

Par suite, si l'on prend, sur le prolongement de CS, SF =SP, les coordon-
nées du point F seront

et il est facile de voir que le point F est le foyer de la parabole. En effet,

K, p, y étant les coordonnées d'un point quelconque de cette ligne, on doit
vérifier la relation

Or, en substituant pour x, y, a/ fleurs valeurs, on trouve

relation qui devient identique s! l'on a ésai'd aux équations

43. La surface dont nous nous occupons peut donc être engendrée de la

manière suivante:
.Su/e~ ~'r/~eOSA <e/)N/' le point S appartenant M la f?/eo/e-

rence CI, et ~~Vo~e OPB, <(<e/o/~e dit rayon mobile CS P étant le point



de contact. Si l'on conçoit, dans un plan perpendiculaire au plan de /<~j?g'M/'e,

une parabole dont la directrice soit projetée en P et qui ait S poltr sommet,
cette courbe (variable de grandeur) engendre la surface.

44. Jusqu'à présent on n'a pas, que nous sachions, donné d'exemple de
surface minimum algébrique. Pour que les formules (g~) représentent de
pareilles surfaces, il suffit que les variables /K, n y entrent, la première seu-
lement sous les signes sinus et co~MM~, la seconde en exposant. Ces condi-
tions, auxquelles on peut satisfaire d'une infinité de manières, seront véri-
fiées si l'on prend

En effet, on obtiendrad'abord, par un ca)cn1 semblable au précèdent (n° 40)

et il ne restera plus qu'à éliminer m et n. Pour cela, résolvons les équa-
tions ( 99 ) et( oo) par rapport à e~" -{- e" et e" -t- e"" nous aurons

Cette dernière valeur, combinée avec l'équation (i o i), donne, par un calcul
facile,

Donc, en reméttant pour A et B leurs valeurs, et en opérant quelques sim-

plifications,



On tue, de ces deux équations,

L'élimination de tang/M conduirait enfin à l'équation de la surface cette
éumination, n'ayant d'autre difficulté que la longueur des calculs, il n'y
aurait pas intérêt à l'effectuer.

~<<{oy!~ au Tt~e~uzre Drecee~e~

I.

Les formules

peuvent être simplifiées.
Poxr le faire voir, remarquons d'abord que les relations

donnfot



Par suite

et, semblablement,

Nous aurons donc, en représentant par V une certaine fonction de

La fonction inconnue V est déterminée par l'équation

donc, à cause de



comme on l'a vu ci-dessus (40).

II.

Z!g7~ de œM/'&Mre de la surface.

5. L'équation de ces lignes, que M. Michaël Roberts a obtenue en par-
tant de l'intégrale donnée parMonge(*), prend une forme assez remar-
quable, si l'on adopte les formules (8~).

En effet, l'équation différentielle connue,



devient d'abord



et, pour l'équation des lignes de courbure,

on trouve, en prenant les signes supérieurs,

et, en prenant les signes inférieurs,

,u et v
étant des constantes arbitraires

D'ailleurs,

donc les équations des lignes de courbure sont, finalement,


