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MEMOIRE

SUR

LES SURFACES DONT LES RAYONS DE COURBURE,

EN CHAQUE POINT,

SONT EGAUX ET DE SIGNES CONTRAIRES;

Par M., E. CATALAN %,

L’illustre Monge a trouvé, le premier, 'intégrale genérale de 1'équation
'du second ordre a laquelle satisfont les surfaces dont 1l s’agit. Malheureu-
sement, cette intégrale est compliquée d'imaginaires qui la rendent, sinon
illusoire, du moins peu propre aux applications. Aussi, jusqu'a présent,
ne connait-on qu’un trés-petit nombre de ces surfaces, bien qu’il en existe
une infinité.

En cherchant & modifier, soit les formules de Monge, soit la méthode qu’a
suivie Legendre. pour les démontrer, jal obtenu, non-seulement quelques
nouveaux exemples de surfaces minimums (™), mais encore plusieurs sys-
temes de formules qui représentent, chacun, une infinité de ces surfaces,

et qui1 ne donnent aucun liew imaginaire. En outre, je montre comment on

(*) Les recherches sunivantes ont paru, en extrait, dans les Comptes rendus de I’ Académic des
Sciences (tome LXI, page 101g). Antérieurement & cette publication, M. Bonnet avait donné, dans
le méme recueil (tome XXXVII, page 531), des formules relatives & ['intégration de I'équa-
tion (A); mais je n’en ai fait avcun usage, et d’ailleurs je les avais enticrement oublices au mo-
ment ol je presentais mon Mémoire & I'Academie (3 décembre 1855).

(**) Cette dénomination, qui rappelle un problé¢me étranger a I'objet de ce Mémoire, nous seit
seulement ) éviter une périphrase.

XXXFII¢ Caheer. 1y



130 SUR LES SURFACES DONT LES RAYONS DE COURBURE, EN CHAQUE TOINT,

devra prendre les {fonctions arbitraires pour obtenir des surfaces algébriques,

également en nombre indéfin.
T'ose espérer que mon travail, tont incomplet qu’il soit encore, sera fa-

vorablement accueilli par les géometres.

I.

Transformations diverses de [ équation

(A) (14 pt— 2pgs + (14 ¢*)r = o.
1. l.e premier membre est identiquement cgal &
(1++p + ") e+ (1+p* -+ ¢*)r — g (9t + ps) — p (pr + ¢5)-
Or,

1d(1+p’+g%) .
f”’"“ls—“z dx ?

d {1+ p*~+q*)
2

i
qt-‘i—pﬁ':a d_}’

done, en divisant par \/1 4 p*-4¢*, on peut mettre I'équation (A) sous la

forme

—=7dq T dp d.\ 1+ p*—-g° doi+p'+q¢
\/I ' 4 dy' \/I (f.:r: q dy P dx — 0y

ou encore sous celle-c1

d p d. q
Wit pi+ gt Vi+pi+q*
(B) dx + dy = O

Cette nouvelle relation, dont l'interprétation géometrique est facile,

; A : - et ; “f : solent les dérivées par-
1 +p°+4q 14+-p°+4q

tielles p, , ¢,, d’une fonction inconnue z,. En d’autres termes,

exige que les quantites

dz
X ) P =t =y,
( ) ¢1+pg+q d) q ?
—q ____dz,
(2) w/l+p’+q‘—fffﬂ—#[)"

En posant, pour abréger,

(3) R=\/I_P?“"‘YT?
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on conclut, des formules (1) et (2),

(L,l) P:%v
__ P
(5 A
D’ ailleurs, ;—ig = ‘ﬁ; donc
y dx
dp, dg, . dR dR
R (HE +7£:17> = Pigz T4 ay’
ou
dp, | g, dp; dy, dp dg, \ .
Rz(d;; J d}/):'—"pi(f)lﬁ—'{—Q«ldx ql P|‘{?’j+ql"@—'),
ou encore, en posant
dps . A _ e o dg
cl.r—" d}r—d‘r_iﬂ d}"—i.
(C) (I'—'p?)tl"i_z[}l%'gq+(I‘—‘“Q§)rqZO.

2. L’équation (C) ne différant, de I'équation primitive (A), que par le
changementde z enz, \/ — 1, la transformation précédente parait d’abord
inutile. Mais comme, en vertu des formules (3), (4), (5), les solutions
réelles de I'équation (C) donneront, dans certains cas, des solutions réelles
de I'équation (A), cette méme transformation (déja employée par Lagrange
et Legendre), nous dispensera de chercher directement ces derniéres so-
lutions.

3. Par exemple, on satisfait 4 ’équation (C) en prenant

Y
— arc tang —-
&g g P
Adoptant cette valeur, nous aurons

¥ xX

P = xﬂ_l__.),z’ 9;=x=_,r_},g§
l)l]]S
2y —1 _— x Y
— 3 s () .
R Iz_{_ys P ‘/(Is_i_ya) (xe_'_ya_l) 1 \/(x"-+-_y’)(x’+y’——1)

Sans qu’il soit nécessaire d’aller plus loin, on reconnait que la fonction z
aura la forme F (2* +y*). Par conséquent, la solution particuliére de
[ équation (A), déduite de U hélicoide a plan directeur, est la surface de ré-
volution engendrée par une chatnette tournant autour de sa directrice.

171.



132 SUR LES SURFACES DONT LES RAYONS DE COURBURE, EN CHAQUE POINT,.

4. Pour transformer I'équation (C), appliquons Ja méthode de Legendre;

¢ est-a-dire supposons

dz,
(6) dr =P, =«>
dz, _
(7) "'1.7 q, ﬁ:
d
(8) L= -;?25
d
(9) Y=g

» est une fonction inconnue; et, pour plus de simplicité¢ dans la notation,

%, 3 remplacent p,, ¢,.
En supposant successivement y et x constantes, nous ebtiendrous

L t’{?_ﬁ da A w du d’% L
I, Hd.:l’:_dgmd | A% dﬁ# avec d_—_otd@ - dﬁz i 0,
q2 0 T dadp
__df dp dte ;. .
Ty = dx _dzmd d?w g »  avec J&T{Bda di dﬁ — O,
2 T g ag oP
_ “’5__ df d*w | d?w .
WSS e T g P
dadp ©* Tpr P
o
d? w
d.ﬂf
(IO) —r, = S 2ﬁ dﬂfﬂdiﬁ)r
. (dadﬁ) da® d5* ;
dtw
do df3
i1 _
(11) ’ Fo ' Todon
do df da® df*
d? w
dat
19 et .
( ) d d¥w \?! diode
do df3 da? dfs?
Au moyen de ces valeurs, on change I'équation (C) en
dtw d?w LI
(D) (1_“)&;_2“‘8(1 3 -+ (1 ()dﬁ!:o..



5. Posons
(13)
(14)
no1Ss aurons
(15)
(16)

SONT EGAUX ET DE SIGNES

@ = 1 cos §,
f= usm9;

CONTRAIRELES.

i —= \/az—f“ﬁz:

¢
i = arc tang -;

133

du o
I S
( 7) da z’
du ﬁ
I .
(18) PR
a0 3
(19) T da u’
d o
(20) B
puis,
dw ado B dw
21 —_——
( ) doe — udu ut de’
dw ﬁdm o« dw
22 .
( ) dﬁ u du ut dj’
d? 1 do o dw o (o diw f d’w w o de
—_— __ “lzz * _. = ~+ 9 et
d ot u du u® du u\u du u du df w* d9
(23) _Bfadn pdo
w2\ udbdu u* dgt
_ prde 2aﬁdm ot d?w af d®w | fPde
T wWddu V44 ut dut 2 w dudd w dor’
dw . afs dw Ldiw a d*ow 1 do 2 dw
dadB u® du 3 (u du? ;Edudﬁ) ut do + l:}w
2 >
(24) _Eﬁ @ d?w } v 4 d?w
@\ wdudf ut J6*
L a5 dw 1 f:— ot do 1 afd d* o a? — 5 d*w «fdd®w
T u® du ut d0 ' wd dud wd w8 W dot
d'w 1 do *do  p(Bd'w a diw afs do
- e —— — ——— + —_— —
df?® u du 1* du u du ut dudf wt db
25 L2 E v  adio
( ) = u’(u dudd ' u* Jd6*
2® dw «fde  [d*e 2aﬁd2w +££l’_t-)
T u® du 2 wt do ' ut du ud dudf w* dg?
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On conclut, de ces dernieres expressions,

A w CA'w 1 dw dtew 1 d?w

de T dp “";EI“‘(TH?"‘? 45’

d’ d?w s A
"I"" .Aﬁft) d.:xdﬁ ﬁ dp’ —_ __i_'

Par suite, I'équation (D) devient

d2 w d?w dw
£ T =) g =0
6. Silon fait
|

(26) W= —=
ce qui donne

di L sin? 2

du COs A

on ohtient d’abord

dw sin? A o d? sin? A l:silnﬂ Ad?w . sin A (2 cos® A + sin?}) dw]

du cosh dA’  dut T cosh | cosh dAE cos? da ’

puis, au moyen de I'équation (E),

d* v cos A [sin*Ad?w  sink{2cos? i +4sin®d) do sin A dw )
d5% T Stk | Tosh A o) 7 —5 77 = 03

r

c’est-a-dire

A w 2w ) dw
(F) o 6* dA? sin Acos A dA O

7. Pour réduire encore cette nouvelle équation, je suppose

(27) A+0=a,
(28) A—f =
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d’ou
dew __dw dt
(29) o da v o
; dw do dw
(50) BT da T
d®w d? w A2 o d?m
(31) AN T dat + 2 dadb ' db*’
3 d'e  d'w 0 d? o : d*w
( 2) do? dat dadb ' db?’

et J'obtiens, au lien de I'équation (I'),

: dv | do | dw
(G) sin (@ —+b) 7— —+ — + — =o0.

8. Dans I'équation (E), faisons généralement v = f'(v). Alors

dw . dw dv d? _ dPw [(dv\? dw d*v
du = dv du  dut T dv® \ du dv diu?
puis
2% ) . 2y (Av\td'w 0 oy AV dv]de
(H) d® + U (I_u ) (du) dvt ! [u (I —u )-f?tﬁ U du] v — 0.
9. 51 l'on veut que le coefficient de ‘j{;} se rédnise & I'unité, on prendra
du
33 dv - -
( ) wy' 1 — 1t
Pour intégrer cette {ormule, il suffit de faire
(34) i — sin-}.
En effet, on trouve ainsi
dy 1 L e—y1—ut
= — e — — |tang 1y —= — L]
fsm;/ o3 7 2 m—-!--g/l—-u,’1F
en supposant la constante arbitraire égale a zéro.
De
(35) u:‘-—“%[ll'—vl——u’

w1 —u
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on conclut

11—’ e'— e~ 2
(36) e’ — -+ : I/I—uz— — U= _.
e’ e g+ e

[—\ 1 —u’

On a ensuite, & cause de la formule (33),

dry [ — 2 u?
(37) ==

53— 3
du u’(l-—uz)

w ]

en sorte que |'équation (H) devient

A2 0 d% o [ — 2’ I ]dc:)__
dg'! | dV’ | [¢1-——-u2 vl_u! dV ?
o1l
d? A w ] d w x
(T) r g — g o — 0 (7)

10. Pour obtenir une derniére transformee, remplacons, dans I'eéquation

(A), les coordonnées rectangulaires x, y par des coordonnées polaires p, -
Nous aurons d’abord

dz dz 1 dz .
(38) P == aq,0s® (—Jd?smrp,
(39) —E——-fi—zsincp—klg—{cos@
J 1= %= pdp 7

D’ailleurs, en posant

dz\? I dz \?
A z 2 — — — | == — )
(-.|0) I+ p g ._1—+-< P) +P!(E?) __L,

nous pouvons mettre I'équation (A) sous la forme

dp dg 1 dL dL\
L(d.:c ‘ rgy) E(P dz ‘7@)"‘0'

(*) On peut arriver bien plus rapidement A cette transformée. En effet, les formules (3), (6),

(7) (13), (14) et (26) donnent R = y1— &’ = V' —1 cot ). 5i I'on veut que R soit réel, on deit done
prendre sin) réel et plus grand que Uunité. On satisfait A ces deux conditions en supposant

™ — \ — .
:1:-——-;;\/-‘1; car alors sin) :cos(p \/—1): y ou i =
2 2 e +—e "

e" _I__ (v._P

; comine ci-dessus.
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Pour calculer les valeurs des dérivées partielles contenues dans le premier
mewmbre, il suffit de remplacer, dans les formules (38), (39), z par p, ¢, L.

Conséquemment,
dp dp 1dp .
To = 2, 0080 — > 7.sin @,
dg _ dg 1 dg .
T = d, Cos P — > ds sin @,
dL _ dL o 1 dL “in
dx ~ dp cos® pdy ?;
dp __dp . 1 dp
&= sin @ + —-—cosqa,
dq dg 1 dg
Zy = dpSi0 Q -i- ; I"Scoscp,
U AT
dy = dp Cpde T

puis, par la substitution dans I'équation précédente,

d d 1 (dp . dq
L[Jf-cos qsm —-( Sin@ — —~ ¢o )]
ap O3 T g SN T G \@p MNP T 7 O

(&I) 1 [ dLL 1 dL
__;[B_;(pcoscp—l-—qsmcp) T (psmcp-——-qcosrp)] 0.

Actuellement, les formules (38), (39) donnent

1 — dz . COS ——br ldz-
pcos:p—i—gsmcp__z-ﬁy psmneg —q P == 5 do’
puis
dp dq . d*z dp . dq . 1d’z dz
P Cos @ +- Zp sin @ = a7 do sin @ — o ~L oS @ = > dg? T

Substituant ces derniéres valeurs dans I'équation (41), on trouve enfin

(K) L[d'z 1 diz iff_f]__l[dl"dz : —I—ﬂ‘—-—df—]—o
dp*  pde* T pdpl aldedp " ptdepde] T T

XXXVIIt Cahier. 18



38 SUR LES SURFACES DONT LES RAYONS DE COURBURE, EN CHAQUE POINT,

11.
Quelgues solutions particulieres de ['équation (A).
t1. Essayons d'abord de satisfaire a cette équation par
z= X4+ Y,

X etant fonction de x, et Y fonction de y.
Cette valeur de z donne, en employant la notation de Lagrange,

p=X, g=Y, r=X" s=o0, t=Y";
puis, au lieu de I'équation (A),

1+XY + 1+ Y X" = o,
ou

X " y#
}
i+ X?® ' 14 Y™

(42)

== (.

12. L’équation (§2) se décompose évidemment en

Xﬂ Yﬂ

[

1+X"_6’ I-I—-Ym

__.—'_—--{‘,"

¢ etant une constante arbitraire. Si cette constante est nulle, la surface cher-
chée est un plan. En laissant de cote ce cas particulier, on déduit, des deux
¢quations précédentes,

, __ sin{ex 4+ d)

arc tang X' = cx + d, ’

~ cos{cx—+d)
X = — =1fhcos(ea +d)], Y= =1[k cos(ey+d).
Par suite, I'équation (42) devient
(43) cz =1/ eos (cy + d') | —1[hcos (cx + d)].

Une transformation de coordonnées et un changement d'unité réduisent
cette nouvelle équation a la forme plas simple

z=lcosy —lcosz;
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ou, ce qui est équivalent, a celle-ci :

(44) )

13. 11 est facile de reconnaitre que la surface minimum représentée par
I’équation {(44) jouit des propriétés suivantes : ’

1°. Sa trace, sur le plan des @y, se compose d’une infinité de droites incli-
nées 4 45° et & 135° surlaxe des x, et qui décomposentle plan en une infi-
nité de carrés égaux.

2°. La surface admet un troisieme systeme de droites. Celles-c1, perpen-
diculaires au plan des xy, passent par le milieu des c6tés des carrés
déterminés par les deux autres systémes de droites.

3°. La section de la surface, par le plan des xz, est formée d’une infinité

de branches, toutes égales entre elles, représentées par
z= —]coswx.

Toutes ces branches, situées au-dessus de I'axe des x, le touchent aux
? ?

points ou il est rencontré par les droites situées dans le plan zy. Chacune

d’elles a un axe de symétrie, perpendiculaire a ce plan, et deux asymptotes,

. d ’ ’ \ . (Y
situées de part et d'autre de l'axe, & la distance - -

4°. Lasection par le plan des yz est égale a la section par le plan des xz;
mais, au lieu d’étre, comme cette derniére, au-dessus de ce plan, elle est
située au-dessous.

5°. Les sections paralléles au"plan des 2z sont toutes égales entre elles.
Il en est de méme pour les sections faites parallelement au plan des yz.

6°. La surface se compose d’une infinité de nrappes €gales. Chacune
d’elles est comprise entre ¢uatre plans asymptotiques, {ormant un canal a
section carrée, de longueur indéfinie. Les aretes de ces canaux sont les pa-
ralleles d I'axe des z, dont il a été question tout a I'heure. On peut se repré-
senter les sections droites de ces canaux comme un échiquier indélini, dans
lequel les cases noires répondraient aux canaux renfermant des nappes de
la surface, et les cases blanches, aux espaces vides.

7°. 51 Fon considére une nappe en particulier, par exemple celle qui

18.
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entoure 'axe des z, on reconnait qu'elle a de I'analogie avec le paraboloids
hyperboligue. En effet cette portion de surface peut étre engendrée par sa
seconde section principale, glissant parallelement a elle-méme, et dont le
sommet décrirait la premieére section principale, etc.

8°. Si 'on trace sur cette nappe un contour ferme quelconque, I'aire de
la partie de surface ainsi limitée sera moindre (ue I'aire d’une autre portion
de surface quelconque, limitee au méme contour.

9°. On peut, pour former ce contour, prendre les deux droites passant
par l'origine, et une courbe quelconque tracée sur la surface, par exemple

celle qui aurait pour équations

4 CO5 Y
.jl’,'_.:l{‘ z =1 .
> - cos k

On peut aussi, pour former le contour, prendre les deux droites
passant par l'origine, les deux werticales qui les rencontrent, et enfin la

courbe représentée par

z=/¢,, h =

14. Nous pourrions appliquer, a I'équation (C), la méthode qui vient de
nous donner une solution de I'équation (A). Pour ne pas recommencer les

caleuls , changeons , dans 'équation (43), z en z, \/—1, et supposons.
c=—\—1, d=o, d=o0, k=1, HN=1;

nous auroins

cos(y V—1)
Z’ — 1 —_—
cos (x y—1)
011
e’ e’
(45) zl—*]er+e_w'
Cette valeur de z, donne
_ et — =7~ - el — e~
pl_"_ GI—*—'E‘-I’ g{_‘_er_i__e-—]?

puis, par les formules (3}, (4), (5),

R \/ e g~ el —e™r\? . 1 ef— o7 ) 1 ¢ — ¢™”*
y = o — - _— — -
et 4 e~~* el 4+ e~ / ReJ+e‘3’ 1 R ef 4 e**
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15. Faisons

p— 4 ——

3z I+ U oy __ I~V
€ ¢ ]
I—u I — ¢

nous obtiendrons, au lieu des valeurs précédentes,

puis
. : v gdu :
dz:pdx+qu: — . .

‘/1 — ui ¢t

Pour satisfaire a cette équation, il suffit de prendre

uy

(46) z — arc tang ;
« ] —nt— 2

¢ est-a-dire

" —e Tef—e™ 7

A t e“4+-ec el t+er
(47) z‘_. arc tang 1 T
: e"‘"—l—e"‘") e"-}-e"ﬁ)

On peut mettre cette écuation sous la forme

(e — o) (e7 — 73)

VA.B.C.D

Z—arc tang

en posant, pour abreger,

>4y x—y T—) X

A—e ?> ¢ *» +e 2?2 —¢ 2

mais, pour étudier la surface, il vaut mieux prendre I'équation (46), jointe
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aux formules

I 14U
(48) 33':“2']1_“3
(49) r=11=

16. La surface minimum dont nous nous occupons est évidemment com-
posée d'une infinité de zones égales, que I'on’ obtient en faisant mouvoir
I'une quelconque d’entre elles, de maniére que tous ses points décrivent
des paralléles a 'axe des z. 11 suffit done de considérer la zone qui est voi-
sine du plan des zy. Elle jouit des propriétés suivantes :

1°. Elle contient 'axe des .« et I'axe des y. En effet, les équations (46),
(48), (4g) sont vérifiées, soit par « = o0, z2== 0, x =0, soit par v = o,
z =10,y =O0.

2°. Cette méme zone, aussi bien que toute la surface, est intérieure au

cylindre représenté par l'équation
e*—e *\? [ el—e "\?
(50) (e.r +e—x> 1 ((:-7 _l_e—_;.-) — 1

laqquelle se décompose en

et —e™" 2 eX—e=* 2
e — . — 4 — j—— " = B
cr4-e " ¢’ + e e+ 7 e

3°. On tire aisément, de ces dernicres relations,

¢+ 1 1 et e

y=]1:**"~--~---1:l y='e“'+1’ y—li-c*, Y= r-—}—e"“;

par conséquent le cylindre dont il vient d’étre question se compose de
quatre nappes égales, asymptotiques aux plans des xz et des yz, et qui ren-
contrent le plah des xy suivant des courbes représentées aussi par les formules
précédentes. Il est facile de voir que 'ensemble de ces quatre courbes egales
a de 'analogie, quant i la forme, avec le systeme de deux hyperboles équi-
latéres conjuguées. Enfin, sil'on transporte ces courbes parallelement aelles-

A ’ ’ T . .
mémes, dans le plan représenté par z = ~> on obtient la ligne de contact du

cylindre avec la zone.
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4°. Si1, dans la formule

P

V1 —u®—F
on suppose u=—= 0, on trouve

(4

P “1_;;3:;(8}‘—0*)).

Cette nouvelle formule, a cause de ¢ =o, donne la pente du plan tangent
passant par Laxedesy (1°). Pour y = o, p==10; ensorte qu'a lorigine, le
plan des xy est tangent a la surface. Mais y augmentant, p angmente an
dela de toute limite. Ainsi, quand le point de contact, situé sur l'axe des y,
s'éloigne de Uorigine, le plan tangent tourne autour de cet axe et tend a se
confondre avec le plan des yz.

17. A cause du radical compris sous la caractéristique arc tang, dans
I'équation (47), la surface est symeétrique, non-seulement par rapport au

plan des xy, mais encore relativement a tous les plans représentés par
A
2

o ——
A —

18. Ajoutons, pour terminer cette discussion, que les sections faites pa-
rallélement au plan des xy, dans les guatre nappes égales dont se compose
la surface, sont des courbes intermédiazres, pour ainsi dire, entre le sys-
teme de deux droites rectangulaires et la ligne représentée par I'équa-
tion (50); ces courbes ont donc, aussi bien que cette derniere ligne, de I'a-
nalogie avec le systéme de deux hyperboles équilatéres conjuguées.

19. Considérons actuellenent I'équation (E), et cherchons a y satisfaire
par une expression de la forme

(5]) Q:r_[‘—f—U,

T contenant seulement 8, et U contenant seulement .
[.a substitution donne

T 4+ «® (1 — w*) U’ +~ulU' = o.
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Cette équation se partage en
/4
{52) T'=—¢,
(53) u’ (I—u*)U”-i— ull' =c,
¢ étant une constante arbitraire.

20. Si cette constante est nulle, I'équation (52) a pour ntégrale
(54) T = hf 4~ A‘,

h et k étant des constantes. D’autre part, I'équation (53) devient, par I'hy-
pothese de ¢ = o,

f_fU' 1 du
u ' u (1 — u?)

d ou

ou

En posant U = sin+}, on obtient

U= mfi?fj d\l:mf(si% ' sin'\ldx],);

c'est-a-dire, en supprimant la constante arbitraire, évidemment. inutile,

U=m [1 tang i-\], -+ cos¢]a

ou

(55) U:m[\/r—u“+l1‘—’/‘_“’].

2 14+ y1—ut

Substituant les valeurs (54) et (55) dans 'équation (51}, on a la solation
cherchée :

(56) w=—nh"h0-4+k 4 m[\/l____ug_}__l_ll—-\’l—u!]-

2 14yV1—ut
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21. Pour conclure, des résultats précédents, I'équation de la surface,
reprenons les formules

dw adw ﬁdm(gl dow __ fde cxd__m(z
de — udu  u®db ) d8~ udu ' udb 2)-

Les quatre derniéres donnent

1 dw

(57) .1:_2—-(:059 —— sin §,
dw d
(58) ¥y = - cosf idzcosfh
puis, les trois premieéres,
(99) _p—-‘/ = sin f,
[~ u
(60) —q - - cost.
I— i
On déduit, de ces derniéres valeurs,
u dw 1 dw x
(61) do=— L | P di+d (2 5)] )
A cause de
dw dw Vi— a°
gg‘ — ;Z, C_i; = m y )

les équations (57), (58) et (61) deviennent

(62) .fc.:—_.: I — cos@-——-’fsinﬁ
(63) -—\/l—u smﬁ—}——cos@
dz = [ \/l-——lé dQ——,d{.ﬁ]-

* L. . ’ . - a
(*) On peut vérifier que le second membre est une différentielle exacte. On voit en méme temps,
ce qui etait evident & priori, qu'il n'était pas nécessaire de former 'expression de w.

XXXVITF Cabhier. 19
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Cette valeur de dz donne, en supposant nulle la constante arbitraire in-

troduite par I'intégration,

(64) = —ml 4 AU

22. Tl reste, pour obtenir en x, ¥, z I'équation de la surface, & élimi-

z I
ner u et §. Or les équations (62) et (63) donnent, par des combinaisons
simples,

2 ;2’ . - — 2__]_ — h
74?2 — emtl |, Smg:r{\hzu ;,rm’ cosgzrrzﬁxs/li u-{—;y ’
Xy "+ m h—[——m (1_-1;,) W m (I u)
puis,
tang § = my Vi—wl—hx _ myVo 4y — B —hx 2+ y

mx \1— u* + hy  mx Ve 4= vy — R 4 Ny \/.:t:’—}-}”—%— m?

Par suite, I'équation (64) devient

my Vat+ y*—h* — hx Jyx' + y* + m?
mx ot y*— h* 4= hy Ja*'+ y + m®
{ L pEE Y vy o B

ym® 4 h®

Sz:-——marctang

(65)

25. Afin de simplifier cette équation, remplacons les coordonnées rec-
tangulaires &, y, par des coordonnées polaires, p, ¢. Posons, en méme
temps,

] e, %
tangcz :r_ j2 - )

m p‘ —hZ?

nous aurons, au heu de I'équation (65),

P e 2
66 — | langcp——-tangé’ ") y/p -+ m —Vp — I
(60) z m arc tang — lang g tang? hl = ’
o1l
. ) 2 $ \/ : __mt
67 2= — m{Q— /z,l\/F +m £ .
(67) =)+ e d

24. 51, dans cette derniére équation, on fait varier les constantes arbi-
traires m et /i, on obtient une infinité de surfaces appartenant 4 une méme
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Jamille, mais qui different sous le rapport de la forme et des dimensions.
Réunissons celles qui répondent & des valeurs de m, égales et de signes con-
traires, et & des valeurs de /%, égales et de signes contraires; nous obtien-
drons, pour les équations de ces couples de surfaces,

% o3
ik]\/{: —+ m vpt—h

z==-— m (e 3= {) o B ?
A=
z= m{epE)xhil g e

ou, en conservant une seule des deux nappes symétriques ue donneraient
ces deux formules,

Vol + n® ;,fpﬂ_—-}?]
— mo == - -
(68) 2 HZ@_[mC+kl W

25. La surface minimum représentée par cette équation jouit d’une pro-
priété remarquable : elle se rédnit, dans des cas extrémes, soit a I'hélicoide
@ plan directeur, soit & la surface de révolution engendrée par une chai-

nette, ¢ est-a-dire aux deux surfaces minimums dont les géometres se sont
d’abord occupés.

Si I'on suppose, en effet, - — o, on obtient z = m¢, ou
X — z.
— tangm

X

Si, au contraire, on fait m = o, on réduit I'équation (68) a

z::iial‘o_v

h
et cette derniere donne

z £
+ Va4 :E/z (ez—i— e_’T)'

26. Dans le cas général, notre surface, intermédiaire entre I'hélicoide et
la surface de révolution, a les caracteres suivants :

1°. Elle admet, pour surface diamétrale, 1'hélicoide représenté par

z=mo;

10,
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2°. Elle est extérieure au cylindre de révolution dont I'équation est
m? _l_y? — ;&2;

3°. Elle touche ce cylindre suivant les hélices représentées par

p=h, z:m(cpiz);

2

4°. IL.es sections faites par des cylindres de révolution autour de I'axe
des z sont des hélices de méme pas : une quelconque de ces courbes, par
exemple I'hélice de contact, peut étre prise pour directrice de la surface;

5°. Les plans passant par 'axe des z coupent la surface suivant des courbes
égales, que I'on peut adopter pour génératrices : si 'on considére, parmi ces
courbes, celle qui est située dans le plan des zx, on aura, pour son équation,

i x4 m? L1 Vrid-m? — V.rz—h’]

my.rE—n® Ve 42

?

7 = = [m arctang

6°. Il résulte, des denx derniéres propriétés, que la surface minimum
considérée ne differe pas de la surface d'une wis : le filet, indéfini, a
pour profil la courbe dont nous venons d’écrire I'équation.

27. Revenons aux équations (52) et (53). L'intégrale générale de I équa-
tion (52) est

(69) T=—-cl+hl+r

Quant a I'équation (53), comme elle a donné, dans le cas de ¢ = o,

l——‘u2 . . ! s r ’ r
U'=m V=% » nous emploierons, pour I'intégrer généralement, le procédé
u

de la variation des constantes. Nous obtiendrons ainsi, en regardant m

comme une fonction de u,
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En posant, comme dans le n® 20, ¥ = sin+}, on trouve

dy sin g o o L
m'_'cfsmnpcos —C[fsmtp f cos? ] [1 tanbE“L D cosy c:l’

Oou encore

¥ étant une constante.

La valeur générale de U’ est done
g

;o 1 yy1r—ut
(70) U __-c[;—l—— .

28. Les formules (57), (58) et (61) donnent ensuite, a canse de I'éqna-
tion (69),

ci—h .

{71) x = U’ cos b sin 4,
;. cl— 1
(72) y=U"sin§ —- cosd,
_c0—=1 ,
dz — Udd— =
z ‘h_u [ df d@ = daJ
2 yyi=yi=a cl—nh
— c[c—{—ng_ I—u”]dg - ,,._H.T__[_”’da.

L.e second membre de.cel:te dermeére formule est la différentielle de

Yl — 7 l—\/l——u’ .
2(0 )| 1+ 1—ut y8

Par suite, la surface est représentée par I'ensemble des équations (7o),

(71) et

(73) z

P ———

L [ —y1—u?
(c— 1)1 Y ¥,

pl...
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que I'on peut rédurre 2

Vi—u® l 1— {1 —u?
U [—]—g/[-—uﬁ’

x = U cosf +~ %SinG, 3‘=U'sin9—-—%cos€,

U! — 1+\/I —ut

173

1
l —
2

?

g lgi=viz

7 —
2 41— u?

par une transformation de coordonnées et un changement' d'unite.
29. Si I'on pose
2
(74) V=g +1,
on conclut, de la derniére équation,

Vime="C, u=>"
— U = o U ="
e’ -4 e~ e’ -+ e

puis

Les valeurs de x et de y deviennent ensuite

r= Fe"—-gv(e" -—-ue"’) 0059—4—29(8" - e“’)sin 4,

(y: -e"-—-;-v(e"-——e"’)ZsinG——:;—Q(e" +€_p)0059 (%)

(75)

ITI.

Intégration des équations (A), (B}, (C),. ..

=0. A cause de
dw dw

..I:':(T; yzg—ﬁ'}

(*) D’aprés la forme de ces derniéres expressions, il est probable que la surface peut étre engen-
drée par le roulement d’une certaine courbe; mais nous ne pouvons nous arréter & ces details. Nous

.dirons seulement que la trace sur le plan des zy est unc développante de cercle.
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l’équation

ay A2 d*o» oy P
(D) (1—a®) 75— laﬁdadp (1—"@)'—]5—;—0;

est la meme chose que

d*x d? x A’y dx dx
g fo 1 2 et .
(I a)daﬂ zar}rfcxdp | ( ﬁ)dadﬁ 20{(3’&: zp ﬁ_o’
mais
da lly
df = daz?
donc

&z &' b dr d. )
(L) (I‘““)dm zaﬁdmdﬁ ' (1—-;3)7%—2053;—2@3“—;—_—0 (")-

31. Pour ramener cette équation a une forme plus simple, posons, comme
dans len® 5,

«=uwucosl, B=wusnf;

nous aurons, par le calcul développé dans ce numéro:

dix & x o d'x 1 d'x nd’x  1dre
(I_—a)da’ zaﬁd:z(iﬁ (Iﬂﬁ)mm;} do* —]_(I“—u/)dn’ Cudd
'.T d.:r
ﬁ dﬁ =l -
puis, au lieu de 1'équation (L),
di d!
(M) Io—._,—f—u (i-——uz)d,-—l—u,(l——zua)dw 0.

Faisant ensuite, comme dans le n° 6,

M —

sih A

(*) Ce procedé est celui de Legendre. (Lacroix, tome II, page 623.)



152 SUR LES SURFACES DONT LES RAYONS DE COURBURE, EN CHAQUE POINT,

nous obtiendrons

d* x 2 (1 o dx de  d'x d'x 2 dr
-rTB_E_I_u ( _u)gu_’—l-u?:_:_dﬁ’ di? SILACOS A dd
2u3§_x_ ) dx

du sinAcosh du’

en sorte que I'équation (M) deviendra simplement

d*x d*x

dE ae v

(N)

32. L’équation (N) a pour intégrale générale
(76 v=f (r-+0) + F (A —).

D’ailleurs, 1'equation qui donnerait y serait semblable 4 (N); done

(77) y=Jf (A+0) +F, (A —9),

mais 1l est bien-entendu que les fonctions £, F, £,, F,, ne sont pas indépen-
dantes les unes des autres.
Pour trouver les relations qui existent entre ces fonctions, formons les

.‘ dw dw
valeurs de —5 €t =)
do _ dode dwdp
dx " dad) " dBd)
ou
dw da 3
(78) DBEER T

et, semblablement,

(79) P i T I AP T}

D’ailleurs, de
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on déduit
da __ cosbcosd  da _ sinb
dx sk d8 sini’
dB __ sinficosk  dB __ cos@
dd ™ sin’h ~ dO | sinA’
done, i cause des formules (76) et (77),
dw cosi g . p-
-(ﬁ: sinﬂi[(-f"}‘l')cosg""(f;’FFl) Smg]’
dw

d8 si;}.[(f"‘F) sind — (f;+F,) cosb].

On conclut, de la premiére valeur,

d' o cos A

J6dl — " oo (f—F +f +-F)cosb+ (f, —F, —f—F)sinb]; .

et, de la seconde,

dﬂ 1 4 f . '
d?.;]a“ —[(f/+F)sind—(f] +F )cosb]
- :;?;;[(fﬁ“ F)Siﬂﬁ-——(ﬁ +F1) COS 9]‘

Ces denx expressions doivent étre égales ; donc

cosA [ (f"—F)cosb-+ (f —F,)sinf]
= sinA [ (f+F)sinf — (f, +F ) cosb],

v OU

(80) f"cos (A-+8) — F'cos(A—8) +-f, sin(ar+6) + 17, sin (A—§) == o.
On satisfait a cette équation en prenant

S A4+ =a" (A4-8)sin(aA-6), fI (A+0) =— @' (A+-8)cos (A+8),
Fa—0)=a"(A~8)sin(ra—8), F, xr—=8= = (r-—10)cos(r—9);

XXXV Cahior. 20
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les caractérisques @ et 7', ou @ et =, désignant des fonctions arbitraires.
53. Faisons, comme précédemment,
Ad-l=a, A—0=0;
et nous aurons, au lieu des formules (76) et (77),

1) L= [ @ (a a) sinada -+ [ 7 (b)sin bdb,

= — f@ (a)cosada + 7 (b)cosbdb (*).

34. On peut employer différents moyens pour conclure, de ces valeurs ,
Pexpression de w. L'un des plus simples consiste a remarquer que, xet y
étant les dérivées de w, relatives 4 « et £, on a

dw=xda +ydf,

ou

w=ax+ fy— [ (adr + Bdy).

adr + Bdy = wucosl [ @' (a)sin ada+ = (b) sin bdb |
— usin 4 [ @ (a) cos ada — =’ (b) cos bdb |
usin(a—48)a' (a)da+ wusin(b+ )7 (b) db ;

¢’ est-a-dire
adr+ fdy = @' (a)da + =" (b) db,

et

[ (ads 4 dy) = @ (a) + 7 (b).

(") Ces expressions, auxquelles M. Serrct est arrivé cn transformant les formules de Monge

(Comptes rendus, tome XL, page 1080), sont, comme on peut déjfl le pré\'oir, beaucoup plus
commodes que ces dernidres.
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De plus,

ax -+ fy=ucosl| = (a, ) sin ada + [#" (b) sin bdb|

— usinf | @' (a) cos ada — [ 7' (b) cos bdb]|
=ucosf|m(a)sina +7(b)sind — [@(a) cos ada — 7 (b) cos bdb]|
— usinf | @ (a) cosa—x (b) cosb — [@ (a) sinada + [ 7 (b) sin bdb];

done

W= cos%(a b[frw (a)cos ada—+ [ (b) cos bdb|

(82)

il

|[® (a) sin ada — [ (b) sinbdb].

Telle est, sous sa forme la plus simple, I'intégrale générale de I'équation

1 dw . dw
dadb " da ' db

(G) sin (@ +- b) = 0.

35. Nous avons trouvé, tout & I'heure, [ (adr + Bdy) = @ (a) + = ().
Mais, par le n® 4,

dz, dz,
“_Pa—" =’ 32912'}'{?:
donc aussi
(83) 2, = @ (a) + 7 (D).

Cette valeur, jointe aux expressions de x et de y, représente l'intégrale gé-
nérale de l’équation (C). L'intégrale générale de l’équation (A) sera donc
donnée par les formules

[ @' (a)sinada + [ 7' (&) sin bdb,
— fcw’(a, cos ada + [ 7' (b) cos bdb,
V= [ (a) ()],

|

(84) Y

qui peuvent tenir lieu des formules de Monge.

536. Avant d’aller plus loin, nous ferons voir que I'équation (A) est vé-

- F L . ., .
rifiée, non-seulement par le systeme (84), mais encore par ceux que 1l'on
20'
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obtient en changeant le signe du premier terme dans 'expression de y, ou

en changeant 7 en — 7 dans la valeur de z. En d’autres termes, on peut

prendre indifféremunent, pour intégrale de I équation (A), soit les valeurs
précédentes, soit celles-ci :

= [ (a)sinada 4 = (b)sin bdb,

y = [@ (a) cosada + [ 7' (b) cos bdb,

(85)
2 =y—1[=@(a) +7(b)]
= [@' (a)sinada + [#' (b)sinbdb,
(86) y=— [@'(a) cosada—f«fw b) cos bdb,
z=¢\—1]@(a)— = (b)];
x = @' (a)sinada+ [@ (b)sin bdb,
(87} y = [ @' (a)cosada + [ =" (b) cosbdb,
7 = \/_-——-_f | & (a) — = (8)].
Pour vérifier les formules (84), on peut procéder comme il suit :
On a
dx dy dz dr dy _dz_
PrVtY9u~@W Po@ 948~ @)
donc

psing —qeosa=1\/—1, psinb+ gcosb=\/—1.

La dérivée de la premiere .équation, relative 4 b, ou la dérivée de la se-

conde, par rapport & a, donnent, indifféremment,

sina (rsmb--scosb) —cosa(ssind -+ tcosd) = o,

ou

rsmasinb + ssin (@ — b) — tcosa cos b = o.

(88)

*

D’atlleurs,
sing@ - sin b

ensa - cos b —
pP= v 1= sin (@ + 0) \/_I’

sin (@ + b)
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-

ou
sin; (@ — b) \/—-

___cos;(a—1D) \/__[ L
~ sind (a4 b) 7= sin 1 (a + b)

it

)| -

On conclut, de ces valeurs,

:  ctos{a+b)+cos{a—b) cos a cos b
L+ p = 2 s’ L (@ + 6) S L (a-r5)’
cos (@ —b) —cos{a+b) . sinasinbd
! sinag(a+b)’

2
I+ ¢ =+ 2 sin® 3 (a + &)

sin {a@ — b)

2P1= 51”‘[12—1—5)

Par conséquent, I'équation (88) équivaut i

(A) (1-+=p*)t— 2pgs 4+ (1 + ¢*)r = o.

2°, L. méme calcul, appliqué aux équations (85), donne

psina + gcosa =\/—1, psind-+gcosh=y/—1;

rsmasind - ssin (¢ + &) + t cosa cos b = o;

(89)
=SV =2y
g = et Y= = e
o = O ) — Sy
sina sinb

cos(a—-b)—-cos(a+b) L
2¢0s8*; (a — b) #cos";(a-——b)’

|

I+ q°

. sin (@ + &)
2P1= cos’-;-(a——bﬁ)’

et enfin, a cause de I'équation (8q),

(1 -+ p*yt — 2pq8 + {1+ ¢*}r = o.
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3°. Les formules (86) donnent, pareillement,

psina——qcosa———"\/-——-l, psinb+qcosb=-——-\/-—-1;

(90) rsinasind -+ ssin(a— b) — t cos a cos b = o;
p=+ TV = eV
9= — Sy = - ey

I+ p* == cos (a;)?:(—;f; (ba; —b) + Cocst:s;z :?:_ bb) ’
g = T = — S
sin (a — &)

P71 = cos’-‘-(a-—l—f’_)';

puis, par I'équation (9o},

(14+p*)t —2pgs -+ (1+qg*)r=o.

4°. Enlin, si I'on adopte les formules (87), on trouve

psma--qgeosa =\ —1, psind-+ qcosb=—\—i;

rsinasind 4 ssin (@ + b) + tcosacos b = o;

__cosy(a+b) L sin} (@ b)
p_"sin-‘i(a——b)\f b 9= \/

sin + (a—
i 2 cosa cos b s sina sin b
P = sin -(a.-—-b) I+ q = sin’-;-(a-—b)’
o L sm(a+6) ]
pq“ain‘%(a—b)’

etc.

37. 51, a la valeur de w trouvée ci-dessus:

@ = COS%(Q“M [ @ (a)cosada + [ 7 (b) cos bdb]
(82) ?(a+b) )
sin & {2z — b) ¢ . '
s:n-E-Ea-f- b;  [@(a)sinada — = (b)sin bdb |,
on joint

s1n & (

(a+b)’ ‘8__1,451119—5"1_,;(

L —= ¢ COS 9 —_— =
§111

S O
g | Mgttt
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on aura l'intégrale de I’équation

. d dr W d
(D) (I”_a)d;: zaﬁda:ﬁ : (I-——ﬁ)dﬁ&::o.

De méme, I'intégrale de 'équation

d* w A2 de
(E) d§? - (I _-u'i) du? = u du 0,

est représentée par I'ensemble des formules

I X
u:siné(a—}-b)’ g—g(a*b)’

w=— ucosl| [@(a)cosada + [ (b)cosbdb]
+ usin § | [ @ (a) sinada — [ 7 (b) sin bdb |. .

1V.

Intégration de I’ équation (A), sous forme réelle.

5>8. Dans les formules (87), prenons
(91) @ (a) = @ (a) + /— 1 ¥ (a),
(92) 7 (b) =0 (b) — — 1 ¥ (),

les caractéristiques @, ¥ désignant deux fonctions arbitraires réelles, sinon

pour toules les valeurs réelles des varables @, &, du moins dans une cer-
taine étendue. Prenons, en méme temps,

a:m-{—n\/-——l, 5:?)’1-—-—}’6\/—1,

m et n étant deux variables réelles. Enlin, supposons qu’apres:la substitu-
tion de ces derniéres valeurs, on ait pu séparer les parties réelles et les par-
ties imaginaires des fonctions @, ¥, de sorte que

@(m+n\/:?)=l\1+N\/:, tl)(m-—-n\/——_—_l_)—_—_.M——-N\/:,
T(m+n\/:)mp : Q\/:, ‘P(m-—-—fz.\/:):[)—Q\/:,

M, N, P, Q étant des fonctions réelles de m et de 7. 1l résultera, de ces -
verses hypothéses,

(93)

@ (a)da = dM — dQ + (dN +dP)\/—1,
@ (b)dp = dM — dQ — (dN + dP)/—1,
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puis,
dr =[dM — dQ +- (dN +- dP)\/—1]sin{m 4 ny/—1)
+ [dM — dQ — (dN + dP)y/—1] sin(m —ny/—1)
— 2 (dM— dQ)smmcos(n\/ 1) | 2(dN+dP)\/_—Tlcosmsin(n\/_:1}
= (dM — dQ) sinm (e"+ ¢™) — (dN -+ dP) cos m(e"— ™},
dy = [dM — dQ + (AN —+ dP) y/—1] cos (m +ny/—1}
+ |dM — dQ — (dN 4 dP)y/—1 1]eos(m—ny/—1)
— z(dM——dQ)('osmcos(n\/——l )——2(dN+dP \/——Ismmsin(rz \/:T)
= (dM — dQ) cosm (e"+ €™) 4 (dN - dP)sinm (" — ¢"),
z=—2a(N+P);
ou, enfin,

X =:f(dhl—-—dQ) sin m(e”—l— 8_”) '—f(dN—f‘dP)COSIR(e"— 8_"),
(94) {y=S(dM—dQ)cosm(c"+-¢™") -4 [ (dN +dP)sin m(e"— e},
z=—=—2(N -+ P).

39. Ces nouvelles formules, quand on laisse les fonctions ® et ¥ complé-
tement arbitraires, représentent, aussi bien que les formules (84), (85),
(86) et (87), V'intégrale générale de I'équation (A). Elles ont, sur celles-ci
et sur les formules de Monge, 'avantage de donner des surfaces réelles,

lorsque ces mémes fonctions sont soumises a la restriction indiquée dans le
numeéro précedent,

40. Nous obtiendrons une surface assez remarquable en prenant

¢(m—|—n\/:—_f}_—=cos(m—i—n\/—1), ‘I’(m-—]—n\/:) = 0.

En effet, dans ce cas,

M= COS /M COS (n \/:-—i-) == é cosm (" + ™),
T . : — I . N

N = 7= sinmsin (n\/-—-l)=—-gsmm(8"—-€"):
dM = — - sinm (e"+ ¢3") dm — cos m (¢"+ ¢ ™) dn],

—_

AN = — ~ [cosm (¢"— e™) dm ~+ sinm (¢" + €7} dn],
P=o, Q=no;
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puis,
dr = — -:; |sinm ("+e™") dm — cosm(e"— ™) dn| sinm (¢"+e ")
4 2 [cog m(e"—e™)dm + smm (e"+e") dn | cosm (&"— ")
" _
— . [cos am (e*"+ e *") — 2 | dm + sinm cos m (e*"— ") du,
" |
(99) xr = -2 sin2m (e*"+e7*") — m;
dy = — -;[sin m(€"-+e ")dm — cosm (¢"—e™") dn | cos m (¢"-¢ ")
__1I [cosm (e"—e ™) dm + smm (e*+ ") dn | sin m (e"—e™)
- _
== — sinm cosm (&*"+ e~*") dm -}- -;- cos 2 (e'"— e **) dn,
(96) cfy:2_(1.05ﬂlfn(ﬂ,zn_i__e—-?ﬂ.);
(g7) z =sinm(e"— ¢").

En éliminant = entre les équations (95), {(96), (g97), on trouve

2
Z
=9 -+ 2 4_}’ .
S11° hi cosam

xr + m =y tang am,

Chang ' : s en-x -0: 1a for
hangeons xen— x, yen— - (y —1), zenzz, men-f: la forme de

la surface n’aura pas changé, et nous aurons, au lieu des deux équations
précédentes,

(¢ — 8) cosf = (y — 1) sin ¥,

(98) .y ,
2 cosd 4+ 4y (1—cosf) — 4 (1 —cos)* = o.

41. L’ensemble de ces denx équations représente une génératrice de la
surface minimum. Cette génératrice est une parabole située dans un plan
perpendiculaire au plan des xy, et dont [ axe est dans ce dernier plan.

Les coordonnées du sommet de la parabole sont

=90, y=1-—co0sf, x=0—sinf.

A l'inspection de ces derniéres valeurs, on reconnait que /e liew du sommet
de la parabole est la cycloide engendrée par un point -d’une circonférence
roulant sur l'axe des x, et dont le rayon serait ' unité.

42. Le centre G du cercle générateur a pour coordonnées x =46, y = 1.
XXXFII' Cahier. 2!
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Ces valeurs vérifient les éqquations (98). Donc laxe de la parabole coincide
avee le rayon mené au sommet. On sait que I'enveloppe de ce rayon GS est

une seconde cycloide dont on obtient un point en abaissant 1P perpendicu—

laive a CS. Les coordonnées £, y* de ce point P sont, en désignant encore
par x, y les coordonnées de S,

¥ =2+ SP sinf =z + (1 — cosf) sind,
y=y—+SPcosl=y + (1 —cosf) cosb.
Par suite, si I'on prend, sur le prolongement de GS, SF =SP, les coordon-
nées du point F seront

t

' =x— (1 —cos@)sinf, " =y — (1 — cosf)cosf;

et il est facile de voir que le point I estle foyer de la parabole. En effet,

«, f3, ¥ ¢tant les coordonnées d'un point quelconque de cette ligne, on doit
vérifier la relation

(¢ =" + (=) +V=(@—2)V +(p—0),
ol o
(.fl?’——-x”) (2“_xf_mff)+(rf“t’jf) (Zﬁ Jﬁf yj!)_i_?'ﬁ:@'
Or, en substituant pour x, y, 2, ¥', 2, 3” leurs valeurs, on trouve
4(1—cosf)sinf[a — § + sinf]
+ 4 (1—cosf) cos8[B — 1 + cosB| + »* =o,

relation qui devient identique si I'on a égard aux équations

(2 —8)cos8=(B—1)sinh, 9 cosf+48(1 — cosb) —4{1 —cosf)*=o.
43. La surface dent nous nous occupons peut ‘done étre engendrée de la

maniere suivante :

Sotent la cycloide OSA déerite par le point S appartenant & la circonfé-
rence Gl, et la cycloide OPB, enveloppe du rayon mobile CS ; P étant le point
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de contact. Silon congoit, dans un plan perpendiculaire au plan de la figure,
une parabole dont la directrice soit projetée en P et qui ait S pour sommet,
cette courbe (variable de grandeur) engendre la surface.

44. Jusqu’'a présent on n’a pas, que nous sachions, donné d’exemple de
surface minimum algébrique. Pour que les formules (94) représentent de
pareilles surfaces, il suffit que les variables m, » y entrent, la premiére seu-
lement sous les signes sinus et cosinus, la seconde en exposant. Ces condi-
tions, auxquelles on peut satisfaire d’une infimté de maniéres, seront véri-
fies si I'on prend

@(m—}-—n\/:) = COS (:a m-+ 2 n\/— 1), b 4 (m—+—n\/—:3) = 0.

Iln effet, on obtiendra d’abord, par un calenl semblable au précédent (n® 40):

M=

cos 2m (€*” +4-e¢"), N=— —;-sin am (e’ — e "),

W o

(99) X =— 31- (€™ 4+ €77") s 3m— (€' -4 &™) sinm,

(100) y = é (e’ + e *") cos Im - (" 4+ e¢™) cos m,
. n 212N .
—- ) — :
(101) z=smam(e e ™)

et 1l ne restera plus qu’a éliminer m et n. Pour cela, résolvons les équa-
tions (99) et (100) parrapport ae’” 4 ¢ et " 4-¢™"; nous aurons

xcosm--y sinm . A
sing m T

_ sin3m—xcos3Im
" +c L — B.

sin4m

63n+e—3n= 3

Cette derniére valeur, combinée avec I'équation (101), donne, par un calcul

facile,

B*sin*a2m — 4B*smam — 22 = o.

D’ailleurs,
A = B*— 3B.

Donc, en remettant pour A et B leurs valeurs, et en opérant quelques sim-
plifications,

(ysin3m — xcos 3m)* — 16 (y sin 3m — axcosIm)® sin 2m cos’ 2m
— 16 z*sin®* 2mcos’ 2m = o,

{ysm3m — xcos 3m)® — 24 (y cosm + xsinm) sin® 2m cos* 2m = o.
21.
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On tire, de ces deux équations,
(ysin3m — xcos3m)® = §sin 2mcos®2m (2 + 4+ ::.“),

5 sin®2m(y cosm ~+ x sin m)

2= V4 4+ 2t ?

ysin3m —xcos 3m =

Olil

5 |y (3 tangm — tang® m) + . (3 tang® m — 1) 7’

(r1o2) ('

= 8(2 + /4 +=") langm (1 — tang® m)?,

l Ly (3tang m — tang® m) + x (3 tang® n — 1) | (1 + tang® m)
(to3) = 24 tang® m ( y -+ x tang m)
l. 2 4 V4 + z° o

I’¢limination de tang m conduirait enfin a l’équation de la surface : cette
elimmation, n’ayant d'autre difficulté que la longueur des caleuls, il n'y
auralt pas intérét a I'effectuer.

Additions auw Meémoire précédent.

L.

4. Les formules

r=[(dM—dQ) sinm (¢"+ ") — [(dN +dP)cosm (e"—e™),
y=[(dM—dQ)cosm (¢"+ ™)+ [ (dN +-dP) sinm (¢" — ™),

peuvent étre simplifiées.
Pour le faire voir, remarquons d’abord que les relations

D (m—l—n\/:):M—i—N\/:, (I)(m——n\/:_f :L\I—N\/—:,
W(r)2+fz\/:)=P+(2\/:, ‘I"(n?mer:):}‘—Qv:,

donnent

AM i{_i\_ dM dN JdP _dQ dP dQ
dn~— dn' dre T dm’ dm T dn] dn T dm’
A3 N Jd*N aPp d:P
--:O, - T2 Da—

(lan® fn? dm? -+ dn?
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Par suite

% = J(l\:{:—P) sinm {(e" - €~") d(Nd;:P) COsm (e"-we""),
gi — d(rj{:P) sin m (e" ~-e™") d(Nd—:P) cosm (e’ —e™"),
ol
%‘E: ;—j’z smm e ~+e") + ——— cosm (e’ —e™),
%: é%sinm(e"—i— ) -+ i%cosm(e"——e“");
et, scmblablement,
{—jﬁ—} = ; i,n cosm (e +e")— %%ﬂsm m(c* —e™"),
\
:2‘ = i—%cos m (e +e) — - di sinm (" —e™).

Nous aurons done, en représentant par V une certaine fonction de 7,

fr

1, —_ [dz . | I, » —n dz
r=—_(c"+e )fﬂ sin rndm +- — (" —e™") Tcosmdm—i—v.

La fonction inconnue V est déterminée par 'équation

1_6{_511] m (c"—l—e‘") . 1 dz cosm(e"—e )
2 dm 2 dn

dm

X dz
e — e f — sinmdm + i f —— cos mdm

- e” —n dV
_;( ~+e") - 2sumrfu:fa'n-i— ( g"—e™") dmd co-smdm-[—?;.

Or,

— sm mam — — dz cos m -+ Ccos mdnt
drn dmrfn ?

——cosmdm = smm — > sin mdin ;
drn dm

donc, a cause de

dz d'z _ o d* (N -+ P) d'(N+P)]
dm® " dn* T dm? + dnt R
AY

— — 0.

dn
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La fonction V se réduisant 4 une constante, on a simplement

(a) x=—- (e e f——smmdm—l— (¢"— ¢ f%—cosmdm
{
On trouve, de la méme maniéere
(b) ¥ = e"—l— e“" f%cosmdm-—— (e "—e ) fd—m-smmdm

Ainsi, quand on aura mis sous forme réelle,

= — [W(1n+n\/:) ——;—‘F(m——n\/:)]
- \/: [‘I’ (m—|—-n\/ — 1) — @ (m —n \/:)],
de simples quadratures donneront x et y.
2. Solent, par exemple,

2(m-+ny=1) =cos (m4ny=1), ¥(m+ny/—1)—
auquel cas
z=sinm (e"—ec™").
il en resulte

r—=— -3 (e"+€e7)* fsin'*’ mdm - é (¢"—e™)? fms2 mdm
— —m i— (e*” + e™*") sin 2772,
_______l n —n\ 42 : __l n__ a2 .
y=—("+e ) fsmmcosmd - (e"—e™) fcosmsmmdm
— % (e* +- e *") cos am;

comme on I'a vu ci-dessus (40).

IT.

Lignes de courbure de la surface.

3. L’équation de ces lignes, que M. Michaél Roberts a obtenue en par-
tant de l'intégrale donnée par Monge (%), prend une forme assez remar-
quable, sil'on adopte les formules (87).

En effet, I'équation différentielle connue,

dx + pdz dy+qdz
dp dg

(*} Journal de Liouville, tome XI, page 300.
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devient d'abord

[ (2) sinada+n' (b)sinbdb | —[ o’ (a) da —='(b)db] cos’, (a+ b)

sin + (a — &)

cost (a + B)
4 Snt(a—b)
(o' (a) cosada + ' (B) cosb db] +[ v’ (a) da— ' (B) db] ;‘:_((;‘ + 23)
—+— 1 : — 0.
7 sin ) (a -+ &)
“ sin L (a — &)
Mais,
y coss (a4-b) lsin:—(a—-—b)sin:}(a—l—b) (ﬂ’a—i:db)—}—cos-}(a—l—b)cos%-(a—b) (da— db)
“sint(a—b) " 2 sin (a—0b)

1 ¢OS bda— cosadb
2 sin*;(a— b)

|

?

1 sind (a—b)cos;(a-+b) (da--db) —sin ;(a+b)cos | (a—b)(da—db)
2 sin®* L {a—b)

t sinbda — sinadb

2 sin?}{a—b)

Par conséquent,

(dosina +dnsinb)sint (@ — b) — (dw — d=n) cos ; (a 4 b)
cos bdu — cosadb

(dw cosa + dncosb) sink (a — b)) + (do — dr) sin (a + b)
T z - Q.
sin bda — sin adb

Apres quelques réductions, cette équation devient
@' (a)da® = =" (b)db*.
Les lignes de courbure des surfaces mmuimums sont donc représentées par

les équations (87), jointes a

(¢) [ dayJa' (a) == [ dby\/=' (b) = const.

4. Comme application, prenons

@(a)=(1+y—1)a, =(b)=(1—y=1)F;

d’ou

x:—(r+\/:?)01)sa—(l \/__;)cosb,
e (1—1— \/:)silla+(1 \/—_[—)Sillb,
2= (a — b)\/—1— (a + b);
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et, pour I'équation des lignes de courbure,

a\/l—i—\/:_lib\/l \/m—_l_mconst.

‘En posant, comme dans le n® 38,
a=m+n\/—l, b—=m — n\/-—-—l,

on obtient, au lieu des formules précédentes,

|

— (e"+€") cosm — (&"— e™") sinm,

|

("+e™")sinm — (e"—e™) cosm,

— 2 {m -+ n),
= vy
+ni\/1—|—\/-—-—1_4—_\/1 V 1?\/:—_}=con5t.

vy
Y
z

]

3
=

Si 'on fait

Viey—1=a+py—1, Vi—y—1=2—py=,

on trouve, en prenant les signes supérieurs,

b

& L

et, en prenant les signes inférieurs,

B

m--—+t+n—yv,
o

w et v étant des constantes arbitraires.

D’ailleurs,
142 — 142 B _
VA= Py CIES TR S-S

donc les équations des lignes de courbure sont, finalement,

m-——(\/;—-l)n:pc, (V2—1)m4+n=ny.




