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JOURNAL

DE

’ECOLE IMPERIALE POLYTECHNIQUE.

MEMOIRE

LA THEORIE DES POLYEDRES",

Par M. E. CATALAN.

Travaillez, prenez de la peine:
C'est le fonds qui mangue le moins.

I. — POLYEDRES CONJUGUES.

1. Etant donné un polyédre P, supposé convexe pour plus de simplicité,
on peut toujours construire un polyedre p, conjugué du premier, c¢’est-
a-dire tel, que ses faces aient pour péles, relativement a une sphére
donnée O, les sommets correspondants du polyedre P; et tel, en outre, que
ses sommets soient les poles des faces de P, relativement & la méme
sphére (GERGONNE, dnnales de Mathématiques, t. XV, p. 158). De plus,

.

(*) La question proposée par I’Académie des Sciences, comme sujet du Concours pour le grand
prix de Mathématiques (1863 ), était celle-ci :

« Perfectionner, en quelque point important, la théorie géometrique des polyédres. »

Le présent Memoire est la reproduaction, aussi fidéle que possible, de celul qui a eté déposé au
Secrétariat de I'Institut le 22 décembre 1862. Sauf quelques renvois, nécessités par la nouvelle dis-
position des figures, pas un mot de la rédaction primitive n’a été changé. (23 janvier 1865.)
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2 MEMOIRE

deux arétes correspondantes, A, a, sont réciproques, c'est-a-dire que,
passant par deux points réciproques, M, m, elles sont perpendiculaires au
rayon OMm et perpendiculaires entre elles (Catavan, Théoremes et Pro-
blemes de Géomeétrie, p. 273).

2. Puisque, dans deux polyedres conjugués, les arétes sont en méme
nombre, on peut convenir de classer les polyedres d’apres le nombre de
leurs arétes (Pr. Breron, Comptes rendus, t. LI, p. 722), bien qu'il soit
plus naturel, et plus conforme a I'étymologie, de les classer d’apres le nom-
bre de leurs faces (Poinsot, Comptes rendus, t. XLVI, p. 71). On pourra
méme, si l'on considére un polyédre P ayant A arétes, supposer que le
nombre S de ses sommets soit, par exemple, supérieur au nombre F de ses
faces. En effet, si le contraire arrivait, le polyédre P serait nécessairement
conjugué d'un polyedre p dans lequel le nombre s des sommets et le
nombre f des faces satisferaient a la premiere hypothese.

II. — CONSEQUENCES DU THEOREME D EULER.
3. Le théoréme d’Euler, exprimé par I'équation

(1) F4+S=A-+4 2,

est, jusqu’a présent, la relation la plus générale et la plus importante a la-
quelle satisfassent les éléments de tout polyedre convexe. En outre, ces élé-
ments sont liés par les quatre équations suivantes :

So+Si S+ o+ =T,
Sy 8+ Sy +4...+5,=8,
3f, +4f, + 5/, + ...+ nf,=2A,
35, + 4s, + 55, +. ..+ ps,= 2A.

()

= W
R e L

(
(
(
(

)

Dans ces équations, f, représente le nombre des faces de n®™ espece
(2 n cOtés), et s,, le nombre des sommets de p*™ espece (4 p arétes).

4. D’apreés I'hypothése ci-dessus (2), A est connu; en sorte que, dans
chaque cas particulier, il s’agira de trouver, pour les inconnues F, S, f;,
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Sire w38y S4y. .., des valeurs entieres, positives, satisfaisant aux équa-
tions fondamentales (1), (2), (3), (4), (5). Avant d’essayer la résolution
générale du probléme, nous allons rappeler quelques conséquences de ces
équations.

5. Sil'on élimine £, entre les équations (2) et (4), puis s, entre les équa-
tions (3) et (5), on trouve

fi+ofi=+...+(n—3)f,=2A-—3F,
S, +25,+...+(p—3)s,=2A—35.

Donc
(6) FZZA,
(7) ST3A

Ces inégalités, combinées avec I'équation (1), donnent

(8) FZ%A—I—.‘;,
(9) S;%A—P—z

(GERGONNE, Annales de Mathématiques, t. XV, p. 164).

Ainsi, dans tout polyédre convexe ayant A arétes, le nombre des faces
est compris entre %A et %A —~+ 2. Il en est de méme pour le nombre des
sommets.

6. Remarque. — Les limites qui viennent d’étre indiquées peuvent étre
atteintes. En effet :

1° Dans un prisme ayant pour base un polygone de n cotés:

S=o2an, F=n+2, A=3n;
donc

S — A, F_'—'_%A—l—2.

W~
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2° Dans un polyedre formé par I’ensemble de deux pyramides ayal{t pour

base commune un polygone de n cotés : ;

S=n+2, F=2n, A=3n;
done

1 2

(CATALAN, Eléments de Géométrie).

7. Seconde remarque. — Parmi les polyédres qui ont un nombre d’arétes
donné, il en peut exister dont le nombre des faces et le nombre des sommets
aient toutes les valeurs qui satisfont aux inégalités ci-dessus. Soit, par
exemple, A = 15. Alors ces inégalités sont vérifiées par

F=1o0,

S—=1o.

F=g, | F=8, | F= 7,
S= 7; &=&|S=9J

D’apres la premiere remarque, les valeurs extrémes répondent a une
double pyramide pentagonale et a un prisme pentagonal.

Le deuxieme systeme (F = g, S = 8) peut étre réalisé par un polyedre P
ayant pour faces trois quadrilateres ABCD, AEFD, EFGH, et sux triangles
AEH, ABH, BGH, BCG, CFG, CDF ( fig. 1, Pl. I'). En effet, ce polyedre
a huit sommets,

Enfin, le troisieme systeme (=28, S =¢) peut étre regardé comme
répondant & un polyedre conjugué de P; ce nouveau polyedre aurait pour
faces deux triangles et six quadrilateres.

8. En élimmant F, S, A entre les équations fondamentales, on trouve
les deux relations

(10) 2(8;+s5,+...+s)—(fi+2fi+...4+n—2/)=4,

() 2(fi+fit+.. . FSo)—(ss+285,+...+p—2as)=4,

entre lesquelles il est facile d’éliminer une inconnue quelconque.

9. D'abord, si I'on ajoute membre a membre ces deux dernieres équa-
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tions, f, et s, sont éliminés, et I'on obtient

So s, =84 (f; +5,) +2(fi +5)+3(fi4+5)+- ..

Par conséquent :

1° Dans tout polyedre convexe, la somme du nombre des faces triangu-
laires et du nombre des angles triedres est égale a 8, plus la somme du
nombre des faces pentagonales et du nombre des angles pentaedres; plus
deux fois la somme du nombre des faces hexagonales et du nombre des
angles hexaédres; etc.

2° Tout polyedre convexe a des faces triangulaires ou des angles
Iriedres.

10. L’¢limination de f, et de s,, entre les équations (10) et (11), con-
duit a

3fi+a2fi+/fi—(fi+2fe+...)—2(s,4+25,+...) =12,
3s,+ 25, 45, — (s, +25,+...)—2(f,+2f,+...)=12;

donc

(12) 3,+2fi+ /313,
(13) 3s,+28, +5,312;

et, conséquemment :

1° Tout polyedre convexe a des faces triangulaires, ou quadrangulaires,
on pentagonales ;

2° Tout polyedre convexe a des angles triédres, ou tétraédres, ou pen-
taedres ;

3° 81 la surface d’un polyedre est formée seulement de triangles, ou si
elle est formée de triangles, d hexagones, d’heptagones, etc., le nombre des
triangles est eégal ou supérieur a 4;

4° 8t un polyedre a seulement des angles triédres, ou s'il a des angles

triedres, hexaédres, heptaédres, etc., le nombre des angles triedres est égal
ow supérieur a 4;

Etc.
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11. Si 'on élimine s, et f; entre les équations (10) et (11), on trouve

hs, +as,—25,— 48, —...+f,—2of, —5f,—8f, —...= 20,
Gf,+2f,—o2fe—4f;—...+s5,—2s,—bs, —8s, —...=20;

|

done
(14) Ghs,+2s,+ f,3 20,

(15) bf,+2f, +s,3 20.

Ces deux inégalités prouvent que :
1° 87 un polyedre convexe n’a ni angles triédres ni angles tétraédres, il a

au moins 20 faces triangulaires ;
2° ST un polyedre convexe n'a ni faces triangulaires ni faces quadran-

gulaires, il a au moins 20 angles triedres ;

3° 8¢ un polyedre a un seul angle triedre, et qi’il n’ait aucun angle té-
traédre, il a au moins 16 faces triangulaires ;

4° St un polyedre a une seule face triangulaire, et qu’il n’ait aucune
Jace quadrangulaire, il a au moins 16 angles triedres;

Ete., ete., etc.

II1. — CoNDITIONS DE POSSIBILITE DES POLYEDRES.

12. 1l n’est pas toujours possible de construire un polyedre avec des
éléments donnés, satisfaisant aux équations fondamentales. Par exemple, ces

’ . Y s 04
équations sont vérifices par

= A=gqg.

fo=F=6, s,=4, s,=o0, s;,=0, s,=1, S=35,

Il semblerait, d’apreés ces valeurs, qu’il peut exister un heraédre a six
Saces triangulaires, ayant quatre angles triedres et un angle hexaedre.
Mais, comme l'existence d'un angle hexaedre exige celle d’au moins sept

Jaces, le polyédre supposé est impossible.
De méme, les équations fondamentales sont vérifiées par

s, =1, F=6, S=7, A=11.

f;x[h f;:z, 53:6:

Mais, deux faces ne pouvant aveoir plus de deux sommets communs, Il
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faut, pour qu’un polyedre ait deux faces pentagonales, que le nombre de ses
sommets soit au moins huit. Done les éléments donnés n’appartiennent a
aucun polyedre.

15. D’apres la premicre des deux remarques précédentes, st 'un des
angles est de p*™ espéce (a p arétes), le polyedre a au moins p —+ 1 _faces
et p—+ 1 sommets. De méme, si {'une des faces est de n®™ espéce (i n c6tés),
le polyédre a auw moins n —+ 1 sommets et n + 1 faces.

De la résulte que, dans les équations fondamentales, les inconnues n, p
doivent satisfaire aux inégalités :

(16) nzF—1, n2S8—1, pZF—1, pZS—1;

ou, s1 F et S sontinconnus, a ces deux-ci :

A.

N o

Al

A, p

All

(17) n

1
2
Soient, par exemple, comme au n° 12,

A=9g, F=6, S5S=5:

on doit prendre n4, pZ4. Conséquemment, les équations a résoudre
sont

Sot+[fi=06, s,+s, =5, 3f,+4f,=18, 3s,-+4s,=18.
Elles forment donc un systéme déterminé, vérifié par
fo=6, fi=o0, s,=2, s,=23.

Ces éléments appartiennent a un hkexaedre a faces triangulaires, formé
par la réunion de deux tétraédres ayant une face commune.

14. Pour arniver a de nouvelles conditions de possibilité, supposons, suc-
“cessivement, qu'un polyedre ait 2, 3, 4,. .., f, faces de n cdtés.

S’il en a deur, elles ne peuvent avoir plus de deux sommets communs;
done

SSn—+ (n—2),
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ou
S32(n—1).

S'il en a trois, la troisieme a, au plus, deux sommets en commun avec cha-
cune des deux premieres faces; donc

STa2(n—1)+n—4,

ou

SS3(n—2).

V

Si le polyedre a quatre faces de n cotés, le nombre de ses sommets est au
moins égal au nombre précédent, augmenté de n — 6 ; donc

SS4(n— 3).

Enfin, si le polyedre a f, faces de n cétés,

ST f.(n+1—1,).

Si donce le nombre S est connu, le nombre f, des faces de n cotés doit
satisfaire a la relation

(18) fi—(n+1)f,+SZo0.

On trouve, de la méme maniere,

Q.A;f; (2’n + 1 —ﬁz)7

o1l

(19) f2— (2n4+1)f,+3AZo.

La considération du polyédre conjugué donne ensuite

(20) Sﬁ_(p_l—l)‘gp—!_F;O)
(21) sj——(zp—}—l)sp—}—zA;o.

15. hemarque. — Les inégalités précédentes supposent, respectivement,
(22) [foi<n+1, f <an-—+1, S, <p+1, s,<ap—+1:

sans ces restrictions évidentes, elles deviendraient illusoires.
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16. Bien que les inégalités (16), (17),...,(22), jointes aux équations fon-
damentales, diminuent beaucoup le nombre des polyedres possibles, ces
relations sont, probablement, loin encore d’exprimer toutes les conditions
auxquelles doivent satisfaire les éléments d’un polyedre. En effet, ces éle-
ments sont assujettis a des conditions d ordre ou d'arrangement qui reste-
ront peut-étre toujours inconnues. Dans les numéros suivants, nous allons
en faire connaitre quelques-unes, presque évidentes, et qui cependant, si
nous ne nous trompons, n’avaient pas encore été remarquees.

17. TrEoremE I. — Soit un polyedre quelconque, ayant pour sommets
A,B,C,D,.... 85, au sommet A, se réunissent a, faces de n'*™ espeéce; que,
au sommet B, se réunissent b, faces de n'™ espece, etc.; on aura

(23) nf,=a,+b,+c,+....

n n

Démonstration. — Si I'on fait le tour de chaque face de »*™ espéce, on
rencontrera nf, sommets. Mais, dans cette énumération, le sommet A aura
été compté a, fois, le sommet B, b, fois, etc.

18. CoROLLAIRE. — S7, a chacun des sommets du polyédre se réunissent
[ faces de n*™ espece, ' faces de n'*™ espéce, l” faces de n” ™ espéce, ..., on
aura |

(24) f‘lf;z = ZS, nfﬁr: l,S, n” n' = Z”S,.. .-

19. Tuforkme 1l (conjugué du précédent). — Soit un polyedre quel-
conque ayant pour faces A ("), B (™), T, A,.... 8t la fuce A appartient
«, angles polyedres de p*™ espece; que la face B appartienne a §8, angles
polyédres de p™™ espece, etc.; on aura

(25) /)szap_l_ﬁp_'_'yp—"_""

20. Corollaire. — S§i chacune des faces du polyédre appartient a
A angles polyedres de p“™ espece, a X' angles polyédres de p'*™ espéce, a

(") Alpha.
(**) Béta.
XL1¢ Cahier, 2
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A angles polyédres de p"*™ espece,...; on aura
(26) Psp, = N ON p'.s‘p. = A'F, /)”.S'pn o= ?\”F, :

21. Tuiorime UI. — 8¢ Uon désigne par « le nombre des arétes qui
aboutissent aw sommet A, par # le nombre des arétes qui aboutissent au
sommet B, etc., on a

«a=a,+a, +a,+...+a,+ ...,
F=b,+b,+b,+...+b,+...,
Yy=¢,+C +C +...+C+...,

a 8 % A& = 8 8 & & 8 " 8 A& " s A s & 2 B B & & 8 & 2 & @ ¥

Démonstration. — La somme a, + @, + a, + . . ., par exemple, indique
le nombre des faces qui composent I'angle polyédre A; donc cette somme
égale «.

22. Remarque. — Si I'on ajoute membre 4 membre ces égalités, et que
I'on ait égard au Théoréme I, on obhtient

«+p+y+...=3f,+4f, +5f,+.. .,
ou

a-+B+7y—+...=2A;
ce qui est évident.
23. I'néorkME IV (conjugué du précédent). — 5il'on désigne par a le

nombre des cotés de la face A, par ble nombre des cotés de la face B, etc.,
on a

ad==a,+a,+&+ ...+, +...,
b=8,+f +F+...+8,+...,
C=Y;,+%+¥ +...+Y+. ...

.............................

(28)

IV. — REPRESENTATION SYMBOLIQUE DES POLYEDRES.

24. Il est extrémement difficile, pour ne pas dire impossible, de se repre-
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senter nettement un polyeédre, lorsque le nombre de ses éléments n’est pas
trés-petit. On peut, il est vrai, se donner, presque arbitrairement, I'une des
projections d’un polyedre, et en déduire, moyennant quelques conditions
nouvelles, I'autre projection ; mais il résulte, des constructions que 'on est
obligé d’effectuer, une grande confusion de lignes ; et d’ailleurs, I'ordre dans
lequel doivent naturellement étre disposeés les éléments d’un polyedre étant
inconnu & priori, il arrivera tres-rarement que le corps dont on aura ainsi
les deux projections soit celui que I'on avait en vue, et dont on s’était
donné les nombres d’arétes, de faces et de sommets.

Il est donc nécessaire d’imaginer une figure symbolique, une sorte de
notation algébrique, au moyen de laquelle on puisse (jusqu’a un certain
point), non-seulement reconnaitre si un polyedre dont les éléments sont
donnés est possible, mais encore I'ordre dans lequel ils doivent se grouper.
C’est a quoi l'on parvient sans peine en faisant usage des théorcmes précé-
dents.

25. Pour rendrel’explication plus claire, je suppose d’abord qu’il s’agisse
de représenter symboliquement I'hexaedre ABCDEFGH (fig. 2, Pl 1),
résultant d’un tétraédre doublement tronqué. Les éléments de cette figure
sont

.f;_'——za f;:'a f;..:z, F_——G, S3=S=8, A—12.

Avec ces €éléments, je construis la table a double entrée ci-jointe :

-
e
b
—
o
—
=)
—
oL

[
-
-
ot
L~
-t
[}
-

10

Dans une premiére colonne horizontale sont inscrits les noms des huit
sommets : chacun d’eux est surmonté du nombre 3 des arétes qui y abou-
tissent.

Trois autres colonnes horizontales, marquées 3, 4, 5, servent a inscrire

2.
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les nombres de faces triangulaires, quadrangulaires ou pentagonales, aux-
uelles appartient un sommet déterminé. Par exemple, le sommet E apparte-
nant a une face triangulaire et a deux faces pentagonales, les nombres
inscrits dans la colonne verticale E sont 1, 0, 2.

Enfin, Jes sommes 6, 8, 10, des nombres placés dans les colonnes hori-
zontales, sont inscrites dans une derniére colonne verticale.

26. Remarques. — 1° D’apres I'équation (23),
6=3f, 8=4f, 10=D5f.
2° D’apres |’équation (27),
«=3=0+2—+1, Bf=3=0-+2-+4+1, y=3=1-+1-+1, etc.

27. On peut rendre la représentation symbolique plus complete, en frac-
tionnant les colonnes horizontales du tableau, en autant d’autres colonnes
(que l'indique le nombre des faces triangulaires, quadrangulaires et pentago-
nales. En méme temps, st I'on remplace chaque chiffre un, a inscrire dans
une colonne verticale, par la lettre placée en téte de cette colonne, il arri-
vera que les lettres contenues dans une colonne horizontale quelconque
seront préeisément celles qui désignent les sommets d’une méme face. Enfin,
les lettres A, B, T', A,..., qui servent a désigner les diverses faces, peuvent

étre, pour plus de régularité, placées dans une premiére colonne verticale.
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Au moyen de ces modifications, le tableau prend la disposition suivante
(p. 12).

A Tinspection de ce second tableau, on voit que le polyedre (s'il existe) a :

1° Huit angles triédres ; 2° deux faces triangulaires, CDE,FGH ; 3° dew.x

JSaces quadrangulaires, ABGD, ABFH; 4°dewx faces pentagonales, ADEGH,
BCEFG.

28. Remarque. — lies cotés qui limitent les faces, c'est-a-dire les arétes
du polyedre, sont représentés par les comoinaisons binaires répétées :

AB, AD, AH, BGC, BF, CD, CE, DE, EG, FG, FH, GH.
Leur nombre est égal a douze, ce qui devait étre.

29. Dans le cas général, le premier tableau symbolique sera formé d’apres
les trois regles suivantes :

1° Les nombres placés dans les colonnes verticales A, B, C, D,...., ons
pour sommes, respectivement, les nombres o, 3, 7y, 3,..., placés en téte de
ces colonnes ;

2° Les nombres placés dans les colonnes horizontales 3, 4,5, 6, ... ont
pour sommes, respectiwement, 3 f., 4f,, 0f., 6 /5y 3

3° Chacun des termes de la colonne horizontale 3 ne peut surpasser Sis
chacun des termes de la colonne horizontale 4 ne peut surpasser f,; etc.

Il est évident, en effet, que le nombre des faces d’espece donnée, qui ont
un sommet commun, ne peut surpasser le nombre total des faces de cette
espece.

S la | b, ey, |dle | flsg |- |3
A la b lald|elfle 47,
Bla, | b | e d e |l fi]gl V5

6 L a | b, ¢ | d | ¢ I g |ee--J OF,

nla b e, |d e |Sf.]el |7
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30. On voit que la construction de ce premier tableau équivaut a la
recherche des solutions entieres, positives ou nulles, des équations (23)
et (27). On pourra résoudre empiriquement les deux problemes en tracant,
sur une table, une sorte d’échiguier ayant un grand nombre de cases, et en
essayant de le remplir avec des jetons, de maniére a satisfaire aux condi-
tions précédentes. Ce procédé pourra nécessiter d’assez longs taitonnements;
mais il sera presque toujours plus rapide, néanmoins, que la solution directe
et algébrique.

31. Pour construire le second tableau symbolique, on devra fractionner
les lignes horizontales du premier tableau, comme nous I'avons expliqué ci-
dessus (27), a I'occasion d'un cas particulier. Ainsi, la ligne horizontale 3
en donnera f;, la ligne horizontale 4 en donnera f,, ete. Mais, en inscrivant
les lettres A, B, C, D,..., on devra satisfaire a ces trois nouvelles condi-
tions :

4° Deux lignes horizontales quelconques ne peuvent renfermer une meme
combinaison de trois lettres ;

5° Une méme combinaison de deux letires ne peut appartenir a plus de
deuwx lignes horizontales ;

6° Le nombre total de ces combinaisons binaires répétées doit étre égal
a A (28).

Les deux premieéres propositions sont visibles : si deux lignes horizontales
contenaient les trois lettres A, B, G, deux faces du polyedre auraient trois

sommets communs, ce qui est impossible. De méme, si trois lignes horizon-
tales renfermaient A et B, ’aréte AB appartiendrait a trois faces, ete.

52. Remarque. — Le nombre des combinaisons binaires répétées, qui

renferment la letire A, est égal a a; le nombre de celles qui renferment B
est égal a (; etc.

En effet, les arétes qui aboutissent au sommet A sont représentées par les
combinaisons binaires dans lesquelles entre la lettre A.

33. Afin d’appliquer la méthode précédente, prenons

A=19, F=11, S=1o0.
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On satisfait a ces données en supposant
f;:S, f;:Z, f;:l, Saﬂd, 34:4, S, = 12.

Apres quelques essais, ou par la résolution des équations (23) et (27), on
trouve que le premier tableau symbolique peut étre rempli de la maniere

sulvante :

Si done le polyédre est possible, au sommet A se réuniront deux trian-
gles et un hexagone; au sommet B se réuniront un triangle, un quadrila-
tere et un hexagone, etc.

Au moyen du premier tableau, et en ayant égard aux regles ci-dessus (31),
on forme ainsi le second tableau symbolique.

31311334 4414|5135
A B C(D]|E Fi{ G| H 1 K
3| AL A G 1 J
? B G I | K
3| F | K
TT D F I
3| E}JA|B G
TT E i K
S R ]
3| 0 F H K
4 I
4 { K
6|4
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Nous pouvons regarder la face A, qui a le plus grand nombre de cotés,
comme formant la base du polyedre, et nous pouvons projeter tous les
sommets sur le plan de cette face. Seulement, I'ordre dans lequel doivent
se suivre les lettres A, B, G, D, E, I, qui désignent les sommets de A, est
loin d’étre arbitraire. En effet, les arétes du polyedre étant (28):

AG, AB, AI, BE, BG, CE, CH, CD, DF, DI, EH, EK,
FI, FH, FK, GI, GK, HK, IK:

celles qui appartiennent a la face A sont
AB, BE, EG, CD, DI, IA;

donc A est un hexagone ABECDI. Apres cette discussion, I'ordre dans le-
quel les faces doivent étre assemblées est complétement déterminé, et le po-

lyedre se projette suivant la fig. 3, Pl. 1.

34. Solent encore

A=g, F=5, §=6.
On satisfait aux équations fondamentales en prenant
f;:::?), f;:'-l, _f;=1, 5326.

Par suite, la troisiéme ligne du premier tableau symbolique contiendra
cing termes égaux a 1, et la deuxiéme quatre termes égaux a 1.
Ce tableau aura donc une disposition équivalente a celle-ci :

3| I 1 I 2 | 3109
4 I 1 I I 0 0 4
5 I 1 I I 1 0 5

Mais alors les deux dernieres lignes du second tableau symbolique con-
tiendraient A, B, G, D, contrairement a la cinguieme regle (31). Donc le
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polyedre est impossible. Du reste, cette conclusion était évidente par les
n” 13 et 14.

35. Supposons qu'avec des éléments donnés, et en observant les regles
indiquées ci-dessus, on ait pu construire le second tableau symbolique.
On doit se demander si le polyedre représenté par ce tableau existe réelle-
ment. |

Pour essayer de résoudre cette question, remarquons d’abord qu’au
moyen du tableau I’on peut toujours construire, d'une infinité de manieres,
sinon un polyedre proprement dit, au moins une figure présentant un réseau
de polygones convexes, d especes données, en nombre connu, et assemblés
dans un ordre déterminé. Si ces polygones étaient plans, la figure serait un
polyedre. Dans tous les cas, chacun de ces polygones peut étre pris pour
périmétre d'une petite surface courbe, formant I'une des faces d’un corps
que, pour plus de clarté, appellerai polyedre a faces courbes (*). 1l s’agit
de savoir si P'on peut disposer des indéterminées du probleme, de maniére
que tous les polygones constituant le réseau soient plans, et que le polyédre
a faces courbes se transforme en un véritable polyedre.

36. Rapportons la figure a trois axes rectangulaires quelconques ; dési-
gnons par a, @, a’ les coordonnées du sommet A, par b, &', " les coor-

données du sommet B; etc. Soit

(a) X COSA —+ ¥ COSu -+ ZCOSY = ¢

I'équation d’une quelconque des faces du polyedre cherché. Sice polyédre
doit étre terminé par F faces, les équations analogues a celle qui vient d’étre
écrite contiendront 4 F coefficients, entre lesquels 1l existe F équations de
conditions, savoir :

(5)

cos’ A -+ cos® u —+ cos’y =1,

oooooooooooooooooooo

(*) Par excmple, prenons arbitrairement les deux quadrilateéres gauches ABCD, EFGH (fg. 4,
PL. I'), menons les droites AE, BF, CG, DH; puis, pour fermer la figure, supposons que, sur chacun
des six quadrilatéres qu’elle présente, on construise un paraboloide hyperbolique: le corps ainsi

défini serait un hexaédre & faces paraboloidiques.
XLI¢ Cahier. 3



18 MEMOIRE

D’un autre coté, si le plan (a) doit contenir n sommets A, B, C,.. .,
I’équation (a) donnera lien aux 2 équations de conditions :

acosA -+ a cosu + a’ cosy = &,

(¢) bcosa -+ b'cosu -+ b" cosy = 4,

Le nombre de ces relations, qui contiennent 35 coordonnées, est done

(4) 3ﬁ+4ﬁ—|—5]§,—|—...=zA.

Conséquemment, le polyedre @ faces courbes se transforme en un po-
lyédre proprement dit, si 'on peut satisfaire, par des valeurs réelles et
finies, aux 2A + I équations {b) et (c), qui renferment 35S + AF incon-
nues, coordonnées ou coefficients. |

Si I'on élimine d’abord les 4 I coefficients, on obtiendra 2A — 3F équa-
tions entre les 3S coordonnées (*). Eliminant ensuite 2A — 3F — 1 coor-
données, on trouvera, finalement, une équation entre 3(S +F) —2A +1
coordonnées ; ou, a cause du théoréme d’Euler, une équation entre A + 7
coordonnées. Mais ce nombre peut encore étre réduit.

37. En effet, les 3S coordonnées des S sommets déterminent, non-seule-
ment la_forme et la grandeur du polyedre, mais encore sa situation a 1'égard
des trois axes rectangulaires; et ce dernier élément est étranger a la ques-
tion. Afin de I'éliminer, prenons pour origine le sommet A, pour axe des x
I'aréte AB, et le plan de la face ABG. .. pour plan des xy. Nous aurons,

dans les trois premieres équations (¢):

d’ou
8=0, COSA==0, COSm=—0, COSy===2T1.

I.’équation de condition entre A + 7 coordonnées n’en contiendra done,

(*) Ceci suppose 2A — 3FS 1. Dans le cas ot I'on aurait 2A = 3F (), on élimmerait seule-
ment 4 F — 1 coefficients; puis, dans I’équation résultante, on prendrait arbitrairement la valeur du
dernier coefficient, ainsi que les valeurs de 38 — 1 coordonnées.
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véritablement, que A + 1. Conséquemment, on peut prendre arbitraire-
ment les wvaleurs d’un nombre de coordonnées égal & celui des arétes;
pourvu, bien entendu, qu’il en résulte, pour les autres inconnues, des va-
leurs finies et réelles.

38. Cette conclusion, qui revient i celle de Legendre (E/éments de Géo-
métrie, Note vii1), est peut-étre trop absolue. En effet, si I'on dispose de A
coordonnées, de maniere a satisfaire seulement a la derniere condition, 1l
pourra trés-bien arriver que certaines faces du polyedre demandé, au lieu
d’étre, ainsi qu’il est nécessaire, des polygones convexes, soient des poly-
gones étoilés. Alors la figure trouvée, au lien d'étre le polyedre convexe
représenté par le tableau symbolique, se composerait d'un réseau de polygones
plans, d’especes données, en nombre connu, les uns convexes, les autres
étoilés, et assemblés dans un ordre déterminé (*). Quoi qu'il en soit, nous
croyons avoir réduit la théorie de la possibilité des polyeédres a I'analyse in-
déterminée du premier degré et a un probléme analogue a celui du Cavalier,
du Solitaire, ete., c’est-a-dire appartenant a la Géométrie de situation dans

le plan.

39. Remarque. — La discussion précédente pourrait étre complétement
supprimée, si, comme l'a proposé Poinsot (Comptes rendus, t. XLVI,
p. 71), on appelait polyedre, un enchainement de triangles dont chacun se
lie @ un autre par un cété commun, et dont ['ensemble forme une surface
Jfermée de toutes parts. 1l est clair, en effet, qu'une telle figure existe, du
moment (u’on peut se donner sa projection sur un plan, et cette projec-
tion résulte immédiatement de la construction du tableau symbolique.

40. Pour rendre ceci plus sensible, proposons-nous de construire un po-
lyedre ayant vingt-deux faces triangulaires. A cause de f, = F = 22, les
nombres d’arétes et de sommets sont A =33, S=13.

Apres quelques titonnements, on trouve que le tableau symbolique peut
étre rempli de la maniere suivante :

(*) Par exemple, si le tableau symbolique représente le parallélipipéde (P) (fig- 5, PL. 1) et que
I'on ne prenne pas convenablement les coordonnées des sommets E, H, ce polyédre convexe pourra

-

étre remplacé par la figure (Q).
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Par conséquent, la projection du polyedre, sur le plan de la face ABC, est
analogue ala fig. 7, PL. I.
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V. —RECHERCHE DES POLYEDRES QUI ONT UN NOMBRE D’ ARETES DONNE.

41. Reprenons les equations fondamentales :

1

—

) F4+~S=A-+ 2,
) So+Si+Sit o+ fo=T,
) S, S8, S +...+5,=05,
4) 3fs +A4fi+5f+. ..+ nf,
) 3¢, +4bs, 4+ b5, +4...+ps,

o

|

2A,
2A,

o

&%

dans lesquelles (13)

A.

A
(SRR

I
2 P

Al

(17) L
Pour plus de symétrie, posons

,,f:;+53:‘r3a j;+s-i:xi7"" r'z_|_‘9 —'——(L'"(*),

i

(29) . . .
fs-"53=)’3= .fa_'f!.:.ym SR ) fn—sn;—yn;

et nous aurons, au lieu des équations (1), (4), (5):

(30) T, + &, + &L +...+ L, =A-4 2,
(31) 3z, + hx, + Bx, + ...+ nx,=4A,
(32) 3y, +4y, + 5y, +...+ny,=o.

42. On tire, des équations (30), (31):

(35) Xe=x, 42, +...+a,
(36) X, =bx,+6x,+...+ nz,

(*) On peut supposer p = n, attendu que, si le contraire arrive, le calcul donnera s, = 0 ou

Ja=o. A
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En outre, les valeurs générales de y, et de y,, qui satisfont a 1'équa-
tion (32), sont données par les deux formules

(37) Y= 1,— 497
(38) y.=30-Y,,

dans lesquelles § représente un entier quelconque, positif ou négatif, et
(59) Y4=5I5+6.T3+---+”J’n-

43. Dans la question de géométrie qui nous occupe, les indéterminées

0, Ly, Tgre o o5 Tny Vi» Ve - - +» Vn NE sont pas complétement arbitraires. En

effet :

1°x,, &,, X,,...,x, sont positives ou nulles.
2° T.es conditions

r,30, x,50,

donnent
(40) XS4 (X—2),
(41) X{zA—{—?’(X—z);
puis
XZA+ 2,
condition évidente.
3° Les inconnues f,, s,, f,, $,,. . - doivent étre entieres; donc I'on doit
prendre ¥, ¥, ¥y . -, r€Spectivement, de méme parité que x,, x,, &.,....
4° Les inconnues f,, s,, f,,5,,. . . doivent étre positives ; donc les valeurs
absolues de y,, y¢, y,, ... ne dowent pas surpasser les valeurs des incon-

nues correspondantes x,, ., x,,. . ..
5° Les conditions

Xy +Yyg=IM.2, X,—y),=I.2,
se réduisent a

(g + 2y + g+ ) E(ys+y, +5, +...) =aL.2;

donec &+ Xy +2,,+... et y,+y,+¥, + ... dowent étre de méme
parité.
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6° Les conditions

se reduisent a

A+ (e, +x,+a,,+-..)+0—(y,+y,+...)=0on.2,
A+ (v, +x, 2, + )=+ (s +y,+- ) =00 2;

ou, par ce qui précede, a
AEbd=oam.2,

donc 8 doit étre de méme parité que A.
7° Les conditions

T, +Y¥,50, X,—¥,30,

conduisent a ces deux-ci :

(42) =2 — (X — ),

(43) 95 - (X —2).

8° Enfin, les conditions

£E4—I—y4;0, .SU#—-]',,;O,

donnent
(44) st L—A (X ),
(45) =il (X —o).

44. L’élimination de 0, entre les quatre derniéres inégalités, conduit aux
conditions surabondantes :

X,S4(X—2), X,+Y,244, X,ZA+3(X—2), X,—Y,Z4A.

La premiere et la troisieme ont déja été obtenues (40), (41). A cause des
valeurs de X, Y,, les deux autres conditions expriment, simplement, que
les quantités 3 f, + 4 f, et 35, -+ 4s, ne sont pas négatives.



2 MEMOIRE

45. Application. — Soit A= 67. On satisfait aux conditions 1°, 3°, 4°
et 5° en prenant

r,=3, x,=A4, x,,=3,
Ys=1, Ysy=— —2, y,2=3.
Ces valeurs donnent
X:IO, X{=83, -Y,::25; .

de sorte que les relations (40), (41) sont vérifiées.
Les inegalités (42), (43), (44), (45) deviennent ensuite

— = 3 =17 =
9<191 9>—-I;, 9>?a 9<11.

Done, a cause de la condition 6°:
9:"—-7, 9:9, f—=11 >
puis, par les formules (37) et (38):

")/‘3:—3’ Js=——I11, Yy,=—I1g9,

)”4=——4, Y.=2, ]/42“-8.
D’ailleurs,

r, =51, .JU,':S;

donc enfin
Si=24, f,=20, [f,=16;

s, =27, s§,=31, s5,=35;

Si=2, fi=5, [fi=38;

54:6, 84:3, §,—0,

f;“':za f,;:I, f;2:3;

s, =1, $§,=3, §,,=0;
F=32, F=31, F=3o0;
S=37, S'———38, S=39.

Considérons, par exemple, le polyédre qui aurait pour éléments :

So=16, [,=8, fi=2, fi=1, [f,=3, F=3o,

.5'3=35, §,—0, s§,=1, .S‘3=3, §,,=0, S=39.
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LI ne sera possible que si les équations (23) et (27) admettent des solutions
entieres et non négatives. Au lieu de traiter directement ces équations (ce
qui serait long et pénible), on peut, comme nous I'avons expliqué ci-des-
sus (30), construire le premier tableaw symboligue. On trouve, sans grande
difficulté, qu’il peut étre rempli comme on le voit ci-apres :

I
o0

131313131313|3]3|3[31313]3(3[31313[3]|3|2]3]13131313]|3|313]|3|3|3|3|3|3]5/8]|8]8
A xjiirfijoiojofojolol66)6
vjrfr|ofulofofofofrfafrprfolafofatofefsofr|rfrjrjuv|sjrfrjr|2lo]|o|olo|o]|olo]o
F?EFo???Fﬂ????????????ﬁﬁ?ﬁ??FFT?TT?TTT
EEiEEEE?F?F??FFFFFGF?FEGFEF??TTTTTFTTF
Ve b o T e e st el e tirfalelal s

S1 I'on essaye ensuite de construire le second tableau symbolique, on
reconnait bientét qu’il doit renfermer, plus de deux fois, certaines combi-
naisons binaires (28). Par conséquent, le polyedre représenté par le pre-
mier tableau n’existe pas.

VI. — POLYEDRES SEMI-REGULIERS.

46. Jappelle polyedre semi-régulier, soit celur dont les fuces sont des
polygones réguliers et dont les angles polyedres sont égauxr (on symeé-
triques), soit celui dont les faces sont égales et dont les angles polyedres
sont réguliers (). |

Jadmets en outre que, dans tout polyedre semi-régulier, du premier
genre, les faces de méme espece sont égales, et que, dans tout polyedre
semi-régulier, du second genre, les angles polyedres de meme espece sont

égaux (7).

(*) Dans les Annales de Gergonne (t. IX, p. 332), un Anonyme a considére des polyedres semi-
réguliers que on déduit des polyédres réguliers, soit en abattant les angles de ceux-ci, soit en pro-
longeant leurs faces, suivant une certaine loi. Ces polyédres sont évidemment compris parmi ceux

que nous étudions.

(**) Cette définition, aussi bien que la plus grande partie du présent Mémoire, date de I'année
derni¢re. Il y a quelques semaines, j'ai appris, par hasard, que les polyédres semi-réguliers du pre-
mier genre sont connus presque tous depuis longtemps sous le nom de solides d’drchimede. Niv
NOVI SUB SOLE! (24 avril 1862).

XLI¢ Cahier. 4

|
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Un prisme triangulaire régulier, dont les faces perpendiculaires aux

bases sont des carrés, est un polyedre semi-régulier, du premier genre.
Pour obtenir un polyédre semi-régulier, du second genre, il suffit de placer

symétriquement, par rapport a lear base commune ABC ( fig. 7, Pl. ), deux
pyramides triangulaires ABCD, ABCE, dont les hauteurs OD, OE soient
égales au tiers de AB. En effet, d’apres cette construction, le triangle BDE est
égal au triangle équilatéral ABC; donc I'angle tétraedre B est régulier; etc.

47. Les définitions précédentes, jointes a deux corollaires du Théoreme
d’Euler (10), prouvent que :
1° Tout polyédre semi-régulier, du premier genre, a les arétes égales

entre elles ;
2° Tout polyedre semi-régulier, du second genre, a les angles diedres

egaux entre eux
3° Dans tout polyédre semi-régulier, du premier genre, les sommets

sont triedres, tétraedres ou pentaedres ;
4° Dans tout polyédre semvrégulier, du second genre, les faces sont

triangulaires, quadrangulaires ou pentagonales.

48. ProBrime. — Quels sont les polyedres semi-réguliers, du premier

genre R

Pour résoudre cette question, rappelons d’abord que : si, @& chacun des
sommets du polyédre, se réunissent [ faces de n™ espece, I' faces de n/**"

espéce, 1" faces de n"*™ espece,...., on aura

(24) nf,=I1S, nf,=US, n'f,=0US,....
De plus (47, 3°),

(46) 351+ +1U"+...25.

Il s’agit done de satisfaire A ces relations, par des valeurs entiéres de r, 7/,

4 /4 i
n,l..’l,l’l,...l

49. D’abord, si 'on élimine f;,, f,, f»,... entre les équations (24)
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et les équations fondamentales, on trouve

F_____(£+57’,+§1;’, )s aA =+ U+ 1"+...)S;

n

donc, par le Théoréme d’Euler,

S = 4 :
{ ’ ! i
2(;+F+...)+2—(Z+l+l+...)
ou
(47) § = ;
2(;‘24—;;—[—...)-{—2—;)
en posant, pour abréger,
(48) [+ U+ U'+...=p.

50. Remarques. — 1° Le nombre p, égal a 3, 4 ou 5 (46), désigne
Iespéce des sommets du polyedre.

2° Le nombre des inconnues z, #', n’, . . ., indique de combien d’espéces
sont les faces du polyédre. Parmi ces inconnues, il y en a au moins une
égale a 3, 4 ou 5 (10, 1°).

3° Le dénominateur de la valeur de S doit, évidemment, étre positif et
plus petit que U unité.

51. En désignant par D ce dénominateur, et en supposant, successive-
ment, que les faces du polyedre soient de deux, trois, quatre ou cing
especes, nous trouvons les douze cas principaux suivants :
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11° }):5 l:[J l":[’ Z”:], [”’:2

2
|
N

N e
~

2 p=5lil=1, U'=1, I"=1, "=1, =1

=
I
(5

1° ])=3 [=1, I'= 2 D:2(1+:f7)—|
noon
I 3
o —_ _ e — = ~ .
2 I p=41l=1, I'=3 D A(”—i—n,) 2
20 —_— — L — i _I.. _
FPlp=4dil=2 '=2 D"’i(rf’_n’) 2
S T o (L 4N
el p=5lil=1, '=4 D—Q(”—f—”, 3
5° ]):5 f:?., I'=3 D"—-Z(E‘f—i)—:}
Rooon
C|p=3|l=1, '=1, I"=1 Dzz(l—l-—l-,+-l-;;)—l
n n n
L no_ — .E. _‘_ _._2'- —
*lp=4lil=1, '=1, ["=2 D--).(ﬂ—l—”,—i ”,,> 2
3
8|\ p=>5|t=1, I'=13, I"=3 D-:‘A(i—l-—l?-i-—;;)_?)
n o n n
o . . ' " __ . _l_ _2_ 3._ _
Olp=5ll=1, U'=2, ["=2 D--).(n-{—”,—i—”,,) 3
u L L i "o mo- _ _l_ __]_ __!_ _[_ -
10° | p=g4 ll=1, '=1, "=1, ("=1 D—-'z(n—i-n,—{-n,,—k— ”,,,) 2

52. Les hypotheses 5°, 8°, 9°, 10°, 11° et 12° peuvent étre immédiate-
nent rejetées. En effet :

. 2 3 v \
1° La somme des fractions ~, — est, tout au plus, égale a

—f

|

SN cY
e 9

donc elle rendrait négatif le dénominateur .
s . 1 1 I s \
»° La somme des fractions -, ~, —; est, tout au plus, égale a

3,1 1__29
3T 3775

20’

3
done elle ne surpasse pas =
2
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& . l 2 2 , .
3° La somme des fractions =, =, —; est, tout au plus, égale a
n n n

3
donc elle ne surpasse pas =-
2

Etc.

33. A cause de D >0, D<1, les six autres cas principaux se décom-
posent comme il suit :

CAS PRINCIPAUX. CAS SECONDAIRES.
n=3, n<i12
n=4¢, n'< 8
1 2 ﬂ:5, ”’< 7
D= -t -] —
2(zz+n’) : =3, n>5
=4, n>.5
n'=5 n<io
n=3, n'=4
D::Q.(l-i—i.)—l =4 n,:
n n n—293, n=
n"=3 nrn>5
I I ”""3) ﬂ'—d
D=4~ — | —
4(n”i_n’) 2 n=>5 n=3
n=y4, nR=
D:z(l—}-i,)——?) 4 ;
non n=25, n'=
I 1 I
n=3 g2
1 I I I 1 I
D-——Z(’—z-f‘}?-i—;r,)—'l n =4, ET+;'Z‘}7>Z
I | 3
32—5, ;27 -;JT'>E
n=3, n'=5 n'=4
] 1 i
D=2(—+—,"+—,;)—"2 " 1 I 1
n o n n n'=3, -l
n a3
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54. Aumoyendes considérations suivantes, le nombre des cas secondaires
peut étre réduit.

1° p=3, l=1, '=2. A chacun des sommets du polyedre, tels que
A, B (fig. 8, Pl. I}, aboutissent une face P, de n cotés, et deux faces Q,
de n' cotés. Par conséquent, les faces adjacentes a Q, prises de deux en
deux, sont de méme espece; ce qui exige que n’ soit pair.

3° p=A4, l=12, '=2. Si deux faces adjacentes pouvaient étre égales,
les nombres 7, n’ seraient pairs. A cause de n=3, chaque face triangu-
laire est adjacente a trois faces carrées ou a trois faces pentagonales (7).

3 p=3, l=1, I'=1, {"=1. Les nombres n, n', n” doivent éire
pairs (1°). En méme temps, si I'on suppose n” > n’, I'égalité

o>

donne

n < 8.

4° p=4h, I=1,l=1,1"=12, n"=23. Les triangles qui forment deux des
faces de chaque angle polyedre ne peuvent étre adjacents, comme ABC, ABD
(fig.9, PL.I); car I'égalité des angles polyedres exigerait que les faces P, Q
fussent triangulaires. D'un autre coté, si les faces triangulaires étaient dispo-
sées comme on le voit fig. 10, PL. I, les faces P, Q, R devraient étre égales,
contrairement a I'hypotheése. Donc le polyedre est impossible.

55. Le tableau précédent peut donc étre ainsi modifié :

(*) Sile polyédre est possible.
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CAS PRINCIPAUX. CAS SECONDAIRES.

n=3, n'=4, 06, 8, 10

1 2 ,

D=2(-’;—I—-’?-)——l n=4¢4, n==6
[:I, l'=2 JZ=5, n=6
n=4, nrn>5

D:z(-‘-—l—i)—fz n=3, n=4¢
F /i n ,

I—1, I'=3 n>3, n'=3
—4( L2 Y_ ;

D—-d(n—i—”,) 2 n_-:, | 4

=2, l'=2 =3 =3

D=2(-I-+-4-,>—3 n=4, n=
7t n ,

.l:l,| Z’:d 2225, n 3

n=3, =5, n'=j}

56. Si I'on substitue ces valeurs dans les formules (47) et (24), et que
I'on ait égard au Théoréme d’Euler, on arrive aux résultats indiqués dans ce

nouveau tableau (*) :

(*) On a fait abstraction du cas de I=1, I’ =12, n=3, n’ == 4, parce qu’il est compris dans la

ligne VI.



39 MEMOIRE

{ {’ " n

1 I 2 3

11 I 2 3

11 ! 2 3

A} i 2 4

V I 2 5

Vi I 2 n

VI 3 3 3 4 24 8 18 20 48
Vil I 3 n 3 20 2 27 an+9l 4n
IX 2 2 3 4 12 8 6 14 24

X 2 2 3 5 3o 20 12 32 6o
XI 4 3 2.4 6 32 38 Go
XII 5 3 to 12 | 8o g2 | 150
XTI I 4 6 8 48 12 8 6 26 79,
X1V | 4 6 10 120 | 3o 20 12 62 | 180
XV 2 3 5 |" 4 60 20 12 30 62 | 120

57. D’apres la discussion précédente, il n’y a pas de polyedres semi-
réguliers, du premier genre, autres que ceux dont les éléments sont contenus
dans ce tableau. 11 reste a constater I'existence de ceux-ci, et & déterminer
les moyens de les construire. Cest ce que nous ferons tout a I'heure, apres
avoir établi quelques propositions propres a simplifier la suite de cette dis-

cussion.

58. Prosrime. — Décomposer la surface d’une sphere en polygones ré-
guliers.

Si 'on veut que les polygones de méme espece soient égaux entre eux,
et qu’autour de deux sommets quelconques les angles égaux se succedent
dans le méme ordre, ce nouveau probleme ne differe pas, au fond, de
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celul que nous avons principalement en vue. Considérons, en effet, le po-
lyédre dont les sommets coincident avec ceux de la figure sphérique, et
conservons les notations précédentes : les lettres S, F, A représenteront,
respectivement, le nombre des points distribués régulierement sur la
sphere, le nombre des polygones sphériques, et le nombre des arcs de
grands cercles, tous égaux entre eux, tracés sur la sphere. De méme, f,
désignera le nombre des polygones sphériqnes de n®™ espéce; etc. Soit,
en outre, x, I'angle de ce polygone sphérique. En exprimant que la surface
de la sphere est égale a la somme des polygones sphériques qui la com-
posent, et en prenant pour unité le rayon de la sphere, nous avons d’abord

S [0t — (n—2)7)fu = b
ou, a cause des relations (24),
nf,=1S, n'f,=US, nf.=1"S,...:
z[zx,, — (1 — %)ZW]S = 4.

La somme des angles sphériques réunis autour d’'un sommet quelconque
est égale a quatre droits; donc

([lg) Zla:'":: 27,

en sorte que I'équation précédente se reduit a

S — 4 .

2 —2 [+ 22~l-

R
Celle-ci ne differe pas de I'équation (47). Conséquemment, ainsi que nous
avons annoncé, la recherche des polyedres semi-réguliers, du premier
genre, se réduit A la décomposition, en polygones réguliers, d'une surface
sphérique : 4 chaque élément de la premiére figure correspond un élément
de la seconde, et vice versd. De plus, il est évident que si un polyedre a
pour sommets les sommets de la figure sphérique, et pour arétes les cordes

des cotés de celle-ci, ce polyedre est semi-régulier.

59. Tuforime. — Tout polyédre semi-régulier, du premier genre, est
inscriptible.
XLI¢ Cakier.

(S
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Soit P un polyédre semi-régulier donné. Soit I’ un polyédre semi-ré-
sulier, de méme espéce que P, et inscrit a une sphere. Si ces deux figures
ont les arétes égales, ce que I'on peut toujours supposer, les deux polyedres
ont leurs faces égales chacune a chacune et semblablement disposées ; donc,
par le Théoréme de Cauchy, ils sont égaux. Conséquemment, le polyedre P

est inscriptib]e.

60. CororLraire I. — Dans tout polyédre semi-régulier, du premaer
AN ’ » ’ » Y
genre, les angles diédres, déterminés par des faces respectivement égales,

sont égaua:: enire eux.

Soient ABCDE, A’'B'C'D'E’ (fig. 11, Pl. I') deux faces égales, et ABGF,
A’B'G'F" deux autres faces égales, adjacentes aux premieres. Abaissons, du
centre O de la sphére circonscrite au polyedre, les perpendiculaires OP, OQ,
OP’, OQ’ sur ces diverses faces, et menons encore les apothé¢mes PR, QR,
P'R’, Q'R’. Les quadrilateres inscriptibles OPRQ, OP'R'Q’ sont égaux,

comme ayant les cOtés respectivement égaux. Donc
B RICY
PRO = PRQ).

61. Cororrare II. — Dans tout polyedre semi-régulier, dww premier
genre, les sommets adjacents a un sommet donné sont situés sur une cir-
conférence ayant pour péle le sommet donné.

62. D’apres le théoréme précédent, la détermination des éléments d'un
polyedre semi-régulier P se réduit a un simple probléme de Trigonométrie
sphérique. Soit ABCD... ( fig. 12, P/[. I) le polygone spherique de n cotés,
correspondant a une face de P; soit O le pole du petit cercle passant
par les sommets de ce pdlygone. St 'on abaisse I'arc OP perpendiculaire
A AB, et que l'on fasse

PR S
ABC=wx,, arcAB=y,

on aura, par le moyen du triangle APO,

T T w
; COS; CoS — COos —,
n n
(50) cos -y = == — . .,
2L . I . I . . I
s1n ;’ xT, 81N 5 X,y sIn ; X ptt
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Ces relations, jointes a I'équation (49), permettront de calculer les an-
gles v, &,, L,y Lpy- - -, lorsque les valeurs de n, #', n”,.. ., 1, I, I",. ..
seront connues.

63. Représentons par z, I'arc AO, c'est-a-dire le rayon sphérigue du
petit cercle ABCD. . ..
I.e méme triangle APO donne encore :

- I
s1n —
: 23” I s
(51) Sinzg, = ? COSZ,,: COt;xnCOt;l'

« T
sin —
n

Il est visible que sinz, représente le rayon du petit cercle ABCD. . ..
Par conséquent, la face ABCD. . . du polyedre P a pour mesure

n

< o . 4 (i
nsin® z, sin — €os

=
I
ou
c g T T
72 S11 ;ycot =
Done, en désignant par || la somme des aires de toutes les faces, on a
— sin? - .
I =sin® -y ¥ nf, cot -;
ou, a cause des relations (24),
— Sgin? t z.
(52) 11 =Ssin" -y ¥ lcot-~
On conclut immédiatement de la, pour le volume V du polyedre,
53 V = ; Ssin®= y Y lcot >
(53) = 3 Ssin ;3”2 cot — €0sZ,.
De plus, I'aréte du polyedre est représentée par
(54) a::zsin-;-y.

64. Dans la figure du n® 60, 'angle PRQ, qui mesure I'inclinaison des
faces AG, AD, est égal a la somme des angles PRO, QRO.

r
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Or,
PR R
cos PRO = OR’ cos QRO = %ﬁ
[Yailleurs,

T . T D I '
PR = PA cos - = sinz,cos ~ = sin - ycot -,
n n 2 n

. I T I
QR = ssin - yeot—; OR = cos =5

donc
tang - tang -
ang — - O -
) g5 ang — y
cos PRO = » cosQRO = ———.
™ ™
lang - tang —
n n

Par suite, I'angle diedre PRQ est déterminé par la formule

I I
tang p Y tang > Y
(55) R = arc cos — | -+ arccos -

tang — tane —
©n O p

Il en résulte que la somme des angles diedres, pour un sommet quel-

conque du polyedre, est

tang éj

(56) ZR — 22!31’0003

™
lang ;

Cette derniere relation parait assez remarquable, si on la compare a
» 7 . . I ) . .
- v. En elfet, a lation t (50
Féquation qui donne - y. En e fet, a cause des relations (49) et (50),
on a

r
COS —
4

(57) II =Y larcsin

COS —
pv g

2 1] L L]
Enumération et. construction des polyedres du premier genre.
!

65. Reprenons le tableau de la page 32, et examinons si les polyedres
semiréguliers dont les éléments y sont inscrits existent réellement, ou, ce
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qui est équivalent (38), s'il est possible de décomposer la surface d'une
sphére en F polygones réguliers, parmi lesquels il y en ait £, de n"*™ espece,
S de n'ém espece, ete.

66. |

. ! 4

(I) l:l, l:z, n=3, n—""-"-'-6, _f;;::[h f;:[h
F=8, S=13, —18.

Octaédre a faces triangulaires et hexagonales. — Pour construire ce
polyedre, représenté dans I'épure I ( fig. 32, PL. I1), il suffit de couper par
quatre plans un tétraédre régulier, de maniere que ses faces deviennent des
hexagones réguliers.

67.

(H) %[:I, [’:2, n:?), n'=8, f3—:8, f;IG,

Décatétraedre a faces triangulaires et octogonales. — Ce polyédre ré-
sulte du cube, tronqué de maniére que ses faces deviennent des octogones

réguliers, épure II ( fig. 36, Pl JI).

08.
(III) Z:I’ [’:2, l’?,:=3, nrzl(), ﬁzzoa .f:o:IQ“;
F=32, S=60, A=go.
Triacontadoedre a faces triangulaires et décagonales. — Cette figure

est un dodécaedre, tronqué de maniére que ses faces deviennent des déca-

gones réguliers, épure 1l ( fig. 37, Pl. II]).
69.

[ = ’ I!' =2 — L, ,:67 267 e=89
(V) : I 29, n=4, n /. /.

F=14, S=24, A=36.

Décatétraedre a faces carrées et hexagonales, déduit de 1'octaédre ré-

aulier, épure 1V (fig. 38, Pl. I11).
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70.

o

|

, a »
=1, l'=2, n=5, =6, f, =12, f =20,

F=32, S=60, A=gqgo.

T'riacontadoédre a faces pentagonales et hexagonales, déduit de I'ico-
saedre régulier, épure V (fig. fo, PL. I1]).

71.
=1, l':z, n=n, n=41_,, 'nzg, L =1,
F=n+4+2, S=2a2n, A=3n.

Prisme régulier, a faces latérales carrées, épure VI (fig. 43, PL. 111).

72.
SZII, [/ —= , n=23, n’=4, f3:8, j;-"-—'-18,

(VII)
( F=26, S=24, A=48.

[cohexaédre & faces triangulaires et carrées.
Les équations (49) et (50) deviennent

' I 1 1
X, +3x, =27, COS-Yy—= =
3 i 2Y. . 1 ; .1
2 sin ~ 2, Vasin- x,
: 2

On tire de celles-ci, par un calcul facile :

. I 1 - A | 1 ' - I 12—|—2’;
sm—~x4:—\/12———2\/2, sm—x3=~\/6—\/2, Cos -y = Y-
2 4 2 4 2 17

La formule (55) donne ensuite, pour I'angle de deux faces carrées,

1 I I
COS—R:taﬂ - '"-—-—"\/2——‘\/;.
2 ga'} 2 ?

Vl
cos R = —-—\/—-
2

Ainsi. Uinelinaison de deux faces carrées adiacentes est égale a 135 de-
b

d’ou

grés. De larésulte que les faces carrées, prises deux a deux, sont paralléles,
perpendiculaires, ou inclinées @ 135 degrés.
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73. La méme formule (55) donne, pour l'inclinaison R’ d’une face
triangulaire et d’ une face carrée,

COSR’=4—;§ 2-—-\/;—-—\/(24—\/5)(10—1—\/_2)];

ou, plus simplement,

/2.
cosR' = \/3

74. La distance des faces carrées au centre de la sphere a pour expres-
sion, d’apres la formule (51),

7-}—4\/5_

I
COS%, :—“COt;JJ‘_‘: >

Par conséquent, la distance entre deux faces carrées paralleles (72) est
L]

d._-:z\/—————7 _L-4\/E
)

a )S.ll 5 — oy
- 2 ll -_ po— _—
23’ 17 ’

Eufin, a cause de

on trouve
a —_
c'z — V2 — ] .

75. De ces résultats on deduit la construction suivante :

A uncube donné abed o' &' d’ (fig. 28, PPL. I]), ayant pour aréte d, on
inscrit le prisme octogonal régulier ef. . .lne f”...I'm'. Sur les faces laté-
rales de ce prisme, on trace les droites AB, 1K, BC, KL,. .., paralléles
aux plans des deux bases, de maniére a déterminer les carrés ABIK,
BCKL,. .., tous égaux entre eux, el concentriques avec les faces qui les
contiennent. Sur les deux bases du prisme, on mene les droites ef, mi, f1,
ghyd ', m't’, f'1', g’ k' : elles déterminent deux carrés VXYZ, RSTU, égaux
aux premiers. Opérant ensuite des troncatures, au moyen des seize plans
ABV, BCVX,. .., IKR, on obtient enfin I'icoliexaedre demandé.

Ce polyedre est représenté, par ses deux projections, sur I'épure VI1I

(fig. 39, PL III).
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76.
Vi) =1, I'=3, n=n, =3, fi=2, f,=n,
F=n-+2, S=2n, A=3n.
Polyédre semi-régulier, a faces latérales triangulaires (*). — Soient,

dans deux plans paralleles, deux polygones réguliers égaux, tellement dis-
posés, que les rayons r de I'un correspondent aux apothémes b de I'autre. Si-
la distance d des deux plans est moyenne proportionnelle entre r — b et
ar + 4b, les droites Aa, Ba, Bb, Gb,. . ., seront égales aux cotés des deux
polygones ( fig. 29, PL. /I). Par conséquent, le polyédre ABC. . . abe...
aura, pour faces latérales, des triangles équilatéraux, assemblés trois &
trois, etc.

I’épure VIII (fig. 45, Pl 1V) représente les cas de n=4,n=>5, n=06.

77. ‘
(IX) =2, =2, n=3, =4, f,=8, f,=0¢,
F:I[t, S = 12, A———Q.ﬁr.
Décatétraédre a faces triangulaires et carrées. — Cette figure est un

cube, tronqué de manicre que ses faces restent des carrés, épure IX

(fig. 46, PL IV).

78.
(X) s l:g, l,:2, n..—_-3, 12’25, j;:zo, j;:.:z:z,
| ( F=32, S=30, A=6o.
Triacontadoédre & faces triangulaires et pentagonales. — Pour le con-

struire, il suffit (68) d’opérer des troncatures dans un dodécaedre régulier,
de sorte que les faces restent des pentagones réguders, épure X (fig. 44,

PL V).
79.

[=1, l,z[la ﬂ:[l, n’:‘?” 4:67 ;23211
. fi=6, f

F—38, S=a24, A= 6o.

(*) Si le mot prisme n’éveillait pas I'idée de faces latérales parallélogrammiques, peut-étre pour-

rait-on appeler ce polyedre : prisme régulier tordu.
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La possibilité du Triacontaoctaédre ABCDE... (fig. 30, PLl. []) est bien
plus difficile 2 démontrer que celle des polyedres précédents. Pour la mettre
hors de doutc, nous appliquerons d’abord les équations (50). Elles devien-
nent, a cause de

cosf-—.i. T__ 1 T 4 — 9 ¢
n \/5, COS"—Z——-;‘) 4+ L, = 27T
cosly | L 1
2 V2 sin 2.1, o sinixs
2

La derniére donne, par un calcul facile,

heos®x, + fcos’x, — 1 =o0;

ou, en posant

(58) CoS X, = 5:

(99) v, — b4y — 4 = o.

La racine réelle de cette équation a pour valeur

v = 2,382975770.
On conclut de la: i

x, = 65°11"16",5, x,=99°14'54", y=43°41"27".
De plus,

. 1
a=2sm-y = 0,744 205.

80. D’apres la formule (55), les angles diedres BF, CF, CL, . . ., égaux
entre eux (60), ont pour valeur

) |
tang - y
R = 2 arccos .
\/3 ?
\
¢’ est-a-dire que
tang I‘y
I 55
cos-R=—2-,
2 ‘/5

XLI* Cahier. 6
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Le caleul logarithmique donne
R —=153°14"5".

On trouve, de la méme maniére, que les angles diedres BC, AB, . . ., sont
donnés par la formule
tan Ly
82

R’ = arc cos 75 +arccos (tang -Ey)

On en déduit
R'=176°37"2", 4 4+ 66°21'58", 2 = 142°59"1".

81. Soient Q, Q'les centres des carrés sphériques ABCD, FPQL (fig. 13,
Pl. I). 1l est visible que les arcs de grands cercles Q0" et CF se coupent
en leur milien commun . Conséquemment, si nous conservons les nota-
tions précédentes, et que nous désignions QQ" par &, nous aurons

|
cos - 3 COS z, COS y ~+ sinz, sin - ycos (; x, + .1'3)-

Or:
N I L \/ y— 2
€053 _\/2(1——0051'3)_ ("_‘) Sift 3 ,7' (v —1)
sinz, = \/—, cosz, ., cos(—l-:v —l—x)z-—COSJ?s-':—l;
v—1 Vv —1 2 °] v
done

00528—* (\/ —V_Q)

V-""I

Mais, si 'on multiplie le premier membre de I'équation (59) par v — 1,
on reconnait .e I'équation résultante peut étre mise sous la forme

(60) v\/a_—_:cﬁ—:z.;

donc

SO R
cos - S = 7

Ainsi, I'arc Q' est égal & un quadrans. Autrement dit, les plans des faces
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carrées wvoisines, telles que ABCD, FPQL, sont perpendiculaires entre eux.
Cette conclusion était facile a prévoir.

82. Dans le triangle QCm:

C=§x4—|—x3, sz-z-y, CQ=z,, Qm:r-z'

?

done

L} L 3 I -
sIn{) — \/2 SIN ~ ) SNy ;

ou, par la substitution des valeurs précédentes,

. 1
SIDQ:;\/W——O—‘J-

Au moyen de la relation (60), on réduit cette valeur a

: lp — 1
st::\/‘ )
v

Q =28°31'53", 3.

par suite,

83. La distance des faces carrées au centre du polyedre a pour expression

: 1
COS 2, = —

—= 0,850 34o0.

On conclut de l1a

' Vv—12
E:\/ — = 0,437 593,
d étant la distance comprise entre deux faces carrées paralleles.

84. Il est maintenant facile de construire le 7riucontaoctaedre. Sur les
faces d’un cube ayant pour arcte d, on trace des carrés ABCD, LFFPQ,
MGRS, IHTU, KENO, VXYZ (fig. 30, Pl. II), concentriques avec ces
fuces, et dont les cotés, égaux a d.0,439593, soientinclinés de 73°31"53" 9
sur les arétes du cube. Opérant alors des troncatures, au moyen des trente-
deux plans ABE, BCF, CFL,. .., on obtient enfin le polyedre représenté
sur I'épure X1 ( fig. 48, PL. IV").

o
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85.
l=l, l’:[l, IZ=5, n'=3, _f;=12, f;=80,

XII
( ) F=92, S=60, A=1bo0..

I’ Ennécontadoédre se déduit du dodécaedre régulier, a peu prés comme
le Triacontadoédre du cube. D’abord, les relations (50) et suivantes, appli-

3 . T
quées & ce nouveau polyedre, donnent, en snpposant cos -z, = s:

1 I . 1 1 3— 45t . I T I a
COS ~) —= ———— SIl=Y) =—=- — Sl -Ihv= —_— COS -0,

o 1
s1n —
5)

SINZ, ==
T
SN ¢

5

. . T I ;‘)——,{i.cz
’ SIHQZ:QSSIH-%\/\_))—-[;SQ, a:\/ﬁ.

’ . . I
I'équation qui donne cos-w, est

2 I 1 T

§}— -5 —-cos = =0,

2 4 D

ou

1

5 — = § — 0,202 254 249 = o.

On trouve

s = 0,857 78075. ...
Par suite:

X, :61051,48”, 52213054,42”, g :—::.0,649 9';9,

¢ étant l'aréte du dodécaédre régulier inscrit a la sphére de rayon 1. Si
donc, apres avoir construit ce dodécaédre, on trace sur ses diverses faces
des pentagones réguliers concentriques avec celles-ci, et dont les cotés,
égaux a ¢.0,649 979, solent inclinés de 22°5" 18" sur les arétes voisines;
qu'enfin I'on opere des troncatures, au moyen de guatre-vingts plans con-
venablement menés, on obtiendra le polyédre représenté dans I'épure XII

(fig. 49, Pl V).
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86.
[=1, l’:l, Z”ZT, ’3=[h n,=63 n”:89

(X1 . .,
f;ZIQ, f;:87 .fszﬁa FZQ"'} S=48, A=72

[cohexaédre a faces carrées, hexagonales et octogonales. — Ce polyedre
est inscriptible & un cube formé par les prolongements des faces orthogo-
nales. ‘

De plus, les formules du n® 63 prouvent que le rapport entre I'aréte a de

Va —1

. \ A 2 N .
I'icohexaedre et 'aréte ¢ du cube, a pour valeur — D’apres cela, il

est facile de construire le premier polyédre au moyen du second.
Sur les diagonales ac, bd dela face abed ( fig. 34, Pl. IT), on prend

al=bm = ci=dk =2 ac — = ab.
7 7
On construit le carré /mik, auquel on inscrit 'octogone régulier ABCDEFGH.
On fait la méme construction sur les autres faces du cube. Il ne reste plus
ensuite u’a faire passer les plans ABX, V., CDPQ, EFRS,. .., et les plans

BCQIY, X,, DESTOP, FGIL,,K,ZR,. . ., pour obtenir I'icohexaédre.

87. Cette figure se projette, sur le plan de la face RS. ..YZ, suivant un
octogone régulier, entouré de quatre rectangles et de six hexagones,

épure XIII (fig. 47, PL. 1V).
[’angle diedre suivant RS ( fig. 34) a pour cosinus — \/—;, cet angle

, .3 .
est donc égal a = angle droit ; etc.
2

88. Remarque. — Silon représente par «, 3, 7y les trois faces de I'angle
triedre S, et par A, B, C les angles diedres opposés a ces faces, on trouve,

a cause de
_® L2 _____3
at—-;: lJ—:_;'?f, '}f—z
1 1 2
cosA = — —, cosB= — —, cosCz-—-\/.—-
V3 Va 3
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Par conséquent
A+ C=1a,
et

-D\IC-D

Ainsi, lorsqu’un angle triedre a pour faces un carré, un he.:cagone régu-

lier et un octogone régulier, la somme des trois angles diedres est egale a 9—
d’ angle drott.

89.
XIV) =1, =1, '"=1, n=4, =6, n'=1o0,

(fs———30, fs—-20 f,o-—lz F=062, S=120, A=18o.

Hexécontadvedre & faces carrées, hexagonales et décagonales. — On
reconnait sans peine qu’il est inscriptible 4 un dodécaédre régulier, formé
’ L K Fi L L]
par les prolongements des faces décagonales, et qu'il est également inscrip-
tible 4 un icosaedre régulier, formé par les prolongements des faces hexa-
conales.
Cela posé, les équations (49) et suivantes deviennent

X, +x,+ &, — 27,

Vi 16 Noxaw

. I . 1 . I
sin - x, Sin - & S0 — X g
2 o8 2

1
COS -y =
2')(

On tire, de celles-ci:

1 635 4 25 35 —2y>
COS-—)"-‘-_'-— ’ sm .JU = 1
2 241 P 1D
'.HI’L' ___1\/35——2\/3 L IT I 33 4+5V5

51 2 86 o 10 ’ blng"“’“d 3

On a ensutte:

5—54vh =
c0s2,, = cot— .’L”,C()t— ! O ¥ \/10—!—9\/
10 33+5\f5 \/J—-l

0 ) inl o 3:—-—12\::;
T — 298 - = .
Q'y 24 1
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Soit ¢ I'aréte du dodécaédre circonscrit au polyedre. On a, par une for-

| 25 + 115
COSZ“):;C 1o ;

\/ o(5+ v5)(33 —5 v5)
C — .
241 (25 +11V5)

Enfin, divisant la valeur de a par celle de ¢, on obtient, toutes réductions

mule connue,

d’ ou

faites,

COS

——

2
c 10 5

(61) a__\/g—l—l

ot A

90. On peut arriver plus simplement a ce dernier résultat. ABC, ABD,
CBD (fig. 14, Pl. I) étant trois faces du dodécaédre régulier, formant un
méme angle triedre, tracons sur chacune d’elles un décagone régulier, con-
centrique avec la face considérée, ayant cinq cotés paralleles 4 ceux de cette
méme face. Menons ensuite les droites aa’, bb', ¢'c¢”, d'd”,. . .: il résultera,
de cette construction, un polyedre a soz'xante-r]eux Jaces rectangulaires,
hexagonales et décagonales. Par conséquent, si aa’= ab, ce polyedre sera
I'hexécontadoédre semi-régulier.

Or, en appelant p, P les apothemes Op, OP, et A I'angle diedre du
dodécaédre, on a

hl,_,

ol

I ™ 1 T
p=-acot—, P— -¢ccot=y cOsA — —
2 10 2 5 v

D’un autre coté, la condition aa’ = ab équivaut a

a::z.(P—-—p)sinéA.

Conséquemment,

a=|c V5 +1 a\/m+2\/§ \/l"*—\/’g.
\/10——2\/5 V5 —1

ete.

91. Si, du milieu de l'aréte AB, on abaisse PR perpendiculaire a OB,
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on a
ﬁ -

PR = - ¢sinOBP = - ccos©;
2 2 5

5

De la résulte la construction de 'hexécontadoedre représenté, par ses

deux projections, dans I'épure XIV ( fig. 5o, PL. V).

92. Soient, comme au n° 88, «, 8, ¥ les trois faces de chacun des angles
triedres de I'hexécontadoedre, et A, B, C les angles diédres opposés. On a

oo 2 4
&= = ﬁz-”g'ﬂ', Y=x7
Il en resulte
B Y 5
cosA:mi\/ﬂi_—g—\’——a cosB:_\/ii’iﬁ/_", cos C — }_'H/‘.
2 5 15 2«5
puis
cos (A -+ B) = sinG;
et enfin

w | &

A+B+C=

Par conséquent, lorsqu’un angle triedre a pour faces un carré, un hera-

gone régulier et un décagone régulier, la somme des trois angles diedres est

égale a cing angles droits.

93.
4 /

l”:-_-_z, :3, n’:5, n =—j,

/
=1, =1,

XV
OV fimao, =13, fi=30,

F=62, S=20, A=120.

Hexécontadoédre a faces carrées, triangulaires et pentagonales. — Ce
polyedre est, comme le précédent, inscriptible & un dodéeaeédre et a un ico-
sacdre. Si on veut le constraire au moyen du dodécaedre régulier, on aura,
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en conservant les notations du n® 90 :

1 ' 1 T 1
p=-acotzy P=-ccotzy cosA=——,
2 5 2 5 V5

a=2(P—p)sin:A;

puis

o= (c—a) \/ﬁ‘fo‘/f\/’g?’_j)fg).

On tire, de cette équation,

a \/Ei-+1 2 T
(62) " 6 — 30053
De la résulte
2
p = 3‘ OR.

On voit aussi, en comparant les formules (62) et (61), que si deux hexé-
contadoedres sont inscrits 8 un méme dodécaedre régulier, les arétes de ces
deux polyedres sont dans le rapport de 3 a 5.

Le second hexécontadoédre semi-régulier est représenté dans I'épure XV

(fig. 51, PL V).

94. Remarque sur les polyédres semi-réguliers a trois especes de faces.
— Dans licohexaédre, les faces octogonales, hexagonales et carrées sont
en méme nombre que les faces, les sommets etles arétes du cube. De méme,
dans le premier hexécontadoédre, les faces décagonales, hexagonales et
carrées sont en méme nombre que les faces, les sommets et les arétes du
dodécaedre. Enfin, les faces pentagonales, triangulaires et carrées du second
hexécontadoédre satisfont encore a la méme relation.

95. ProeLEME. — Quels sont les polyedres semi-réguliers, du second
genre?

Soit P un polyédre semi-régulier, du premier genre. Silon construit le
polyedre p, conjugué de P relativement i la sphére circonscrite O (n* 1, 59),
il est visible que ce polyédre p, circonscrit & la méme sphére, sera semi-

XLI* Cahier. 7
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régulier, du second genre. Nous pourrions donc, des a présent, dresser un
tableau corrélatif de celui que nous avons donné ci-dessus (n° 56), et ren-
fermant les éléments de quinze polyeédres du second genre, tous possibles et
tous inscriptibles.

Néanmoins, comme il n’est pas évident, ¢ priori, que ce tableau contien-
drait toutes les solutions du probleme actuel, nous allons résoudre celui-ci
directement, en suivant la méme marche que ci-dessus.

96. Supposons donc que chacune des faces du polyedre cherché appar-
. . I iénte A s , b I ! iéme
tienne-a aangles polyedres de p“™ espéce, a A" angles polyedres de p'*“™ es-
pece, etc.; nous aurons

(63) ps,=AF, pls,=NF, pls,=NF,. ..,
et
(64) 3TA+ AN+ A"+...25.

Par suite, & cause des équations (3), (5) :

&

)‘ Yy )‘H
Sz(}-)-i——:-?—[———{—...)]?, 2A=(A+XN+2A"+..)F;

Hl
P

puis, par le théoreme d’Euler,

(65) F= N X 4 .
2(-~+-——,—|—-...)-§-—2—-—n
P P

en supposant
(66) A=A+ 2"+ o=n(").

Ces équations (65), (66) ne différent, que par la notation, des équa-
tions (47), (48), relatives au premier probleme. Elles donneraient donc lieu
aux mémes discussions que celles-ci, et elles admettent les mémes solutions
entieres.

Par conséquent, il n’y a pas de polycdres semi-réguliers, du second

- (*) Le nombre n, égal & 3, 4 ou 5, désigne I’espéce des faces du polyédre (n°® 50, 1°).
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genre, autres que ceux dont les éléments sont indiqués dans le tableau sui-

vant :
} N W )7 )2 J’ F S, | S 1 S, S A
I 1 2 3 6 12 4 4 8 ISj

1l 1 2 3 8 24 8 6 14 36
HI I 2 3 10 Go 20 12 32 | go
1AY I 2 4 6 24 6 3 14 36
\Y I 2 5 6 6o 12 | 20 32 | go
VI I 2 P 4 2P 2 P p+21 3p
—\TII_ ﬂ;_ 3 3 4 24 8 18 26 | 48
VIH | 1 3 p 3 2P 2 2P w+2f 4
IX % 2 3 4 12 8 6 14 24
X 2 2 3 5 3o | 20 12 32 6o
XI 1 4 4 3 2.4 6 32 38 | Go
XII I 4 5 3 6o | 12 | 8o g2 | 10
Xt « L X 4 G 8 48 12 8 6 26 =
NIV I I I 4 6 10 | 120 30 20 12 62 | 180
XY I 1 9 3.1 5 4 Go 20 12 3o G2 | 120

97. ABCD (fig. 16, Pl. I) étant une face du polyedre, supposons que
les angles polyedres en A, B,. . . soient de p*" espéce, de p'“™ espece, ete.
Désignons par ¢, chacune des faces de 'angle polyedre A, par ¢, chacune des
faces de I'angle polyedre B, ete. Soit, en outre, § la valear commune de
chacun des angles diedres (n*47,2°). Si I'on considere les polygones sphé-
riques réguliers correspondant aux angles polyedres A, B, C,. .., ona, de
la méme maniere qu’'au n° 62,

iy i3
. COS}—; COS;;

(()7) 51“'2'9"—'-'-"*“——1 ==
COs E?P CDS;C{JPI
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De plus,
(68) Z?\tpp—_:(n—z)-fr.
Si I'on suppose
9=7T-—y', p = T — Ly

on obtient, au lieu de ces équations :

7t ™
. cos ]—; cos I—)_' .
Sll‘l - ) ap— . _ —_— Ll L] ->
2} sin - x sin lx ,
5 P o, P
2 A X,== 27,

Celles-c1 ne different, des équations (50) et (4g), cque par le changement
de n en p. Et comme, d’apres le tableau ci-dessus, les seules valeurs de p,
7y P’ . quiil convient d’essayer, sont précisément les anciennes valeurs
de n, 7', n" (n°56), il s’ensuit que & toute solution des équations (50) et (49)
correspond une solution des équations (67) et (68), et réciproquement. De
la résultent les propositions suivantes, qu’il suffit d’énoncer:

98. TurEorkEME. — 1° Tout polyedre semi-regulier, du second genre, est
conjugué d’un polyedre semi-régulier, du premier genre, ET VICE VERSA ;

2° Tout polyedre semi-régulier, du second genre, est circonscriptible;

3° 8¢ dewx polyedres conjugués, P, p, sont l'un inscrit et |’ autre circon-
serit a la méme sphere O, de facon que les sommets du premier sotent les
poles des faces du second, ET VICE VERsA, deux arétes correspondanteg quel-
conques sont réciproques (n° 1).

99. On a vu (n° 58) que la recherche des polyédres du premier genre
équivaut a la décomposition de Ja sphére en polygones réguliers. De meme,
a tout polyédre du second genre correspond une décomposition de la sphére
inscrite, en polygones égaux et tels, qu’ autour d’un méme sommet les angles
sont tous égaux entre eux.

Si la premiére décomposition est effectuée, il suffira, pour obtenir la dé-
composition conjuguée, de joindre, par des arcs de grands cercles, les
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centres des polygones quiont un coté commun. Au contraire, pour revenir
de la seconde décomposition a la premiére, on doit chercher, dans chacun
des polygones sphériques, le point également distant de tous les cités : les
pouints ainst déterminés sont les sommets des nouveaux polygones.

Soient, en effet, I, K, L, M (fig. 17, Pl. I} les centres des polygones
réguliers ayant un sommet commun A, et appartenant 4 la premiére décom-
position : le polygone IKLM fera partie de la seconde. Or, les points
P, R, S, T sont les milieux des arcs AG, AE, AF, AB, lesquels sont tous
égaux entre eux (n°58) ; donc

arc AP —arc AR = arcAS—=....

100. Remargue. — Si, du point A comme pole, avec 'arc AP pour
rayon sphérigue, on trace une circonférence de petit cercle, elle touche,
aux points P, R, S, T, les arcs AB, AC, AE, AF. Autrement dit, les poly-
gones sphériques, relatifs a la seconde décomposition, sont circonscrip-
tibles.

Cette propriété, rapprochée de celle qui a été énoncée au n°® 61, donne
lieu au théoréme suivant :

101. TuEorkmeE — Si deux polyedres P, p, semi-réguliers et conju-
gués, sont l'un inscrit et "autre circonscrit a une méme sphére :

1° Les sommets de P, adjacents a un sommet A, sont situés sur une
circonférence qui a pour pole le sommet A

2° Les faces de p, adjacentes @ une face a, sont tangentes @ un cone de
révolution dont le sommet est sur le diametre perpendiculaire ¢ a;

3° Chacune des faces de p est circonscrite a une circonférence qui a pour
centre un sommet de P.

102. Les ¢léments de chacun des polyedres du second genre pouvant
étre déterminés par les équations (67) et (68), il serait facile d’exprimer, en
fonction des quantités qui entrent dans ces équations, I'aire et le volume de
cette figure, les longueurs de ses arétes, etc. On obtiendrait ainsi des for-
mules analogues a celles des n* 63, 64.

Nous négligeons ce calcul, qui présente peu d’intérét, et nous revenons.
immédiatement au tableau de la page 51.
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Enumération et construction des polyedres du second genre.

I A=1, A =2, ngs PIZG, 53:43 55:45
() S-——:S, -F:IQ, A=18.

Dodécaedre a faces triangulaires. — Ce polyedre, conjugué de l'oc-
taedre & faces triangulaires et hexagonales (66), dérive, comme celui-ci,
du tétraédre régulier.

Mais, tandis que I'octaedre est un tétraédre tronqué, le dodécaedre dont
nous nous occupons peut étre considéré comme un tétraedre accru ().

Supposons, en effet, que sur les faces d'un tétraédre régulier ABCD
(fig. 18, Pl. 1), on éleve, en prenant ces faces comme bases, quatre py-
ramides triangulaires régulicres EABC, FABD, GBCD, HACD, dans les-
quelles les angles diedres EA, EB, EC, FA, etc., tous égaux entre eux,
aient une grandeur convenable : la figure composée des cinq tétraédres sera
le dodécaédre demandé. Il est représenté dans 'épure 1’ ( fig. 56, PL. F1).

Ce dodécaedre n'est pas primitif, ce qui devait étre (Poixsor, Comptes
rendus, t. XLVI, p. 73).

104. La détermination des éléments du dodécaedre résulte simplement
des équations (67) et (68), qui deviennent

cos = cOs =
. 1 3 6
5111;9:: = y @+ 20, —= 7.

I 1
COs5 — % (0S— ¢
2 13 2 36

On tire, de ces relations :

’
1 1 i

. I 1
SM—Q,=—=—=, ¢coS~-Q,=—-\/—
2 " ° 2\/5, 2@“ 2 3’
SIn Q@ ::coslcpzl,\/u COS P, = — L
6 9 '3 0 ) 8 18
Cor 3 I/ o r . 6
sin-0=-"—, c¢os-0=1¢\/—+ cosf=—~L, SInQ:——\/;.
2 Vi 2 It , 11 1t

(*) Faute d'une dénomination satisfaisante, j’emploie celle-ci.
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Les Tables donnent ensuite :

¢,— BEC =112°53'7",4, ¢,= EBC=ECB = 33°33"26",3,
f = angle EC = 129°31"16".

105. Sil on représente par « 'inclinaison de la face EBC sur la face ABC,
et par 3 I'angle diedre du tétraedre régulier ABCD, on doit avoir, en méme

temps :
sin @ sin o
—_—— 2“ — 9 — 8-
Sl = Sm?ﬁ, !
3

La premiere équation donne:

: o 5
sina = 2 \/3‘)3-: cosac::%..g, COS 2« = %, « = 29°29  46".
A cause de cosf = -15 ) SIN 3 = -3- \/ 2, la seconde équation devient iden-
tique.
106.
(I1) rA=1, N=2, p=3, p'=8, =8, =6,
S'—_:I[h F:?~4, A = 36.

lcotétraedre a faces triangulaires, ayant huit angles triedres et six angles
octaedres. — Ce polyédre, représenté dans I'épure Il ( fig. 54, Pl. F1),
résulte de la juxtaposition d’un octa¢dre régulier intérieur et de huit pyra-
mides triangulaires régulieres. Il n’est donc pas primutif.

107. Les équations

7 7 ,
SiI].-I- 0 — cos§ _ cos§ P20, =7 sin 8 _ s.incc
2 cos — Py COS— Qg 3 8 ’ sin~  CMys

2 2 3

donnent :

2+ V2
4

7

o I 1 | I
smg@szz\/[l—z\/a, COS;@szz\/12+2\/£a COS P, ==
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sin@, = cosi @3=% Vio—4y/2,

o 5 a2y 348Vs ., _
SIH;Q—— 2 \/"T’ COSG—-— 17 ’ Slﬂg—— G (G“—' v2),
sina:z\/w, cosza=*5+32‘/2-

Al 51

o, =31°22"21", @o,=117°15' 17", 8=147°21'0", «a=18°56"22".

Par suite :

108.
! 4
A=1, AN=2, p=3, p'=10, s,=20, s

S=32, F:GO, A:::go.

—re L)

(1I1)

Hexécontaedre a faces triangulaires, ayant wingt angles triedres et
douze angles décaedres. — Ce polyedre, conjugué du triacontadoédre ré-
gulier & faces triangulaires et décagonales (68), se déduit de I'icosaédre
régulier, comme les deux polyedres précédents se déduisent du tétraédre
et de I'octaedre. 11 est donc non-primitif (épure 1II') ( fig. 55, PL. F1).

Les équations (67) et (68) deviennent

T ¥
COS = COS§ ——
sin — U = — — @+ 20,,=7.

COS§ — COS —
> Ps > %10

On conclut, de celles-ci :

.1 5 — 5 1 35 +v5 15 4-v5
snn;@,oz\/ o cos;cpw:\/ o0 C0se,, = ,

20
1 . 1 = . 1 1 .1 0+ 3ov3
COS;@3=SIHCP‘OE2_‘0\/170—30\/5, Sll];@—':-";\/ 7 61 ’
' ) 5vVh . —
cosf = 944—6: \/_7 smB::g;(g \/5—- 10).

I.)icosaedre central donne ensuite l’équation

sinf sina

: ?
. T SINnG
sin = 110

3



SUR LA THEORIE DES POLYEDRES. 57

d’ou l'on conclut:

sina:\/74—30\/5 5(7+12v5)

g3 7 Cos2a=——ns

On trouve enfin

@,,=30°28"49", ¢,=119°2" 21", 8=160°36"45", a=11°12"41".

109.
A=—1, 7\’:2, p:[l, p’::G, 54_——6, .5'6:8,

(IV) |
S=14, F= 24, * A= 36.

\

\

Icotétraedre a faces triangulaires, ayant six angZes tétraedres et huit
angles hexaédres. — Ce polyédre, conjugué du décatétraedre a faces car-
rées et hexagonales (69), est un hexaédre accru, épure IV’ (fig. 57,
Pl. VT).

En conservant les mémes notations que précédemment, on trouve ces
valeurs tres-simples :

Sin = @, = — COS@, =1 Sin —coslcp——l\/g sinl f— >
: 2@3‘""\/6’ @5“3’ Ps — 2 TAT 3 ’ > —\/1_(_;,
I I . 3 ’ . 1
cos-f=—, sinf==:, cosf—=—24, sina=L,
2 “10 J 5 Ja
3 )
€os ¥t = > = sinf.
[.e dernier résultat équivaut a
i
sza—l—-;
2

. . A ' N . ) 'L
ce qui doit étre, attendu que, dans 'hexaedre intérieur, § = -

On a enfin
¢, =67°11'23", 0,=83°37" 14", 8=143°7"48", a=26°33"54".
110. 4

|'A=1, N=13, p=5, p'=6, s=12, s;=20,
(V) _ . .
? S=3a, F=60, A=qgo.
XLI* Cahier. 8
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Hexécontaédre & faces triangulaires, ayant douze angles pentaedres et
vingt angles hexaédres. — Ce polyédre, conjugué du triacontaedre a faces
pentagonales et hexagonales (70), se compose d’un dodécaedre régulier
intérieur et de douze pyramides pentagonales régulieres, ayant pour bases

les faces du dodécaédre, épure V' (fig. 52, Pl. V).

[.es équations qui déterminent les éléments de ce polyedre sont :

™ n

COS — COS = . .
Sin—l-g-— 5 6 O -+ 20, = 7 stnf __Sina.
2 cos ——_cosl o , 5 P sit 27 sing,
— — ]___
2?' 9 18 5
On en tire:
. 1 V5 <1 ' — V5
SiN~- @, == —=—3 COSQ,=—= u y
2 4V3 12

. . 3 5
31nqo3zcos-;-<p5::l—l;\/58+ 18 \/5, sm-; :;\/22_:,;‘/5,

g 1 58 — 18 V5 . g __ 6 ry . 80 + 9 V>
COb;g-—-;\/ 109 ’ Slllg-——*;-;'g(5\/t)——4), COSB-—— rog ’
L 25 — 4 V5 3543245
Sm“"”z\/ 545 ) COSEE TR

Par suite,

@6355041’26”, @5:68037,8”, 9:[56043’7”, a_—:20°4'36”,
111,

A=1, ?\’=2, P=p, [)’_-:[;, .s'p-::z, Sy =}

(VI)
3 S=p+1a, F=o2p, A=3p.

Double pyramide,. épure VI (fig. 41, Pl. [1]). — Chacun des an-
gles tétraedres doit étre régulier. Par suite, sil’on désigne par R le rayon
du cercle cireonscrit & la base des deux pyramides, par B chacun des angles
de cette base, et par 4 la hauteur de chaque pyramide, on a

h:—:Rtang%B.
112,
rA=1, N=3, p=3, p=4, s,=8, s,=18,

(VII) |
S—126, F=o24, A=48.
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lcotétraedre a faces quadrangulaires, ayant huit angles triedres et dix-
huit angles tétraedres. — Ce polyédre ne semble pas d’abord dériver sim-
plement d’un polyedre régulier. Pour avoir une idée nette de sa forme,
nous emploierons l'icohexaedre a faces triangulaires et carrées (712).
Celui-ci admet trois sections principales, situées dans trois plans perpen-
diculaires deux a deux; et ces sections sont des octogonés réguliers, ayant
pour cétés les médianes des faces carrées de I'icohexaédre (75). De la
résulte que l'icotétraédre admet également trois sections principales régu-
lieres : ABC...GH, GIKL.CMNP, ARK...NQ (fig. 33, Pl 11, situées
dans trois plans perpendiculaires deux & deux, et dont les sommets coinci-
dent avec ceux des dix-huit angles tétraédres. Quant aux huit sommets
triedres, U, V, X, Y, ..., on les détermine aisément en observant que
chacun d’eux est l'intersection de trois plans connus: par exemple, le
sommet U est situé sur les plans BAR, BCL, LKR. Eunfin, les som-
mets U, V, X, Y,... sont situés surles di agonales du cube qui aurait,
pour centres de ses faces, les points A, C,. .., G, K, N. L'icotétraedre a
Jaces quadrangulaires est donc un cas particulier du trapézoedre de la

Cristallographie, épure VII' (fig. 59, Pl. F'I).

113. — Nous avons trouvé (72):

4
S S 12+ 2y2
A VAT
Or (97)
Cr =T — Xy, Q=7T,, Q:W_y’
donc

4
1 12—+ 2y2
sin~f§ = Y :
2 17
puis
= - —
2 — V2 2 42 =4V
CoSQ, — y COSQ, == 8‘/ ’ cosd = 4 _“ .
4 17
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On trouve enfin :

0, = 81°34'44", e¢,=115°15'48", §=138°6'34".

3= 2P

) P=P', P’=3a Sp=— 2,
( S=2p+ 2, A= 4p.

Polyedre formé par Uensemble de deux pyramides réguliéres (*) égales,
a p faces latérales quadrangulaires, ayant pour base commune un poly-
gone régulier gauche, de 2p cétés.

Les équations (67), (68) donnent, dans le cas actuel :

F=ap,

1 1 ‘ ' . 1 ) |
cos-@,==-4/3 — 2cos-, sin-f§= ,
2 2 P 2 2 C0S = §
P ¢
2

0,= 27— 30, (™).

Dans 'épure VIIT' ( fig. 42, Pl. 11]), nous avons supposé, successive-
ment, p=24, p=2>5, p =06 (76) (**¥).
Il résulte, de ces hypothéses :

[0 005@3—_—2(1——\/-5), ' 0059_——:53/——3;
¢, = 101057'10”; f#=105°8"30";
‘ cos P, = Sl L cos72°, cosf= — —;
2° / 4 V5
( ¢, = 108°, 8=116°33'54";
20 ‘ COSP, == ':\/3: cosf = — 7'3_
( 0, =111°28"14", f=125°1553".

(*) Ou plutdt par la pénétration de deux angles polyédres réguliers égaux.

(**) Les deux premiéres formules peuvent étre remplacées par celles-ci :

1 13
— — COS —

1 T 2
COS g3 == — ~— COS =) cosf = T P,
2 n
p —~ — CO§ ~
2 P

(***) Sil'on supposait p = 3, le poly¢dre serait un cube.
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115. Sur I'épure, les projections horizontales des trois polygones gau-
ches sont des polygones réguliers. Il est visible que cette propriété est géné-
rale.

116.

(IX A= 2, )\":29 ]):3, ‘p,:da 3328’ .54:61
) S =14, — 12, A=24."

Dodécaédre a faces quadrangulaires. — Ce polyedre, conjugué du déca-
tétraédre & faces triangulaires et carrées (77), a une construction ana-
logue a celle de Ticotétraedre (112). 11 admet trois sections principales,
AFCE, ABCD, BFDE (fig. 31, PL. I1), situées dans trois plans perpen-
diculaires deux a deux, et dont les sommets sont ceux des angles tétraedres.
Quant aux sommets triedres, G, L., K, I, M, N,.. ., la détermination en est
facile, attendu que chacun d’eux est l'intersection de trois plans connus.
Par exemple, le sommet M est dans le plan mené par BC, parallélement
a EF; dans le plan mené par BF, parallelement a AG, et dans le plan mené
par IFC, parallelement a BD. De plus, ces plans sont précisément ceux des

faces BMCN, BMFG, CLLFM, lesquelles sont des losanges.

117. 11 est visible que MN = X EF. De Ia résulte Tx — .. Ainsi, /es
2 ) : Va

Sfaces du dodécaédre sont des losanges, dans lesquels le rapport des dia-

| .
gonales est — - Par suite,
2

cosBMC = — 3, cosBM=— 1, angle BM = 120°.

Ces résultats, anxquels on peut arriver aussi par les équations (67), (68),

prouvent que le polyedre dont il s’agit ne differe pas du dodécaédre rhom-
boidal de la Cristallographie, épure I1X' ( fig. 53, Pl. V1).

118.

(X)

§A:z, N=2, p=3, p'=5, s,=n20, s,=12,

S=32, F=:30, A = 6o.
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T'riacontaédre. — Ce corps, dont Romé de I'Isle s’est occupé (¥),
résulte assez aisément du dodécaédre régulier. En effet, si les faces du dodé-
caédre sont les bases de douze pyramides pentagonales régulieres, égales
entre elles, le polyédre ainsi formé aura, en général, soirante faces trian-
gulaires. Mais si les deux triangles qui s’appuient sur une aréte du dodé-
caédresont dans un méme plan, les soixante faces triangulaires seront rem-
placées par trente faces quadrangulaires, égales entre elles. On reconnait sans
peine que ces quadrilatéres sont des losanges, épure X' (fig. 61, PL. V1I).

119. Remarque. —l.e triacontaédre et le triacontadoedre a faces trian-
gulaires et pentagonales (78), polyédres conjugués, dérivent du dodé--
caédre régulier, 'un par troncature, I'autre par accroissement.

120.
(‘{I) 5 r=1, N=4, p‘*"_:ﬁ, [)’.‘:3, s, = 0, s,= 32,
| ( S=38, =24, A= o6o.
lcotétraedre a faces pentagonales. — Pour déterminer la forme et les

éléments de ce polyedre, nous le déduirons du triacontaoctaedre (79), dont
i1l est le conjugué. Dans ce dernier polyedre, qui est inscriptible, chaque
sommet appartient a un carré et a quatre triangles éyuilatéraue, et, sil’'on
considére la décemposition correspondante de la spheére circonserite (58),
on y trouve ce méme arrangement.

Soit done, sur cette sphere, ABCDEFK ( fig. 19, PL. I) la figure formée
par le carré ABGD et par les triangles équilatéranx ABE, EBK, KBF, FBC.
Si, par les sommets A, E, K, F, G, on meéne les plans tangents a la sphéve,
ils détermineront, par leurs intersections avec le plan tangent en B, I'une
des faces de I'icotétraedre cherché.

Soit (fig. 20, Pl I) acfke cette face, dans laquelle ac =ae, et
of = fk = ke.

Soient ¥, ¢, 2, ¢, « les points de contact des c6tés avec la circonférence
inscrite, circonférence (ui a pour centre le sommet B (101, 3°). Si nous

——

- -

(*) Czi.st.a!!r)gmp/:ic de Haiiy, t. 11, p. 57.
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prenons pour unité le rayon de la sphere, nous aurons, en conservant les

notations des n° 79 et suivants :

By=B¢=...= 2tan0‘—y, vBp=0¢Br=...=1,,

I I
«By==x,, cy=ce=...=atang-ytang_x,,

I 1
ay—aax — 2 tang:y tang 5 Ly

En effet, ac est perpendiculaire a I’aréte BC (98, 3°); donc By est tan-
gente a Uarc BC; ete.

121. Nous avons trouvé (79 et 81):

oS - -—\/ d Sin - \/ v—2
32)’—— Q.(V-—l)’ y 2(0-——:

v —hv—4=0, v=12,382975770

/4

ha,+x,=2m, x,=65°11"16",5, x,=99°14'64", y=43"41"27",
en s_upposant
1
COS L, =

Il résulte, de ces valeurs:

tane - ¥y = \/2—2, tan .:t:—--\/”“l
g;y_ v 53 Y=t 1

2 \/v?—1 2 Vp?—1

|
ng - x, — — tang — -
tag2 4 b2.23'3 2 P\/V ?
(F==2) (v—1)
C — L ==...— %9
4 ¢ \/ v(v+41) ’
(v—2)(v—1)
— Qa ::: —_ —_1) =
ax \fv 2) (v*—1) = v\/ i ;

c=f=k=-e=114°48'43",5, a=80"45¢",

Chacune des faces de I'icotétraédre est donc un pentagone dont tous les
éléments sont connus. De plus, les angles égaux a ¢ sont assemblés trois a
trois, et les angles égaux 4 a sont assemblés quatre a quatre. On peut done,
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de proche en proche, construire ou projeter la surface de ce polyedre,

épure XI' ( fig. 58, PL V).

122. Remarque. — Les sommets tétraedres, tels que a, appartiennent
a un octaedre régulier. En effet, cette figure est conjuguée du cube formé
par les prolongements des faces carrces du triacontaoctaédre (84).
123.
A=1, X=4, p=5>, p'=3, s,=12, s,=38o,

XII
(X1 S=g9g2, F=060, A=1bo.

Hexécontaedre a faces pentagonales.— Dans I’ Ennécontadoedre, chaque
angle polyedre est formé par la réunion d'un pentagone régulier et de
quatre triangles équilatéraux (83). Par suite, en raisonnant comme dans le
cas de I'Icotétraedre (120), on trouve que la face de I’'Hexécontaedre est un
pentagone circonscriptible acmhf ( fig. 21, PL."I'), dans lequel

«By = ABC = x,,
'yB,u — MBn —=...=(CBM = N S

De plus (fig. 22, PL. 1), ) -
Ba=By=...= 2tangéy, Cy=—=Cp=...= 2tang12:}"tangéx3,

ay —ax — ztangiytang];%.

Mais (85):

tarigiy::ﬁ—[w?, cosiwa_—:s, T, + fx,=27,
1
$3— 75— 0,202 254 249 = o,
s=0,85778075...,

x,= 61°51"48";
done :

4s (25 —1) Vl——s’,

85t — 8541

1 I - ) l. _ _
tang;.ra—_—_;\/l—-s , tang-ur =—tangaz,

Ba=By=...= 2\/3—432, cy:c.u:_-...-_-:;\/(fi—-dﬁ)(l —$7),
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Si:—(jgsrﬁi)l \/(3 —457) (1—5%),

c=m=h=f=7n—x,=1188 127,

ay=aa =

/ /4
a=7n—x,=4x,—7=07"27 12",

124. Soit donc acmhf (fig. 22, Pl. I) un pentagone circonscriptib]e,‘
dont les angles aient les valeurs qui viennent d’étre écrites.

1° Autour du sommet a, assemblons quatre autres pentagones égaux au
premier, de maniére que 'angle pentaedre a soit régulier : il résultera, de
cette construction, une surface polyédrale ouverte, a cinq faces, et ayant

pour base le pentédécagone régulier gauche flimceb...qrf ( fig. 23, PL. I).

2° Dans chacun des angles rentrants f, c, e, k, p, introduisons un penta-
gone éegal a tous les autres, en observant que chacun d’eux soit disposé de
la méme maniére par rapport a 'angle qu'’il vient fermer.

3° Au moyen de ces cinq nouveaux pentagones, nous pourrons con-
struire cinq surfaces polyédrales S, T, U, V, X ( fig. 35, Pl 1I), égales a
la premiere, et qui, par leur combinaison avec celle-ci, constitueront une
calotte bo@fe’dralé a trente faces, ayant pour base un polygone 1 2 3...30,
de trente cotés.

4° L’ensemble de cette surface polyédrale et d'une seconde surface, sy-
métrique de la premiére rélativement au centre du polygone gauche qui leur
sert de base commune, donne enfin I'hexécontaedre représenté par I'é-

pure XII' (fig. 62, Pl VII).

125. Remarques. — 1. Dans I'exécution de cette épure, nous avons sup-
posé les cinq faces de I'angle pentaedre a également inclinées sur le plan
horizontal. D’apres cette hypothese, I'inclinaison commune « est donnée par
la formule

I
tang - a
® g tang 33° 43’ 36"
CosSx = = —
% tang 36
tang =

d’ou il résulte
[ it 23014,25”0 )

XLI® Cahier. 9
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II. Dans I’angle triedre ¢, chacun des angles triedres peut étre calcule
par la relation connue

in ohservant que ¢c==7—x, (123), on la transforme aisément en
celle-ci :
o 1 |
sin-(C = ———
2 |
281N -0

2

(qui donne

C=153°10"24".

~ III. Pour obtenir la projection horizontale de I'angle pentaeédre S, il a
fallu, préalablement, projeter 'angle pentaédre a sur un plan parallele a
I’aréte /f et perpendiculaire & QS, O étant le centre de l'icosaedre régulier
dont @, S, T, U, V, X sont six sommets. D’ailleurs, 'angle aQ5 =
est déterminé par la formule connue

cosQa—‘—*\/—lg-s
qui conduit a
0 =63°26"6" (7).
126. | |
| A=—1, A==1, 7\”::.[ — '—= 6 )”:::8
(XTI  p=h =0 =S,
s, =12, §=28, s;=06, S=206, F=48, A=r7a.

Tessaracontaoctaedre. — Ce polyedre, conjugué de l'icolexacdre a fuces
carrées, hexagonales et octogonales (86), a toutes ses faces triangulaires.
Il a douze angles tétraedres, huit angles hexaédres et six angles octaédres.

L'icohexaédre étant inscriptible & un cube, formé par les prolongements
des faces octogonales, il en résulte (que les sommets octaedres de la nouvelle

(*) Ces constructions auxiliaires, non indiquées sur I'é¢pure XII', rendent celle-ci trés-longue et
trés-difficile. Malgré tout le soin (ue nous avons pu prendre, elle renferme encore quelques légéres
inexactitudes. Cette observation est applicable & plustears des dessins ui accompagnent ce Mémoire,
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figure coincident avec ceux d'un octaedre régulier. On peut done conside-
rer le tessaracontaoctaédre comme formé de six pyramides égales, ayant
pour bases des octogones réguliers gauches.

127. Afin de déterminer les éléments de ce polyedre, reportons-nous a
I'icohexaédre conjugué de celui-ci (86). Les équations (49) et (50), appl-
quées a I'icohexaédre, deviennent -

cos = oS — oS =
COS - Y = - 6 5 L+ Lg4-T; =2
=== ok a=a
s51n — X, sIn - Xy Sin — Xy
2 2 2
On conclut aisement, de celles-ci:

2 — V2 6 — V2 146y,

cos X, = ——»  COST, = S oS Ty = >

puis

x, =92°47'53", x,=124°58'31, x,=142°1336",

Soit maintenant ABC (fig. 24, Pl. I) une face du tessaracontaoc-
taedre, A étant le sommet tétraedre, B le sommet hexaedre et C le sommet-
octaedre. Nous aurons (97): )

A=z—x,=87%12"7",
B=7w —x,= 551" 29",
C=m—ax, = 37°46"24";

puis

,', I 12 7!—4—12\/;
S111 — § =— ¢0oSs — — —_— COSQ = ’
29 ¢ ay \/14—\/2 97

§ étant I'angle diédre du tessaracontaoctaédre. On trouve

§ —=15h°4'56".

128. Q étant le centre du polyeédre, soit J I'inclinaison des arétes GA,
g.
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CB sur I'axe CQ, supposé vertical. On a

.o
sin ;C . 7
Sind = ——~ = - /2 —V2
sin ~ 2 3
8

3= 45°40"38".

129. La projection /forizontale du triangle CAB est un triangle cab
(fig. 25, PL. I), dans lequel

ca CA sin B
¢b 7 CB ™ sinA’?

de plus, I'angle cab =45 degrés. Le triangle cab est donc connu.

130. Les éléments du tessaracontaoctaédre étant ainsi déterminés, on
construit aisement I'épure XIII' ( fig. 60, PL. FT).

151.

| ' rA=1, N=1, A"=1, p=4, p'=6, p'=10
(xw.‘ =B £ ’

[ s,= 30, s,=20, s,,=13, S:Gz,. F=120, A=80.

L’ Hécatonicoedre semi-régulier a douze sommets décaédres, qui coin-
cident avec ceux d'un 1cosaedre régulier. Il se compose donc de douze
pyramides égales, ayant pour bases des décagones réguliers gauches,
épure XIV' ( fig. 63, PL V1I).

Les considérations qui nous ont servi tout a I'heure sont évidemment

applicables au nouveau polyeédre. Elles donnent, a cause des valeurs trou-
vées dans le n° 89:

| 5 —a/3

cos A = ¢0s (7 — T,) = — COS T, = .53‘ ’

5—2y5

cos B = cos (7 — x,) = — cosx, = - 202\/—:
5

cosC=cos(wf—qx,u):-—cosx,o—*g_};ﬁi‘/g;

puis

A =88°5¢9'31", B=05814"17", C=32°46"12".
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On a ensutte:

6(35 4+ 2 V5)
241

f=164°53"17".

179—4—24\/5,

, cosf = e

- sin £ = cos =
n 23’—

132. Soit CQCG'A (fig. 26, PL. I) la section faite dans le polyedre,
au moyen d’un plan passant par deux sommets décaedres voisins C, C', par
un sommet tétraedre A et par le centre Q.

On a, comme ci-dessus (128) :

I

Sin - C - ey
sind o sin 16°23'6”
g — — - )
. 0w sin 13°
siny —
10

§ = 65°54"15".

Dans le quadrilatére ACQA’, on connait C=0C'=/J, et 0=63"26"6"
(123, III). On peut donc, comme pour le tessaracontaoctaedre, construire
le triangle CAB (127), d’abord en vraie grandeur, puis en projection hori-
zontale; etc.

155.

(XV) A=t A=, M=o p=3, =5, )=,
F=60, s,=20, s,=—12, s5,==30, S=062, A=120.

HHexécontaédre a faces quadrangulaires, ayant vingt angles triedres,
trente angles tétraédres et douze angles pentaedres. — Comme 1'hécatoni-
coédre, ce polyedre est inscriptible & un icosaedre régulier. Il en résulte
que 'hexécontaédre peut étre considéré comme compos¢ de douze pyra-
mides égales, & faces quadrangulaires, ayant pour bases des décagones
réguliers gauches (126).

134. ABCD (fig. 27, PLl. I') étant une face, sotent A, D les sommets
tétraedres, B le sommet triedre, C le sommet pentaédre. Les formules gé-
nérales deviennent

A:-_D:w—x“ B:W——.I‘s, C"—"—'—“-'??‘—-x's,
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oS — cos = oS =
; 4 3 =5 - —
oS -y = —(— = —F— = —F—» 2T, + L+ T=27
sin - x, Sin — Xy sin — Xy
2 2 2

A cause de

I
E(xa—}—xs) =7 —x,,
I'équation qui donne cosy est

16cosy — 2 (14 cosy) — (3—|—\/5)(1 +cosy)-—2(1—|—\/5) (1— cosy)=o.

On en tive:

19 -+ 8v5
COSY — — .
Conséquemment :
5+2\/-::)A ‘2\/’-.";——-5 3 e ( \-5
COStr3 == _"“_' ? COSJCi — —— 9 Cosxs = ‘) —

20 10

4(:

les Tables donnent ensuite :
y=12552"42", w,=61°43'53", &, =93°1"33", a,=112°13"1".
On a done, dans le quadrilatere ABCD :

A=D=286°5827", B=11816"7", C=067°46"5¢".

135. L’inclinaison § des arétes CA, CB sur I'axe passant par le sommet C
est donnée (128) par la formule

R 1
sin ~ C
sin ¢ = .
sin =
5

On trouve .

= 71°33'57".

Au moyen de ces valeurs, nous ‘avons construit I'épure XV’ (fig. 64,
Pl VII).
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136. Remarque sur les polyedres semi-réguliers & trois especes de
sommets. — Dans le tessaracontaoctaédre, les sommets tétraedres, octaédres,
liexaedres sont en méme nombre que les arétes, les sommets et les faces
d’un cube. De méme, les sommets tétraeédres, hexaédres et décaédres de
I'hécatonicoedre sont en méme nombre que les arétes, les sommets et les
Jaces du dodécaedre régulier. Enfin, les sommets triedres, pentaédres et
tétraedres de I'hexécontaédre a faces quadrangulaires satisfont & une rela-
tion analogue (93).

3 décembre 1862.




