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SUR LES EQUATIONS SIMULTANEES HOMOGENES

PAR

BE. CATALAN
PROFESSEUR D'ANALYSE A L’UNIVERSITE DE LIEGE.

I. Je suppose que, dans les équations de la forme ordinaire :

dz_dy_dz_du_
e (1),

les quantités P, Q, R, S,... soient des fonctions, homogénes et du premier degré,
des variables =, y, 3, ,...; et pour fixer les idées, Je considére ‘soulement le cas
o le nombre de ces variables se réduirait 4 quatre; de maniére que

'P=Aac +By +Cz +~Du,
Q=Az +By +Cz +Du,
R == A"z + B"y + C'2 + D'u,
S — A'z+ B"y-+ C"s+ D'u.

(2)

Si I'on désigne par 2, X, 2", 1" des constantes quelconques, et que I'on pose pour

abréger:
K=»A, L=3B, M=23C, N=3D, (3

on pourra remplacer chacun des rapporls (1) par

Mz + Vdy + V'dz + X"du i
Kz + Ly +— Mz + Na *

Maintenant, disposons des facteurs 1, X, 1", X" de facon que

SR U N LA
L S S, (5)



PURA ED APPLICATA. 67

s élanl une inconnuc auxiliaire; c’esl-a-dire prenons les équations
P q
(A— 8) 3 + AW -+ Au)‘ll_i_ Amxm= 0 ,
BR + (Bl — 8) )‘l _|_ ann_’_ B"'A”': 0 ,

CA+CY + (C"— 2"+ C""=0, ©
DA 4+ D¥ + D) + (D"— ) X"=10:
I’ inconnue s sera délerminée par I’équation
A-s, A, A", A",
B, B-s, B, B
=0 (7)

¢, ¢, (-5 0C"
D, D, D' D"
II. A cause des relations (5) la fraction (4) se réduit a
1 .d(+ 2y 4+ 2"z +1"s)
s Mo+ Ny+2z+ A"y

Par conséquent, si I'on représente par s, s,,8;,s, les racines de I'équation (7)
(supposées inégales pour plus de simplicité); par Ay, A5 A3, Agy X'y ..o des valeurs
correspondantes de A, X, A", A", vérifiant les équations (6), on aura pour inlégrales
des équations differentielles proposées:

L L
e Ny + 2z 2 e+ Ny + 2+ 3
ky o k,
L L
(xaw + Vs + Nz + x'"au)’ﬂ: (Mw - Ny Vg + )»”'z.u)“ ™ @)
ks
HI. - Application - Je suppose que les équations (1) se réduisent

ki

auquel cas les équations (6) deviennent
A—sN=0, Y—si'=0, N—s\"=0, "—si=0 (10

(*) Pour plus de symétrie, j’ai pris quatre constantes arbitraires; mais, ainsi que cela doit étre, el-
les se réduisent a trois; car I'on peut faire
53 £3 A

ki=a'2kt, k=p3k’t, k= yuk"
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11 résulte, de celles—ci,
st—1=10 N (11);
ou
sl=+1’ 32"—=—-1, 33=+‘/-", S4=—‘/-—'l.

D’ailleurs, on satisfait aux équations (10) en prenant
n=1, Y=1, =1, M=1,
Lh=—1, ¥V=4+1,V,=—1, M =41,
=4 -1, M= — 1, V3= — /-1, V"= + 1,
Y= — -1, V= — 1, =+ -1, = 1.

Par conséquent, les intégrales cherchées sont

THy+24+u k, __[u——y—i—(w—z)\/-i —v=1
k, T —x4y—z+u ky ]
_Je—y—(x—z)y-17*v
—[ ky ] ’
ou plutot:
(y +wfi— (@ +2)=A S (),
le+y+s+u)=3—/-Ulu—y+ (z—z)y/-1)]
=y+y-Ulu—y—(@—2)y/-1] (13);

A, B,y étant les trois constantes arbitraires.
Pour simplifier la derniére équation, je suppose:

R'=(u—y)*+ (z—2)", u—y=Recosg, o —z2=Rsing (14);

d’ou résulte, par des formules connues:

llu—y+(x—2)/-1]=IR+ -1,

lu—y—(@—2z)y/-1]=1IR — V-19.
Les équations (13} deviennent alors:

lz+y+2+u)=B—y-1IR+9=y+ y—1R+q;
ou, ce qui esl équivalent:
l(:c+y+z+u)=ﬁTy+q>,
B —

l:c=2\/_1
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Les intégrales cherchées sont donc, finalement:

(y+u)— (z—2)*=A (12)
lz+y+ +z+u)=B+g, (15)
(.u-— y)?+ (& —z)*=R": (16)

les costantes arbitraires sont A,B,R.Quant & I'angle ¢; il est délerminé par les re-
lations (14).

IV. Remarque. La méthode précédente permetira, quelquefois, d’intégrer indirec-
tement cerlaines équations qu'il semblerait impossible d’attaquer de front. Par exem-
ple, si I'on reprend les équations

B a sz (9,
el qu'on élimine z et u, I'on trouve
z  d%y dydy  [dy\?
7Y Wi (ﬁ) (7).

Drunce autre cdté, si I'on pouvait éliminer u, z et ¢ enlre les équations (12), (14),
(15), (16), on arriverait & une certaine équation

'F(z,y, A, B,R) =0 (18)

Satisfaisant a I'équation (17) et contenant trois constantes arbilraires: la premiére se-
rait donc I’ intégrale générale de la seconde. Mais, si cetle élimination est impra-
ticable, rien n’empéche de regarder z, u et ¢ comme des variables auxiliaires et
du prendre pour intégrale de I’équation (17), le systéme des équations (12), (14),
(A5) el (16).

Y. Je laisse de cile I'examen des cas dans lesquels 1'équation caractéristique
(7) aurait une racine nulle, ou des racines égales; mais ils ne sauraient offrir de
difficultés - véritables. Par exemple si I'on prend les équatiens.

dr ~ dy  dz
y+z z+z z+y

(19)

on trouve s,= 0, Mais il est évident que les équations équivalent

dr—dy dy —dz dz+dy+dz
y—ax  z—y 2(@+y-+3z)
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Par conséquent, les intégrales du systéme (19) sont
(@ —19)" (z + y +12) = A,
(y—32)* (®+y—+3)=B.
Liége, 9 octobre 1865,



