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SUR LES DIFFERENCES DE 17,
ET SUR LE CALCUL DES NOMBRES DE BERNOULLI;

PAR E. CATALAN.

1. La formule

n n(n — 1)

ANu,=— u, — 1 Upy +

donne, en supposant u,= 17:

n nn — 1) n
AM(1P) = e P L (= 1) — .. .. 2P 1P
(17) = (n + 1) it b =1 2=,
1) = we— P g B gy Py

On conclut, de ces deux équations,

(0 + A1) +n&=H(17) = (n -+ 1) — [n - i]"'m

+[w — %](n'—'l)pﬂ— e [n+i)n—n(n—i)]2”:‘: [(n+1)—n]1”
. (n+1)p+!_% pr1 1(711_:2_1_) (n—1)P* — .. x E2p+l -+ |p+1
Donc
AM1PFY) = (n + 1)AY(1P) + nA*TH(17) (A)

2. La relation (A) donne le moyen d’obtenir, de proche en proche, et par un
caleul assez simple, les différenees successives de 17, 13, 1%, 15, . ...
En effet, si I'on prend les nombres naturels :

1, 2, 3, 4, 5, 6,.
dont les différences premiéres et secondes sont

1, 1, 1, 1, 1, 1,....
0’ O’ 0’ 0, 0, O’...-

on en conclut que les quantités
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1, A(1Y), A*(1Y)
ont pour valeurs
: 1, 1, 0
Multipliant ces dernicrs nombres par
1, 2, 3,
ce qui donne
1, 2, 0,
on a, par la formule (A) :
A1) =1 +2=23, A1) =24+0=2, A1} =0.
Ainsi, la quantité 1% el ses différences successives, ont pour valeurs:
1, 3, 2, 0.
En continuant, on forme le tableau suivant (*):
112 3 4 5 6, 1 8 9 10 11
17 1] 1
2| 1] 2
1] 3| 2
1] 6| 6
113
1] 7| 12 6
qal t] 14| 36 24
115 30 60 24
5| 1] 30| 150 [ 240 120
1|31 180 | 390 360 120
6| 1] 62| s40 | 1560 | 1800 720
1]63] 602 | 2100 | 3360 | 2520 720
g7 1 ]126 [ 105 | 8400 | 46300 | 13120 | 5040
1 |127 | 1932 | 10206 | 25200 | 31920 | 20160 | 3040
g8| 1 [284 | 3796 | 40824 | 126000 | 194520 | 441120 | 40320
1 {255 | 6050 | 46620 | 166824 | 347520 | 332640 | 181440 [ 40320
fo| 1 [310 18130 186450 | 834120 | 1905120 | 2328480 | 1431320 | 362880
1 |311 | 18660 | 204630 | 1020600 | 2739240 | 4233800 | 3780000 | 1814400 | 362880
pro| 1 [1022[ 35980 | 818520 | 510360016435440|20635200|30240000/16329600| 3628800
1 [1022] 57002 | 874300 | 5921520|21338440|16070640| 3987520 | 46369600|19955400| 3628800

(*) Ce tableau est tiré, en grande partic, d’une brochure intitulée : Table des quarres et des cubes,
par C. Scquin Vainé (1801). L’auteur , aprés avoir donné, sous forme empirique, la relation (A), indi-

que le développement de

SI)=1p +2l’+...+np,
ordonné suivant les puissances de n. Je dois la connaissance de ce curieux opuscule, trés rare aujour-
d’hrui, au savant M. Terquem. '
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3. Dans une Note sur la somme des puissances semblables des nombres naturels,
insérée aux Nouvelles Annales de Mathématiques (*), j’ai démontré la formule

. A, B, |
% =g (lem—=1) . (n—p+1) + 5 (=1 (n—p-+2)

+p(zl (n+1)n(n—1) .... (n —p—+3) (B)
: N, 1
+ ...+ 3 (r4-1)n(n—1) +§ (n+1)n .

Les coefficients A, , B,, G,,.... ont les valeurs contenues dans le tableau suivaut:

PIABIGID, [T, [ G [0, [K L [M ][N
nne B

2 (1|1 |
3131

al1|6] 7| 1 R
5|1 ]10] 25| 15 | 1 i

6|1 [15] 65| 90 | 51 1

7|1 |21|140f 350 | 301 | 63 1 T

s | 1 |28]266]1050| 1701 | 966 | 127 1

o | 1|36|462| 2646 | 6051 | 7770 | 3023 | 235 | 1

10| 1 | 43| 750 |10980| 22827 | 42525 | 34105 | 9330 | s14 | 1 | |

11| 1 | 85 |1135(25980| 1620687 179687 | 246430 | 145730 | 28301 | 1023 | 1

42| 1 | 66 |1705|36375|370527|1318206] 1323582 | 1378900(311501| 86526 | 2047 | 1 /

Avec un peu d’allention, on reconnail que les nombres placés en diagonale, dans
ce second tableau, sonl égaux a ceux qui constituent le tableau précédent , divisés

par les produits 1.2, 1.2.3, 1.2.3. 4, .... Aulrement dil :
3=A(1%, 7=A1%, 15=A(1%),
1., 3 1 2.1 4 _1 245
6 =5 A%, 25 =AY, 90 =z a1,
1, 1 1 .
_ —— 4 :—-A3 5 _— 3116 e
10 A’(1Y), 65 53 (1°), 350 2‘3A(l),

2.3

Il résulte de la que I'on peut écrire ainsi la formule (B) :

(*) Tome XV, p. 230,
Tom. II. N 4. i859. 31
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S, =5 (0 1)n -+ & (n + Ln(n— )AL~

(n+1) ... (n—3)A%1r)

+ L (e n(n—1) n—2)a%17) 4

1
4.2 5.2.3

1
cee (p+1). 2.3 ... (p—1)

+ m+1n...(n— p+ DA~ (@AY (C)
Cette seconde expression de S, (trouvée par M. Puiseux) va nous donner les nombres
de Bernoulli sous une forme beaucoup plus commode , pour le calcul effectif , que
loutes celles que 'on connait jusqu’a présent.

En effet, le (p—1)° nombre de Bernoulli est égal au coefficient de n, dans le
développement de S, , ordonné suivant les puissances den (*). Donc, d’aprés 'équa-
tion (3) :

1 1 1 1

By =g = gAT) g AWT) — e g T Y5

ou, pour plus de régularité dans la notation,

1 1 1 1
_ _ — = q —Z A? —
B,,._2 3A(1)+4A(1‘7) ....... i—q+2

a(19. (D)

5. Cette relation générale donne successivement, d’aprés le premier tableau :

1 1 1
B=3—3—%

1 8 2
B2=§—§+Z=0,
pl_7,12 6 _1 1 1_ 1
2 37" % 3 2 3 5 30

1 15 50 60 24 1 1
B4=§—?+T—"5—+F=§+§—l—_—0,
ete. (*¥)

6. Le Tableau des carrés et des cubes donne, sous forme empirique, une régle
qui équivaut & la formule

1 1 '1 i
—_ 1 — g+1 — A9y — =+ 7(19*+) = g1 (q9+1 ,
Bq_ 1 A(LTTY) 3 A‘(l )—.. g1 AT (19T == 2A (17%1)  (E)

(*) Lacroiz, tom. 3° p. 84.
(**) On sait que B; = 0, si Iindice ¢ est pair.
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laquelle est un peu moins simple que la nétre. Pour vérifier I'accord des deux for-
mules, il suffit de prouver que

1— % (A1) 4 17) +% [4%(1777) + A(17)] — %[A*”W*‘) + &) ]+ ..

1

= g (A7 (11 o 47 1)) = 0. ()

Or, la formule (A) peut étre écrite sous cette forme :

AMIPFY) o AHIP) = (1) [AM17) + A (17) ],

puis sous celle-ci :
A" (1PFT) o A" (17)

— A (27);

done Iéquation (F) équivaut a
1 — (29) + A(27) — A¥29) 4 ... 5= AY(29) — 0.

“n . . . . ~‘-; . S
Enfin cetle derniére relalion est identique , si I'on.égard a la formule presque évi-
dente :

U, — Auy + A, — .. o= APu, =, = APF(u).

Paris, Juillet 1859.




