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Sur la constante d’Euler et la fonction de Binet;

Psz M. E. CATALAN [*].

Si I'on suppose

3+t = =1(n)+ ¢ (n) +C,

1
(l) I+;+3

on a les formules connues
. ' f I 5
(2) C:::l [-———-I__‘zﬁ-m] dx, |
(3) o) =— [ [Z5+ = e

Une simple identité permet de remplacer les intégrales dehmes par
d’autres, qui se rattachent aux fonctions elliptiques.

Si, dans I'égalité (1), on change 7z en 27, et que I’on retranche, on
trouve

(4) n—I{—1+n+2+"+—_ =1(2) + ¢p{2r) — 9 (n); .

mais, ainsi qu’il est aisé de le reconnaitre,

T _ _ 1 n]
11—|—1+n+ +"+— l—-+3 o -n[ :

[*] Des extraits de ce petit Mémoire ont paru dans les Comptes rendus de 1’ deca-
démie des Sciences (juillet 1873) et dans les Bulletins de !’ Académic de Belgique
( juillet-novembre 1872).

[**] #oirla Note 3 1a fin.

Tome I (3¢ série). ~— Jux 1835, 27

1%
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'3

Par conséquent, le premier membre de I'égalité (4) équivaut a

T 1 1
I(2) - (2n+1 Toaia T 2lz+3—"'>

=1(2)_7€ (@ — 2 gt ) d,

oua

1(2) —j; I:_z dx.

ILa relation (4) devient denc -

(5) p(n) —glan) = .

Dans cette égalité (5), changeons zen 27, 41, 8n,..., puis faisons la
somme : 4 cause de ¢ (@) = 0, nous aurons

6) - o(n) :f?%[m“—;—x"”—!—x“—}-...];

ce qui est la formule annoncée.
1l en résulte, comme cas particulier,

o(1) =f' r'_lfx[xz—i— B e SIS

puis, par la relation (1),

1
(7) CSI———f l‘_f:fm[a'ﬁ—l-.7c‘"—{-.at."*‘—l--...].
0

II.

On tire de la formule (6), en changeant la notation,

td 2 5 8 56
sv(r)-—*fo el U M e A
v d 10 20 50 a
9(5)—_—f m]_zq[q + @+ g+ g%+,

1 - d . R n 5
olo) = [ Tl g g g,

.........................................
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Soit, comme dans un autre Mémoire [*]
(8) ' Fg) =g+ ¢g g+

Alors la premlere des séries ci-dessus égale F(q) — ¢; la deuxiéme
égale F(g°) — ¢, etc. Il résulte, des égalités précédentes,

& 9(1) + &9(5) + &p(g) +...

———'/: x(—qu [s,F(q)—l-ssF(q")+59F(q9)+...—e,q—e5q5—sgq°—...1 [**]-
Or
“F(y) + &F(g) + aFlg")+. = f(g)=7(2 1),

Qg +agi+ag . =flg) = flg) = CH [
on a donc simplement _
© ae()+apB)+ap)+=— g0+ 4 [ L (1K),

111.
Le calcul précédent, appliqué 4 la formule (3), donne
g9 (1) + 59(5) + &o(9) +...

Y (% D S s o
B jf: dq[‘—q+ql(¢)](s‘q+es‘1 + &g+,

[*] Beckerches sur quelques produits indéfinis, p. 76.

[**] En général, ¢, représente excés du rombre des diviseurs de n, ayant iz _forme-
4y 1, sur le nombre de cewx qui ont lz forme 4y —1x. (Recherches sur quelques pro-
duits indéfinis, p. 75.)

[***1 Suivant la notation de M. Bertrand,

2

- &’ sin?p
{ Recherches sur quelques produits mdeﬁms, pp- 74 et 76.)
27..
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ou

o) 2’ & o(1) 4+ e0(5) + sgcp(g).—l-...

;_Z';fo’dq[l—_{-frﬁz—q-)](;-mw.'

Conséquemment

“/:H_q (1+ K)o +f dq[l_ qll(q)] (1 — F)o = =l(2),

ou, aprés quelques réductions,

(11) f [ ’f_”: ‘q;(‘q‘) wdg = rl(2) [*]

[*] Ce résultat semblera peut-étre digne de remarque, si I'on fait attention que
@, 4" sont des fonctions transcendantes de ¢, d¢finies par les formules

3 PSY
%(2—: _’)= R
(1—Fjo_ g 'a ¢
— - — g+ = FUPU
4= I—q 1—¢° 1—¢q

(Recherches, etc., p. 56.) En outre, d’aprés les égalités (7}, (8),

e=t— [ 2 [—g+¥(q))

puis

' dg
Y A

Fa

ou enfin

1
| ,fq (g)=0,729 637 154 538 5aa....

. - pr .
Ainsi l'on peut évaluer f ;—‘_IZ—qF(g), bien que la transcendante F(g) ne paraisse
o

pas exprimable sous forme finie.
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IV.

Pour généraliser les formules (6), (7), soit

(x2) £+F_:_I+"'+HT;—:;=Z(‘LL+H-—I)—l—tp(ll, g) -+ Cys

p étant une quantité positive et la fonction (7, 1) s’annulant, comme
@(n), pour z infini. La constante Cp, quidevient C, =G si g =1, est
définie par la condition :

. 1 I
([3) C‘,.'—'-'llm [;‘*—m‘i"""*“;—:’;:? l(p.—i-n—r)]-
D’aprés 'équation (12), et par des transformations connues,
P q P :
] ! T S
(14)  o(m p)+ u=./ol [‘Tp' e T ]dx

Lorsque n devient infini, cette relation se réduit a

(x5) Cu=£1[%+ﬁ%)]dx.
Par suite,
(16) o(n, p) = f [1_.,-, = )]xl“"" : ds
et, si I'on fait x == €~ %,
(r7) C,L=_f°°[e:_£_;:__’ &,

(18) e f [1 -z emwenreds

tow
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V.

L’intégrale contenue dans D'égalité (16) représente, comme l'on sait,

d————'l‘i(” ). domc : ’ A
N ' 4T(p) s
(x9) Go= — 25T
et, enr particulier, - N :
) ., . dar(p)
(20} C=- [ de Jp=n’
formule connue. ' ‘
VI.

La cdmparaison des valeurs (2), (14) donne cette relation simple :

(a1) G- = [

et

1l en résulte que la différence C— C, est réductible & Uintégrale
d'une différentielle rationnelle, si p. est commensurable. Par exemple,

'C—Cé:—nfl i = — 2l(2).
P o

1=

On a aussi, par la formule (20), en supposant inférieur & Punité,

T —
‘C_—C!—-y-:f ! rpdx,
o

1—x M

et, par conséquent,

Tgp—t— 2—F
(22) Cp—Ct—p.sl '—:;—dxs
ou

. (23) Cp— €y =mcotprm [*].

[*] On voit que —C, estla fonction Z’(é.) de Legendre.
[**] Br=xExs pE Hasx, Table 3.
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Ainsi la fonction C, sera déterminée entre =% et p =1, si elle I'est
pour p. < 4. D'ailleurs, la relation (2a) équivaut 4 Véquation d’Euler

T(p)C(r—p) = 5

siny.'rr.
En effet, on tire de celle-ci

IT(p) +I0(1 — p) = — Isinpn,

puis
dir{p) AT (1—p) -
. p T cot um;
etc.
VII.

Indépendamment de ces deux expressions de la constante d’Euler

(2) C=fx[;_:—x+%z)]dx,
0 o= [l -ttt
onal*]

+ ® rdr
= T4+ 22 e L1

Ces diverses formules ne semblent pas se préter aa calcul numé-
rique de C [**]. Pour en trouver une autre un peu plus satisfaisante,

1*] Note sur une formule de M. Botesu. (Bulletins de I’ Académie, novembre 1892.;
[**] 1l en est de méme d’une ingénievse transformation, employée par Binet, ct
d’aprés laquelle

T

en supposant
: ([ —.7')52 I— ﬁ:)’ -+ ﬁz)”— ﬁ:()'s"**. .o
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reprenons Pégalité (x)

2 b g e = Ir) + o(n) + C.

Comme

d(y=1"— + 12 SRS £

n—32

on peut Pécrire ainsi
2 I 3 1\ r 1 ’
Cmim () () (1~ ) =

ou, si I'on fait

. . I
(25) m=l—s—5 [
{26) C=1— :u,,.
Or
- ¥ x 1 _ ¥ Hnt
r—i nr—1  2fn—I1p + 3('#"")5 fln—r1p 777
donc : :
@« L. I 1 ¥ I I

S.s Ss, Ss,... représentant, suivant la notation habituelle, les sommes
des puissances entiéres, négatives, des nombres naturels. A cause de

(Y=

la formule {26) se réduit 2
(27) C=18— 35S+ 78 —§S +-

Les termes du second membre, alternativement positifs et négatifs,

*1 Comptes rendus, t. XLII, p. 628. Melanges mathématiques, p. 165.
P g ques, |
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décroissent indéfiniment; donc la série est convergente. Pour qu’elle .
le devienne davantage, ajoutons au second membre

_[(2)+|_é+%—%+§—.‘.;o [*1
De la résulte

(88) C=1—1(2)+ =(Sa—1) -é(s,-—.)+%(s, — 1) = [

VIIL
En combinant I'équation (28) avec celle-ci
(39) 1= Co= L la) - 5(Sy —1)+ 38 —1) + 1185 — ) []
on trouve un résultat assez Cm'ieux, savoir |
(30) Uz =(S; — 1)+ Z(Sc — 1)+ 5(Ss — 1) +%(ss — 1)+

Pour vérifier cette relation (dans laquelle on pourrait introduire les
Nombres de Bernoulli), il suffit de se rappeler que

2P~z

I -]
Syp= I‘(zp)_£ F—t

[*] Artifice employé par Legendre.

[**] Cette formule, qui n’est pas nouvelle, est comprise dans une équation donnée,
par Legendre (Traité des fonctions elliptiques, t. I, p. 432) et reproduite par
M. Serret (Calcul différentiel de Lacroix, t. II, p. 334). Mais lx démonstration de
Legendre est inadmissible. En effet, cet illustre Géomélre y fait usage d’une série dont
le prentier térme est 1+ + 3+ L +. .. (p. 430). Du reste, on connait divers pro-
cédés, trés-expéditifs, qui permettent de calculer G avec un grand nombre de déci-
males. :

[***] Lecrworx, p. £34. Sezser, p. 335.

Journ. de Mutk. (3¢ série), tome 1. — Juisees 1875. a8
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On conclat de cette valeur

-2 w
1 28t dg zPtds
S — 1= ——-——-[ f e“z‘l’" dz]
o

T (2p) =1 I"(zp) Sl —1)

L'égalité (30) devient

(-]

dz z B - z+
Ha)= 2,/0‘ ele—1) 1.2 + r.2.3.4 + 1.2...6+.“]’

ou, si!’on somme la série,

& e — Lk e
l(a):j; zex(:: 2dz—f 22dz;

etc. :
Le méme calcul, appliqué a la relation (29) la transforme en

e C— L7(2) g z ;‘ o
I $i(2)= A e’(et-—.r)[!.z.3+ 1.2.3.4,5+ ’ ]’

ou, par la sommation de la série, en

1—C—flp)=1] ="

Au moyen de I'expression précédente de I(2), 'cevt{e égalité se réduit &

e‘-——- I— z
1 —C
ze’(e‘—x)
ou encore a

=" <;(3,igrdz = ”(e_,f_:.;_'_) —

formule connue.
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IX.

A cause des équations (3), (6), on a
'(31) f —[x’l‘+.z“ﬂ+x‘!‘+ ]—I—f [I__z l(z)]x!’-—‘dx =o,

au moins lorsque p. est entier. Afin de voir si la méme relation sub-
siste pour toutes les valeurs positives de cette varlable, prenons 'équa-
tion derlvee

T ’ V 3 -
32) [ btz g+ [ | arrdn o
Si 'on reniplace [ par 2y, on trouve aisément

{33) a./o"%f_(iz)x‘“-l-‘[o‘ [Il(_zl+ ](:ri‘— 2x¥)dx = o;

ou, en supprimant une intégrale nulle,

Ydxl(x) ZF= 4 d.z:l(zz)
o I—& o 1—T
Tl est visible que cette équation est identique. Tl en est donc de méme
pour Pégalité (33).

Si maintenant, dans cette égalité (33), on change p en 2y, 4 oy
8p.,..., et qu’en méme temps on multiplie par 2, 4, 8,..., on retombe
sur la relation (32]. Donc celle-ci est générale, et I'équation (31) est
pareﬂlement

Par suite, la formule (16) peut étre écrite ainsi :

(34) oz, n) =f !Ii"x[xzmm—u_,_xuwp—n_,_ s ] [*].
0

[*] Si i est entier, le second membre représente ¢(p —+ 2 —1) (6); donc, dans
ce cas, ¢(n, ) = ¢(p -+ » — ¥}. Cette relation s’accorde avee Pégalité (12).

28..
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X.

De I’équation (3r), on conclut
- opr
=

[AERC -

La seconde intégrale a pour valeur

13)=—u= [l

aou

dong¢

(35) : f Itz 22 atda = I(2),

f —

ou, parle changement de x* en 2,

36 J[ siass Tf:”“dx_zz(z)

Cette intégrale définie, assez remarquable, peut évidemment en
donner d’autres. Au lieu d’écrire ces nouvelles formules, nous allons
tirer, de I'équation (36), une relation entre les transcendantes C,.

Ona ’

. IF et 1
(:2) o= [ [l
et, par conséquent,

) ) el - I’-—%_ -
(37) Cp.+ Cy-+—é-— nczg_:f x +-’='—£ 2z de.

[

[*] Bierens ox Haax, Table 168. -
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Le second membre se déduit du premier membre de la relation (36),

barle changement de ‘L:I en p. — 1; et, puisque l'intégrale (36) est

indépendante de p, on a
(38) Gy + Cprt — 2C,p = 24(2).
Lorsque p. = —;-a_ cette relation générale se réduit a

Ci—C, = 2l(2)(VI).

XI.

1+ — gxiH

Si nous réduisons en série la fraction ———— 1ous aurons

..____H':’ —;"w =2°°(1 + x — axt)xn-2,
- 4

L’équation (35) devient donc

me ,(-1 + & — ax*H )t dy = [(2),

ou
I - I b 4
(39) 2‘:’(#_”“_‘+F+M—F+n)=z(a),
ou encore
B2np4-n 7
(4o 2 e X+ an—a(eran — L3

Chacune de ces denx formules donne, on le voit, une infinité de dé-
veloppements de [(2). Elles subsistent méme pour p. == o; car, dans ce
cas, la premiére se réduit 4
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et la seconde, transformée de la premiére, devient

T 1 1 1
L tae st = e
La convergence dés séries (39), (40), assez faible déja si p.= o, di-

"minue quand ce paramétre augmente. Par exemple, pour p=gg, la
formule (3g) devient

.

[ I 1 X I L i i 1
(m+m‘m)+(m+m—m>+(mph mz\)+"' L(a).

On voit que les termes du premier membre ne décroissent guére plus
rapidement que ceux de la série divergente .

1 1 I

——— e ——— ] — e
101 = 103 l—'io5_l_ ?

du moins pour les premiéres valeurs de n. Mais,.quand ce nombre
2p 41

-—n—(zn———)‘ : la série

grandit, ie terme general de la série (40) tend vers
est donc convergente.

XII.
Soient

IR
(41) Ap= Cprp— Cw—f L%dx’

(42) B,=Cp— Cop= | it »3

1—x

d’aprés I'égalité (37). Pour essayer de déterminer A,, B,, observons
que la relation (38) donne

- By By=21(a),

et que, d’un autre coté,

(e
A—B=—f"F =) 4.
1—x
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ou, plus simplement,
(43) Ay—By=—2 f > de.

Par conséquent,

a1

Ay=1(2) ~fo 2 dx, Be=1(2) +f s
ou, si on veut,
W a= [ B [
L'intégrale (43) n’étant pas exprimable sous forme finie, du moins

en général, il en est de méme pour les quantités A,, B,. Néanmoius, la
derniére recherche nous donne ces formules de réduction : -

-?-—m’i‘— - r— .1:’*‘—
x__
T i—z l—l-a:

= e f A
.Z' = ———dx.
Tz 9 o 1=

(45)

XIIL. -

Prenons I’équation connue
(46)  I(p)=(r —$ip) — p+ 4ham) + o(p),
dans laquelle = (y1) représente la fonction de Binet, savair :

* 1S I T\ g%

(47) E(H)=_£ (ez_,'—;'*‘;) - dx.

11 en résulte, & cause de la formule (19g) et de f et rdr = -::7
(48) Co= 5o — 1) — &) [']s
(49) v =—m— [ (Fm-i)errde

[*] Dans la Note insérée aux Comptes rendus, le terme — () a été omis.
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Si 'on fait &= i, la derniére équation devient

i I @ 1 — ’
(50) “I(”)=—?xl—-fo [l—_-;+l(—5]au ' da,
et, par I'égalité (31),
' odz

_ (51) w’(y.):—;l;—i—-f '_i_x[x"“'—l—x“"—i—x‘l‘—i--...].
[1]

Conséquemment (48),

- i 4 a . .
(52) Gmp— il — [ Faler e wr s

puis, comme ci-dessus,

(7) C'=C=l__/; ;fx[w2+x'+x'+...].
XIV.
Dans Ia relation

(38) - Cy + Gy — 3Gy — 21(3),

substituons aux quantités Gy, Cy.s, Cyy leurs valeurs

6 =i-ip - [ et eatte],

! dz
(52) { Cury = g —llpt-— [ o [t bttt

1 : -t dz
C., = ap) -—j; l_'_‘1';[.7(:”"_—1— x4 i L5
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nous aurons

- .
L ENSRY i A +f f [— 2% — 22+ttt x4, ]=o0,
o I x

ou

,[ —‘—y._— P _ ‘2‘,. e el 2 o
#+§+IF+%+./; de[—x®+ 2™ (1—x)-+x¥(1—x+ 2 —2%)
X (2 —. —&T) .. ]=0.

1 2 pr
ar 2 | x**dz. De plus
3 2p I P £ plus,

On peut remplacer

£ —_ 26— y[+ L) donc la relation précédente de-
ptz 2p 2/
vient

1 (1_,_ l.) =fldw[x“¥‘+ 21— 2) + 21— 2 + 2 — 2%) +...].
by A
Si I'on intégré chaque terme, et que I’on remplace ay par z, on a

enfin

i Ty__ &t _'_.'__,t _ I
[+; T a1 2a-+1 2a-+2

- I i 4 X 4
+(4a+l ~faxs Tfax3 ‘"4a+4)
(53) A« X X I
: + m—m+'--+m)
(__'___ P S
16a +1 —‘ 16a +16
A ccecercacecne vecessienonens

Dans ce nouveau développement, @ est une quantité positive quel-

conque. a =1 donne l'expression ordinaire du .logarithme de 2. Si

Pon suppose @ =4, @ = a, on trouve
2 1 X 4 1 1 1 1 1 1
3 T 1 1 1 X t I I 1
Journ. de Matk. (3¢ série), tome I, ~ Juimrer 1895. 29

15
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XV.

De P’équation (51), on conclut
o () — w(s) = — $1(32) |
+f =T [sz} IS ”’f"']’
ou, parce que w(1) =+ — $I(27) (46),
(w(u) =1— —l(zfm) .
S e )

Pour simplifier cette formule, prenons pr.= 3 :

a(d) =1—$Um+ [ (,H),@[’”*" + I ]

ou
P

st =r— 0~ [l [ e ST rE ]

Mais, 4 cause de T'(4) = y/r, on tire, de la relation (51),

donc P’égalité précédente se réduit a

°_‘—l() f(x+r)z(z)[ x+§+%+%‘+"‘]"

Combinant celle-cx avec la relation (54), on obtient

17 * dz P
(55) 5(#):-;—1-8—",.-}-‘/; -(_I—-FT)T(?)[ + “+ — 4 —8—+... .

Voila donc une expression de la transcendante =(p.), qui subsiste
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pour toutes les valeurs positives de p., et qui dépend d’une série dont
la convergence augmente indéfiniment avec cette variable. Au moyen

de l'identité i
1 w2 *r dzx ]
o=3t(7)+ [ wHm =) I

on peut écrire ainsi la derniére formule

¥ ah

(86) w)=—tllapn)+ [ a1+ T T T

De celle-ci, I'on conclut ces deux résuliats simples :
) ! dr _ E R o
fo E=rie] s SRS C
- ' dz x z =l 1=
fo i) (=) [“I+;+z+§+"']—;+; (z)
XVIL.

Si, dans la relation (46), on substitue 4 w(p) sa valeur (56), on
trouve

A S ]
b

t d.
(57) IT () =(p.— 1) Up) ~H+fo (.4.—;;:(?)[“‘”';+7 + o
ou, ce qui est équivalent,

Ir(p)=(p—0)l{p)—p
(58) I dx I—x%* p—a% a2t -
_fo(l+r)l(x)[ e L +...][ I

AN

En général, )
f" de(1—az1) i r(g::—l—)
o

(=)o) e (252)

i’

[*] Bizsens n Haax, Table ry1.

[**] Est-il nécessaire de rappeler que
- 1 1 1

29..
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done .
Ydz(i—ay 5, Tle+4) _ TC(p1)
o (142} (z) T T (F)T{p+1) T{p+13)

Appliquant cette transformation a chacune des partxes de linté-
grale (58), nous aurons

fl(r+x)f(x)[(-ﬂ A I—;‘F“'I?’P* ]

iy _[rTe4r) 1 Tlap+1) 3, Te+1) ,
=—Ir() [zll‘(:‘—*—%) 411’(2F+%i 8l1‘(4z‘+%)l‘"']

ou bien

f‘ | dz 11— 11—zt F—at -

: —_ r{p-+i1) T(2p-+1) p+1) ;,
| -l T B
puis, au lieu de la formule (58),

- e o[ O [X(ap+ 0 Fri4e-0 T
(60) D)= ot vy Bt [zt et

.(59)

XVIL
On tire, de cette égalité (60) =

2t o T(2p-+ 1)1 [T(4p--1) I’(sz-t-l)
I‘(ép,) (3 2F\/ﬂ'[f‘(%-l--)] [P(4;L+z)] [1‘(3:&-!-—)

aae i [ B

C{et+3t)] | P{2p+3) r(fp--1)

et, par fa division, :
Plap) = gt B I;(!i"_‘_“"

frie}f — Ve Flp+1)’
ou
r(p)r(p+4) _ V=

fornirule de Legendre. .
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XVI.

On sait, etil est d’ailleurs évident [*]. que

.

e = lim

2
Vr.z..

quand z est un nombre entier, croissant indéfiniment. Une transfor-
mation de I'égalité (60) va nous permettre de généraliser cette pro- -
priété.

Le produit des facteurs fractionnaires peut étre écrit ainsi :

[mel ][ aiten ] [Uaria]'...

B N S Iy 1
L=p, 2943876, =2f

l-»

L4

pE .

18

+ &=

fes
(-]

=13

donc
(62) T() = avmpres| r(l;(ﬁ-) 9 ]%L(:yi ,)] E (?ﬁ)%)}%

Appliquons la formule de Legendre a chacun des facteurs du pro-
duit indéfini

1
_[ T _Te[_T(2p) T(hp)
(63) Py = O(p+ 1 z)] [I‘(2#+~)] [['(4{"*‘ 1)
nous aurons

RN
8

Trhe) V=

ou
pp.= L r{g) 3"'}(»—1—:(-2” PR r(4f")'2p,><,‘"

2Vr [rlag)]T [CUe)F [F(8H)]*

[*] Par la formule de Stirling.

15+
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. : N s ‘3 1 R
Le produit des p facteurs, qui suivent immédiatement e est égal &
T
e Tle) .

[r(2rp) )7
Conséquemment,
e) 1 28
Pp=—2=lim——7;
2Vr  [r(r) P
puis, par la formule (62),

e* = p¥ lim
[r{erp)l

’ . 1
En élevant les deux membres 4 la puissance 2 on a donc

2p

[r(2rp) ]

D’aprés la démonstration précédente, p est un nombre entier, et la
fonction contenue dauns le second membre est discontinue. Mais si
nous prenons

e=lim

&z
A [r(=)]=
a étant une variable positive, la fonction continue y deviendra égale
a la premiére fonction, toutes les fois que x prendra les valeurs ap,

b, 8,...; donc les deux fonctions tendent vers la ' méme limite; et,
en résumé, ' )

?

(64) e=lim—=—,
[r(=)=
2 croissant indéfiniment [*].
[*] Le méme raisonnement est applicable i la fonction discontinne Z = i -z
[r(r+1)ln
si Pon prend la fonction cortinue, auxiliaire, 3= z 72 les valeurs de z seront -
frle+1)]=

égales a celles de Z pour z = r. On peut donc abréger, d’une maniére notable, la
démonstration précédente. Néanmoins je I'ai conservée, & cause des transformations
deP{p). «
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Par exemple, le nombre e est la limite des quantités

1 3 k) z
2 3 2 T

XVIIIL

Dans la formule (60), supposons que p soit un nombre entier 7.
Nous aurons

I'(n+1)=nr"e"*/n
[ 2.4.6...2n x]%[ 2.4.6...4n x]%[ 2.4.6...82 1%

1.3‘5...5;——1-7—; t.3‘.5...4n—-—xﬁ 1.3.5...8n:v_; "

ou, par le calcul effectué plusieurs fois,

, e onan 24.6...20
I(n+1)=n"e 1.3.5...20—1
(65) L L ,
< 2r+2...4n ]7'[ frn+2...8n ]
4

=
22 ~+1...4r—1 74+18r—1

e

On tire de cette équation

(2} [2 2r+2...4n ]'5'[ fnx2...8n ]

1.3.5...2n—1l2rn+1. .fn—1

-l
.

66) e" =

fr+41...872—1

Ainsi Zoute puissance entiére et positive de e est développable en un
produit indéfini. En particulier,

e =2 (§) () (k.

[*] Cette formule, qui me paraft curieuse, ne différe pas, aun fond, de la premiére
des égalités (56).
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XIX.
Il est visible que

e St
2.4.6...22 an+2...472 T
1.3.5...22—1 2n+1...4n—x]

2244 .2'1—.%2"’_2} ‘/ [ 2n_2n4-2 4n ]'9.':

1335 ‘2n—32n—1 2n—12n—1 4n—1]} °

donc la formule (65) équivaut

-—-[azgé...w_:.%ﬂz_—_z]'

¥

LR
4

X[ an_2n-t2 4n ] hnt2 8n ]

n—12n-+1 AfR—TE fn+1  Br—1

Mais, par fa formule de Stirling,
T(n+1)=n"e ”\lznn(l + E4)s

¢, devenant zéro pour 7z infini. La‘comparaiscm de ces deux valenrs
de T'(n -+ 1) donne

1 [2244 21:——2211—2]l

I +,E"‘=—: e e e $88 ——————

(68) ' N

= an_ 242 zin-l-z 8 71°
an—1an+1 lpz-—l frn+1 Br—1 ?

on ) .
=L 1 f2244 2n—22n—2
i+ &)= 2l(ﬂ)+'§ 1335 2r—3 2n—1]
.- 1 an 2n--2 4n
(69) + ;l[zn-—l 2n + 17— 1]
hn + 2
+4l[4lz+x 8n— +e

et comme la formule de Stirling est

L(r.2.3...n)=mnl(n) —n+ ;l(zmz) -!—‘l(l + &),



SUR LA CONSTANTE D’EULER ET LA FONCTION DE BINET. 233

il s’ensuit que la série (6g) représente la fonction complémentaire
L(1 + &), fonction dont le développement, en série divergente, est

B B, B.

t2n 3.4n T 5em T

XX.

Au moyen de la formule de Wallis, on peut encore simplifier les re-
lations (68), (69). En effet, suivant cette formule,

2244 2r—3 2n 27 2n-2 z
T335" 2n—-12n—x2n+x2n+r ’

L
224§ 2n—2 n-—-x'uz+12n+x *
1335 2r—1 2% 2nd72 :
donc, aprés une réduction évidente,

[} 1
I for+12041 o+ 2 n 7
Lok g= [ ][ .4

oun

2| 27 2n+2 2rn+1 4r—1
(70) v } o
n-+2 » 2
x [4,1_“ snT]
et
{ L 1,2 +1 241 °
I L A ,,:H---]
7! 1, 2r+2 471—[—2 8n
( +§l[2n+l 4n—r] 4 eI 8n—r]+""
XXI.

11 est facile de voir que chacun de ces produits fractionnaires, le
premier excepté, a pour limite V2. Soit

Q,= 2n+22r+4  fr
" or+1on+3 fr—1°

Journ. de Math. (3¢ série), tome I, — Jomixr 1875. 3o
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et, par conséquent,

lQn=l(r+M’_H) +l(r+2”'+3) —|—---+l(1+4”—’__7>-

Le second membre est compris entre

LIRSS S —Q
27 41 2n+3 -~

n

b e

47:-—1
et
L

sy T = =)

(2n 4-1)* +

ou, 4 plus forte raison, compris entre S, et S, — 815
Or

I I
S"=[2Iz_——l-—r-+2n+2 : ] [n+|, n~l—z+- .'+_
donc [*]
limS,=I(2) — {I(2) = +{(2);
puis
lim.Q,=%1(2),
ou

lim Q, = V.

Chacun des produits Q,, Qzzs Quns - - - ayant pour limite /2, il résulte
de I'égalité (70) que

. on4+1 2r-+1 223 2743
Him e =1,
27  2n+2 an+2 2r-+4

propriété assez visible a priori.

[* Note sur une formele de M. Botestt.
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Q.= (rt+1){r+42)...2n _ T{azt1)0(r4,
P e+ d{(r+3)... (2= I{r+1)T{2r+4%)’

el, par conséquent,

. T(2z+1)T(n+4) 4
(72) lim T(z+1}T(2ar+%) V2.
n étant un nombre entier, indéfiniment grand [*].

Le raisonnement dont nous avons fait usage ci-dessus (XVII) est
encore applicable; done, p €tant une variable positive, indéfiniment
croissante, .

. Tlep+0)T(p+1) .
(73) lim £ ey = V2

ou, ce qui est équivalent,
! 1
0 (1—0) 7ds
(74) lim ~— : =y/2;
0¥ T (r—0)'do

o

&~

ou encore, avec la notation de Binet,

. Blap+1,p+3) o
(75) li Blap+4,p+1) V.
r(r 1) T’". Les valeurs du nomé-

[*] Si Yon fait T,—= ==~ la fraction considérée est
I'\Jl -+ ;) :

rateur sont comprises parmi celles du dénominatenr; done il semblerait que I'on dit

n

« qs Ty . . , .
avoir lim 71‘—"- — 1. Mais cetle conclusion serait erronée, parce que les fonctions T,, T.,
R

deviennent infinies avee 2.

Jo..
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Ainsi le rapport des intégrales B(ap. +1, o+ §), B(2p + 5, o+ 1),
qui tendent vers zéro, tend lui-méme vers V.

XX,
De
0 2m+2 2044 4n
2= 51T an+3 ”4n—1’
on tire : o
Qi (4r—2)4r | 2n
Quer (42 —3){fr—7x) 2 — 1’
ou
fr—2 fn—:
Q= Q3
Etcbmme '
. WY
o=i=2%
il s’ensuit que
(76) . ya=2206meih

1359 9 1xr1315

Si de cette relation (probablement connue), on rapproche la for-
mule de Wallis '

T 224466881010

2 133559799 11
on trouve

w 4488 121216 16 x
(77) 2\/- 53;611 BB [*1-

[*] On sait qu’Euler a donné un grand nombre de résultats analogues aux précé-
dents. ‘ ' -
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XXI.

Reprenons I'équation
1\ I
(46)  (p)=(p—I)Up)—p+ 1 an) +=(p)
et comparons-la avec 'égalité (62), écrite sous la forme

- %ll’(#)=t£l(@t)—n+ I(=2)
7 : [ T I(2p)
) + 11w+ L1 P(pi,)]+z F(mi_)]a-....

IF en- résulte, par Ia soustraction,

r(e) Pop) 1. 5 rlhe)
09) =) =3 o)+ L S [ [t g ) T

Ce developpement de Ia fonction de Binet serait peu propre au cal-
cul numérique; mais 'on en conchut

(80) w() — g olap) = ;M) + o L,

T{p+%

relation qu1 donne w(2p) si =(p) est connue, et réciproquement.

La méme combinaison, appliquée 4 la formule (55), conduit a
celle-ci :

B1) (e —golap) == glpn) ] [ =L — o),

done

A ey Eprgeny g D) Tl
L oo ) = ) — s = g ey

ce qui est exact (XVI).
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A cause de

([9) Cy.=‘— “dp. 2

la relatibn
6 _ e T rtes) T tGe) T
(62) T(n)=aympre p[r(y+§)] [r(2y+§)] [r(4y+%)]

équivaut a

2C, = — 2I(p) + [Co — Cprs] + [Cap — Copis] + [Cop— Cpg] 4.

On conclut de celle-ci
2029' = 2.l (’95") -+ [C2P- - Czp,q-g._, -+ [C,gp. b Cly«-l—;] ‘ares
puis '

(38) Cu+ Cpyr — 2Cyp = 21(2),

comme précédemment.

XXI1it.
En partant de la définition
° . X A I 1 |
(IS) Cp‘=llm[;+;:;“i—.n—l—y—_—l_?‘__—{—l(}!-—l-ll—-l)J7

jointe 2 cette relation (38), on peut trouver de nouvelles séries, en
nombre infini, ayant pour limite [(2). Posons, pour abréger,

T I 2 .
ptn—1  ptnrn—t 2ptnr—1’

Uy =
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alors

. ﬂ , V N (2!,__'_,”__1)1 _ !
hmh[z‘ iy 4 l(p+n—-1)(y+n-——§)] = al(2),
ou :

Ej @, 4+ lim [(F_I_’E’:'-l)"(::n_%)] = 2l(2).

(2p4-n—1}

ai . r . . -
Mais, quand » augmente indéfiniment, la fraction F =T =5

tend vers 'unité; donc enfin

1 T Y 2
(82) ;3 [V_*""'"_-F‘i"l‘—%_zy.-l—/z,——x]:l(z)'

Par exemple,

(83) (i—i—%—i);{—»(%-l—é——%)-{-(é—i—%—%)+...=l;2).

NOTE..

I’un des derniers numéros du Journal de Schlomilch cite, comme
nouveauté, une Note de M. Unferdinger, relative 4 la limite de

1
n—+1 + n 42
Bulletins de I’ dcadémie de Vienne (Sitzungsberichte der Mathema-
tisch), année 1867! Pour trouver la limite dont il s’agit, I'auteur em-
ploie les sommes des puissances négatives des nombres naturels, les
Nombres de Bernoulli, la constante d’Euler, etc. Si M. Unferdinger
avait consulté les Nouvelles Annales, il aurait pu y lire, dés 1858,
diverses solutions élémentaires de la Question %58 [*].

Toutes ces solutions, beaucoup plus simples que celle de hono-

et pour n == . Cette Note a paru dans les
a2n

. I 1 .
[*] lim (;ZT{ RATIPR T 9—’;) =1(2).{Nouvelles Annales, t. XVII, p. 434 ;

t. XVIIL, p. 195.)
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rable Géométre autrichien, sont encore trop compliquées. En effet, la
proposition énoncée est une conséquence immédiate des relations

11t
(A) l—;+§—z+...=l(2),
L 1 1 11 1
(B) pyria it vl B A

1l est vrai que, les procédés simples étant presque toujours ceux qui
se présentent en dernier, c’est seulement vers 1872 que j’ai rencontré,
par hasard, Didentité (B). [ Note sur une formule de M. Botesu. (Bul-
letins de I Académie de Belgique.)]



