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MEMOIRE

Sur la Réduction d'une classe d Intégrales multiples ;
Par E. CATALAN,

Répétiteur a U'Ecole Polylechnique.

Dans ses Exercices de Calculintégral, Legendre détermine I'aire de
Vellipsoide A trois axes, d’abord par le développement en série, et
ensuite par la considération des lignes de courbure de la surface (*).
En essayant de reprendre la méme question sous un autire point de
vue, j’ai rencontré une méthode de réduction pour une certaine classe
d’intégrales multiples : Pexposition de cette méthode, et son applica-
tion & quelques exemples, sont l'objet de ce Mémoire. Mais, afin de
bien indiquer la marche que mes idées ont suivie, je traiterai en pre-
mier lieu la question de 'ellipsoide.

I

G +E+HE =

I'équation de la surface de l'ellipsoide. L’'élément de cette surface a
pour expression

Soit

dx'dy’ VT P+ ¢

4

) \ « . . . e . . d'
petgq désignant a Pordinaire les coefficients différentiels partiels Ii—; ,

(*) M, Plana a aussi traité ce sujet (Journal de Crelle , 1837, page 345); mais
nos deux méthodes n’ont aucun point commun.

41..



324 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

z—;; savoir, = — (%’) f— ’ q=—(§) ‘i—l-.’ En substituant ces

valeurs dans I'équation précédente, et désignant par A’ la huiticme
partie de l'aire de Dellipsoide, il vient

v [[wor/ ECIC DI

Lintégrale doit s'étendre 4 toutes les valeurs positives de x et de »
satisfaisant a la condition

@+ Gz

Pour simplifier , je fais

x' Y 7" ¥ e -

N e — | e ——* J e
z ’ B NE »

comme on peut supposer @ > 3 > 7, a* et b* seront des constantes
positives, moindres que l'unité, a* étant la plus grande. L'intégrale
qu’il s'agit de déterminer est alors, en faisant A’ = af8A ,

A = [fzdy/ =TT (1)

et cette intégrale doit étre étendue a toutes les valeurs positives de x
et de y qui vérifieront la relation

x* -+ 7 : 1. (2)

Si nous désignons par z la valeur positive du radical placé sous le
signe [, lintégrale A devient fzdxdy: elle peut étre considérée
comme exprimant le volume d’'une portion du cylindre dont 1'é-
quation est x*--y*==1, portion comprise entre les parties positives
des plans coordonnés, et la surface représentée par

1 — a*z® — H'y? .
——ieal (5)

zl—.
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Or, si apres avoir mis cette équation sous la forme
(8 — @*)oc* (2 — byt =2t — 1 (4)

nous y regardons z comme un parametre variable, nous conclurons
que tout plan perpendiculaire a 'axe du cylindre, et situé i une dis-
tance plus grande que 1 de l'origine, coupe la surface snivant une
ellipse qui a pour projection sur le plan des xy, une ellipse égale,
représentée par I'équation (4). Pour z== 1, cette projection est I'ori-
gine des coordonnées; et si, & partir de cette limite inférieure, on
fait croitre z indéfimment, on obtient une série d’ellipses concen-
triques, ayant leurs axes dirigés suivant ceux des x et des y, et
dont la limite, répondant a z infini, est le cercle représenté par
x4 yre=1.

D’apris cela, nous prendrons pour élément du volume dout il
s'agit, le cylindre ayant pour hauteur z, et dont la base serait la cou-
ronne comprise entre les deux ellipses déterminées par I'équation (4),
quand on attribue au parametre deux valeurs consécutives, z et
z - daz.

Représentant par X et Y les demi-axes de la premiére ellipse, la
couronne elliptique aura pour mesure #d.XY ; et comme nous ne
devons prendre que le quart du cylindre correspondant, nous aurens,
au lieu de l'integrale (1),

A=7["zdXV. (5)
L'équation (4) doon:
X —_ \/52—1 Y."_'_"' V"zn"'_'- X

2 q?? zg___bg'!

dz d
dX=(1-a* Z dY={1—ps zdz
( ) (z*— @)V (z"—a”) (z"—1) H (#'=0")V/ (z2-b*) (z7-1)

L __(1—a |, 1—bn\ zdz
d.XY=XdY+YdX =325+ =) Yy oxr ot

ce qui change la formule (5) en celle-ci,

® = dz w© *d
A =§ (1-a?) ~+ (1-0* zas o )
4[ a f' (zg-aﬂ) V(za-_an)(zq_ba) (! )_/; (Z"'baJ V (z'j_aq)(zg_b,—j]! (b)
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que l'on peut écrire sous la forme abrégee :

x /1—a* d. 1— b d. ® z%dz
A -—1 ( a ) —Ii + b RE).[: ‘/ (zs_an) (Z"-— bq) ’ (7)

en observant que

d z'dz : az’

o ye—a)@—0 @E—a)WE—a)E—5)

L’intégrale double (1) se trouvant ramenée ainsi a une ou a deux inté-
grales simples , la question principale est résolue : je vais actuelle-
ment, pour la compléter, transformer les intégrales contenues dans (6),
de maniére i exprimer A en fonctions elliptiques ordinaires.

On a
o< b<a< 1 <z
on peut donc supposer

z* — a* = (z* — b*)sin* Q.

Ce changement de variable donne, en posant b =ca,

a'(1 —c*sin’Q) jlzdz___a'(l-c’)_sin apdp, Sdr— a’ (1—c*)sin @dp

= COS"Q ’ cos® @ cost ? ‘/ 1=C* sin'@
1 3 Sina¢ 2 (| . ' - singb
2 —a‘=a*1 —Ci)cos‘ ?’ P—D'=a’(1=c )cos'¢, ‘/(z 'a")(i’—b')=d‘(l-c’)°;s,_¢ ,
i —_—" 4 Vi—c'sin'e
(F-a) V@ —aNE—b)  ai—e) T sinp
'ds .
- = dp {/ 1—c*sin’Q.

T—t Y (P —a) (b e(1—C")

L’équation (6) devient, au moyen de ces valeurs,

———————————

A -—-4“([:,,-)[('_“‘)_[;& dpV/ 1—c'sin*p +(l—b’)ﬁ;d¢\/m75] @

sin*@

. r—at
A = arc-sin ——
1—-b*
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Les intégrales elliptiques qui entrent dans cette expression sont prises
a partir de la valeur A de Yamplitude : afin qu'elles s’évanouissent,
ainsi qu'on le suppase ordinairement, pour ¢ ==o, je fais

ta . . ’
: ug @ V i—c® tangB’

ce qui donne, en représentant par A le radical \/'1—c*sin®§:

. cos® § - sm?*0

sin* = ——, cos® <p_._..(1—-0)--——, 1—¢*sin® r.p.._(l—c)dg,
dp I do
cos“qp_ V 1i— ¢isin” 6’

dp=—y/ =02, do /TG G = (1—c*) &,

doy 1—c*sin’@ — (1—c*) di
e ' A cos* b’

La limite superieure » des nouvelles mtegrales est determinée par

Véquation
| —a 1

1—a’c’ 1+ (1—~c®) tang® g’

laquelie donne
t — a ) .
ang u = Vi Smp=a, cosu= 1—at.
La substitution des valeurs précédentes dans la formule (8), donne

—[(I a )/ A cos® 8 (1 —a’c ﬂf: - ‘ (9)

Or, on a (*)

F do Ny 27

f; EE&’"@_!—C [V 1—c*sin* u tang e+ (1—c*) Fe, u)—E(c, w1,
rd} a Sin g COS .

oA3__1—-c [E(c’ﬂ) ¢ V 1—c’ sin* & csmy-]’

(*) Ezercices de Caleul tntégral, 1811, tome I, pege 199.
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en posant , a Pordinaire,

Flc, u =f#%d , E(e ”')"—"LEA'JG’

0

Au moyen de ces valeurs, et de celles de tangu, sin u, cos u,
la valeur de l'intégrale se change em

A=;—a[a'E(c, )+(1;--a‘)F(c,pa)—l—a\/l_—a'\/t—a'c']' (10)

Par suite, I'aire de l'ellipsoide deviendra

8A' = 2m* - V;;'{' {(a*—y*)E(c, u)+y'F(c, w)]. (1)

Cette formule ne différe que par la notation de celle qui se trouve a
la page 191 du tome premier des Exercices. Pour appliquer, on
doit se rappeler que | |

)

, Y
—@'_.(;-:;;;)’ | cos,u:;.

il.

En second lieu, soit P'intégrale

A =([[dxdyds /=TT, (12)

dans laquellea, b, ¢ sont des constantes positives, moindres que
I’unité. Cette intégrale doit étre étendue a toutes les valeurs positives
de x, y, z, propres i satisfaire a la condition

xs+f'+z'.z I. . (15)

En regardant x, y, 5 comme les coordonnées d'un méme point
matériel, rapporté i trois axes rectangulaires , cette relation (13)
représentera I'ensemble de tous les. points matériels contenus dans
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une sphére ayant son centre a 'origine, et ayanl pour rayon,
Funité. |

De plus, si P'on fait

. 1 — a*x —b’yr— c*z?
pr= l_xm_‘yn_za 2 (14)

on pourra supposer que ¢ représente une vitesse dont serait animée la
molécule ayant pour coordonnées x, y, 2, et pour volume , dxd ydz.
Prenant alors la deusité de la sphére pour uiiité, le produit vdaxd ydz
exprimera une quantité de mouvement, et l'intégrale (12) ne sera
autre chose que la somme des quantités de mouvement de tous les
points matériels composant la sphere. |

Pour évaluer cette somme , j'observe que les valeursde x, 7, z
qui répondent & une valeur donunde de v, devant satisfaire a I'équation

(vs___aa)xa__l_ (0'-—- bl)‘),;_'_ (02"— c,jz.‘:'vt__ 1, (15)

il résulte de cette dépendance, que tous les points qui ont méme
vitesse, sont situds i la surface d'un ellipsoide a trois axes, représentée
par cette équation. En considérant alors la portiog de la masse. sphe-
rique comprise entre les deux surfaces ellipsoidales qui répondent a
deux vitesses consécutives ¢ et p-dv, la somme des quantités de
mouvement de toutes les molécules composant cette couche, sera égale

au volume de la couche, multiplié par ¢. |
Par suite, si nous désignons par X, Y, Z les demi-axes de lel-

lipsoide (15), Vintégrale (12) deviendra, a cause que nous ne de-
vons prendre que le huitieme de la couche,

A=%( vd.XYZ. (16)

I’équation (15) donne

o W= o
X _\/ , ’ Y =\/——— Z=\/ —,
Vieeq? bt pi—c”

df, = — (1-—c?) Vd" __ XYdZ — (1—c*) vdv V/ vi—1
(v*—c?) ‘/ (V2 1) (v — 3) 4 - (v"-—c?) \/(v"—a")(v’——b’)(v’—c“) )
d.XYZ — vdy Y vi—1 o fi—at | 1— b 1-——02‘.
V F—a?) (v =b?) (" —c*) ("’-"a"‘ ¥ oTE T AT C")

Tome IV, — Aot 183g. 42
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Cette derniere valeur conduit

i 0 vdy |/;‘_-_1 , : © dvy viey
A= z (1—a* -5 L —
6 [ “ )/1 (v’—a") V (pn_aa)(vs_bz)(vm_ cﬂ)+(l )./I' (v’-&') V(V’—d’)(?a-b’)(i’f'—( ’)?
e © vidvy/ vi-1 _
H )-/; (v*-c?) V (v*- a’)(v‘-b’)(v‘-c“)] ’

formule que l'on peut écrire

A\ . lxs1—a‘d. | 1=bd.  1—c'd. * vdvy vi—1
A I 67,‘( a c_f-t;+ b ?c+ e :i?:)f, ‘/V':__an)(vs_bn)(vg_ cq)' (18)

(19

Le second membre de I'équation (17), si on le multiplie par 5,
peut encore étre considéré comme exprimant la masse d’'une sphére
ayant pour rayon l'unité, et dans laquelle la densité varierait suivant
une loi donnée par I'équation (15).

Iil.

Les résultats contenus dans les deux paragraphes précédents, ont
éte obtenus a I'aide de considérations géomeétriques ou de considéra-
tions mécaniques. Si Pon voulait, par des procédés analogues,
s€lever 4 l'intégrale quadruple, la chose deviendrait, je crois, pius
épineuse : mais il parait évident, a priori, que toutes ces considera-
tions détournées doivent étre expression d’un seul et méme fait ana-
lytique. Cest ce dont il est aisé de s'assurer.

Considérons en effet, I'intégrale multiple d’ordre 7 : .

Je—, . K — 2 e_b-; n_aaxz
A::f ...dzd]d.x'\/ 1—...11‘*1;—:& , (19)

dauns. laquelle nous supposerons que a, b, c,... sont des constantes
positives moindres que l'unité, et ., 7> %,. .. des variables positives,
lides entre elles par la condition

.r'+j’+z‘...2 1. (20)

Cette integrale définie est égale 4 la somme des valeurs que prend Ia
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différentielle , quand on y fait varier &, y, z,... de toutes les ma-
nieres possibles, compatibles avec la relation (20). Ordinairement,
pour obtenir la valeur de cette intégrale, on suppose en premier lieu,
¥, ... constantes et déterminées, et l'on somme par rapport

-1
.

2 x, en faisant croitre cette variable de o & Vi—»*
puls, supposant z,..... conslantes , on fait varier » de o &
V1— z*—..., ctc. Cette maniére d’arriver au résultat n’;est pas la
plus simple que Yon puisse adopter, au moins dans le cas actuel

Pour le fare voir, posons

T, | L N, L .g—a’x‘
L (21)

<onnons pour un instant & ¢ une valeur constante et déterminée, puis
cherchons fdxdydz. .., en attribuant a x, », z,... toutes les va-
leurs propres i satisfaire a la condition

fiv’-—- at)a® 4 (v'— 0%) yt = (VP — ) 2+ . z P, (22)

laquelle se déduit de Yéquation (21), et n’est pas contradictoire avec

pl—q?  plemf?

20, attendu que les rapports ——,

—_—1 O —1
que Punite. Nous obtiendrons de la sorte une intégrale defime, ex-
srimée en v, @, b, ¢,... que nous pouvons représenter par F(v).

Attribuons mainienant 3 ¢ une nouvelle valeur ¢'==y¢ -}~ dv: calcu-
ions Vintégrale fdxdy. .. entre les nouvelles limites, lesqueiles
< déduisent de (22) eny remplacant ¢ par ¢'; puis, retranchons le
premier résultat du second : la différence, égale a d.F(v), représen-
.era la somme des valeurs que prend la fonction dxdyds. .., lorsque
1. variables satisfont 4 'éguation (21), et que, dans cette équation,
le parametre passe de v & ¢'. Par conséquent, d’apres les premiers
principes du calcul intégral, on pourra considérer le produit vd.F(v),
comme exy®imant, dans l'intégrale (19), la partie que I'on obtien-
en faisant croitre le radical de v a ¢ 4-dv. D’aillenrs, aux

;... sont tous plus grands

drait,
limites
x Fr424...=0, 4+ y4+z4...=1,

42. .
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correspondent
V=1, V=00 ;

donc pour déterminer la valeur compléte de l'intégrale cherchée , il
suffit de prendre la somme des valeurs qu’acquiert la fonction vd.F(v),
lorsque v, croissant par degrés infiniment petits, passe de r a l'infini.
Autrement dit, si1’on fait

F(v)=/....dzdydx, (23)
les limites étant déterminées par
(00 —a@*)x* = (0* — b))y (v* — )2 4. ... < v—1,
on aura ce théoréme :
I—...—C'2'—by'—a'x* 0
[ dsdyda \[ 1= =TS — (T, ()

les limites de 'intégrale multiple étant données par

xt = yr 4 2+ zl
1V.

Pour déterminer la fonction F(v), jemploie la formule trés remar-
quable donnée par M. Dirichlet :

=iz, | dadyds = 2o ()() .
[y dadyds =20 (.+++ ) (35)

Dans cette équation, toutes les constantes sont posmves les variables
x, y, 3, .. sont aussi positives, et doivent safisfaire a la condition

(f)"-lf (%)"+ G+ @6

(*y Comptes rendus bebdomadatrcs des séances de I' Académic des Sciences,
tome VIII, page 156; ow Journal de Mathémat:quc: mars 1839 , page 168.

s |} o LI B B ! RN RN IRRNN LARE N A NIEE N0 N |
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Pour appliquer cette formule a Vintégrale (23), je mets la condi-
tion (22) sous la forme

(=) (=) (=)

Comparant alors le second membre de 'équation (23) avec le premier
membre de la formule (25), j’obtiens- immediatement

F(v)= [:{a:djdz. c = \/(u, —a Ao _bla) .. (27)

L 5

Al

Donc liniégrale multiple (19) se trouve ramenée a lintégrale
simple

y_’.—)n oo

[~ 2 _—
"(+2)J .

Si, dans la formule (1g), les variables pouvaient recevoir des va-
leurs négatives, il est ‘évident que le résultat précédent devrait étre
multiplié par 2. ‘

En effectuant la différenciation indiquée, la formule (28) devient

od \/ (522 (5=0)- o (28)

' E: ) v-‘-,‘:rv)(T -I—)Z )(::c*) :’::: ;—b“ ) (29)

Le cas ou les quantltes a, b, c,... seraient égales entre elles, doit
étre remarqué : on a alors |

A =

| e ",
dzdydr \/ e@ e ), )( ) v(v-1)t  dv
1—{(z* +J’ +z ) (1+ ) -

i (V".__'aﬂ)'_-!
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En posant ¢* —1 = (¢v*-—a*)sin* @, 1l vient successivement

| —a’sin’y 1—d* sin’p sin @d?
simm . —, Ve—at= — e, Ve 1= {(1—a%)——, vdv=(1—a") ¢ ,
cos*Q cos* @ cos'p cos’ @
, singde y/ 1 —a*sinp vide [yt \"—z 1 . -
vidv == (1 .. g% R ———{——, )37 = —sin"""@dp{/ 1-a*in® o ;
cost @ (v*—a*)*\v*—a i-a* ’
d'ou

V= ) ™
A= o272 2"'“'d\/-—’.' (31)
r(f)‘ , S*Tlodo v/ 1 —atsint @. (31)
2
Si 7z est impair , l'intégrale sera réductible aux transcendantes elhp-
hiques de premiére et de seconde espéces, et si 1 est pair, cette méme

mlegrale pourra s’exprimer par des logarithmes. Dans les deux cas,
la reduction se fera par le calcul suivant.

A représentant le radical \/1 —ain*g, on a identiquement

ST deA — sin*—3 pdoA - 2%. SIN** @ COS P 3 —24SIN PCOS PADA ;
Jou

x -

2 5 . _ 1 I . _
‘/‘) -nn"‘".—pdcpA:_-‘fo sin*"pdpa — 3 ﬁ A% [(n — £) sin"~® pcos* pdp — sin"~3 pdp)

-

- b4 T
5.__ n—4 ;.a_ n—4§ rr .
= f _sin 3¢d¢A—~-§T | sin *pdp A4~ —-gﬁ ﬁ sin®~* pdpa
id il
n—3 2. . n—3 r2.
4+ _5-5"—./[:, sIn* - pdpA — 3 /-0 SsiIn®"' pdea.
Cette equation donne
__{m—1)a*+(n—23) n —4
AI—I na Au-—s na* Aﬂ—S ) (52)

v posant , pour abréger .

A, = f : sin"~'pdg \/1—a*sin® Q.

\ons devons actuellement faire la séparation des deux cas:
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1%, n impair.
On a (*)
20— 1

A =E, A =2"E +

3a ko

et la formule (32) donne ensuite

___(4a’42 2a—1 1 . f4a*42 1—a’
A-i"“' .. -—_BE’)E' i . )Fl7

5a* = 3a* 5a* 3a?
6a* +4 4a’+ 2 2a’—1 a4 1 3  2a'— 1 E
6_( 5 ' 3a&° 7a*  ba nat ~ 3a? ) ’

2 s .

+(6t;;t'-l, . 46!5&-:—2 ' |3a? | 7.'13 E 2a ) F.
etc.

2°. n pair.

Les termes initianux de la serie sont

T

5 _ 3 A
A, "-—-“‘f sin ¢d@ \V/ 1—a’sin*@, A;— f sin® Q@ \/ b—a? st g
0 O
Pour déterminer ces deux intégrales, je pose

a’ cos*
sin °

| — a*sin® @ =

cette transformation est permise, attendu que, @ étant momndre qus
Vunité, on a
a* (1 — sin®* @) < 1 — a® sin® @.

I'obliens successivement,

a*—sin’ 9 (1—a®)sin*§ 1—a sinbde
N @ == ———e—— COS® P = $IN @ cus QdY — — =
a®cos*d ’ ¢ a*cos*d ’ ¢ ¢ae a* cos’’
dh Vi—a
T 1—a
Ap — =Y 1=at =T (—a®sin? b — —_—
4 cosby a*— sm’ﬂ’ 4 cost
A, = 1—a* [ df Aem L — @ [ Al (@*e=—sin= 4>
! a o COs 07 TE T T g3 o cos®d
«n posant 24 == 4arc sin a.

Y Exercices de Calcul intégral, tome 1°7, pages 199 et 200.
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On trouve facilement,

« di 1 \/1+a o d9(a*~sin’6) a(3a’ _L 2l l\/E—E:)
o COS%0 I—a‘ + l—a o .cos° 0 8[: (3a*4-1) 1—a

Il résulte de ces valeurs,*

: I | —at l\/1+a éSa —2+1(t—-a=)(3a=+1 l\/:-ﬁ?&'

1-a’ 1—a

Lesdeux premiers termes de la série étant ainsi connus , la formule (32)
donnera ensuite, de proche en proche, les valeurs de A, A,, etc.
Dans J'équation (31), supposous a=o : l'intégrale contenue dans

: 0,

le second membre, se réduit 4 n* pdo =~ VL
: TED
résulte cette formule tres simple
n n1
dxdrdz. . . x 2
Y G) T (33)
Vi—x'—yi—z. .. 2

()

2

Dans cette intégrale, les variables sont positives et satisfont a la
coundition

xt == 4 2. ..

A

V.

La méthode dont nous avons fait usage dans les deux paragraphes
précédents, peut étre présentée sous la forme générale suivante.
Supposons, 1° que l'intégrale proposée soit

A=fndxdfdz.,.3’(x,_y,z,...).f‘ch(.r, j,z,...)];‘ (34)

2* Que les n variables x, y, z,... positives pour plus de simplicité,
doivent toujours satisfaire 2 une condition exprimée par

4 (x, _}',z,...): o; | (35)

BEE b gy ' o 1 ) e . S R XN B R NN IR X ER R L L TN I B
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3°. Que la fonction ¢(x, 7, z,...) soit de telle nature, qu'elle
prenne des valeurs déterminées et connues, « et 3, quand on fera
x =y =z=...=0, etquand ces variables satisferont a 'équation
«L = 0,

4°. Que de plus, Vintégrale fdxdydz...3%(x, y, z,...), prise

entre les limites

x=y=—z==...—=o0, et o¢(x, 7, z_,...):v,

soit connue, et égale a F(v);

5°. Qu’enfin, la condition ¢ (x, 7, z, v ne soit pas contradic-

L .)<
toire avec (35), et qu'en faisant varier ¢ dans la premiere, depuis «
jusqu’a B, on reproduise tous les systémes de valeurs de x, y, z,...

satisfaisant a la-seconde ; on aura

A=[" 7).

Ce théoréme deviendra évident, si I'on répéte, sur ce cas général, les
raisonnements quni ont é1¢ développés, dans le paragraphe III, sur un
exemple particulier. Les paragraphes qui vont suivre sont destinés
a faire voir quelques-unes des applications que l'on peut faire de Iz
formule (36).

d.

=) do. (36)

VI.

Pour premier exemple, je considérerai l'intégrale

I

D T (5
m, 7

A:f‘dxdjdz...xx""j""‘z"" . oo (

1— z%— yP v,

dans laquelle les quantités p, q, rye.., a, 8, 9,... sont des cons-
tantes positives quelconques; a, &, ¢,... des constantes moindres
que Tunité ; m une constante positive plus grande que un, et x,y,...
des variables qui peuvent recevoir toutes les valeurs positives compa-
tibles avec la condition

x=+yﬂ+z*+...:1. (38)

Tome 1V. — Aocur 1539, 4‘_,
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Si je fais

1—ax*—~ byP—czy —. .. (30)

PR
1— x%— yP— 2¥ —

puis s1 je pose
Flv)= fdxdydz... X xr~ y='z—. .., (40)
les limites étant déterminées par

(v —a)ax (v —b)yP 4 (v —c) v ... Zv"—- 1; (41)
jaurai A-..-.:f cWWIF(V).

I

Pour déterminer F (v), je mets la condition (41) sous la forme

::::') ( ::'::' \/::Z:i)

le théoreme de M. Dirichlet (25) donne alors

o = CE G @) ®

!

__(-E)--
(i)

ou bien,
A=
P .U SR
m ( r(ﬂ) pm (pm 1) +otgt P(:-a)_,_g(n-b) 20%) | :id 43
By, .. P(!+€+E+>... I q G(Vm—ﬂ) ﬁ(i—'m c) Vi }

' (v —a)*(vr=—b)R. . . .
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ou encore, en posant y"=u, et i—’-{—% | 5 ... =k:
P\r(? R —~ -
( ) ( ) um(u—-t)k du p(1— +g(: +
= «By..T (1K) P 7 La(u—a)’ 8(u—0b) ] -

. (u—a)“(u—b)ﬁ' "

Si les constantes @, b, ¢, sont égales entre elles, la formule se
simplifie beaucoup : elle devient

1

« 8 7 ~m

p—1 g—1 r—I t—a (x +7y + z{+--)Jm
z e v

dxdy...... dzx ¥ " 3 "
—(x +ry + 2 +..)

=(1—a

(P) ( ) "‘(u—x)*—l du

. (k) (u — a)ktr ° ('/"5)
Si, dans cette derniére, a est nul, le second membre se réduit a

(@) oy

afy...Tk) 1 uk_,_l__;"_

: l’inte’grale se transforme en

B—E(l_g)n—:dg _ iy (1—;) r (k) ;
F(I: +1— n—%)

4. Y

J _I

donc

dxdydz. . .xP~iyi= 'z, r(;-:—n)r‘(g)f‘(% . . (46)
',;, uﬁv...r'(l—;—z'l'f‘:'*"g"'“')

(1—x*—yP—2zr— .. )

Dans toutes ces intégrales multiples , la condition aux limites est tou-
jours

pr—

xx 4 yP 4 27 +...<:.
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VII.

La formule (46) peut se déduire d’'une autre formule trés générale.

Prenons A = far—'y~'z'.. . dedydz.@(x+y +2+...), (47)

la condition aux limtes étant x-f-y-f-z-4... _<" A

En posant
Xyt s4...=v,

nous aurons a chercher l'intégrale
Flo)=far— ' 2 ... dedydz,
entre des limites données par
» z =
;+;-|—;+... <L.
Or, par la formule de Dirichlet,

r(p)r(g)r{r)- .. UM Ak batie ol

F(v)_ ri-p4g4r+...)

douc,

| r(g\r(r). .. & . . )
b= e [ v ()

I est clair que, par un simple changement de variables, eette for-
mule donnera I'équation (46); elle conduit également a celle-ci :

dxdyds. ... X @~ gz . (1 — & ey & \%
| )

) .

tr...r(i+ L+ 2+ 24.)

Dans ceite derniére équation , toutes les constantes ont la méme si-
gnification que dans (46) ; I'équation aux limites est la méme; m est

une constante positive quelconque.

(*) Cette formule a été démontrée d’une autre manidre par M. Liouville (Jour-
nal de Mathématiques, mai 1839;.
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VIII

Pour application de la formule (48), je prendrai 'intégrale

- 1— (& +r + &40 .
A=[dodyds..\/ITERTAEL0 5

dans laquelle les 7 variables seront positives et satisferont a la

condition

—
——

Xy -2t = ... <1.

Cette intégrale se transforme d’abord en

([ dxdydz . .. 1 —(z4y Fz4...)
A_(m)-/- \/:r_yz...\/f+(x+,]’+z+,,,)’ (51)

Ja condition aux limites étant

T

x4y 42+ ... <

Vapplique actuellement la formule en question, et j'obtiens

n

VN ] R g
= SEe e
2
L’intégrale équivaut 4
n n . n_2 _ 1 n
2 2 4 1 2 AL Eh‘ 3
i v dv ' 1y dv 1 I ___ —~ ) -
T Je V11— IR Vg p— 2f°0 (=) de+z‘j° § =) d

D), D)
TG G
en posant vy = g ,. et faisant usage de la relation,

T(pIr(9) ! ot -
'I‘(P'-hq)‘""f; F = by ‘de'
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Au moyen de ces valeurs, je trouve, au lieu de P'intégrale (50),

&' G+ ()

TR L) T e

Cette formule donnera successivement

g (4) F@ () Vo
e i oo R TG

a cause de

¥ 2

3
rors — .
B4 gar’

4
[ ViFerm=7G-1) o
f dxdyd:z \/ : :E‘:Iﬁig g V2T FES —_T (%)’]. (56)

1 — (2 by ) x
Jaxdrdide ) e n = w () 67

etc.

IX.

Je choisirai enfin, pour application de la formule (48), I'intégrale

dxdydz. .. _
A _f(x“+:~"+z7+..-)"’ (58)

entre les limites

x4 yf A2 e "<—1.

En remplacant x* par x, y# par y, etc., elle devient

T ey @ty Fa+..)" ’
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«t la condition aux limites :

x4y -+ z ... — 1.

A

La formule (48) donne alors

I I :
I‘(—)F(—)... _I_m+.l_+_+1+,.,
A — @ 8 f’v « By de.
0

o uﬁy...P(i:}-é+...)

Pour que l'intégrale ne soit pas infinie, on doit avoir

;+E+;+...>m;

et, cela étant,
N OO
Gtgto—m)emy r(Prrs..)

S1 les exposants , f3, 3,... sont égaux entre eux,

__ N

()]

2% fpe
A _ "_’n' ’ n L] I\()U)

=)@

o -4
Nous avons supposé l'exposant m positif; il était uégatif, nous

trouverions
DA,
ﬂx“-;-yﬁ-}-zw.;.. ) dxdydzs. .= ! ("‘) : ( ) .

aﬁ'y...(m -e—i+é+...>r G_;.E-;_)

(59,

’ "\(_'ll}
Dans le premier membre, supposons m entier, et développous la
puissance du polynome: I'un des termes & intégrer sera de la forme

r'(m - 1)
Frfa+1) r{-+1)..

: fx“fy‘b‘ézc” .. .dxdydz,

¢n posant

a4 b 4+c—4+...—= m.
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Or, en observant que l'intégrale doit &tre prise entre les limites don-
‘nées par

x -+ y* +z’+

/\u_

la formule de M. Dirichlet donne

fxmfbﬂ z‘-‘?...dxdjdz — 1 I‘(a+£)r(b+é)_”
Py I‘(; +m+£+%+..)r

d’ou résulte, en comparant avec I'équation (61),

QONORO I GGy 8

r(C+3+o+- ) T GRS

Le signe = mdlque une somme de termes de méme forme que celm
placé sous ce signe : a, b, ¢,... doivent recevoir toutes les valeurs
entieéres non négatives satlsfalsant a I'équation

a-t+b4c4...=
Le nombre de ces termes est d’ailleurs (*')- ‘

N_(m+l) m- 3 m+n—'1'

l [ ] a L n—l

{ Avril 1839.)

(¥) Journal de Mathématiques , lome III, page 112.




