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Note sur une Fquation aux différences finies ;

- Par E. _CATALAN.

M. Lamé a démontré que I'équation

Pn+: —_— Pn + Pﬂ—-lP3+ Pn—sP4 +' ¢ '+ P4Pl—s+ PSPﬂ—-l + Pl ’ (1)

se ramene 2 ’équation linéaire tres simple,

—_— 4”""61)". (2)

Pn+t —_ o i

Admettant donc la concordauce de ces deux formules, je vais cher-
cher a en déduire quelques conséquences.

L

L’intégrale de I'équation (2) est

W) O

10 14 4n—-6P3;

— —
»

CF B e -

P... =
et comme, dans la question de géométrie qui conduit a ces deux
équations, on a Py== 1, nous prendrons simplement

2.6.10.14...({4n — 6)
Poye = 2.3. 4. 5... n (3)

Le numeérateur

2.6.10.14... (4p—6)=2""".1.3.5.7... (2n—3)
2"—.1.2.3.4.5... (2n—2) __ 1.2.3.4...(2n —2)
2.4.6.8...(2n—2) ™ 1.2.3...n—1)

Donc

4+ 1) {n42)... (2n—2)
P = MRS @
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Si 'on désigne généralement par C,,, le nombre des combinaisons de
m lettres, prises pa p; et si 'on change n en n~}~1, on aura

Pl+s — n_:_ X Czn,nr (5)
ou bien
Pﬂ+. —_— C:n,u - Czn,n—l' (6)
II.

Les équations (1) et(5) donnent ce théoreme sur les combinaisons :

1 I

I I {
n + 1 Cm.n — ;Cnn—z,n—t + n—1 an_:i,n...: p ol ; Cg,:

1 (7)
+ Cnn—-ﬁ,n-—?- x ';; Cti,a + LRI + Yll C:m-aﬂ,n—l‘

2

III.

On sait que le (7 <4~ 1)* nombre figuré de l'ordre n-}- 1, a pour
expression, C,..: si donc, dans la table des nombres figurés, on
prend ceux qui occupent la diagonale ; savoir :

1, 2, 6, 20, 70, 252, 924...;
qu’on les divise respectivement par
1, 2, 3, 4, 5, 6, VR

on obtiendra une nouvelle suite de nombres,

I, I’ 2, 5, 14’ 42, 1320.-, (A)
lesquels jouiront de cette propriété :

Un terme quelconque de la suite (A) est égal a la somme des
produits que lon obtient en écrivant au-dessous delle-méme, et
dans un ordre inverse , la série des termes précédents, et en multi-
pliant les termes correspondants des deux séries.

Par exemple,

152=1.4241.14- 2.5+ 5.24 14.1 4 42.1.

Tome III, — Octosre 1838 05
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Les nombres qui composent cette suite, sont 2 commencer du
~econd, les valeurs de Py, P,,..

V.

En mettant pour les quantités C, leurs valeurs dans I’équation (7),
1] vient

2n 2n—1 n41 1 2n—2 2n—3 n 1 2n—4 2n-5 n-g
i 1 2 onm o on 1 2 h—i a1 1 2 " n—a
) 1 2n—06 =2 1 4 1 2n—2 2n—3 n
e 2 LT R R .
2 1 n—23 I 3 31° 1 2 ne— i

=
E

&t en multipliant les deux membres par 1.2.5... n:

B ]

e e n n—i——

M.2—1. . B42 == 2n—2, 2n-—3 . n+—2n—4 n— 1+— 21—}

2

—_1 n—2 — e : )

\ n—2><4+nn2 3 an—8,, . n—3X6.54+...42n—2...n. 8
Dans ce développement, le terme qui en a ¢ avant lu1, a pour
axpression ,

nB-—I n—z+1

I = - (2n—2i—2)(am—21—3)...(n—i)X2i(2i—1)...(i+2). (0}

i.ette quantité peut s'exprimer a 'aide des fonctions I', dont la défi-
rittion est, comme on sait,

T(p)=(p— )I(p — 1);

an a effectivement

T nn—iIi n——-z-]—l I'(2n — 22— 1) I’(zi-}—._:_;a
=Y T o i T(n—3i) T4 2’
QL
T __nn—1 n—141 1 r'(an—=2i1) TI(2:42)
t T e : (212—2i—1)(2i4)(id=1) T(n=1) " T+ 1)

A l'aide de la relation

== T(r+2),
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découverte par Legendre, nous transformerons les deux rapports

I (2n — 21) r{z: =4~ 2)
r{n—i ? r(i=+1)"’

22!’1-—2!'—1 . I 29;‘-{-; ] 3
vl (n—i+s), T+ )
alors le terme général devient
T, — 1 Pt Nl 1 1 z—mr(ﬂ—i—{—l)r <1+3>
=17, T T r—zi—n(ei )i+ 1) 7 2 2/’
ou enfin

N e E

Nous pouvons remplacer le produit des deux fonctions T' par uuc
intégrale eulérienne de premiere espece, au moyen de la relation,

r(p).rig) __ ety g .
r(p+ q) fo (s — 6y db;

et nous aurons

T, == 22 ;‘_‘2“)3'_'_‘.'_‘(’; —! J+ 2.2 1w 0’9"*'41( (—0yidh. (1))

De méme, si nous substituons au facteur

n{n-— l).-..(n——-i—‘—l) I‘(1L+ 1)
1.2.3....0 4 1) Fri-2)T(n—1i-41)’

ia quantité

T+ 1):T(n 4 S)f: g+ (1 — B)—idb;

nous obtiendrons finalement

1 .3 T
gﬂ.—-l-—"‘; — l—_ﬁ
e r s fo (1 — 6) 2 db (13)
- { ’
a rin—4 3) fl pn—i(y — 6)““ do
0

T, =

65. .
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Au moyen de cette valeur de T,, I'équation (8) devient

r .3 1
L(2n 4= 1) 2*"=2 P (n) r(n- ])Z:_,ﬂ 6 2 (1—-—0) > di
L'(n-2) w r'(n <4 3) '/;I =i (g — 0)i+1 dp

i 3 ox
f Bn—‘-;(l J— 0)'—5 do
0

I 2
f 071 (1 — 8)i+ g
(v}

ou

= — gy

(13)

V.

Le terme général de notre développement peut se mettre sous une
torme différente de (12). Nous pouvons écrire

g T{n—i—e 1) T(i4 1)
T = = T(n+1) F(n—i41)T(i+2)°

Or

T(n—1—3)__ P(n—i—3)r(}) X

2 I n—;‘—?. .
I (n~i=1) F(n—i<1) Xp(.:;;)=73:f;6 2(1—-9)3 di,

et
re+3) __ r@E4 Hr L 2 Thit X
C(x42) ~  T@+ 2) X@_V;Le =(I-—9)= df,
donc

To= 2 [0 — 0 d [0S 0—0idn (g
Les valeurs (12) et (14) devant étre identiques, on aura
L’G"-f—i- (1-—_9)*"5(19 =én(n+ I)(n+2),f: g—1(1 — 6+ df
xfo’e""""é(: — 05 8 xﬁ’e"—% (1—6) db. (15)
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Si I'on suppose i =1, il vient

m=4n (n1)(n42) [0 (0 — By db X [E(1—0xd. (16)

D’ailleurs, ces deux dernieres relations se vérifient immeédiatement.

En mettant pour T, sa nouvelle expression dans (8), cette équation
devient

Fr((z:r;))—-n;:r(n-l- :)2:"ﬁ'9““:(1—9)}d9><ﬁ‘gf—‘;(,_..g)l- d9.

Et a cause de

r(2n <+ 1) _  T{(2n) 22"

TG+ 2 Tm v»-r(""'i");

puis de

nous aurons enfin

I 1 Hoee1 ¥ . - X | S | 1
am [ (== 3 [ (675 (108 x [ §5(1- )b, (17)
VI
L’équation précédente exprime une propriété des fonctions I'. Pour

la mettre en évidence, remplacons 7 par 2T’ G) r (2), puis chaque

intégrale définie par sa valeur; il viendra

N (3 TEHITD _ et Ma—i—NTQ) T4 )1,
4r(2)r(2)' I(n -4 2) 2, P(n—i41) ° rla2 7

ou, en changeantn en n—1etien i—1:

rg) re—3 __1 2“'r<n—i-—a) ri—3
I(z2) "T(n1) ~ 4 &,

F(n—i-41) " T+ 1) (18)

Ainsi, en posant
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r(z—3)
ri<41) Ay
on o
ALA, — A 3 A
12 B (10

(.elte equation peut se mettre sous une forme plus simple. Pour ceix,
remarquons d’abord qu'en posant i = o0, la fonction A, devien:

rr_....‘) PFs) .
. Or, T(—2)= --(—_.——..--2‘/7:-, et T (1)=1. Si donc, apre-

avoir chassé le dénominateur de I'équation précédente, nous ajou -
tons 2A,A, aux deux membres, nous obtiendrons

4A,A,, — 4‘/73-- A,, — ZrAn—iAi‘

ou simplement, a cause de A, = /7 :

20 Au—-!Al — O ';'20.-

Autrement dil, Péquation aux différences finies

PP, + PP,_, 4+ P,P,_, ... P,_P, &+ PP, — o,

s r(n—:
est satisfaite par P, = -P—g:— o

P, =y=.
Il est d’ailleurs évident que cette équation n’a lieu qu'a partir de

n —= 2.
Il suit aussi, de ce qui précéde, que l'intégrale générale de Ve~

.y pourvu que Pon prenne P.=—s y/ 7

quation
4PP, =PP._, 4+ PP._, ... P._.P,, (a1}

est
I‘(n—%) Pr

rn=41) "y ="

P, = (22)
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VII.

Je terminerai cette note par la solution d’un probleme qul a une

itaison remarquable avec Ia question de Géométrie, traitée par
M. Lameé.

Prosuime. De combien de maniéres peut-on effectuer le produit
de n facteurs différents.

Désignons par Z,,, ce nombre.
Supposons les n facteurs écrits dans Vordre alphabeétique ,

abe....ghkl. .. qrs;

décomposons ce produit en deux groupes, I'un compose de ¢ facteurs
abc. ..gh, Vautre composé des n— i facteurs restants; désignons en
outre par X, ., le nombre de maniéres dont il est possible deffeciuer
le produit ci-dessus, sans changer Lordre des letires : il est clair que
Fun des éléments de cette somme sera Xis1 X1 Et comme ¢ peut
varier depuis 1 jusqu'a z—— 1, NOUS aurcns sans aucune omission ni
répetition :
-

Xl+1 — 20 Xl+|-xn—l+1- (2 )

A

0 o doit supposer X, =1 ; d’ailleurs X, est aussi cgal 4 1 : il S'ensuit

que 'équation (23) a la méme intégrale que Péquation (1); savoir
Xey, =P, (21

Nous avons suppos¢ que les 2 facteurs étaient disposés en ordre al-

phabétique : comme ils peuvent étre pris dans un ordre quelconque,

la quantité X, doit étre multipliée par le nombre des permutations
de n lettres; donc

|

Zu+1 — PB+I'r(n -+ I)!

ou
Ly, = nn + 1) (n 4 2)...02n — 2). (25)

S1, dans I'équation (23), nous mettons au lien des X leurs valeurs

en Z, nous trouverons aprés avoir multiplié tous les termies
par T (n- 1) :
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Zl-l-l — ? Zszn + _?" = ZSZn—-: + A A +?'IE ans? (26)

2

et comme la formule (25) donne

2., = (4n — 6)Z,. (27)

Il s‘ensuit que ces deux derniéres équations rentrent 'une dans
lautre. Ce résultat, auquel il serait peut-étre difficile d’arriver direc-

tement, est assez yemarquable.
r{(an—i1)
r(n)

L’équation (26) devient, en mettant pour Z,_, sa valeur

=+ '_"E.(.?f_:?’l

IT(n—1)

riazn—1) _ nl(1) r(2n—3) , nn—1r(3) r(an—>5
T(r) ~ 1T(1) Cln—1) + 1 2 I(2) r(n—2)

A cause de

C(zn—1) _ (2n=—12)T(2n~~2)  TI'(2n— 2) 9" —? 1
r(n) (n=— 1) (n— 1) . r(n—sx) V= r(n_;)’

cette derniére équation se transforme facilement en

(=)= @r =D+ 10D ]
SN HON

Celle-c1 peut encore s'écrire

. 1 i I 3 3 i
4n f 6T (1—0) s db= "‘!“ f Rl P P R f 0T (r—6) i ds
C 0 1)

I 2

ot PN e

(2q)

Les équations (28) ou (29) expriment une propriété des fonctions T,
analogue a celle qui a €té dounée plus haut.




