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ou bien | , -
30:01:13 == o™ 1" [é, 3, 0]:_2""_*3 [2, o, I] : ot o[é, I,_S]._'
» En substituant dans I'équation identique
7 30 13 23

Jes valeurs des quantités 30: 23, 13: 30, 23: 31, tirées des équations
(13), (14), (15), on trouvera la relation

"2 1,3, 0] a0 |2, 1, 3] o' [0 2, 3]
= 1”0 [I, 2, 3'] 2"ty [2, 3, o] oo [9, 3, 1],’
d’ot, en se servant de la condition (12), on tire enfin I'équation

(16)  [0,2,3] [1,3,0] [3, 1, 3] = [o, 3,1][1,2,3][2, 3, o],

qui expnme la condition pour qu'il soit possmble de faire passer par quatre
points P, P, Pz, P; une surface quadrique tangente a la surface U en ces
quatre points, et en méme temps osculatrice en trois de ces points.

» Les conditions pour un plus grand nombre de points ne présentent
aucune difﬁcu]té. »

. ANALYSE MATHEMATIQUE — Note sur les smjfaces orthogonales
par M. E. Catasan (*).

« I. PROBLEME. — Determmer toutes les szufaces Z qui coupent orlhogo-
nalement les surfaces S représentées par

(1) - F(x, gyz)=c.
» Cherchons d’abord les trajectoires orthogonales des surfaces S. Soit
Pdx + Qdy + Rdz la différentielle de F(x, 7, ). Les équations diffé-

rentielles du probléme sont

. . “dx _dy  dz
(2) . FTeTR

Les surfaces S, se succédant d’une maniére continue, admettent une in-

(™) La méthode suivante est tirée, en partie, d’un petit Mémoire intitulé : Recherche des
lignes de courbure de la surface liew des points dont la somme des distances & deux droites
qui se coupent est constante (dcadémie -de Belgique, ]Pfemozres des Sar*azzts etraﬂge:s,

t. XXXII, 15 décémbre 1863).
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finité de trajectoires orthogonales; donc les équations simultanées (2) sont
toujours intégrables. Si

(3) S (@ e =a fi(xg, )=

en sont les intégrales, celles-ci représentent toutes les trajectoires cher-
chées, et I'équation

(4) J(x, 7, 8) =9 )i (x 7, 3)]

représente toutes les surfaces =, ¢ étant une fonction arbitraire (*).

» II. PROBLEME. — 1° Reconnatire si les surfuces S, représentées par [équa-
tion (1), appartiennent & un systéme orthogonal triple; 2° trouver, si elles exis-
tent, les surfaces 5, 3, qui, avec les surfaces S, conslituent ce systéme.

Attribuons & la fonction ¢ deux formes particnliéres, ¢ et 7 : si les sur-

faces correspondantes sont orthogonales, le probléme sera résolu. La con-
dition d’orthogonalité est ;

o) (9 (- (448w
(1) 4+ (@)=
» Dans cetle équation,
Y=y[filx, 7 2)]=¢(B), #=n[filx,7,2)]=r(B)

» En chaque point des lignes de courbure de S, déterminées par les

surfaces =, on a _
Sl 0)=40(8), fi(xr,3) =4

« Si donc, entre les équations (3) et (5), on élimine deux des trois va-
» riables wx, y, z, I'équation résultante devra étre identique. En exprimant
» les conditions nécessaires pour que la troisiéme variable disparaisse
» ainsi en méme temps que les deux autres, on obtiendra deux équations
» différentielles entre ¢, wet B (™). »

IlI. PrOBLEME. — Quelles doivent étre la forme d’une fonction F (a, b, x)
et les valeurs des paramétres a, b, pour que Uon ail idenliquement

F(a, b, x) =o ("")?

(*) De li résuite que si, comme on I'a supposé, Pdx + Qdy -+ Rds — o est intégrable,
I'intégration de I'équation Pp + Qg = R équivaut i la solution du probléme proposé.

(**) Mémoire cité. J’ai conclu de cette méthode divers systémes orthogonaux.

(***} Si I'on remplace a, b, = par z, y, z, le probléme peut étre énoncé ainsi : Trouver
I’équation des surfaces qui contiennent des droites paralléles & I'axe Oz. |
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» 1° La fonction F, nulle quelles que soient les va]eurs attrlbuees a .:c,
d01t en particulier, étre nulle pour x = o. Am51 déja les parametres satis-
font a la condition ’
F(a, b, o) = o.

» 2° Soit y = F(a, b, x) — F(a, b, o). Cette fonction y, identiquement
nulle pour x = o, doit étre toujours nulle, ¢’est-a-dire constante. Comme le
premier terme est variable et le second terme constant, la condition impo-
sée est absurde, 4 moins que y ait la forme ¢(a, 5)X, X s’annulant
avec x (*), et que les paramétres vérifient I'équation ¢ (a, ) = o. |

» 3° DeF(a,b,x) —F(a,b,o0)=o0(a, b)X on conclut que -

F(a, b, x)= A + )X,

les quantités A, X étant indépendantes de x, et la fonction X sannulant avec x.
- » En outre, les valeurs des paramétres sont données par les équations

A =o, l=0.

» IV. Reprenons maintenant les équations (3)et (4). Supposons, comme
précédemment, que les valeurs de z, ¥, tirées des deux premiéres, soient
substituées dans la troisiéme. S: le systéme orthogonal existe, on devra pouvoir
disposer des fonctions , w, de maniére & faire disparaitre z. D’aprés le dernier
paragraphes, le résultat de la substitution a la forme A +-1Z. Et comme les
quantités ¢’ + ', ¢’z sont indépendantes de z, on a, séparément,

VAV LAY AY Y S S
((35)+(3})+(43) =A+M, L& dydy”‘_zz’d‘“;““B'l‘F-és

i\, (AN L (AN o
(&) + (5) + (&) =crvz

(6)

» Nous croyons donc pouvoir énoncer ce théoréme :

» Soient f(x, y, 2)=«, fi(x,y, ) =f les équations d’une infinité de
lignes, trajectoires orthogonales des surfaces S représentées parF(x, y, z)=c.
Pour que ces surfaces puissent fuire partie d’un systéme orthogonal triple, les

y w ’ . d df - « LN ¢fr . . V . .
dérivées partielles ;é, il doivent, aprés ['élimination de =, J> satisfaire

aux équations (6), A, B, G, A, p., v étant indépendantes de z, et Z s'annulant
avecz (™). ) | S S

La fonction X peut contenir a et 5. _ |
Quand I'équation donnée a la forme X + Y - Z=—c, considérée autrefois par
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» V. Aumoyen des valeurs (6), 1"équalion (5) devient
(A +AZ) — (B+pZ) (¢ + ')+ (C+vZ){n =o.

» Cette équalion de condition, devant avoir lieu quel que soit z, se dé-
compose en

A—B{+r)+CPn'=o0, *—p({-+r)+vir=o0.

r dﬂ . . . ’ .
Par conséquent, ¢’ et =’ sont les deux valeurs de — satisfaisant & ['équation

dp
(7) (By — Cp) de® + (C)h — Av)dadf + (Ap. — BA)dB? = o,

du premier ordre et du second degré, Une équation du premier ordre ayant
toujours une intégrale, il s’ensuit que : si les conditions (6) sont remplies, il
existe deux séries de surfaces %,, 2, formant, avec la surface S, un systéme iri-
plement orthogonal. Les conditions (6), nécessaires, sont donc suffisantes (*).

» VL. Application : .
(e* + &%) (¢ + e¥) = csinz.
- » Les équations des trajectoires sont, comme on le trouve aisément,

¥ g—F & — g7

(3) =% coss B

CO53%

Il en résulte

(L)' (L)' + (L) = 6+ @) (1 tangiz) = A+ 22,

dz dy dz
df df; df df; af dfe __ 2y
- @_d—y+£$-—o&{3tang z=B - pZ,

(LY (LY (L) = (6 + ) ( + tangts) = G025

A=4+“27 B=o, C=4+pf% A=4+0o* p=«f, v=0"+4

M. Serret (Journal de Liouville, t. XII), les relations (6) conduisent assez rapidement aux
conditions
X’Xm-"—-“ 2(x_ll_ a) (XM___ b)’ YI Ym': E(Y” —_ (l)(Y”-—- z’), Zrzm_ Z(Z”—- a) (Zﬂ_ b)’

trouvées par M. Serret.

(*) Depuis le mois d’aott 1872, je suis en possession de ces résultats. Anjourd’hui, de
méme qu’k cette époque, ils me semblent presque paradoxaux, et je n’ose encore dire,
comme un illustre astronome : « Je croyais réver et faire quelque pétition de principe; mais
c’est une chose trés-certaine et trés-exacte, »



(392)
L’équation (7) est —;-:lj:& ==+ -\-/Bj]—i_& : ell_e a pour '%qt_égfale

7 —J—ﬁ’—'-gaq@—l— *—02-—-0

Par conséquent, les équations des deux séries de surfaces cherchees sont
(65— &) 4 (¢ — &)+ g(e"— &%) (& — &)+ (f — §*)cos?z = o,
(e"— )+ (& — “?’)”_— hie*— e*)(e— e+ (4 — kz)coszz = o.' »

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Réponse aux observations de M, Combescure.
Note de M. 'abbé AOUST

« Je ne puis m’expliquer I'intervention de M. Combescure dans une
question 4 laquelle il est étranger, puisque les réclamations qu’il adresse
ne sont pas relatives 3 ma derniére Note, mais se rapportent 4 une autre
- antérieure, présentée par moi, il y a quatre ans, pendant lesquels il a gardé
le silence. Ce que je comprends encore moins, c’est 'autorisation qu’il se
donne de prononcer, dans une Lettre académique, des jugements sur un
travail qui n’est pas soumis 4 son appréciation. Il appartient & P’Académie
seule de juger si la Note derniérement préseniée par moi ne conlient rien
d’essentiellement nouveau, | |

» Je réponds maintenant 4 ses réclamations. Le travail de M. Combes-
cure et le mien ( Mémoires de I’ Académie de Marseille, p. 143; 1870), faits &
des points de vue différents, le premier par 'Analyse, le second par la
Géométrie, ont un point de contact commun : c¢’est que mon travail com-
mence ou le sien finit; et encore, ce point de contact est purement virtuel,
parce que les équations (1) et (2) de mon Mémoire, qui en sont le point de
départ, ne sont pas écrites dans le sien, mais sont seulement contenues
d’ane maniére implicite dans les formules générales (5) et ( 1) de son Mé-
moire, lesquelles sont le but principal de son probléme (1). Or écrire les
équations d’une courbe sous cette forme voilée, et méme sous forme expli-
cite, ou donner la théorie de la courbe, sont deux choses bien distinctes.
- » Je démontre d’emblée, et en quelques lignes, les équations (1) et (2)
de mon Mémoire par des considérations géométriques, lesquelles me ser-
vent a4 démontrer successivement une série de théorémes relatifs aux sur-
faces engendrees par I’axe instantané, i la tangente et 3 sa construction, &
la rectification de la courbe, 4 sa comparaison avec les podaires non
planes; une généralisation des formules de Steiner, de Bernoulli, de 'H6-
pital; en un mot, 'économie géoméirique de la courbe. Aucune de ces



