2maR BHL

Biodiversity Heritage Library

http://www.biodiversitylibrary.org/

Mémoires de la Sociéteé royale des sciences de Liége.
Liege [etc.],La Société.
http://lwww.biodiversitylibrary.org/bibliography/39398

2e sér.:1.17 (1892): http://www.biodiversitylibrary.org/item/87385

Article/Chapter Title: Lettres a quelques mathématiciens

Author(s): Eugéne Catalan

Page(s): Text, Text, Text, Page 4, Page 5, Page 6, Page 7, Page 8, Page
9, Page 10, Page 11, Page 12, Page 13, Page 14, Page 15, Page 16,
Page 17, Page 18, Page 19, Page 20, Page 21, Page 22

Contributed by: Harvard University, Museum of Comparative Zoology,
Ernst Mayr Library
Sponsored by: Harvard University, Museum of Comparative Zoology,
Ernst Mayr Library

Generated 11 December 2015 9:33 AM
http://www.biodiversitylibrary.org/pdf4/046326800087385


http://www.biodiversitylibrary.org/
http://www.biodiversitylibrary.org/bibliography/39398
http://www.biodiversitylibrary.org/item/87385
http://www.biodiversitylibrary.org/pdf4/046326800087385

This page intentionally left blank.



LETTRES

A

QUELQUES MATHEMATICIENS

E. CATALAN.






LETTRES

QUELQUES MATHEMATICIENS.

— =

A M. Hermile.

Merci de votre bonne letire, si affectueuse et si encourageante.
Je me permets de vous signaler, dans le tome I1I (*), la propo-
sition suivante, horriblement simple, mais peut-éire nouvelle :

Soit
(! _I)'—iﬂ: Sn == Rn!

p etant un nombre entier. Le reste R, = la fonction proposée,
multipliée par un polynome entier, facile a former.
A l'instant, je trouve cette autre relation :

.dp 1

x(| 4+ x)¥t

—_—
—_—

4O | ==

d 'Tf] r—A

L= St

qui me semble curieuse. Je me demande si, en admettant les
différentielles & indices quelconques, de notre Maitre Liouville,
elle serait générale (**). Mais je n'ai pas le temps de chercher la
solution de ce probléme.

Salut tres affectueux de votre tres vieux Professeur.

Liege, 8 octobre 1888.

(") Meélanges mathématiques, p. 251.
(7") Nowuvelles Notes d’Algébre el d’Analyse, p. 43.
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A M. G. de Longchamps, Professeur au Lycée Charlemagne.
Mon cuer LoNGcHAMPS,

Je recois ta lettre, dont je te remercie.

Avant que le Mémoire me revienne, je vais te dire I'impression
qu’il m’a laissée, quand je I'ai rapidement parcouru.

Au fond, tes mouvelles fonctions sont des séries. J'accorde
qu’'elles sont convergentes. Sont-elles nouvelles, sont-elles plus
simples que celles dont on a fait usage jusqu'a present?

La est la question. |

Par exemple (si jai bonne mémoire), tu fais d’assez longs
caleuls pour développer, en série, la fonction

e f 2 e**dx.
]

4h X

Or,

Done

=
|
&
+
|

Ta série est-elle plus simple que celle-ci? J'en doute.

Ce n’est pas tout.

Tu crois qu'avee les isobares (*), tu intégres, dans tous les cas,
I’équation de Riccati. Celte annonce m’avait, autrefois, fait dresser
I'oreille, comme si j’étais un vieux cheval de trompette. A la
lecture, je n’ai pas été converti. Ton intégrale, me semble-t-il, est
un développement en série, &= conforme & ceux que l'on connait,
développements employés, en particulier, par Liouville, et repro-
duits dans le Cours d’Analyse de Duhamel. Insistons un peu
sur ce point.

(*) Je ne chicane pas sur les mots nouveaux ; mais celui-ci, tres conforme
a I’étlymologie, me semble un peu barbare. J’aimerais micux...
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Liouville transforme ainsi I'équation de Riccati :

= (=5

J£
Soit, s'il est possible,
Yy =ax®* + bxP + cx? + .. (2)
et, par conséquent,

ax(oe — 1) + bB(B — NP2 4 cy(y — )22 4+ ...

(3)
\ x?

— (A -+ B-) (ax® + bicP + cx? + ... ),
puis le calcul bien connu. Fais-tu autre chose? Surtout fais-tu
plus? Je ne le crois pas; mais je désire me tromper (*). Du reste,
De Tilly et Mansion sont d'excellents juges, trés compétents, et
trés bien disposés pour toi. De leur part, tu n’as pas a redouter,
comme de ***, un parti pris. A propos de ***, qui done jugera
son...? Quel drole de livre!

Ton vieux Collégue et ami.
Liege, 10 mars 1889.

111

A. M. Hermile.
Mon cuer Monsievr HerwmiTE,

En publiant, au commencement de I'année derniére, les Nou-
velles propriétés des fonctions X, je eroyais bien ne plus m’oe-
cuper de ce sujet.

Mais I'on revient toujours
A ses premiers amours !

(*) Je m’élais trompé - M. de Longchamps remplace, par une série unique,
le quotient de deux séries. '
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Au commencement de cette semaine, en étudiant votre savant
Cours de la Sorbonne (ce que je n’avais pas encore fait : je me
le reproche), je suis tombé sur la célebre formule de Gauss :

g.’ﬂ-l-‘l ‘Egl i
Tx—1 =lin K aX:

(1) (@ >1)

Elle m’a fait songer & un rapprochement signalé en 1879,
par suite de la comparaison avec cette autre formule :

| + x i |
— 92 ¥ - X, ;X,, 2 1),
ﬁi_m Eﬂl i [2)€ (<)

que je crois avoir trouvée dans ce temps-la. Mais ce rapproche-
ment n’était que typographique, pour ainsi dire. On peut faire
mieux.

En effet, soit, pour plus de clarté, X, =, (x). Dans la for-
mule de Gauss, changeons x ¢n i: ; nous aurons :

oo 'r_l_ [ o I
E | l- S E ;f’"—i (Z)ﬁt(z]; (A) (Z < l)?
ofia (3) 13
ou, ce qui est equivalent,
o0 1 © |
E g S‘ - X, X, (A) (‘E < 1)

RO

Si je ne me fais illusion, cette égalité (A") est curieuse, et doul
avoir des conséquences nombreuses.
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Remplacant X, X,, X5, ... par leurs valeurs connues, on trouve,
comme développement du premier membre :

2 .z’ 4 t 16 i

J
B+ — + — o
95— 53(B—a)(B—z7) 4 (5—32%)(35 — 302"+ 52

et, comme développement du second,

1 1
£+ —x(3x* — 1) + E(Sm — 1) (bx® — 5x)

am

1
Fiay (5x® — 3x) (35x* — 50x* + 3) + ---

De la résulte :

S 5+ 9 4 %0)
— e :} + | D o e ;

| 54 1
=1 ——+—> =
IR e el A L.

puis les sommes d’une infinité de series, assez compliquées.

Je me borne, mon cher et illustre Collégue, a cette simple
indieation. Si vous pensez que le sujet mérite d'étre creuse,
envoyez-moi, par carte postale, ce seul mot : Continuez.

Salut affectueux.
Liege, 8 novembre 1389.

1V
A M. Hermite.

Mon cHer Monsievr HermiTE,

Voyez, encore une fois, comme les beaux espriis se rencontrent !
Il y a deux jours, j’ai re¢u, de M. Miller, les derniers numeéros de

I’ Educational Times. Naturellement, mon attention s’est portée
sur votre nom, et sur la Question 9852. Maintenant, écoutez le

reste.
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La serie
(n+ 2)(n 4+ 3) .. 2n
P By

r+ x4+ 20° 4+ .o 4 Bl

est, comme I’a remarqué Binet, le développement de

1 — Vi —bs
2

y._..

A la page 62, j’al donné la formule

et k(k + 3)
+ —x't 4
| 1.2

k

(Tox + Tsx* + T2’ + - =

ou
koo k3,
4

1+x + 20+ 52° + ) ' =1 +-x + o

. ' Yy k
Le premier membre égale (5) :
Mais, a cause de

1 —V1 — 4x
Y= ‘-'
5
on a
1+ V11— i4x
_y———- 2 3
puis
=)=
Done :
(i’) = (1 — y)™,
puis ’
(1—-y)‘*21+£w+"!{+a)m"+ :
52

ce qui est votre formule.

Salut affectueux.
Liege, 51 mars 1890.

(*) Mélanges mathématiques, t. 11, p. 63.
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\'
A M. Hermite.
Cuer Monsievr HerMITE,

Trois jours passés a Bruxelles m’ont empéché, jusqu’a présent,
de répondre a votre lettre du 4 avril.

Et d’abord, je ne vous ai jamais, au grand jamais, supposé
I'intention de m’adresser un reproche queleconque : bien au con-
traire ! Done, laissons de coté ce petit point.

Je crois vous avoir mandé que, dans le Mémoire presente,
samedi, & I’Académie de Belgique, j'ai indiqué certaines pro-
priétés dont jouissent vos polynomes T,, ou, aprés un change-
ment de lettres, vos intégrales.

+H Y

J __/ hn—Aqu

[ — Lt
. =

(J’appelle A, ce que devient X, par le changement de x en a).
Je vous remercie de m’avoir fait connaitre la belle formule

25 2 o« —a + V1 — % + o
Ne,], = =g - (A)

VI — %40 + ot —a

=

En la comparant a la formule (79) de mon deuxieme Mémoire
(p. 26) (*), j'arrive a un résultat qui m’étonne un peu.

Pour rendre plus facile la comparaison, je change, dans (A),
aen z, 0 enx:

S"," '] 2 z—g V] 9z 2 (A%
< 7 VI — 22z + 2 I —x
(*) Q z—a 4+ /1 — 222 + EE_._, Em X, Sl (B)
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Mais, J, était une fonction de a; done, dans (A"), on doit
prendre
SUx
e ri r dﬁ“
=

afin que le nouveau J, ne diftére, de 'ancien, que par le change-
ment indiqué. Si je ne me trompe, le nouveau |, est done votre
polynome P,. Ceci admis, (A") devient

= 2 ﬂz—r+\/lm—ﬂzx+z? s
2 Pﬂzﬂ I =¥ ; (‘4‘ )
0 V14— 2z 4+ 2 | —x
ou, d'aprés (B) :
1 B P ¥ x, AL
-V —2z + 2"y P2t = ) X, C
2 — = (©)

Prenons les dérivées des deux membres, par rapport a z :

i - - I z — X ® St
Vi —9rz5z Y nD 2>+ = NPz VX
12 il L 12 g‘d . ool

0 Vd 9Dz 4 22 0 0

ou, par l'équation de définition :

(1 — 2xz + 2% E nP, z" + (z — x) Eﬂ P

0

Ainsi

i
p

E [n — (210 + 1)zx + (n + | )z‘"’] Pt e—0"
0

ou enfin, paree que P, = 0 :

[
to

E |‘n. — (20 4+ )3k + (n + I)f] Pz (D)

"
u

Voila ce qui m'étonne. Ai-je commis des fautes, ou vous ai-je
mal compris? L’avenir nous 'apprendra.

&
. B b o
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Agréez, je vous prie, avec mes remerciements, I'assurance des
sentiments affectueux de

Votre bien devoueé tres Ancien.
Liege, 16 avril 1890.

P. S. La formule (D) est exacte; elle s’accorde avec la rela-
ilonentre' P P P o ().

Vi
A M. Allix, Capitaine du Genie (4 Gap).
Mon Jeune CAMARADE,

Merci de votre aimable et intéressante lettre du 11. St je n'y
al pas répondu immédiatement, ¢'est parce que, en ce moment,
une bronchite me tient : je suis agrémenté d’un ......,sans corapter
d’autres mauvaises choses.

Vous me dites que ma définition des incommensurables souleve,
chez vous, beaucoup d’objections (du moins, tel est le sens de
vos paroles). Lorsque, vers 1836 ou 1837, je donnai cette défini-
lion, je ne me flattai point d’aveir, du premier coup, atteint la
perfection. J'avais ouvert la vole : ¢'eétail assez pour commencer.
Puis, je n’ai jamais écrit pour les absiracteurs de quintescence;
car, comme dit Leibniz (?) : « Il n’y a pas moyen de contenter
ceux qui demandent le pourquoi du pourquoi. » Comme je l'ai
narré a Brisse, quand j'étais sur les banes, on ne jurait que par
Bourdon : « /7 est le nombre qui, multiplié par lui-méme,
reproduit 7. »

Il n’avait oublié qu’un point :
C’était d'éclairer sa lanterne.

(") Cette relation est

m+ 1Py g —(2n+1)zP, +nP,_; = 0.
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Pour la Géométrie, c’était encore pis. Legendre, dans sa mau-
vaise Géométrie (renouvelée d’Euclide), dit, en termes presque
aussi solennels que barbares : « Je dis qu'on aura surface
CA = ; CA X circ CA (*) ». Puis il ajoute:

« Gar si  CA x circ CA n’est pas I'aire du cercle dont CA est
» le rayon, cette quantité sera la mesure d’un cercle plus grand
» ou plus petit. » Pourquoi? Il a oublié de le dire.

En d'autres termes, l'illustre Auteur de la T’ héorie des fonctions
elliptiques admet qu’il y a des cercles de toutes les grandeurs ;
ou encore, que, laire du cercle est une fonction continue du rayon.

Si 'on admet cela, que reste-t-il 4 faire? Rien, ou weés peu de
chose.

Ce qui m’a toujours mis de mauvaise humeur, quand j'étudiais
la Geomélrie de Legendre, c’est I'espéce de mauvaise foi de
I’Auteur. En effet, avee ses démonstrations bisarres (qui ne
démontrent pas), il a I'air de dire, au malheureux lecteur : « Voyez
comme Je suis rigoureux! » Et il ne l'est pas plus que Bezout,
lequel avait, du moins, le mérite de la clarlé.

Je pourrais continuer cette critique : le sujet est presque
inépuisable. Pour abréger, je vous citerai seulement le fameux
Lemme preliminaire sur les surfaces (p. 242).

Que siguifie 'expression : « Une surface convere est moindre
que » ?

Quoi qu'il en soit, dans mes Eléments de Géométrie (1843),
Jai défini la longueur d’une ligne, 'aire d’une surface, le volume
d’un corps. 1l faut eroire que mes définitions n’étaient pas mau-
vaises, car elles ont ¢té adoptées par mes successeurs, en particu-
lier par MM. Y et Z, ..., qui, dans | ‘ur grosse Géomelrie, se sont
empares (ou parés) de toutes mes idées, sans jamais me ciler.

lei, j'ouvre une petite parenthese.

Dans mon volume de 1843, je disais (p. 155) :

« En employant des rectangles, ..., et en employant des poly-

(*) Cet énoncé, ct tous ceux du méme genre, faisaient dire a Lacroix
(d’aprés ce qu'on m’a rapporté) : « Il y a done un ange qui lui a sowjfle son
théoreme! »
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» gones, ... arrivera-t-on a la méme limite? Et méme, en conser -
» vant le second procédé, toutes ces séries conduiront-elles a la
» meéme limite? La réponse est aflirmative; mais la démonsira-
» tion de l'identité des résultats ne parait pas étre du ressort des
» Eléments (*). Nous admcttrons done cette identité. »

Yous voyez que ceci est de la bonne foi scientifique. Il parait,
d’apres Y et Z, que **" a complété, en ce point, ma théorie, J'en
suis bien aise.

Si le Doctcur me permet de sortir aujourd’hui, je mettrai a la
Poste les Mémoires que vous m’avez demandés. Je désire que
vous puissiez avoir la patience de les lire, et la bonne fortune d'y
ajouter quelque chose. |

Que mettriez-vous a la place du mot indéfini ? Il s’agit d'une
chose qui ne finit pas. Je crains que vous en disiez autant de ma
lettre. Done, je termine brusquement.

Votre bien dévoué trés Ancien.
Liége, 17 mai 1890.

Vil
A. M. Casorati (**) (a Pavie).
MONSIEUR,

Je quittais Liége, quand j'ai recu le beau Mémoire que vous
m’avez fait 'honneur et le plaisir de moffrir. Cette circonstance
de déplacement vous explique le retard de ma réponse.

J'al lu votre Mémoire avec le plus vif intérét, et j'ai admireé la
maniere simple et élégante dont vous établissez votre jolie
formule :

- i(i 1)
—— T | [l e it | (L
2\R} R:

(") Allusion aux Lemmes sur les infiniment petits.

(") Cette lettre n’est point parvenue a destination. Le savant Professeur
est mort avant d’avoir pu en prendre connaissance. Ces détails m’ont été
communiqués par M"¢ Eugénic Casorati, fille de mon regretté Collégue.
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Atteint-elle le but que vous vous étiez proposé? Est-elle
d'accord avec I'idée commune? 1l me parait que non. Voiei 'un
des motifs de mes doutes.

R, étant supposé positf, C ne change pas quand on y remplace
R, par — R,. En particulier, si I'on considére le caténoide, dans
lequel R, = — R, puis la sphére dont le rayon serait Ry, on a,
pour ces deux surfaces, en deux points correspondants, C = l-:if
Ainsi, le caténoide et la sphere auraient meme courbure. Celte
conclusion est-elle d’acecord avee « l’idée commune »? Je vous le
demande.

Autrefois, je me suis occupé de cetle question de la courbure
des surfaces, question sur laquelle je n’ai rien publié. Depuis la
lecture de votre Mémoire, mes vieilles idées sont revenues; el
voici la solution (provisoire) qui en découle.

Coupons un ellipsoide AMB (*), par un plan GHF, paralléle au

plan tangent en M.
Soient 2 la distance de ces plans, et E I'aire de la calotte ellip-

soidique. D’autre part, considérons la sphere qui aurait O pour
centre, et OM = c pour rayon. Soit S l'aire de la calotte sphérique,

b
correspondant a la caloute ellipsoidique. 1l me semble qu'on

pourrait prendre, comme valeur de la courbure en M, la limite

de %, répondant & A= 0. 1l est vrai que I'expression de E

(*) Ce sera I'ellipsoide osculateur, si la surface donnée est convexe.
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contient des intégrales elliptiques (*). Mais si I'on développe cette
expression suivant les puissances de A, et qu'ensuite on fasse
=0 (dans E), il est possible que le résultat soit simple. N’ayant
ici aucun livre, je ne puis effectuer ce calcul. Je me contente de
vous en indiquer le principe, me proposant d’y revenir, peui-étre.
(Je suis dans mon 77"°™ prinfemps.)

Agreez, Monsieur, ete.

Spa, 17 juin 1890.

Vi

A M. Azzarelli (4 Rome).
MoNSIEUR,

Le dernier numéro des Atti, que j'al recu hier, contient une
Note sur la courbe formeée par les projections d’un point sur les
tangentes a un cercle, Note au sujet de laquelle je désire vous
soumettre quelques remarques.

La courbe dont il s’agit est la podaire du cercle : dans un cas
particulier, elle se réduit au Limacon de Pascal. Cette courbe,
archi-connue, méme par les Aspirants a nos Ecoles (de France),
ne meérite pas, me semble-t-1l, d’étre traitée dans un Recueil
académique. L'Auteur de la Note y déploie un bien inutile luxe
de caleul; et, veritablement, il a pris une massue pour écraser
une mouche! (proverbe francais). Vous allez en juger, si ce n'est
déja chose faite.

C étant le point donné, soit MP une tangente au cercle AB. S
I'on fait :
CO—0, OB =a, B —
et que I'on méne OD paralléle & MP, on a

u=—a + b cos a, (1)

(") Voir, dans le Journal de Liouville, mon Mémoire sur Uaire de Uellip-
soide, elc.
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équation de la podaire. On en conclut :

u’ = — bsin o, (2)

u'= — bcosa (9)

Si I'on acheve le rectangle MPCE, la diagonale PE est la nor-
male, en P, a la podaire (*).

La formule

ds?® = du® +— u’da’

devient
ds®* = (a* + 2ab cos  + b*) do’;

puis, si I'on fait w =20 :

ds* = 4 (& + b* + 2ab — 4ab sin®6) dé’. (4)
Il résulte, de celle-ci :
: 7 hab
s =2 (a + b)t/ d? V | 7 i by sin® 4. (9)

Done l’arc BP, de la podaire, est équivalent a Uarc d’une ellipse
facile a conslruire; ete.
Je pense qu'en voila assez...

Je suis, Monsieur, votre dévoué vieux Conireére.
Spa, 20 juillet 1890.

(*) Propriété connue, presque évidente. Le lieu du point E est la circon-
férence décrite sur CO comme diametre.
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1X
A M. Tallgvist (2 Helsingfors).

Comment, Monsieur, vous avez déja publié une demi-douzaine
de Mémoires, sur un sujet trés difficile, et vous navez que
vingl ans!

Vos pareils, a deux fois, ne se font pas connaitre,
Et, pour leurs coups d’essais, forf de grands coups de mailre,

comme dirait Corneille (ou a peu pres). Permetiez a un vieux
Mathématicien, qui s’est occupé, il y a quaranie-six ans, des
surfaces-minima; permettez-lui, dis-Je, non seulement de vous
Lémoigner toute sa sympathie, mais encore la surprise de trouver
tant de talent chez un tout jeune homme! Abel, votre illustre
quasi-compatriote, avait plus de vingt ans quand 1l a commencé
i devenir célébre. Puissiez-vous, plus heureux que lui, poursuivre
une longue carriére, si brillamment inaugurée !

J'al lu, avee un vif plaisir, votre détermination expérimen-
tale..., et j'en ai écrit déja a un Confrére, M. Van der Mensbrugge,
gendre et continuateur de Plateau. Je ne puis lire vos autres
Mémoires, faute de connaitre les langues dans lesquelles ils sont
ecrits.

Il me semble que vous ne citez pas le travail, bien remar-
quable, de Ribaucour, sur les élassoides (c’est le nom qu’'il a
imaginé ; il est plus court que surface-minima. De plus, celui-ci
est moitié francais, moitié latin : il est Aybride).

Ne connaissez-vous pas le Mémoire de Ribaucour, ou le
Rapport que j’ai fait sur ce Mémoire? L’Auteur a obtenu, en 1880
ou 1881, le prix proposé par I'Académie de Belgique. Je regrette
de ne pouvoir vous envoyer aucun de ces deux opuscules.

Je croyais la dénomination de caténoide due 2 Bour, profond
Géométre, mort trés jeune, et que j'ai beaucoup connu.

A propos des élassoides, voici une autre hypothése que j’ai
exposée, Jadis, a I'Université de Liége : « Tout élassoide peut

2
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étre engendre, de deux manieres, par des courbes egales. » Cetlte
hypothése est-elle fondée? Est-ce que M. Lie, dont je ne connais
pas les ouvrages (4 cause de la langue), n’a pas démontré
quelque chose de ce genre?

Je termine cette lettre, déja trop longue. A la fin des vacances,
je me ferai traduire ccux de vos Mémoires qui ne sont pas en
francais. J’ai la persuasion qu’ils ne modilieront pas la bonne
opinion que j'ai concue de vous.

Agreez,......

Liege, 6 acptcnlbt:e 1890.
X
A M. I’'Abbe Gelin (& Huy).
Mo~ coeEr COLLEGUE,

Votre formule supposeée :

1 (+ a) (I + ab) (1 + ab?) ... (1 + ab*?)

1= e e =) (b — ) (1)
a + a SE

=y (1—20)(1 — 0%

— S

est fort intéressante (clle m'a donné de la tablature et des insom-
nies). Mais clle n'est pas nouvelle. En septembre 1845, Cauchy
a démontré celle-ci, qui ne dilfére pas de la votre :

e

(+x)(14tx) .. (10" Te)=1 4+ -——x+ — {2+ |
== (“]—-af) q\'l—E‘J ,
(l il . i'ij (n—2) (n—1) n(n—1) (-)
} Il e
TEELT f,

(Comples rendus, p. 560.)

Le grand Géométre n'éerit pas le terme général du second
membre : il cst elair que ce terme est

e L __ n=4 __ u=pt+1} plp-=1)

B e e

Jinem =0 —=)..(1 —1,) : B




Ainsi :
(1 +x2)(1+tx)...(1 +1""x)=1 + E T, (4)
= |
Remarques. — 1° D’aprés la forme du premier membre de

I'égalité (2), T, est un polynome entier, a coefficients enliers.

2° Consequemment, la [raction contenue dans T, est rédue-
tible & un semblable polynome; ou, ce qui est équivalent (avee
un changement de lettres) :

. - = — — enlier.
(1 = x) (1 — =) (I — x?)...(1 —x*)

o° Ce théoréme, qui me parait fort remarquable, n’est pas
nouveau non plus : il est énonce et démontré dans I' A lgébre de
Bertrand (17 édition). Il en résulte ces deux-ci :

Parmi les racines de Uequation

(x* — 1) (" —1).. (x" — )= 0
se (rouvent loules celles de Uéquation
(6 — 1) (2 —1)... (2" — 1} = 0;
St N est un nombre entier, la fraction

(NE — M) (NEtU =y o NPt )
N =N N T

est reductible a un nombre enlier.

4° Si Ton suppose x =1, n = oo, et qu'on remplace ¢ par ¢
(g < 1), I'égalité (2) devient
2(1 +¢)(1 + ¢*) (1 4+ ¢°) (1 + gY..
" 7 7 il

=1 4+ — +

I=gt e(t—a)(l—q’) | I=qg){l=0)(1—0)

laquelle est due, je crois, a Jacobi.
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5° Posons, comme Jacobi et Legendre :
=1+ +q)(1+0q).. (
ﬁf ( qﬂ' 4 6 ( ) (ﬁ)
Bl =1 =il mig) S g .,

On sait que

q q q°

L

| 1—q (1—9)(1—9‘)+ —=qi{t=9) ¢

L’égalité (5) est la méme chose que

-

q i i q

——

g —q)—) —g) 0 —pi—q] .

- (8)

Celle-ci parait différer de la précédente. Cependant, elle en est
une consequence.
En effet, la soustraction donne

0

q q

E—1 +- = (7)

Li==giin =) (L =g0)

Permettez-mo1 d’en rester la.
Liege, o juin 1891.
Xl

A M. 'Abbe Gelin.

[.a formule de Gauchy {C. R., sept. 1845) se trouve, au moins
cn germe, dans I'fntroduciion a I’ Analyse d'Euler. Seulement, le
arand Helvétien y considére le produit indéfini

Z==(1 4+ xz)(1 + 2%2) (1 + x°z) ...

(*) Recherches sur quelques produits indéfinis, p. 1.

(*") Ibid., p. H1.



(21)
Il obtient, trés simplement (comme toujours) :

b

x’ 2 X 3
Z -+ 7% 4 oA

I—x  (—x)(1—x) = (1—=x)(1—a®) (1—x)

Z—1+

C'est ce que vous aviez cherché. Ainsi que je vous le mandais
dans ma lettre du 5 juin, si I'on suppose z=1, x =¢ < 1, on
a cetle formule de Jacobi (?) :

Qs ¢ &
I—q & (L-=glte—g)

(T @l )1+ ) =1+

11

Je reprends la formule de Cauchy :

(1 4+ 2) (1 + tx) .ou (I + 1"7'x) =1 + 3:““ ] S (1)

p=1

dans laquelle

('l — E”) (rl ) f‘lt—l) B (4 oA tu—p—]—‘l} tpl[pi—'!]

T, —:
00 —=a.a—

I (2)

Evidemment, T, est la scmme des produils, p a p, des

n quantiles
E o A 2 e SR R s

Soient, par exemple,

n=—2=5, p=
On a
i A i el
s
11—t —2

et aussl :

T, = x’ ! e e e I e R e 5 i s {IT]

::f:f,+ e e O Al D el L tﬁ+ﬁ"’].
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Conséquemment,
1—)(1 —1t
( A u)—*l+t+ﬂ£g+ﬂt5+‘2£5+!5+tﬁ,
(11— (1—¢)

ou

Sl ol e il =1 2 20 0
(Bt i s+ G =15 01 O S0k oyt
cc qui est exacl.

i

Les questions précédentes m'ont conduil (ou ramené) a ces
deux problémes :

1° On prend p termes, dans la suite 1, 2, 5, . ., n. On fait la
somme de ces p nombres. A quoi est ¢qale la somme S, | de loules
les sommes parlielles ?

2° Trouver les sommes X, |, des produils, p a p, des n premiers
nombres entiers ?

J'obtiens :

1 Srr,;;r === GF"H:“-’ X C"+LF+1;
2° Xs=0Coy s X Cogy 0.

Cette seconde formule est d’autant plus remarquable qu'elle
est, pour ainsi dire, #solée : les expressions de X, , et de X, , sont
beaucoup plus compliquées.

Remargues. — 1° Si n est premier, superieur a &, X, ; est
divisible par n2.

2° Si n + 1 est premier, X, ; est divisible par (n + 1)2.

5° Il y a une relation entre les deux problémes.

Votre dévoué vieux Colléguc,

E. C.
Liege, 17 juin 1891,



