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I
Une vieille formule.

1. En 1839, dans le Journal de Liouville, j’ai indiqué I'application sui-
" vante, trés particuliére, d’une méthode relative aux ntégrales multiples :

_[ <I)J_ Vs (1)
=) N e[ o

Pour vérifier cette formule (1), on peut poser

En effet, I'intégrale A devient

1 _3 1 _t 1 LR} _! 1 L !
/ o ‘da(lﬂ—e‘z)(l—e) 2'=Z.v/ 6 *do(l —o) ’——Z./e ot — o) * (%)
o 0 0

ou

") A cause de
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ou, plus simplement,

‘B
vl

Mais, par une formule d’Euler, bien connue,

Donc enfin,

Tl o 0T
hr\/2 [‘1%)]1 W\ 2r [r (\%)J’

Sutte. On sail, au moins depuis Legendre, que

(-

Par conséquent, la formule (1) peul étre écrite ainsi :

3
F -
/ =gt ‘(‘/vz w2
\/ eV 1
WV
3. Ce n’est pas toul.
Le beau théoréme de Legendre, exprimé par I'équation

Fi(WE(¢) + E(h)Fi(c) —F(b)F,(c) =

. 1
donne, si I'on prend b =c¢ = )/;

3

rly/ by Y[/ =5

1 Mélanges mathématiques, L. 1, p. 395.

(6)
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Eliminant =, entre les égalités (5) et (6), on trouve

NV Ve I VL

résultat simple et connu (*).

II
Produit de deux intégrales eulériennes.

4. Aprés avoir lu Pancienne Nole citée, un homme que je crois fort a
plaindre (**), a considéré les intégrales

.B— ! lix C— / xidy 8
e e - ®

Ayant développé les différentielles, il a calculé, numeériquement, B et C; et
il est arrivé a ces deux relations, trés simples :

B—C=A, . . .. . . ... @
Bo=Zo ... ... 0

La premiére est évidente. Pour vérifier la seconde, il suffit d’employer la
transformation (2). On trouve ainsi :

o—

4
S
-] ol
SN—

(1n

==

(*) BIERENs DE Haan (seconde édition), T. 35.

(**) Je ne I'ai jamais vu. Ses lettres, en géneral trés incohérentes, portaient, le plus
souvent, la signature Albert.
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5. Généralisation. Soient

o . ] W 1
P ———/ a’drx (I — x")_'”—, Q= / atdx (1 -- x") ?

L0

Posant

ona:

1 ot ! 1 q + 1 1
= - 4" 1 — 2=—B( ’ —-);
Q ; / do (1 — 0) - — 5

puis, & cause de

6. Sudte. Si I'on prend

n
q=l) -+ §y

d’ou résulte
g+t  p+1

N —

n n

. (13)

(14)

(15)

. (7
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la relation (46) se réduit &

PQ——,

nt X+
=
n

’

,‘(PH)
z n -
|

c'est-¥-dire, &

S 18
i SR L)
7. Plus généralement, soit
! (I
Kl T S 1T
n n 2

k élant un nombre entier, différent de zéro. La fraction qui entre dans

Pégalité (16) est
o e Ml bt Bl

r 1 ’
=T Py TEI

n 2 n

Or:

n =77+1(]7+l+..|),“(?'\;|_+k)_
r (p+1) n n "

Lp -+ l) 2 n 2
l —
( n +°-’.
Donc
5 9f — 1
(p+l+1)(p+1+2) (p+l+zk 1_)
T " 2/ \ n 2 n 2
PQ=— .o (20)
no P4 p -+ p+1
———(—-——+1>.--(—+k)
n n n

8. Application. Soient : p =35, n=8, k=3; el, par conséquent,
/=33, ._
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D’aprés les formules (14), (15):

r (3 r(7)
p—‘/ﬂ' 4 Q_'/?r & .
T8 5y T8 19\’
FF) [“—)
4 4
puis
5 17 13 9 3
,‘(z)r(f) - A
CUrr(y) #ETIE
W\ Ak 44
ou enfin
r 13
PO — — —
0=57

Cest le résultat auquel conduit la formule {20).

9. Valeur de E, ( l/%) Legendre a donné, peut-étre aprés Euler, I'expres-

sion de F, ([/é,), en fonction de T (%), savoir :

OV I 1) "

~ JYignore si cet illustre Géométre a résolu la méme question pour l'inté-
grale compléte E, ([/é) Du reste, le second probléme se raméne, immédiate-
ment, au premier.

En effet,

VAV e

donc

ou
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Si I'on a égard a la relation

1 _ (5 .
‘“(z)‘ (z)=”‘/2

1

on transforme ainsi le second membre :

!
el
' 4 K v B - d
7|/ — -t = + -
S\/ 7 ) )
I' (-
4

d’ou résulte enfin

expression assez simple (*).

' - IIX
Produits indéfinis.

10. Dans les Recherches sur la constante G (**), on trouve les formules

importantes :
A=

fimiad () + l)"
Fp~1= CN L @3
» l WO+ I) ) (29)
)=1
B(p,q + M PG ) (p ) . .
B(q,p + "') w(p ) (g mow ) T o (39

Il est facile de simplilier la seconde, et d’en conclure le développement de
B(p, ¢), en produit indétini.

(*) Elle m’a été suggérée par 'infortuné Albert; mais il était arrivé & un résultat inexact
(**) Mémoires de I’ Académie de Suint-Pétersboury, 1882.

(*"*} Page 23. p esl une quantité quclconquv posilive; ) est un nombre entier.

(") Page 14. m, p et q sont posilifs.

Tone XLIX. 9
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. ) | . . o . \ lhjp,m).
En effet, par un théoréme d’Euler, le premier membre équivaul & B

Ainsi

(p, m) FI2 (@ + 2 (p +m ) -
e e (2)
(q, m) o (P +2)(qg +m=+2)

Dans celte égalité, prenons ¢ = 1. Le diviseur B (1, m) = / "o = -

Donc, par le changement de men ¢ :

{1+ )p+(/+/)

B (p 7) =1_[— — (26)
970 (p+2)(1+g+ ))
formule que nous nous proposions de trouver.
11. Suite. Un simple changement de letlres donne
o AFFRO )P g+
B(p,q)=- >
P P lo (g + 2 +p+a4)
puis, par division,
‘ B=—]—l (p+2)(1+q+2) . Ty

q (@+2)(1+p+)’
identité presque évidente.

12. Rcmarquc. Dans la formule (26), le premier facteur du produit

p . .
indéfini esl( 1+1) Ainsi

p+qg g2l +20(p+q+2) ,
pq(l—n—q)l, (p+;.)(|+(1+)3' o (28)

B (Pa (I) =

Iv
Développements remarquables.
13. Si, dans la relation (25), on fail m =p, ¢ =% elle devient
e

—1r | @)

(p+12) (p t5+ ).)

B (/) p

s)
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Mais, d’aprés un célébre théoréme dgslegendre,

Bip, 1) . -
———l- = S ) F S (‘)O)
B p,-:):)
(onséquemment,
. g ® / . _ [}
2 =1 prHBEp el (51)
(1 -+ 22)(2p + 3)
et, en particulier,
o - 3+ 92
0 (1 = ) (5 -+ 22) (52)

o p e Y2 )

14. La formule (31) donne

9%+ — ll (p+1+2)12p+5+ D)

. (3lhis)
(P +=22)(2p + 2+ )
Donc, par division,
=2y 1) (2p + 3+ 2)(2p +2) (33)
l 7)+)(2p+l+x)("/p+‘)+)). Lt

Dans cette nouvelle relation, le second membre est indépendant du para-
mélre p; ce qui est assez remarquable.
En particulier, si p =1 :

e ) =

(2 + 223 + )

llo 14206+ 1)(4,_,_))("), N 2]
15. Dans I'égalité
B(p, |
Ep lp) = “2p 1’ (30)
o

(*) Serrer, Notes sur le Calcul intégral de Lacroiz, p. 328.
(**) Si, X avant une valeur donnée, finie, on fait croitre p m(lehmment la fraction

considérée fend vers l'unilé. Nous pourrions discuter ce cas singulier; mais nous nous rap-
pelons un vers de Boileau.
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1
prenons p = 5 = & (*); nous aurons :

1 1 92’
B (— + k, —)
\2 2
| 1
NI
2
— == 2%,

et, par conséquent,

Autrement dit : la fraction - se change en son inverse, quand

B §+k,§)

1
on y remplace k par — k (k < ;)

16. De la formule (28), on déduit

Bip.q) _p+qpq llw(" g ) ) (g + )
Bp'q) » +q pg

(P +q - 2)(p ) (q+>)

et, si ,
p+q=p'+q'=s:. S £ 1]

Bpog) — plq Jgep' -+ 3 (g +))
B, q)  pg e (po) (g ae0)

ou, plus simplement,
LI | WERUES)
B(p,q') T, (p+ 2y +)

(") Le nombre k doit étre inférieur & L.
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17. Suite. A cause de la condition (36), le premier membre de la der-
niére égalité est
C(MT(g)
L) I(a)

Si s est un nombre entier, le produit des fracnons— entrant dans le
second membre, est

i

p'(p+1)(p + 2)... (P+“——”“P+’ F(I'Hl“(p —i
T pp+)(p 2 (prs—1) ", p+rr T pesLip

s
m-

De méme,
q -+ g+ TOTF29 +
i'lo g+ T fl+8)1‘(f/)ﬁo BN

Donc la formule (37) devient, aprés suppression d'un facteur,

_F(p’+.s) Tqg +5) n ]) 0—))((/ +)
—r(p+s) (g +3s) A )(q-o—;)’

ou :
Fip+s)T(g +5) 1 s Mg v 2)
Cp' +s) (g +s) . (P DN(g+)

(38)

Si, par exemple, p == 3, q 9,p =5,¢'=T7,s=12:

T2 +0)(7 + ).)
2 (3 4+ 2)(90+1)

=

1

_(?’__
ru7)

—
(8]

18. Dans les formules (34), (37, supposons s = 1; d’otr résultent :

. =1—p, ¢=t—p.
Nous trouvons
B(p, 1 —pm . Balp ) —p +)
B(p,! ——p')_ o (p 1) —p+2) '

Le premier membre égale
) - =
T(p)Tt—p')
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sin p'#
sin p7 *

ou, d’aprés un théoréme d’Euler, déja cité : Conséquemment,

sinp'n  Fgep’+ 2001 —p +))
sin pr _l“lo p+n(t—pa+ry’ T (59)
ou .
sinpr_pU—p) A DHR—p) (PFHAG—p) (40)
sinpr p(l —p)  (p+1N2—p) " (P+2(B—p)

Ainsi gu’on pouvait le prévoir, celte égalité est identique, en vertu des
développements connus : '

sinp’'r=p'r(l —p"’)(i —%) (I —%) (i —]:—b) ceny

. 2 9 9
sin pr = p= (1 — p*) .(1 _pz) (1 _%) (l —-Il)—()) B

19. Un développement de % . Reprenons les formules

R

LY c=.j; o (11)
F(z) F(z)
BC=1y5 - - o L (10)
d’ou résulte

L1\ /31

4R=B(Z’§)B(Z’§) . . . . . . . . . . (4')
En général,

-1 +

Bipg)— b k) L2 g e Y (26)

Done :

[
G G
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puis
__ll“(l AP 4 4))

o (B2 (Il + )

Tel est le développement cherché. On peut en trouver une infinité d’au-

wes (*).

20. Simplification d’une formule. 1l ne sera pas inutile de vérifier,
a posterivri, quelqu’unc des égalités précédentes; par exemple, celle-ci :

ll“(p + 1 +)(2p + 2)(2p + 3+ ) =3
T I T Y (53)

A cet effet, représentons par P,, P,, P;, ... les produits que I'on obtient
en prenant, dans le second membre, 1,2, 3 ... facteurs. On trouve ainsi :

pour 2 =0,
(p + 1)(2p + 3)

2p +1)(2p + 2 ’

| =

pour 1 =1,
pg_c)(p+2)(2p+5);
(2p + 2)(2p + 3)

pour A = 2,
)i{)—a o)(p + 7).
T (2p + 3) (‘)p+4)

pour A =3,

o (p+ 4)(2p +9)
- (2p + &) (2p + b)

§ ==

Ces valeurs sont comprises dans la formule

(p+2r+1(2p+ 22+ 3

Pros = (2p+A+I)(.‘2p+)+'2)()' S 49
Ainsi, Pégalité (33) est réductible a
'2=Iin(p + 1+ 1)('7p+3+“))) (44)

2Zp+1+22p + 2+ ))
et celle-ci est évidente.

(") Recherches swr la constante G, p. 15.
(**) Au moyen du procédé connu, on prouve qu’elle est générale.
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21. Remarque. Dans le second membre de I'égalité (33), le produil des
A premiers facteurs est

(p+ N2p(2p + 3) (p + 2)(2p 4 1) (2p + 5)
Ty (2p + 2) (2p + 1) (p + 1) (2p 4+ 3)(2p + 3)

(p +2)(2p + ).——I)(Qp—t—?)»-o— 1)
(p+=2—1)(2p-+2+1)(2p+22—1)

D’aprés ce que I'on vient de voir, ce produil est, identiquement, égal a P.,.
En d’autres termes,
(/) ) (2p 4 L 2y) .
5 ) IR € £3))
T2+ ) (2p + 1 +A)

22, Autre limite. Reprenons la formule (31°*), écrite ainsi :

3
(p+1+4) (p +5 A)

o — | |
)
’ (1 + 2) (p + 1+ 5)

Soient P,, P,, P, ... les valeurs successives du produit. Opérant comme
au paragraphe 20, on trouve :

3 ) 7
p—&—s (p+‘.’)(p+c_—)) (p+—>(p+a)(p+s)
P=—-, Pp—mi— —— P;= - ,
1 1.3 1.5.5

_ 7 9
Pi=(p+ 3)(p +—)) (p - 4) (p + 5—)

o«
=
~

et, en général,

( n o+ 2) ( n o+ o) n + 4) ( 2 + 1\
P+ — e lp + —

P o— 2 46
= CT) e (40)

(*) Un groupement plus ou moins convenable, des fractions composant chaque facteur
de L, conduit & ce méme résultat.
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Conséquemment, on a ce théoréme : p €lant une constante positive, el n
un nombre entier, qui croit indefiniment,

Lim P, = 2%+,

23. Suite. La quantilé P, peut étre mise sous une forme. plus simple.
1° Le numérateur

2° Le dénominateur

- == P (Y &)
1.2.5. 4. =71 @’ (47
3° D’aprés un théoréme de Legendre, cité plasieurs fois,
I (n) V'r | )
T2n) 2 1’
) I"(n + —)
2
La formule (46) devient donc
. / 3
Vi F\p+n+§>
= . (47)
2" r n 1
p+1 -o—;))F(n-l—i
En conséquence,
I (p + N+ i-:) -~
l:i"l | = -‘/—. . (!"8)
o (p + 1+ g> r <u + ;) T

24. Remarque. Soit f(x) une fonction continue, telle que y = f(x)
représenle une courbe convexre, possédant une asymplote paralléle a l'axe
des abscisses, et n’ayanl, a la droite de I'autre axe, aucun point singulier.
Quelle que soit la loi des valeurs de x, f(x) tendra vers une limite unique,
répondant & x = o . La fraction

5
F(p-o-n—o—;)

/
T kp . ’—:) r (n + 1})

Tome XLIX. 3
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a la forme indiquée. Conséquemment : p élani une constante positive, et x
une variable qui croit indéfiniment,  partir de zévo :

F(p+:r+g)

Lim . — - T G e (49
"Z'F(p+1+f—))]"(x+:)‘ V=

25. Egalité de deux limites. Nous avons trouvé

. 5!
Qi+ : (p T 5)
= lim . (48)
; " 1
Vi 2T (p + 1+ l—l) r (u + —)
2 2
D’ailleurs, il est évident que
(p 4 n -+ %)
9 = lim ——
v 2)
p+ 1+ 3
Donc
. / 3
Cprnecg)
——=—=1Ulim . (50)
/ ? 1
V= 2"F(p+2+-l)l“(n+—)
2 2
. 1 .
Si, dans la formule (48), on remplace p par p + 5, elle devient
92+ . F(p+n+2
= lim . — .
n -+ 9
i 2"F(p+ 3 )F(u—v;)
Conséquemment,
5 -5
l"(p-t—n-’-;z-) l"(p-o—n_: ))
1 = lin —;
“"I‘(p+n+=.> ,( n+4>
rip+ ——
: : B 2
ou enfin, par une lransformation facile,
, | , 5 1\ .
LimB p+n+2,; ={imB{p+ n+§+2,§ ("). . . . (8

(*) On ne considére, bien entendu, que les valeurs arithmétiques de 2°.
(**) La limite commune est zéro.
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v
Lettre @ M. Hermite (extrait).

« Le dernier Mémoire (imprimé) de B., se termine par la formule de
» M. Weierstrass :
] 73207/ al -2
e == O 1 a+—Je ™. . . 5, . . . . (A
e B (R ®

» Je ne la connaissais pas, bicn qu'elle se trouve dans votre Cours de la
» Sorbonne. Permettez-moi, pour deux motifs, de ne pas I'admirer :

» 1° Elle est, absolument, inapplicable;

» 2 Elle résulte, tout de suite, de la formule de Gudermann, telle que
» vous I'éerivez (*) :

_g.r(a+1)—_~§“[a_g(|+1)—,g(|+1>]. o .. . m

m

» Jobserve, d’abord, que

1 a
ay (1 +~—) — ¥ (l + -—)
m m

» esl le terme général d’une série convergente.
» En second lieu, on a, en série convergente,

__Ca~=2m I:a;"('l + l)_:](") P ()

() Telle que je U'ai écrite, serait plus exact. Voir, dans les Recherches sur la constante G,
la relation (74). (Janvier 1892.)
(™) Daprés votre Cours, la petite transformation

n Sn—1

“n—1 “n_2

que jai trouvée en 1856 (Mélanges mathématiques), Pavait été, antérieurement, par Gauss.
Tant mieux pour moi!
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» Ceci posé, la série formée par les différences, terme & terme, des
» séries (B), (C), est encore convergente. Donc
.

—Cu+,f|'(a+|)=2
t

» ou, ce qui est équivalent, la formule (A). Comment W. ne s'esi-il pas
» apercu de celle concordance P

» Le Mémoire de B. me procure bien d’autres surprises. A la page 61,
» & propos de la formule (171), il dit :

» La série

® !

<~ m(mt— dt)

» est absolument convergente, quel que soit le module de a.
» Etsi a est un nombre entier? Voila donc une série, dont un terme est
» infini, et qui, néanmoins, est convergente !
» ... Il soutient que ce résultat (qui me semble absurde), est d’accord
» avec vos principes. Alors, ot allons-nous? A-1-on, en Analyse, mis le cceur
» & droile, comme faisait Sganarelle? Jaime a croire que B. se trompe...
» 12 novembre 1891. »

Liege, 31 janvier 1892.



