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AVANT-PROPOS.

Le présent Mémoire a été rédigé a l'occasion d’une série de lettres que
M. Hermite m’a fait 'honneur de m’adresser, il y a quelques mois. Il ne
m’appartient pas de rapporter les appréciations du plus illustre des Géométres
francais; mais, en me communiquant de nouveaux théorémes sur les fonc-
tions X, et P,, mon excellent ancien éléve m’engageait a reprendre des
recherches auxquelles j’avais complétement renoncé. Je n’ai pas eu la force
de résister 4 des instances trés agréables, et je me suis mis & étudier, de

nouveau, les polynomes de Legendre, d’'Hermite et de Polignac.

Des extraits de ma longue réponse & M. Hermite constituent la premiére
partie du Mémoire. Si I'on en prend connaissance, on verra que j’ai cru

devoir rectifier, en un point, les beaux théorémes de M. Christofel.

La deuxiéme partie contient des Notes sur divers sujets. La principale
est relative & une expression démontrée a la page 4 des Nouvelles propriétes
des fonctions X,. Si je ne me trompe, cette nouvelle formule est beaucoup

plus simple et plus fertile que celle qui a été donnée par Iillustre Jacobi.

Dans la troisiéme partie, on trouvera la définition des polyndmes de
Polignac, et la démonstration (peut-étre incompléte) d’une relation entre ces

polynémes et ceux de M. Hermite.






SUR LES POLYNOMES

DE

LEGENDRE, DHERMITE ET DE POLIGNAC.

PREMIERE PARTIE.

LETTRE A M. HERMITE.

I

Comme je le supposais dans ma derniére lettre, les formules de M. Chris-
lofel doivent, pour s’appliquer aux votres et aux miennes, subir une légére .
modification.

Considérons le premier théoréme (*), exprimé par I'égalité

S=m-n- IX Xm_”m B
PX,—PX, =Y Trnitf

§=0 S+n+1

Il donne, en particulier (comme vous me I'avez fait observer),

XX
va — 043 m—1 + XIXm-2 I _X_‘"—_lx_o- ) e e (B)
1 2 m *

Soit m = 3. Alors

b XX XX, XX, 1
= + — 4 -
T 9 3 D)

‘ 1 1 1
(3x* —1) + -2-:::’+ E(Sx?— 1)=3(15.1:’-—4);

* Justlu’a présent (4 octobre 1890), je n’ai pu le démontrer.
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et, si I'on prend z = 1 :
' oy M
(Ps) =4 ().
Or, dans le petit Mémoire intitulé : Sur quelques formules d’Analyse, on

lit (p. 19):
(18x* — 4&);

o) =~

P, =

d’ou résulte

(P) =7

En résumé, dans les théorémes de M. Christofel, on doit remplacer P,
1
par QP,,.

II

Le Mémoire cité contient (p. 15) cette loi de récurrence :
(m+ )N,y — (22 + 1)aN, + nN,_, =0;
ou, ce qui est équivalent,
mP, — (2m —1)aP,,, + (m — )P, ,=0. . . . . . . (O
Les valeurs initiales sont (p. 29):
P, =2, P;= 3.

D’un autre coté, dans mes Recherches sur les fonctions X, (troisiéme
Mémoire, p. 14 ), j’ai montré que, si I'on fait

1 2 -

xl)xm—l Xl Xm-i xm—lXO
- — -+ -+ -+

= Sm-l ’

(*) Je mets des parenthéses, afin d’éviter un changement de lettre.



~1

DE LEGENDRE, D’HERMICE ET DE POLIGNAC

on a .
mS,,_y— (2m - 1)aS,, o+ (m — 1)S,, s=0. . . . . . (D)%)

Le calcul direct donne

5 1 I
S‘=§a _—PQ, sg=6(15mz — 4)=§P3;
donc, en général,
1
Spu1 = 'épm 5 e
ou
X X X._X '
pm — 2 Oxm—l &+ |Xm-2 e 4 180 ; . . . ) . . kE)
i 2 m
ce qui est la formule (B), corrigée.
III

Permettez-moi de vous communiquer une conséquence, assez curleuse,
du second théoréme : :

2 — | 2n — 5 20— 9
P=2|——X,,+——X,, s +——X, .5+ -+ . . . . (F)
1.n 3(n—1) 8(n—2) °

Elle consiste en celte propriété de la série harmonique, bornée & ses
n premiers termes :

o | 1
1+§+—+..+;—‘§[2k+1 n_k] . . . . . . (G)

La limite supéricure des valeurs de k est le plus grand nombre entier

2n —1 T . 2n—1
contenu dans _"T; c’est-a-dire, avec la notation de Legendre, E(T)

(*) Observez ceci : quand j’ai trouvé la relation (C), j’avais oublié la relation (D), qui ne
différe pas de la premiére. Ces accidents-1a m’arrivent souvent. :
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Par exemple,

1 1 1 1 1 1 1 1 1
A -+t i+ —=2l + o+t | — | —4+ -+
2 10

3 5 8 7 9 |10 9

La démonstration de I'égalité (G) est facile (*).
Iv
On‘ a (Sur quelques formules...., p.19):
P—x[2 /e st
o= [/ i

xz_x2
@ — 1)X2X2 di;

Par conséquent,

m n —P xm =2
ou, & cause de I'égalité (A), rectifice :

x x / X;zn S§m et szm~n-l-s
) (x —1))(,‘,,X2 &, s4+n+ 1

1
8

+o+

1
6

_J.

(H)(**)

(K)

Ceci est, & peu prés, I'un des résultats que je vous ai communiqués précé-

demment. Je I'ai vérifié pour m = 3, n = 1.

(*) Au moyen de la relation connue

li ! ! o £.2
-+ e —_ = .
Mo T aae Qn] ’

on pourrait, peut-étre, utiliser cette formule (G). Mais il ne faut abuser de rien.

(**) Dans cette expression, le signe / désigne I'intégrale immédiate, sans addition de

constante. Par exemple,

/ 1,.@——1
(a:’—1)m’ /a: fw / 2 w+1+

1

T
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A%

Si n = m— 1, (K) devient

X2, —X? 1
X Xpoo /[ 2 2 =— . . . . .o (L
{/(aci — XX, m (4 )

Il résulte, de cette égalité,

x?n—i - X?u 1
—_— . = anm— "
xt—1 m( nXn-d)'s
formule connue (*).
VI

Dans le Mémoire Sur quelques formules d’Analyse, on lit (p. 21) :
P, _ o[ ! 1 1 ]
—=2— —— 4+ —.
X, XX, 2XX, nX, X,

On déduit, de cette égalité,

q 1
PXx —oxx|—1 oY
men e 2 " "[(n -+ 'l)xnxﬂ+l+ * 1nxl)l—|x”'] ( )

Comparant avec I'égalité (A) (rectifiée), on a cette relation, qui me parait
remarquable :

1 1 Xoxm—n-l Xlxm—n-il Xm—n-ix .
XX, | —————— o+ = + 4o+ ——— 20 (N)
" (n - )X X mX,,_ X, n+ 1 n+ 2 m

Je T'ai vérifiée pour m = 5, n = 2. Elle rappelle la comparaison entre le -
théoréme de Gauss el le mien (Sur quelques formules ..., p. ).

(*) Recherches sur les fonctions X, , premier Mémoire, p. 35.

Tome XLIX. ' 2
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Si Pon prend n = 0, cette égalité (N) se réduit a

i { 1 XoX,, .4 X,Xm_g Xn—lxm
| o— =+ + = + e e ———
X‘)X‘ ".)X. Xg mx,,,_,x,,. 1 2 m

C'est-a-dire, d’aprés (E), a

1 1 1
P =2 | — 4+ ——— ces _™. . .. .. (P
" “[xox‘ kT mx,,._.x,,,]( ) ®)

IX

Je vous remercie de m’avoir communiqué votre savante démonstration de
la formule

PPN ) N Ul BRI | (5. e )
11 1.2 1.2 T(L + 1) T +1)

La mienne, que je crois exacte, est heaucoup plus terre a terre (Mélanges
mathématiques, tome I, p. 141). L'intégrale définie, dont vous faites usage,
est due & Poisson. Je I'ai employée souvent, en la mettant sous la forme

2n+l Z
T

/ * 08" cos (n— 2p)pdy =C, , (*).

0

Liége, 4 octobre 1890. E. C

(*) A cause de P,==0, 'égalité (K) donne, tout de suite, ce méme résultat.
(™) Recherches sur les fonctions X,, premier Mémoire, p. 14.
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DEUXIEME PARTIE.

NOTES DIVERSES.

I

Quelques vérifications.
1. De la formule

p —x[o dx +£x+4
e ﬂxi—d)X3 x—1] "

on déduit
dP dX X2 —1
XX _plia__ ol
" dx " dx 2:::’ —1
Ona:
Xom (B —1), Xy (" — 3
2 = 2 - )) 3_Q( X x))
1
Pg= Sx, P3=§(15$z—4’)(**);
puis
dX, dX, 3, ..
Pt Il L
dpg - dps
%-— 9, d—x— 10x.

On doit donc trouver, identiquement :

3 (Bx* — 1) — 4
2Ga*—1)— 3z . Br——2 0 L %
2(or: 1) — 3x . 3x 2 e =1

ou
3 ___ Ra\2
(Bx® — 3x)10x — (18x* — 4) (Bx® — 1) = —M

xt—1
C’est ce qui a lieu.

(*) Premiére partie, p. 8.
(™) Sur quelques formules d’Analyse, pp. 13 et 21.

1

(H) (")

(1)
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2. La vérification directe, de la méme formule (H), devient rapidement
laborieuse, 4 mesure que n augmente. Contentons-nous de faire n =1,

puis n = 2.

1° A cause de X, =, on a

dx x + 1
P,=x|2 .
S x[ﬂx’—l)x’+£w—4]
9
Or, l'intégrale immédiate de —— 1) — est (%)
1 x—1 1 1 x+1 1
Ry Ry
Ainsi
2
P.=.’L‘—= 2,
x
valeur connue.
20
5xf—1 dz x + 1
P,= 8 Y
: 2 [./(x’—n(sx*—a)?* x—1]'
. 8 .
La fraction Fhee =1 o décomposable en
32t 41 2
B —1p 1
De plus,
528+1 [ 6z 2 1 1
(3a? —1)! | 3a* —1 e —1 x—1 x4l
Donce
/ 8dx _ 6bx £m +1
(x* — 1) (3x® — 1 3x*—1 Ttz —
puis
P _3a'—1 6z 5
T g 322 —1 %

ce qui est exact.

(*) Premiére partie, p. 8.
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3. Pour m =3, n =1, la relation
> Xz — x:' S=m—n=—{ x xm—u» _
XX,/ ——— _dx= Z8Tmon- 178
(x* —1)X2X2 & s+n+1
se réduit a

P 1 1
X5X/( 2 l)x2x2 EXOXI + gxlxo;

¢ Xi—X3 5
_ dr ==X,
@ —nxx 6"

c'est-a-dire, a

ou encore, a

Xi—X} 54X
(@ — 1)X2 6dx
A cause de :
1 dX; 3
X, =z, Xy=_(ba" —3a), Fxf = —(Ba?— 1),
I’égalité précédente devient
4x? — (5x® — 3x)? 5
———(Bz* — 1
W — 1)z Pt
puis
— 28xf 4 30x* — 8
pe— = — B(3x* — 1),
ou enfin
— 5(5x — 1) = — 5(Ba* — 1)
II
Polynomes X, et P,.
4. Lemme I
dX,._H _ mdxn _
dux dx
9. Lemme Il
) x? —1dX
X, —xX, — n
HT O n-+1 dx

(*) Premiére partie, p. 8.
(**) Recherches ...., premier Mémoire, p. 34.
(***) Ibid., p. 4.

13

(K) (*)

@ ™

() (™)
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6. Tukoreme I. Pour z =1,
py—of1 4t ! A) ¢+
(P,) = +§+5+-~+— N VW)
1 B . ;.
7. Remarque. ;(P,) ne peut étre un nombre entier, excepté si n = 1. (**)

8. TukoreMe . On a, entre les polyndmes X, , P,, la relation

p dX, AP, X1 gy
" iz —_— " do = —XT————’I. e e e e e .( )()
9. -CoroLLAIRE. L’équation
S N "
it L A I O

du degré 2n — 1, est réductible a deux équations du degré n — 1.

En effet, le second membre de (B) équivaut &

X, —1

x:—1

2

(X, + 1).

Or, si n est pair, X,-— 1 est divisible par x*-— 1; et, si n est impair,
X, — 1 est divisible par z — 1, tandis que X, + 1 est divisible par « + 1.

10. Application. Soit n = 3. Alors :

dp

1 dX5 5 5 . 3
— 3 v s 2 2 — (4Bt v A .
X; = 2(Eiac 3x) (YY), iz —3 (b 1), P, (15 &) (™), I 10x

| -

(*) Premiére partie, formule (E).

(**) Mélanges mathématiques, t. 111, p. 140.
(***) Cest I’égalité (1), de la page 11. Il nous parait utile de la resignaler.
(") Page 11.
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L’équation (4) devient, aprés simplification,

(182* — 4)(Bx® — 1) — 10x(5x* — 3x) = 0,

ou
251 — 52 + 4 =0,

ou enfin v
(Bx® — B + 2)(bx® + Bx* + 2)=0.

11. TuroreMme IIl. a étant une constante, supérieure a l'unité,

+ X ) '
f da [nX,,+Lx—X"]=O. N (%)
a—x a—x

pet}

L’intégration par parties donne

d . x Xn _ X,-, I n
Xt xa " g et — FX, dx dx d.
(a —x) a—x a—x

Pour x = = 1, le binéme X, , — xX, s'annule (*). Donc

A dX, dX,.
X, + x —

HX o — aX .
LE o xX "d.L' — ' dw dx d.l‘.
. (@ —ay

a—x

n

Le premier membre de (C) devient
dX

+ d.’t ( 1)X + n dxn+|
. n + x —_— .
./ a—=x " dax dex
1

Or, en vertu du Lemme I, cette intégrale est nulle. C.Q.F.D.

12. CororrLAIRE 1. p étant un nombre entz'er, on a

1
nt
| n p/ a'—x"*“ de=0 . . . . . . (5)
21

(*) En effet, il est divisible par 2® — 1. (Premier Mémoire, p. 6.)
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L’égalité (C) donne, successivement :

+H n+l |
(a —x)" +2./‘ (@ — x)? Fde =0,

+1
d ”+‘ n —
(a_x w+5/ (a—w? —"dz =0,

elc.

13. CoroLrAIRE I.

o dx X, X,
) [ (;?—)—I:(n-a—p)x +p+__:-]=0. N )

Si, dans I'égalité (5), on remplace — x par (¢ — x) — a, on trouve
Pégalité (6).

»

14. Lemme I11.

+H g B 2 ’]
./. (x_z)g_x‘z__ll (x> )- . . . . . . . (7)
15. Tutoreme IV. On a, entre les polynomes P,, X, et Z,, la relation
@, dX, o+ dz X, H Z,de 5
d—x——;i? x_z— x’—4+f m- e e e e ()
-1 bt
De
’ +1X __Z
p = n n . . . . . . . . . *
n / T —2z dZ, (8) ( )

(*) Cours de M. Hermite, p. 146. Les citations se rapportent 2 la premiére édition (1882).
La quatrieme vient de paraitre. La premiére contient une grave faute typographique, répétée
aux pages 146 et 147. Au lieu de

+
J="/‘ ‘Xn a
“

(__1)nJ 41 dz (__ 1)nJ z4+1
— 7Y = X, — - ‘Y Aadi R
2.4.6..2n "r—z 2.4.6..2n ”£ Pn. |
—1

T +1
—P,, J=X, £——Pn,

on doit lire :

Si je signale cette erreur d’écriture, c’est parce que, ne ayant pas d’abord remarquée,
elle m’a conduit 4 des résultats inexacts, qui m’ont fort embarrassé.
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on déduit
+1 -+
dX, dX, ,
ar, (z—2) dx —(X"_Z")d dx dz x/"" dz /+‘ Z,dz
= = - + )
dax (x~— z)? z x —z '." (x — z)? J (x — z)?

-1 -1
ou, par le Lemme IV,

+ d X H Z.d
‘ﬂ’;':‘&f z_2_"_+/ 2 . (D)
dx dx, x—z xt—1 (x — z)?
1

16. TuroreMe V. On a, entre les polynomes X, et P, la relation

dp, dp, 2 dX,
2 —=m+ 1P, —
dx dx

(B)

n+1 dr

D’aprés la formule (D),

dpn+l _ dx"+1/+‘ dz 9 xn+4 .+‘—/‘+‘ Zn+ldz
de  dx ‘r—z ' —1 (x — 2)°
1

-1 —

Donc

dP,,, dp (dX,, “ dX )/“" dz X — X, HZ— 2Z,
el S U uinll — dz. (9
dx il dx i x—2z 2 x?—1 +/ (x —-2z)? = O

-1 —t

En vertu des Lemmes I et I, le second membre équivaut a

g dx g —al,
(n+4X/ z 2 -—"+/ —+—'—x2dz.
x—z n+1 do (x — 2)

—t

En outre,

/+' L, — xZ"dz ___/“ Ly — (x—2)Z, — _/ +lZn+l _./)-H Z,dz
(x —2) (x — z)? (x — 2)* x—z
—1 —1

—

Le méme second membre, de I'égalité (9), devient donc

+ d + +
(n + I)Xn/ = 2 d%, +/ Lo ZZ"d /
J. x—z n+1 dx . (x —2)? . x—z
—1

Tome XLIX, 3
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(n+1) [P +/.+lw—_;dz] (*)

Le premier terme égale

Par conséquent,

dP,,, dp 2 dX H dz Z,.,—zZ
— ’l_ P — n Z n n
dx rr P, n+1 dx +./ x—z[n (= ]

-1

L'intégrale est nulle (C) (**). Donc enfin

dP,,, dpP, 2 dX,
= i =(n+ 1P, — +1dx.......(E)

17. Application. Soit n = 4. On sait que (***)
5 1 , 1
P, = B(Qlw —Mzx), Py= @(9’#517‘ — 7382 + 64), X,= -8-(5090‘ — 30x* + 3);

donc
dP 5 dP, 1 dX
—‘=—(65 1), _.‘5_—(426x — 49x), :

5 3
= — 3x).
dx dx dox 2(790 %)

L’égalité (E) devient, dans ce cas particulier,

1 5 23
5(126305 — 492) — E(%x“ — Mz)= 4—2(21 2 —-11x) — (72° - 3z),

puis
6(1262° — 49) — 5(63x* — 11) = 25(212° — 11) — 12(7z" — 3),
ou bien
(756 — 315)x* — (294 — B5) = (525 — 84)x* — (275 — 36);
ete. :

18. TutoreMe VI. Deux polyndmes d Hermite, conséculifs, satisfont a

la relation
dpP nt1 2 ’
2n + 1) o =

P, dp,
P 2(n + Q)x-&; +n+Nn+2P,. . . (F)

(*) A cause de la formule (8).
(**) On ne doit pas oublier que Z, se déduxt de X, par le changement de x en z.

(***) Sur quelques formules d’Analyse, p. 12.
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Ecrivons ainsi I'équation (E) :
. ' v

dP,,, dpP, dX,,
On sait que A
1)d”P 9 dp, 1P, 4dX,,
(x*— = x%_n(n-t- )P, — et

Retranchant, on trouve

dpﬂ+l
2 1 — (x?
(n+1) d (x

ce qui ne différe pas de (F).

19. Application. Soit n = 3. On doit avoir

Sii—[—’-‘-—(a: — 1) ! 10xdp + 20P;.
dx Lo dx
Mais :
Py = 1('l Ba* —4), P =i(2'| x® — 11x) (*);
3 12
donc ‘
. .
‘%=10x, %:40, %=%(63x”‘— 11).

L’égalité précédente se réduit a celle-ci :
2
—(65:1. —M1)=(x*— 1)+ 10x* + (15w —4)

laquelle est identique. .

20. Lemme V. On a, identiquement,

w?n—?[ﬂ—z
(x‘l —_— ,l)n xin—?p+| m?n—ﬁp-{—fﬁ

1
T2 dx =@m—p~+1

oy il e g

() Sur quelques formules .. .., p. 18.
(**) Ibid., p. 12. -

1P
2An + 2)x“#=(n 1) (n+2P,;

19

- (10) (%)

@
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En effet, le premier membre est

122 —1)"(n — p + 1) — Qo —2r+3 (g2 __ gyt

- § (x2 — ,I)lu
ann—?p-]-z__ (n — p &+ ,l)xin—ip-l-l (xﬂ — ,1) (p —_ 1)x3u~2p+3 + (n . p + ,l)xin-2p+!‘

)

(xz —_ ,')n+l (xz — ,1)n+l

etc.

21. Lemme VI. On a, identiquement,

C, p-'xQn—2p+2
1 (@ —1y

5 e =0 [C,,-;,p-« (xT-——T)T*; + (12)

xin— 2p+1 C x211—2p+l
273 vl
n—hp (.’Lﬂ _ ,')u-l-l

Aprés avoir multiplié, par C, ,_,, les deux membres de I'égalité (11),

on obtient, au lieu du second membre,

n(n—1)...(n—p+1) ¥+ nn—1)...(n—p+1) o
(n_p"'d) [E— 2__ | n+l+(p_1) 2 2 __ )
1.2...p—1 (x*—1) 1.2...p—1 (x*—1)
ou
n(n—’l)(n—ﬂ)...(n—p+1) o=ttt (n—1)(n—2)...(n—p +2) xP+
1.2.3...p—1 (wt—1)"+! 1.2...p—2 (xi—1)yH’
on

c xin— 2p+4 c x?n —2p43
n T g T Yn—tp—2 5|
n—l,» (xz . ,I)n+l ' P (xl . ,l)n+l

Légalité (12) est donc démontrée.
\

22. Remarque. On peut Iécrire ainsi :

2n—2p+2
Cn.p-—lx n—2p+
,‘ (132 — 9 )n xﬂn—ip-{-l x?n-’p-{-s

T@m dn @+ 13)

= Cu-l,y:—l n—1,p-2 (x_’——d)"z .
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III

Quelques sommations.

23. TuatoreMe VIL. Si S, représente la somme des p premiers termes
du développement de (x* — 1), savoir :

S,=a" — C, @™ %+ C, 2™ — ... =C, ,_ ™", . (14)
on a
5
1 ((]')2 — ,l)u . x‘ht—ip+i
—  —(—1)Cpy oy —— . G
2n dx (= 1)Cor.y Yt — 1)y (6)

Dans Pégalité (13 ), faisons, successivement, p =1, p =2, ... Nous
aurons :

x?n
e
xﬂn—‘z
d.C,, ——
1 )4 (13 —_— ,])n C xzu—i’u c : x!n—l
E—n dx T Ma-1,1 m - Yn—1,0 Ex“———i)""" )
xt . (19)
d.C, s —— ’
1 )2 (wz —1) C an—5 c p2n-3
—_ ‘2_—;1, dr =92 (x2 — 1)"_‘_‘ =+ Uy ('_—x, — ’1)"'”
C,, p_lx‘Zn—2p+2
1 . ——(ET—TF‘ m«zn -2p+1 xiu-«-‘!p-l—.’: .
F 5;', _—_dx = =+ C"_l.ﬂ_‘ (————xz — ,1)n+l -+ Cn—l, p—2 (—'——x, — 1)"_“] ( *) ;.

() Cette valeur est exacte, bien que la formule (13) semble en défaut pour p =1.
(**) On doit prendre les signes supérieurs si p est impair.
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Dans les égalités (15), la somme des premiers membres est

4o
1 (= 1),
2n d;r ’
la somme des seconds membres est
w%n—ﬂp+l
= = VA m?
conséquemment,
, s,
1 d- (x? —l 1)" -+
—_—— = (—1)C,_y g ———— . G) (*
on ™ (—1PC,_y, @1 G

24. Remarque. Le (p + 1) terme de (22 —1)*, ou S,,, — S,, est

(— 1)°C, ™.

Si, dans la formule (G), on change p en p 4- 1, on obtient, en retranchant,

x?u—ip
: : 2n—2p— -
'I (wz - 'l)n Cn—l.p X n=tp—1 + Cu—l, p—1 x’” I
- Cay = 2 ;
2n dz (x*—1)

ou, aprés suppression d’un facteur commun,

(n — p)x2n—ip—l + Px‘in—‘lp-l—l
2

(x‘z — 1)9:—{

(16)

Cette identité (3 peu prés évidente) ne différe pas du Lemme V. Le calcul
précédent peut donc étre un peu abrégé.

() La démonstration précédente est celle que nous avons employée, & propos d’une

remarquable formule, due & Poisson, et sur laquelle nous reviendrons plus loin. Dans la
tm-p

Note LVILL des Mélanges mathématiques, on a imprimé, fautivement, T au lieu
tm-p i
d

Ui
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25. Application. Soient, dans la formule (G), n =5, p = 3. On doit

trouver
S;
1 (x*— 1) x
10  de (@@=
Or,

S; =210 — Bx8 + 10x5;

en sorte que I'égalité a vérifier est

210 — Bx® 4 106

A (a?—1)° ——6 _i_ .
| 10 dx @ =1y
ou ,
(2 — 1) (102® — 402" + 602%) — 10x (¢! — Ba* + 102°) = — 60x*,
ou
(x* — 1) (x* — 4a? + 6) — (2° — Bx* + 10x%) = — 6;
etc.

26. Expression de S,. D’aprés I'égalité {G),
i

T oW
s,,=(_.4)r2nc,,__4,,,_,(xa_4),1'/ mﬁdx N (1))
: 0

- 27. Tugorime VIII. S¢ le nombre q est impair, et infériewr au nombre

pair 2n, le produit
. L 77 xdx
(ft —'1) (.’/- (x’— 1)n+4

est un polyndme entier, commengant par un lerme en x* , et finissant par
un lerme en X1V,

Soit, en effet, ¢ = 2n — 2p + 1. Le polyndme S, (17) satisfait aux
deux conditions indiquées. En particulier,

2n

= iy x
t— 1) —_—— . . ...
(o )'/' s . . . (18)
0
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28. Remarques. 1. L'intégrale contenue dans la formule (7) est la méme
chose que

"z t?n—2p+l
J ==
0

Faisant { = ax, on a

£ t!n—2p+d tn_tp 1 azn-2p+l
/ (& — 1yt d = ar ./ (a®2*— 4)nH! des T
(1] [

et, par conséquent, \
. (19)

1 (1?, —_ d)na21l—2p+l

Sty
0

Il. Pour x = 1, I'égalité (14) se réduit a
Sp= 1— C,," + C,.,Q— oo = C",I’*"

On sait que la somme alternée, formant le second membre, égale = C, ., ,_,(*).
Ainsi, quand x tend vers 1, l'intégrale

4 (x! ,l )na2n—2p+l
/ T da
(' — 1)
0
tend vers — 2l .
n

1. Pour cette valeur-limite de x, 'intégrale

1 ot
/ (a2rf— 1)rH

L]

" n-tpH p
S @y
[}
Le produit de celle-ci, par (2 —— 1)", ou zéro, ayant une valeur finie, cette
derniére intégrale est infinie (**).

devient

(*) Théoréme de Genocchi (Nouvelle Correspondance mathématique, t. 11, p. 141).
(**) On parvient & la méme conclusion en posant «* = 0. En effet, ‘

1 =2t 1 1 1
/ —_—da= 3 (— 1)"+‘/ 6n-»(1 — 6)—"=1d0 =3 (—1)"tB(n —p +1,—n);
b 0

(az I 1)u+l

etc.
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29. Une intégration. Soit, conformément au n° 27 :
(x’—d)"./z'@d—gi%ﬁ——.- apx™ 4 T e @ e g, (20)
D’aprés I'équation (17), le second membre doit étre identique avec

>y

2nC,_4, 1 20C, g, p4

[1;2"'—' C", ‘xan—Q + Cn,?xln—l_ R C,,,p_|il'2n_,p+2],

1y

pourvu que I'on prenne

q—1
p=n——o— . . . . (21) (%)
Ainsi :
(— 1P (— 1yt (—1) 1
= ———, =" _(C, a,————C, Agp_yy=F ———C, , |, 2°
ao anﬂ—ld’—l a’ 2"011—i,p—l v ¢ ann—l.p—l ' ot ann—l.p-l e 622)

30. Application. Soient n = 10, p — 7. On a

%™ 4+ a1 + 4,2 + 05" + agx'? + @, x’® + a1t =

— 555 [a% — 102" 4 432" — 1202* + 210x' — 2522 + 2402°];

et, par conséquent :

1 10 5 120
“="16s0  “= T1es0 “T "ies0’ “ T ieso’
210 959 210
“= e = i@ T g

31. Remarques. 1. Si, dans le second membre de I'égalité (20), on
fait x = 1, il se réduit &
Qg ~+ @y + (1~ o0+ (gy_g_y.
D'un autre coté, d’aprés le théoréme de Genocchi,

4 hnd Cn,l -+ Cn.ﬁ — .k Cn,p-l = (_ 1)P+'Cn-l,p—l (2’) ”)

En conséquence,
1
ao+a,+a‘+-~-+a,,._,,_.=—2——n e e e (29)

(*) A cause de 2n — 2 + 2 = ¢ + 1 (2@).
Tone XLIX. . 4
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II. Celte relation, assez curieuse, donne lieu au petit théoréme d’Arith-

mélique suivant, trés facile a vérifier :
a, b étant des nombres entiers, différents de zéro, la somme alternée

u ala—1) ale—1)...3.2.1

T +\b+ 1)(()+2)_m (h=+1)b+2).. b=+«

1

égale aib (")

III. Au lieu d'opérer comme nous venons de le faire, on peut partir de
I'égalité (20), mise sous la forme

/"" a9dx g™ + XM e g, 24)
(mi - 1)n-;-l (.L" — | )n

Prenant alors les dérivées des deux membres, et identifiant, on trouve
ce sysitme d’équations du premier degré :

ag + nag =20,

2a, + (n—1)a, =0,
Lo (2D)

56 + (0 — 2)u; =0,
(g+Nag, oy +1=0.

On y satisfait par les valeurs (22).

32. Une formule de Gauss. Cette formule, dont nous nous sommes
. . ¢ [kk
plusieurs fois occupé (**), est

Pl — “_.B)_ f« p(B + 1) a(x + 1) Q@) (*r*
[‘(y‘—a)l‘(?/—p)_l"'T;"' 1.2 fy(ry—!—‘l)+”. - (90T
(*) Sib=0, on a
I —Cut+Coa—-- =Cya=0;

relation connue.
(**) Mélanges mathématiques, t. 1, p. 148; Recherches sur la constante G, p. 9; elc. Dans ce
Mémoire (Sur la constante G), les lignes 3, 4, 5, 6, de la p. 13, doivent étre supprimées.
(***) On suppose « >0, £ >0, v >a+ f.
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Pour la démontrer, j'observe que :

_I_"—(_a_) l_-‘_(l), L 1‘(a+ I)l( ) a(a + l)=F(a+2)F(9/)
TT)T@ v To+)T(@ se+1) Te+2) T

Donc, S étant la somme de la série (supposée convergente) :

IF'o)[T(e) pL(a+1) BE+1)T@+2)

1(“)[[‘(77-'-:1-1’(’/4_1)4- T2 F(?/+2)+J’
ou, en multipliant et divisant par I'(y — «):

_ r ('V) pall - i ﬁ )

_r(a)r(y__j) (1 — 67=>~'dp [e + e ]

[()
1 —g)7=o=1dg 9% (1 —
F()'(»—=) / ( (1—9)8

ou, finalement,
e

Ty —a)l(>—p)

33. Suite. Dans le cas le plus général, la série de Gauss est

pa, BBV alrt) , )
F(a)ﬁ’ﬁ’/)x)—d"'"—?—/ ——17—?/(?/+1)x -+ e L (28)()

Supposant %< 1, on trouve, sans nouveau calcul,

r Lt (] — g)r-a-tds
) )/() . (29)

u B, 9 ES
r(a, t’»'),r) F(a)l-‘(fy—-a i (1—0.’1))’3
[}

34. Une formule de Stirling. Si, dans la relation (26), on prend g =1,

elle se réduit a
p— A
L et L 6o

—_— -+
¥ —a—1 ¥y vy +1)

Cette remarquable formule est due a Sterling (**) :

(*) BertRAND, Calcul différentiel, p. 441.
(**) Biner, Journal de U'Ecole polytechnique, 3¢ Cahier, p. 154. Voir, aussi, les Mélanges

mathématiques, t. I, p. 147.
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38. Autre sommation. Soit

r=n 12n—2p+{

P@) =3 (= Cosprrgr—a—r - o o - . (1)

=} 2p + 1

On a

K]
____1—_____/ a2 dy;
2n —2p + 1 .
0
donc
| " 1 n
F,(x) = / do 3 (— AP,y o @ — / da Y (—1)°Cy_y s (277,
0 ! 0 !
r————x/(a’x’—-1 lay . . . . . . . . (32)
x ==—-/ 0 — 1) 'd

.1r)=—L/ﬂ(ac’l — 1yt (7).

o

ou
puis, si I'on fait ax = 6:

ou enfin

IV

Application d’'une formule.

36. Expression de X,. Dans les Nouvelles propriétés des fonctions X, (**),
nous avons démontré la formule

9n T

X,==— sin"g(xsing + V' — tcoso)dp, . . . IR )
T, )

0

que I'on peut écrire ainsi :

u2n T
X, =— sin"o{x 4- g)de, . . . . . . . . (K
T
0
en posani, pour abréger,
g=V-—tleote . . . . . . . . (35)

(*) On trouve le méme résultat en évaluant

¥ (x) = 2:(_ 1)PCo_y. p_1z21=%,
(**) Page 4.
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37. Premiére application. De (H) résulte, six = 1:

T T N
= =/ sin"@(sin @ + V' — 1 cos g)°dp,

021
0
ou
T /'T . , \/—4" . d
= sin"@ cosp — V' — 1 sin 0)"do,
eV=ir ! !
ou
™ /‘7" V3
— = sin"g(cos np — V" — 1 sinng)de; .
@V—1)>

puis, si n = 2n’ :

/ sin®™ @ cos 2n'pde = P (—Dm, / sin®" @ sin 2n'@dp = 0;
‘ b2

0 0

et,sin = 2n' 4 1:

29

(35)

* 7 T
‘/ sin®* @ cos (2n'+ 1)pdo = 0; / sin® '@ sin(2n' + 1)pdp = 22—:;,(-—1)"'; (56)

0 0

valeurs connues (*).

38. Dérivées de X,. La relation (K) donne

X 2 n = 1) l/‘ﬂ"" "1 do;
o =nn - Yoo im—p + 1) sin”@(x + ¢)" "do;

o
et, en particulier,

lnx gyn T .
il SO iI’(-n + 'I)/ sin"gdg .
b

dx" T

(57)

(*) Voir, par exemple, la Note de Serret (Journal de Liouville, 1845, p. 13). On peut

consulter, aussi, notre Second Mémoire sur les fonctions X,, (p. 20).
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39. Remarque. Dans le développement de X,, le coefficient de x" est

1 .
2,, CQn.n ( )'

Donc
d"X 1
’!='—Cnn ) ;
e gn O, I'(n +1)
puis, par la formule (43):
d T
/ sin”'cpdcp=EC2,,.,,;. R 1))

L]

expression connue.

40. Dérivées de (x2— 1)" ("*). On sait que

1 dn(a* — 1)

X p— Kkk) o
"2 T(m+1)  da" )3
donc, par la comparaison avec (K):
dn(x‘z _— |)n z
———=C in™ @ (x i e e e w
o ,,‘/\ sin® @(x + g)"do (L) (™)
0

Afin de simplifier les calculs, donnons & » une valeur particuliére, %, par
exemple. Nous aurons

d‘ 2__‘ 4 T .
_—(xdac[_) =C, ‘ / sin*@do (x + g
Soit 4
y=(x+g)‘=(ac+1 +g—1)‘
= (x4 1)+ 4l +1P(g—1) +6(x + 1) (g —1)" + 4(x + 1) (g —1)* + (g — 1)".

(*) Premier Mémoire, p. 11.
(**) Sujet déja traité, en partie, dans les Nouvelles propriétés...., pp. T et suiv.
-(***) Formule de Rodrigues.

onT(n +-1)

(") Pour abréger, nous faisons Cn.
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De la résulte

Sy = s et S P g = P Sl P = 1 )1

ou

/‘ zydac: é [(@+1P+B(@+1)*(g—1)+10(x+1)(g —1)"+10(x+1)*(g — 1) +5(z+1)(g—1)]"

Par conséquent,
32 A\ C T '
M= —"/ sin® pdg [(x + 1P+ B+ 1) (g—1) + 10(x + 1)*(g — 1)*
dx® 5, '
[
410 (x 4+ 1) (g — 4P + B (x + 'I)(g—-'l)“] *).
Le polynéme entre parenthéses est lensemble des cing premiers termes du

développement de (x 4+ 1 + g — 1)5.
On trouve, de la méme maniére,

d*(z*— 1 C T
_-(_CLF—)- = g—‘é sinf@de. T,
0

en posant
Te=(x + 1+ 06(x+ 1) (g—1)+15(x+ 1) (g—1)*+20(x +1)*(g—1)+ 15 (x+ 1) g— 1 )%
Le polynome Ty, divisible par (x 4 1), est Uensemble des cing premiers

termes du développement de (x + 1 + g — 1)
~ Continuant ainsi, on trouve encore :

d(x?-— 1) C T . ) C 8 .
dx )=5.6‘.7/ sin‘ple.Tr, (xz_ll)‘=5.6.‘7.8_/ iy T
. 0

[]

Dans ces deux égalités, T, est l'ensemble des cing premiers termes du
développement de (x + g)'; Ty est lensemble des cing premiers termes
du deéveloppement de (x + ¢)°; ces développements étant ordonnés suivant
les puissances décroissantes de 2 + 1. De plus, T, est divisible par (x + 13,
Ty est divisible par (x 4 1)~

(*) Les deux membres sont divisibles par x + 1.
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Sans qu’il soit nécessaire d’insister davantage, nous énoncerons la
proposition suivante :

41. TutkoreMe 1X. Si lon désigne par T,, Uensemble desn -4 1 pre-
miers termes du développement de (x + 1 4 g— 1), on «a

[‘_" T .
(9L"—‘|)"=;C2 / sin*ede.Ty,. . . . . . . (M) (%
n,no~ )
42. COROLLAIRE.
4:1 ' T
(ac——‘l)"=ﬂ—Cz / sin”@doU,,, .. . . . . . . (40)
,1104

U,, représentant le quotient de T,, par (x4 1)". Ce quotient est un
polyndme entier.

43. Remarques. 1. On a

Toe=(x 4+ 1) 4 Co y(x + 1) (g — 1) + - 4+ Cyp p(xw + 1) (g — 1), . . (41)
Up=(x +1)" + Cy 4 (x + 1)y (g —1) +--- + Gy W lg—1" . . . . . (42)

Donc, six = — 1,
Uin == C?n, n (!] —1 )";

et, par la relation (40),

/l' n

.
(2= [ sinsiatg 1y,
7. ’

0

ou
z x
/ sin®” gdo (1— ¢)" = g ot e (43)

o

Ce résultat s'accorde avec la formule (34)

(*) Dailleurs, si 'on part de cette expression de (z* —1)", et que 'on en prenne les

dérivées successives, on retrouve la formule (K). Le second membre de (M) est donc un
dr(z? — 1)

polynéme entier f(z), dont la dérivée n*™ égale , et dont toutes les autres déri-

vées, précédant celle-ci, s'annulent pour £ = — 1. Par conséquent, f(x) = («*— 1)".
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II. De méme, x = 0 donne

Uin=T2n= 1+ Cﬂn,l(g— 1) -+ C?n.2(g - 1)2 e+ Cin,n (9 - 1)'z
— y2n . (g — ,l)n+l [Cln,n—l 4 eee 4 (y — 1)»—1];

aprés quoi, au moyen de la formule (40), on obtient

v T . C
(__ 1)1: / COSz"(pde-f / sin"”cpdcp(y——l)"*‘ [C‘)n,n-l A e+ (9_1)1._1]____.(_ l)" Z-",u ”

0 0

Mais cette relation peut étre simplifiée. En effet,

. 'z 1.3.5...2n—1 n
/ c0s™ @dp == 2 / Peostolp =71 —————— = — Gy, ,.
: 4.6 7 4

0

Donc
VT .
/ sin*@de(g — 1) [Copuos + Concs (9 — 1) + -+ (g —4)"']=0.  (44) (%)
43. Relation entre deux inlégrales. Si, dans I'égalité (40), on change x
en 22, la comparaison avec (M) donne

th7e a
/ sin* gV, = / sin?@doTy,, . . . . . . . (45)

o 0

pourvu que on suppose
Vo, = (2* + 4)" + Gy s (2* + A1 (g —1) - oo + Co (g —1) . . . (46)

Dailleurs (41):
Ty = (x + 1)"[(x + 1) + Gy, 1 (x + 1)" (9 — 41') + oo+ Gy (g — ll)"], . (47)

Done Pégalité (43) devient

T
/ sin® @dg [(oc"—n— N Cop a4+ AV (g—1) + oo + Gy, 0 (g — 4)"]
' z 3 (N)
=@ty [ singdp[(@+ 1) 4 Capr(@ + 1) (g = 1) - Cap g — 1))
0

relation assez curieuse. Pour x = 0, elle se change en identité.

(*) I est clair que 'on pourrait multiplier ces applications de la formule (40). Nous y
reviendrons plus loin.

Tome XLIX. : : ' 5



34 SUR LES POLYNOMES

A\

Complément d’'une formule de Poisson.

44. Cette formule, dont il a été question ci-dessus (p. 10), peut étre
écrite ainsi :
v g ride
(1 —y 4o+t

(48) (%)

?/’"+ Cm,lrym_.(l _7) Rkl +Cm, ”?/m -r (’l_ ?/)p= (p +/1)Cm,y+l ( |_.«y)l’+l

Si 'on fait
6 =1yA,

el qu'on supprime, dans les deux membres, le facteur 7”“", elle devient

» p—1( l"H APl
4 +C,,,,",V (l-—‘)/)—}---- ’" l’(l—‘)) p+1)cm ”“(l—'}/ (I—')/+‘)’Al,r+l (4‘9)
4A5. Suite. Soient
= a P 1 — Y = —y_ B
r+Yy x4y
Un calcul trés simple donne, au lieu de I'égalité (49),
n m—4 X P == mn— ,, p+1 ” A gme—p=1]y
1"+ C,, ALY e +Cmp Y= (P+’1) my p4-1 L (1 +y) W (P)

Telle est la formule qui généralise ou compléte celle de Poisson.

46. Une vérification. Sl dans (P), on change x en y, y en , p en 7
on obtient

1 }sm_'l_‘dA
m m-— l A M— ol Al M— 1 A .
Y+ Copa Y"1 4 v 4 Gy " Tt = (g + 1) Cp YT (0 yr (x + Ayt
0

et, dans le cas particulier ou ¢ = m —p — 1:

i APd A

m—p—ty 4, "= (m — p)C yrHgm-r " —_——
Cm,m_p__'x y ~+ -+ y ( ) P) m,m—pj x (.’l‘ -+ y) (x - )y)m_'_‘

(50)

(*) Mélanges mathématiques, t. 1, p. 298.
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Dans les égalités (P) et(37), la somme des premiers membres est (x4 y)".
Conséquemment,

=(p+1)Cp, 12" Tyt JrAseCE + (m —p)Compa™ "y / e (51)
» . (y_'_ Ax)m{.i ’ . (x + Ay)m.H ’
0 .

mais cette relation peut étre fort réduite.

En effet :
m(m—1)...(m—p) I'(m+1)
’10 +'l C,,._, = =(m — Cm Mm_p T L
(P, 1)Coris 1.2...p (m = P)Cony T(p+1)L(m - p)

90 Dans la premiére intégrale, changeons ) en % (*)- Elle devient

/“ Ada
’ (x + ay)"
Nous avons donc, plus simplement,
|— I'm +1) JE— PLON 3
_F(p+‘1)r‘m'—'P Y / (L+AJI’+‘ SRR (52)
30 Soit x = “;i On trouve enfin
T(p+)I'm—p) © zdz
F(pn 4+ 1) —' (,1 + Z)""H’ . (55)
0
ce qui est exact (**)
47. Application. Soient, comme au n° 43 :
To=(x + 1) 4+ Copy (x + 17" (g —1) + o + Cy, ,(x+1)"(g—1), . . . (B4)
1
m = m[(x2 + 1)2" -+ C?n,l(x2 + '1)2”4(9_ ll) e C%n,n (xi_'_ 1)" (g __,I)]n. (55)

La formule (P) donne tout de suite, par un changement de lettres :

! A=d,
To=(n + 1)Cyp,, 1(x + 1)"(g — 1"+ (x + g)? TEESTET (56)
i .
V (n -+ '])Cin n- l(g-—- 1) +l(x —+ g)) f [_g  + } x " 1]2,'+‘ PO (57)

(*) Transformation connue.
(**) Bierens pe Haan, t. XVIIL
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Substituant dans (N), on trouve

g in2" d ,')wH( 2_} )2n /d }‘”_‘(lA
@ - x® +-
‘/ SIN™¢ CP(9 \ ) . [g__ | + )(xz_'_,])]irwl
0 .

i . X"_ll
[9—1 + (@ + 1)

3 (88)

= (x + *])"/ sin® gdo (g — 1)+ (x + q)’"

0

relation qui pourrait encore étre réduite.
De cette formule, supposée exacte, résulte celle-ci :

. ’ g 1 ;\"—‘dl
2n d 1 u+1 , 2,-/ —_ O,
_ / sin™ gdo(g y*tg + 1) . *(g 1+ )
a B

qu’il serait bon d’établir directement.

VI

Digression arithmétique.

A8. Une somme de fractions. La Seconde Note sur les fonctions X, con-
tient (p. 6) la proposition suivante :

La somme des fractions
2354...p L5...p 6.7...p

ep+t)————m——, (Pp—3)————, (Pp—T7)——m———, .
557.. 3p+1 5.7..3p—1 7.9..2p—3

cgale Uunite.
Cet énoncé exige que la derniére des fractions considérées échappe a la
loi commune (*). Nous le rectifierons ainsi :

La somme S, des fractions indiquées, est L oul p+2 —, selon que p est pair
ou impair (**) v

(") Second Mémoire sur les fonctions X, p. 43. ‘
(**) Dans le premier cas, le dernier des numérateurs 2.3 ...p, 4.5...p, 6.7...p,
est p; dans le second, il est (p — 1)p.
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49. Application. Soit p — 9. D’aprés Iénoncé :

2.3.45.6.7.8.9 £5.6.7.8.9 ;6789 89 8
« -+ + 1 + = —
5.5.7.9.11.13.15.17.19 57.9101.1515.17 70414545 91143 11’
ou '
2.4.6.8 4.6.8 6.8 78 8
-+ -+ -+ = —,
MA3A547 44347 1345 14143 11
ou
2.4.6 % 66 T,
-+ — =1
134547 « 1317 1515 " 13
puis
: 9.4.6 + 2415 + 66.17 + 105347 — 13.15.17,
ou
16 + 120 + 2247 + 3517 — 65.17,
ou enfin

8 - 22 + 55 = 65 (*).

80. Théorie. Les fractions précédentes jouissent de quelques propriétés
assez curieuses, qu’il est, peut-étre, utile de mentionner.

a étant un nombre impair (**), soit

2n(2n + 1)(2n + 2)...a.

~ B . 59
a,=(2a + 5 4n)(ﬂn+'l)(2n+"'))...(‘2(1-’-5"""2")’ 9
ou, en réduisant,
» n(2n + 2)(2n + 4)...a — 1 i
| = 9 = 5_' 4 : ) ‘0
a, (2a + ")(tt+2)(a+4)”.(2a+5-—-—'2”) ())
De la résulte -
1= (2a + 1 — 4n) (@n+2)(2n+4)...a—1
= CFTE e Tk
puis
(20 + 2)(2n + 4)...(a—1)
- _ N, . . ...
T e (@ +2)(a+4). .(2a +35 —2n) *
en posant

N= (2 + 3 —4n)2n + (2a + 1 — 4n) (20 + 3 — 2n).

(*) Silon prend p = 10, 11, 12, ..., on obtient d’excellents exercices de calcul numérique.
(**) On verra, tout & Pheure, la raison de cette hypothese.
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Un calcul trés simple donne

N=2 +4)2a+3—4n). . . . . . . . . (62
Donc '

(27 +2)(2n + 4)...a—1
(a-+2)(a+4)...(2¢ + 3 —2n)

2¢+1)(2a +~3—4n) . . (63)

a" + a‘"+‘ =

91. Suite. Si n — 1, le plus grand facteur du dénominateur est
2 + 35 —2=2a + 1;

et la formule (63) se réduit a

 k68..a= o
= e @ (6

Ainsi, le premier bindme est réductible. Mais il n’en est pas de méme
pour a; 4+ a,, ay + @, ..., du moins quand 2a - 1 est un nombre premier.

Pour plus de clarté, représentons par B, le binome a, + a, . ,, dont £ est
le rang. 11 est visible que n = 2k — 1.

Cela posé, la formule (63 ) devient

_ Lk (4k +2)...(a —1)
T (a+ 2)(a + &)... (20 + B — &k)

f 2 +1)(2e+7—8k) . . . (65)

La plus grande valeur de 2n - 2 est, par cette méme formule (63),
a — 1. Soit 2 la plus grande valeur de k. Alors :

a=4xr+1,
20 + 1=8x+ 3,

b
~ (4n+ 3) (br + B) (br + 7)

(66) ()
B)

9.(82 + 3) 5

Chacune des valeurs de B,, sauf la premiére, a la forme % (8 + 3),
étant une fraction irréductible.

@l >

(*) Ces valeurs s’accordent avec Papplication faite dans le n° 49.
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D’ailleurs,
. 4.6.8... 42 67
a3 () B —1 T T T T T T (67)
~ a—1 _ 42
et la somme S = 5 = 5555 Donc
i 4.6.8... 42 A
F—3 pa— — 8 .
ir+3  (4r+3)(4raB)...(8r—1) EB( A+ 3)
puis, 81 4 3 étant premier :
(hr + B) (hr + 7). (83 — 1) — 488 ... (A —2) =ILBr+3) . . . (68)

Pour vérifier cette identité, il suffit d’observer que : 1° chacun des deux
produits contient un nombre pair de facteurs; 2°

(s + 5) + (4h — 2) = (42 + 7) + (ba — 4) + ... = 82 + 3 (*).

52. Autre sommation (**). Soit

1 1 1
— — c e Cpp—. =L L
ey Sk vemy U v R ! {59

Il est visible que

1
H,.=ﬁx"'— Coix® 4+ ... 1) dux,

o

ou

l-l,,=(—-1):‘/d——a;’fdx N (0)]

(*) La condition supposée n’est donce pas nécessaire.
(**) Nous en aurons besoin dans la Troisiéme partie.
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Si I'on fait 22 = ¢, cette formule devient

1 ! -t
H,,=§(—-l):'/(‘1—e)"9 P K B
0
ou
1 r 1
S PP AUES 1
2 5
l‘(n+—)
2
et, finalement,
2.4.6...2n
H=1) ———= (72)

3.5.7...2n +'l.

53. Remarque. On sait que

z 2.4...2n
/ 2 costH g = ——————.

Bt 5.5...2n + 1

Donc

" 7T
H,,=(—1)“/§cos’"+‘q:dcp. B V&)

0
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TROISIEME PARTIE.

POLYNOMES DE POLIGNAC (.

54. ProsLeme. Evaluer la partie entiére du développement de

x + 1

(a* —1yg

x—1

Soit Q, cette partie entiére (Polyndme de Polignac).
Il est visible que

sn Sﬂ—l Sn—2 SI
Q=2|— 475+ + -+ _ .
x  3x Sx (20 — 1)a2-!

Le terme général du polynome entre parenthéses est

SP
(2n — 2p + 1)a®—%wH!
D’ailleurs,
‘(1’2— ,])na n—2p+1
== (— ll)PQnC"_‘,p_lx!n—?p-l-f W do. .
0
Donc

(__1) 2n--2p4-4
= 4z (z'—1 Cotrt g —2p w1 -
Q,= 4nx(x / (a%z ,.+12 nht g 2p + 1

41

(74) (**)

(19)

(75)

(*) Les polynomes que je désigne ainsi jouissent de propriétés remarquables, dont la
plupart ont été indiquées par M. C. de Polignac, dans le Bulletin de la Société mathématique

de France (t. IlI, p. 19).
(**) Soit, par exemple, n = 4. Le développement dont il s’agit est
0(1‘—44’“4;6@"— 4z +1) ! +L +L -+ L + -
- ' : 33 375 727
Done

2 2 2
Q‘='2(a:’—4w‘+6w3—4-z)+5(m5—4w"+ 6w)+g(w’—4w)+§a';

ou, en reprenant les notations employées dans le n° 23 :

S S S S
Q‘=?[—-‘+.—’+ _’_+_—l1].

x 3x3 by @

Tome XLIX.
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La somme contenue sous le signe ./ est celle qui a été désignée par
F.(x) (35) (*). Nous avons trouvé

F"(x)=_-/'(p’x*—1)"-'dp 32

o
0

Ainsi, la somme dont il s’agit a pour expression

—_ i‘/ (a?p‘l__ 1)ﬂ—idﬁ'
Conséquemment, :

! ado !
Q"= —_— 4”1‘(12— |)"/ W/ (a’ﬁ’— ’l)“"dp . RN . (Q)

» R . , 3 n o +1
33. Autre solution. Le développement de (x* — 1) ¢—— se compose

du polynéme entier Q,, augmenté d’une série procédanl suivant les puis-
sances négatives et impaires de x. Ainsi

. x 4+ 4 N " .
2y = e
(2 VE = Qo Sy (76)
B,, C,, ... étant des coefficients numériques.
) )
~ Multipliant par 2> — 1, nous avons
Qu=("—1Q,+Ba;. . . . . . . . . . (77
puis ce groupe d’équations :
Qn= (1‘2 - 1)Qn-1+ Bn—ll‘$
Qn—l= (xi_ 1)Qu-2 + Bn—ixy
(78)
Q; = (= — 1)Q, + By,
Q= ' 2x (™).
(*) « remplacant o.
(**) En effet, »
02+l o[l L -
(a:’—l)j,a;__.1 =2(a? 1)[a:+3w’ +-~-]_2w+-~
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Ou en déduit

Q. ==z[B,  + B, ,(&®—1) + ... + By(x*— 1)+ 2(a®— )] .

43

(79)

Si, dans Pégalité (76), on développe (22 — 1)* et £2*1 puis qu'on
] ) pp \ z—1 p q

effectue le produit, on trouve, facilement,

1 1 1
B, =29 — C. —  Cyg— - =1
" [2n+l m—1 "' g ]’
c'est-a-dire (32)

¥
B,— 20, —(— 1)'/ (1 — opro=tds, .
La formule (79) devient donc

Qn=ﬂf/""i’fl°[("— 1= (0 — P2t — 1) e (@A

0

ou
g 1 (0_,])1:_ (x2_,1)n
Q= [t

0 — x?

0

56. Remarque. A cause de

2.4.6...2n

Hn=(—’])” JER—
3.5.7...2n + 1

la formule (R) peut, avantageusement, étre remplacée par celle-ci :
Q== 2[Ry + Hyo(z? — 1) + oo B (2 — )7 (27— 1)1

Soit, par exemple, n = 3. On Irouve

8 2 2 2 2
ou

C’est le résultat que donne le calcul direct.
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87. Une équation différentielle. De

Qn-l—l = ("I:ﬂ - ’l)Qn -+ Bna:)
on déduit :

dQn+l dQn
s N S
dx (@’ ) dx
S
dx? dx "
Q14 . dsQ,, . dQ, dQ
dx? =@ =1 da? + ba dt T dn
d*Quts . a'qQ, qQ, aqQ,
d1I+lQ"+‘ dn+lQ" ann (t" 'Q
Tt — @) g e e T dz"!

Telle est I'équation différentielle cherchée (*)

58. Remarque. Les premiéres valeurs de Q, sont:

) 1.
Q, = 2x, Q,=‘2(x’—ga:), Q,-,=9.(m‘—-—x°+gx).
11 en résulte :
d’Q, d’Qs

“w_, £ o, — 40z° — 32
dz 0 de A %" — 32z,

Or, on sait que :
1
P.‘——-Q, Pg..—_Sa:, P3=§(‘15x2— 4) (**).
Ainsi

‘& —p d!Qz
de " dx? doc?

On va voir que cette loi est générale.

(*) Plus exactement, 'équation aux différences mélées.
(**) Sur quelques formules I’ Analyse, p. 12.

(77)

(80)
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59. TukoriMe X. On a, entre les polyndmes d’ Hermite et ceux de
Polignac, la relation
d"+ Qn-{-l

dxn-H

=2Tn+2)P,y. . . . . ¢ . . . . (U

Supposons, d’aprés la Remarque précédente,

d=qQ,

___ 9n—
T =T+ NHP,; . . . . . . . . . (81)

el voyons s'il en résulte I'égalité (U). Nous avons trouvé I'équation différen-
tielle

dn+lQ”+' . dn-HQ" duQn dn-lQ"
dwn+| ( 1) "+ + 2(" + 1)x 'Fm_,, -+ n(" -+ i) da ! (T)
On lire, de la relation (81):

d”+'Q" n—{ dpn
W—Z l"(n-o—i)dx,. e e .. (82)
d"-’ »
—i =2"'T'(n + 1) P dx.
dx"! .

Le second membre de I’équation (U) est donc

2"'F(n + 1)

+ 2°0(n + 1)zP, + 2'al'(n + 2)/P,,dw;

, d'aprés la formule (81), il faut vérifier que cette fonction égale
2, (n + 2)P,,,, ouquel'ona

dp
(x—1)——+2x(n+lP+nn+|)/Pdav-——9(n+1) wtt - - - (83)
dx

L’équation différentielle a laquelle satisfait P, est

2

aep,
(x*—1) T

+2(n+2)x%+(n+2)(n+1)P,,=2(n+d)%—‘ NG

(*) Page 18.
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Or, dans I'égalité (85), la dérivée du premier membre est

n

dep, dp,
+ 2 4+ 2c(n+1)—+2n+ )P, + n(n + 1)P_;

2
—1
@ =17 dx dx

ce qui ne différe pas du premier membre de (F). La relation (U) est donc
démontrée.

dn[ x2—1)n] ¢ x+1
R dx» S x—1
égale le double de la n*™ dérivée de la partie entiére du développement de
2 n x+1 /%
(X —Il) £ x—1 ( )
On vient de voir que

60. Tueoreme X1. La partie entiére du deéveloppement de

dQ,
dx”

=2 'Tm+1)P,. . . . . . . . . . (81

Mais, d’aprés la formule de Rodrigues,

(@’ — 1) jx+1
e £z_4—2 Frn+ 10X, ¢

x+ 1
T

La partie entiére du second membre est 2'T (n 4 1) P, (**). D’aprés I'équa-

. . o anQ, .
tion (81), cette parlie entiére égale 2 —=. Donc :
. . dn(xt —1)n 1 . . .\ dnQa
Partie entiére de D=1 ¢X*1 _ 9 fois partie entiére de @
dxn x—1 dxn

C. Q. F. D. (**)

(*) Théoréme de M. C. de Polignac (Société mathématique de France, t. 111, p. 21).
(**) Cours de M. Hermite, p. 146.
(***) N’ayant pu saisir la démonstration donnée par M. de Polignac, j'en ai cherché une
autre : celle qu’on vient de lire. Peut-étre péche- t-elle en un point.

Liége, 19 janvier 1891.
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ADDITIONS.

I

A la page 6 des Nouwvelles propriétés. .. se trouve la relation

d [(xf_, i “_1]

X, dar+!
= o e e e e (M)

A (x*— 1y

dans laquelle A, est un coefﬁ('z'ent numérique (*).
On la ramene facilement, a celle-ci :
'(l"—v(.l'2 - |)n (1.2_ ”v dn+V(x2_ ’I )n

= N ¢
dx"= m—v+1)...(n+v) dat? (M)

laquelle est due & Jacobi (**).

II
Lidentité
271X,,x"=0 M) .o oo (149)

0

donne lieu & un petit théoréme d’Arithmétique.
Prenons, en effet, la formule

1
X =g 3 o Comaaa®™ (") )
=0

(*) On a imprimé (z" — 1), au lieu de (x* — 1)7*+'.

(**) Voir, dans le Bulletin de la Sociélé mathématique de France, janvier 1891, une inté-
ressante Note de M. Caspary. Je dois, 2 ce savant Géomeétre, la rectification de plusieurs
erreurs. Le théoréme de Jacobi est celui qui avait été proposé par M. Lucien Lévy, dans le
Journal de M. de Longchamps (1884), sans indication de source.

(***) Second Mémoire, p. 19.

(") Premier Mémoire, p. 11. A la page 12, on a imprimé 2, ,, au lieu de 2"*',
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La relation (149) devient

Eé—(_i) Cupcﬁn 2L "’7—0

ou, si I'on suppose n = p + ¢, q élant un nombre donné :

P+ ‘7(
9rte

P 2y —
— 1) Cr+q-rc'lq,p+qx *=0.

Cette égalité exige que

p=q .
P+q
2—0 rte (= 1P Crres+ Copopsy = 0.

Par suite : Prenant, en signes contraires, les termes du développement
de (1 —2)%, a partir du dewxiéme, on multiplie chacun d'eux par son
rang : la somme des produits égale 2q.

III

Dans le Second Mémoire (p. 93), j’ai donné la formule

+1 |— 2 4
S b
(1 — 2rx + 1%)2 3

-1

dont la vérification est facile. Il en résulte cetle proposition de Géométrie :
St Uon considére toutes les courbes représentées par

1— a?
Y = 3,
2

(1— 2ax + 3%

A élant un paramétre; les segments, déterminés par chacune de ces lignes
et par laxe des abscisses, sont équivalents.

Liége, 30 mai 1891.

S @ S——



