SUR

QUELQUES FORMULES D'ANALYSE;

PAR

E. CATALAN,

ASSOCIE DE L'ACADEMIE.

(Présenté a la Classe des sciences, dans la séance du 3 avril 1890.)

Tome XLIX. 1






SUR

QUELQUES FORMULES DANALYSE.

L

Une formule de Gauss.

1. Lemme 1. x étant compris entre 0 et 1 (exclusivement), la séric

14+X +Xg 4o+ X, + .-
est convergente (*).

2. CorOLLAIRE. X éfant compris entre O et 1 (exclusivement), la fonction
1 T
X,,=—/ (a:—l/ac"—dcosco)"dw(") B ¢ O]
7.l.l
0

tend vers zéro, quand n croit indéfiniment.
En effet, dans toute série convergente, le terme général a pour limite zéro.

(*) Recherches sur les fonctions X,, premier Mémoire, p. 60.

(**) Formule de Jacobi. Aprés V'avoir citée, dans son Traité de calcul intégral (p. 502),
M. Joseph Bertrand ajoute : « ... On peut en conclure aisément que, pour chaque valeur
» de £ moindre que I'unité en valeur absolue, X, tend vers zéro, lorsque n augmente indé-
» finiment. Si, en effet, dans I'intégrale (1), on remplace chaque élément par son module,
» le module de la somme, comme on sait, sera augmenté; on a par conséquent

1 T n
X <L ;/ [z + (1 — 2?)0'0)2dw,
J

» et tous les éléments de I'intégrale tendent vers zéro lorsque n croit indéfiniment. » .

Ou nous ne comprenons pas les paroles du savant Géométre, ou, nous semble-t il, elles
expriment cette proposition fausse : Le nombre des parties d'une somme croissant indéfi-
niment, la somme tend vers zéro, si chacune de ces parties tend vers zéro.
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3. Lemme 1. x?2 élant compris entre O et 1 (exclusivement), on a
1=§(X2_,-—Xﬁ) Y )

La somme des n premiers binémes égale 1 — X2; done la limite de la
somme de la série est 1.

4. Tukoreme 1. x2 étant compris entre O et 1 (exclusivement) :

1 1+z  SX. X,
§£4—x—2.n"""""(A)
D’aprés les formules
dX,_ n
dx = 1—a? (@Xay — Xo),
X, . e v v (3)
da,' _'1—_'—2(xn—4 Xn)’
dX,_ dX, n
X, = Ky = (X, — X3 (4)

L’égalité (2) peut donc étre écrite ainsi :
1 R
T‘_?=E,ﬁ(}‘"x”") B )}

Multipliant par dx, et intégrant, on a la formule (A) (**).

0. THEorEME II. x surpassant Uunité, on a, en série convergente,

x -+ l S|
z e——— .+« < « « .« « . . (B
2 £ X — 1 nxn-lxn . ( )

I1 est visible que

(*) Premier Mémoire, p. 4.
(**) Loc. cit., p. 62.
(***) Lemme II.
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Le bindme équivaut a

X:—X:—l.
: XaiXa)?
ou, d’aprés I'égalité (4), 4
x?—1 (X, X))’
n (XX,
Ainsi
2” (X X))
i N n—lxn)
ou
1 x+1 SnX, X, ,
§£m—l=2, T (B)

formule attribuée & Gauss (**). ’

6. Comparaison des deux théorémes. On lit, dans le premier Mémoire
(p. 62):

« Pour passer de la premiére (***) a la seconde (), il suffit de changer
» en%, et X, eng--

» Mais ce rapprochement n’était que typographique, pour ainsi dire. On
» peut faire mieux. En effet, soit, pour plus de clarté, X,,=fn(x). Dans la
formule de Gauss, changeons X en 7; nous aurons

1 +z <1 1
=3 ;
T4 1) (1
oher () 2)
» donc, par ma formule (P) :
=1

2.

(= <1)

for(2) fo(2) = 2

e ()

11 ( 1 1
=1 2\z—1 —:v+1)'
(**) Ou Pa-t-il publiée? Pour obtenir une réponse 4 cette question, nous nous sommes
adressé, en vain, 3 plusieurs Géométres.
(***) Formule (A).
(") Formule (B).

(*) A cause de




6 SUR QUELQUES FORMULES

» ou, ce qui est équivalent,

=1 2 1 . .
2nxn_,xn_§'n”_ (1)/;‘(1) M (<), . .. .. (©

1 —
x

7. Remarques. — 1. L’égalité (C), que nous croyons nouvelle, est remar-
quable (**).

II. Substituant & X,, X,, X3, ... leurs valeurs connues, on trouve,
comme dévéloppement du premier membre,

x+2 x5 4 x5 16 x7 6
—_— -+ - -+ — oo
25 —x* 3(B—2)(B—32") 4 (5— 52%(35 —30x* + 3z’ N ©

el, comme développement du second :
1 1 . 1 :
x + zx(5x’ —1) + E(sz— 1)(5x® — 3x) + 6—4(5.1: — 32)(35x* — 302% + 3) + --- (7)

Ainsi, les séries (6), (T), convergentes si la variable x est compm'se entre O et 1
(exclusivement), ont méme somme. Celle limite commune ests £ e,

Il Si, dans la série (6), on développe chaque terme suivant les puis-
sances croissantes de x, et que I'on identifie ce nouveau développement avec
la série (7), on obtient une infinité de sommes de séries.

IV. On sait que

i +x 3 7 1
Tolrx 5 v o 'x X oo (™) 0 e
£'l—x ORI VR T R ) ®)

Conséquemment, les séries (6), (7), (8), de formes trés différentes, ont
méme limite.

(*) La seconde phrase entre guillemets est tirée d’une lettre & M. Hermite, en date du
8 novembre 1889.

(**) Pourrait-on y remplacer f, (z) par une fonction autre que X, ?

(***) Premier Mémoire, p. 61.
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Développements en fractions continues.

8. Une formule de Gauss. Le céléhre Mémoire sur la série

1+'a—ﬁx+a(a+ 1)ﬁ'(ﬁ+1)‘2

1.y 1.29(y + 1) 2 ()
contient la formule
1+t P13
- =
1—1t 1,
1
2.2,
3.5
d.9
—
587
4. 4
7.9

Si I'on y change ¢ en é, elle devient

1 x+1 1
Py
3
T,
3.5
fT T 3.3
5.7
¥ %4
7.9
X —
p—

(") Mémoires de Gittingen, t. 11, p. 16 (1812).

(9)
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D’aprés divers auteurs, les dénominateurs des réduites de cette fraction
continue sont les fonctions X,, X,, X,, ... (*).

A cause des divergences citées en note, il n’est peul-etre pas inatile de
former, directement, les réduites dont il s'agit.

9. (Suite.) A cet effet, rappelons les principes suivants :

St

et que les réduites soient

(*) Cependant, ils ne s’accordent pas tout 4 fait entre eux :

1° Dans le Cours de M. Hermite, professé & la Sorbonne (1882), on lit (p. 146) : « nous
» allons démontrer que la fonction X, est précisément le dénominateur d’ordre n de

] 41 -

» ng-_——i »,

2 De son c6té, M. CAMILLE JorDAN Sexprime ainsi : « les polyndmes X, sont, & des

» facteurs constants pres, les dénominateurs des réduites de § i_'_-i » (Cours d’Analyse,
t. II, p. 281);

3° Dans les Mélanges de Saint-Pétersbourg (1860, p. 184), M. TcukBYCHEF écrit, & propos

e p T+ . . .

de la quantité £ o3 - « et comme les réduites de cette expression ont pour dénomi-

» nateurs les fonctions désignées par X, il en résulte la série connue »;

4° Enfin M. RoucHE, aprés avoir supposé

1 w+i 1

-£
2 w—l 1

bm—

Qi—'—_"

3
trouve que les dénominateurs des réduites ont les valeurs suivantes :
1 1.3 2.4
D,=X,, D,=3X,, D,=—X,, D, =—x‘,

(Journal de I'Ecole polytechnique, 36° Cahier.)
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ona.:
1 { 1 1
. _ L T
1 ) . ) a -+ A'B’ B'C -+ c'D' D'E’ + ? ( )
C— A D' — B’ E —C
Qo [)=B,, C=—B,—', d = C N e = D’ s (41)

- i . _ )
En outre, si U'on prend A =0, B =1, les auires numérateurs sont
donnés par les formules :

C=¢, D=14+Cd, E=C~+De F==D+Ef...() . . . (12

Dans le cas actuel ,

AB =X,X,, BC=—2XX,, CD =3XX;, DE=—4XX,, EF =5XX,,
F'G = — 6XX, -

Donc, si I'on fait A’=1, on aura :

5 2.4 ., 1.3.8
B'=X., C'=-—-2X2, D'=—:)X5, E,=,1 5Xh F'= 9 4 89
2.4.6 ) . ' (13)
G =—""""Xi ..
1.5.5°°
puis
2X; + 1 3X; + 2X, 4X, + 3X, BXy + 4X;
b=xn = — ’ =iy E=——"5 f="———7
X. 2 Xg (O)‘z (2 . 4)2
- X5 — | X
2 1.3
6X, + BX, ‘
= ...
1.3.5)\?
2.4

Pour simplifier ces expressions, il suffit de se rappeler que, généralement,
m+DXpy+nX, =20+ 12X, (") . . . . . . . (14)
{*) Théorie des fractions continues (NOUVELLES ANNALES, 1869, pp. 155 et 172).

(**) Premier Mémoire, p. 4.

Toue XLIX. . 2
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En effet, les numérateurs
2X, + 1,  3X; + 2X,, 4X, + 3X,, 5X;+ 4X;, 6X;+ 5X,,
deviennent

3xX,, BxX,, TxX;, 9zX,, 11xX,,
et 'on a :
5 , 9 |
b==x, c¢=— 3, d=Ex, e-—-—(—s—zor, [= PR
2 ('1.3)
" . . (1)
g=—(a.5.5)i“’ e
2.4
puis o
1,2+1 _ 1
2 x—1 1
x4
3x + !
(1)2590 1 .. (16)
- +
2 (2)’ 1
— =) 7+
3 (1.5)’9
2‘_4 X 4 o

10. Remarque. Ce développement ne différe qu’en apparence de celui
qui précéde. En effet, dans le second membre de la formule (9),

-—

3 s 1
r= 2.2 = 2.2
3.5 5
_ 3x —
§ 5.3 * 5.3
» 5.7 5.7
r— b4 = b4
7.9 7.9
X — X —
X — xr —
De méme,
9.9
5 1
—_ = 3 —
5z 3.5 : ¥ 5.3
5.7 (4)=5 2.2.7
r— r. 4 9/ % — L.k
7.9 7.9
X — x —
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De méme encore,

3.5
(|)=5 2.92.7 (1)25 1
3) °* v 4\t (2.4)21’
7.9 (9)2 3/ 9
x — = Tx —
x — 3 x —

etc.

11. Vérification. Des équations (10) et des valeurs (15), on déduit :

5 I

B=x C =1-—32% D’=x+(1—5x”)zx=—z(5w°_5x),

3 28 1
E =1 — 3x® + —(52® — 3x) — & = = (352* — 502" + 3),

4 9 3

1 81 15
F'= ——;(Sx“ — 3x) + 3 (35x° — 502® -+ 3) kY (632® — 70x® + 15x),
ou
3 8 15
A'=X,, B=X, C'=—2X,, DI="_§X5, E/=§X4) F’=~8~Xsa--.; (13)

comme précédemment.

12. Recherche des numérateurs. Par les formules (12) et (13) :
5 q
C=—3z, D=1—38x.-x=——-(152—4),
4 b

1 28 3
BE=—35x+ - (152° — &) — x — 2 (21a° — 11
ox+[0( x )91 9( x x), (17)
L8t — a) + D@10 — 1) o o — L (9480t — 738a* + 64)
4 9 76T 64 ’

’

F=

13. Réduites. Elles sonl, en vertu des formules (13), (17) :

1 Sx 152 — 4 5(2a° — 1x) 94bat — 7352 + 64

X, 92X, 2.3%, 9.5 .4X, 9.3.4 5X,

(18)
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14. Suwite. Changeons de notation, et représentons par
N N, N, N,

’ M J . 1’ *A
les réduites de la fonction £ =, de maniére que
1

15 (1082° — 5z,

(152> — 4), N, =

L[ =

N1=2, N2=5x, N5='
(- - (19

1 .
Ny =%(945x‘ — 758%% + 64), - - -

De ces valeurs résultent les égalités suivantes :

NX, — NX, = (32 — 1) — 52 =

1 1 1 2
NoX; — N:X, = 3z §(5x3 — 5x) — 5(15x2— /1-)5(5.702— 1) = _.5.,
N;X, — N, X =1(|5x2—4) a (352* — 502 + 3) —l(low — 551)1(5x3—5x)
43 3 3 19 3
1 o
= 2—4[(15x’ — 4)(38x* — 302® + 3) — (105x° — BBx) (ba® — Sx)]
1 T 1
=% [8282° — 590x* + 1652" — 12 — (5252° — 590x‘ + 1652%)] = — 3

5 ; ;
NX, — N = o (210° — 112)(630° — 700 + 152)
o
— jgg (948wt — 7582 + 64) (35a* — 50a* + 3)
5
= gg (13282 — 21652° + 10853 — 165a%)

1
~ 130 (3307 58 — B4 075x° + 27 125x* — 41252 - 192)

1 .
= MTOLSZ) 075x%— 54 075x° + 27 125a* — 4 125x*
— (33075x® — 54 075x° + 27 125x* — 41254 + 192)] ,
ou '
2
N‘,Xs _ NsX‘, = — g;

. , T +1 + o
*) Comme on le verra plus loin, les numérateurs N,, provenant de { —— , ne différent
m P x—1

pas des polynomes P, considérés par M. HErmITE.
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18. Généralisation. Pour une valeur particuliére attribuée a x, les

(s N, N "
réduites i,x—*w-k tendent, de plus en plus, vers ,C——— Amu, pourvy
2

que la série soit convergente (*),

P f( m)_,_ C e (20)

Par la formule de Gauss :

x + 1 2 1

y =2 . B
4 x—1 2, nX,_,X, (B)
Les deux développements seront semblables si nous prenons
Nu Nn—l 2
Xn Xu~l B hxn—lxn
ou
2
NXo—N X, == . . . . . ... .. (D
n

16. Remarques. 1. Les premiers numérateurs satlsfont a cette loi de
récurrence (14); donc ils y satisfont tous.

II. La série (20) est convergente, car elle ne différe pas de la série (B).
Conséquemment

x4+ 1 N
=lim=—. . . . . < < . . . .
Lo —limg ()
I1I. Nous avons trouvé :
o 1
N,=2 Ny=3z, Ny= 5(4500-—4)

De 13 résulte facilement, par la relation (D), que N, est un polynéme
entier, du degré n — 1.

(*) On va voir qu’elle I'est. Pour la symétrie, nous supposons N, = 0.
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17. Suite. La formule (16) peut étre écrite ainsi :

L, X+ 1 2

x—1 1
X+
1\ 1
(—)Bx-o-——
2 2\2
— = TXx 4+«
3

Soient alors q,, g5, ¢5, ... les termes de la fraction continue qui divise 2,
savoir :

1\? 2\2
=2 qs=—3x, (]s=(§)5x’ q‘=—<3)7w,

Généralement, si n est impazr,

1.3.5...n—2
h=|"""—

2
: )(Qn—'l)x;. e (2
\2.4.6...n—1

el, si n esl pair,
2.4.6 ..n—2\°
o=—| ————— @ =Dz (). . . . . . (23)
1.3.5...n—1

Dans le premier cas,

1.3.5...n—2\"aX, +n —1X, ,
9, = X ; (24)
2.4.6...n—1 n—1
et, dans le second,
(2.4.(5...1!—2‘212X"+n—’lX,._z (25)
g =— : :
1-5.5.-.”—".) Xn—l

18. Remarques. 1. Aux formules (24), (28), on peut substituer celles-ci :

:1.5.5...12—2\2nN,,+n—1N,,_,

q,= , n {mpair) (26)
(2.4.6...n——1,’ Ny (, P
' 2.4.6...n—32\ aN —1N,_
go—— (BT S) BW D Y par) (27
1.3.5. .n—1 N,

A

*) Les formules (22), (23) reproduisent tous les termes de la fraction continue (16), trans-
formée de la fraction continue (9). Gauss a donné la forme générale des coefficients de
celle-ci; donc les formules (22!, (23) peuvent étre regardées comme démontrées.
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En effet, si I'on suppose

nX, +n—1X,_, aN, +n— 1N,

Xn—l Nn—l ()

on trouve A
n(X,,N,,_. - xn_gN") =N — l(X,,_,N,._g - Xu—iNn—i);

ce qui est identique, en vertu de la relation (D).

19. TutoreME 1. Trois numérateurs consécutifs satisfont a la relation
(m+ 1N,y — (20 + 1N, +nN,,, =0 . . . . . . . (F)

Si, dans (E), on change n en n 4+ 1, la valeur commune des deux membres
est (2n + 1)z (14); donc, etc.

20. Turoreme lI. a étant une quantité autre que X :

(n+ NXopi— (20 + 1)eX, + 02X,

—@n+NDX,. . . . . . (6
r—a

En effet, d’aprés I'égalité (14), le numérateur se réduit a (2n+-1) (x—a) X, ().

21. Tarorene Il a élant une quantité autre que X :

(n + )N, — (210 + 1)aN, + aN,_,

X —a

=2n+1N,. . . . . . (H

Méme démonstration.

22. Fractions inverses. Considérons les fractions continues successives :

1 N, L N, 1 N,

nreTxy 0 " S 1 X’
z +

q2+qa 9. 1

n

(*) Cette propriété des fonctions X,, conséquence immédiate de la relation (14), a-t-elle
été éerite quelque part?
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ou, sous forme abrégée,

=25
[qn q” Qzy «0» qn —)Tn}

puis les fractions

(92 9]y (55920 @) oo [9as Guats oo qul,

inverses des premiéres.

1° A cause de

2X2+I
— X _ — .
qi 1y 4 X,
29Xy, 1
(q2s 1] = — X, + E’
ou
X
92y @] =—2 )TT
2° A cause de
3
:2- X3 -+ X|
=",
et de la précédente formule :
' 3
X+ X
2 3+ Ay

[‘]5, qqs ‘]1] =T— E'

ou

| 5]

(955 925 @) =

s
I%5)
Ealle

3° De méme,

9\
lges ¢35 92y @] =— (5) ["X_ .

ete.

X

2

(28)
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En général,

2
1.3...n—2 X
[qn qu- erey (]]= ‘_—'—") n “ . o . . . . (29)
’ v ' 2.4...n—1 X

si n est ¢mpair; et

[qna qn_.l, v ,q|]=,_<

i 2
2.4...n— X

n 2\'72 X,
1.3.. 0—1/ N

s e . (30)

si n est pair (*).

23. Remarque. La combinaison de ces derniéres valeurs, avec celles
de ¢, (22), (23), donne ce résultat simple :

qn _m—1 X, K)
[qn’ 17,._1, LR (]1] n X,,
I1L
Les polynémes P,, de M. Hermite.
24. Une équation différentielle. Considérons la fonction
V=X, ¢ x +1 P 31
e L e o R 1)

P, étant un certain polynome entier, dont le degré est inférieur & n. La
quantité V, est une intégrale de I'équation

@@=y + 20y —n@m+Ny=0), . . . . . . (32

a laquelle X, satisfait aussi (***).

(*) Ces formules ne différent pas, au fond, de celle qui a été donnée par M. GERono,
dans le premier volume des Nouvelles Annales (1842, p. 3). De plus, un procédé bien connu
permet de vérifier, trés facilement, qu’elles sont générales.

(**) Cours de M. Hermite, p. 147.

(***) Premier Mémoire, p. T, équation (7). Dans tout ce qui va suivre, les accents dési-
gneront des dérivées relatives & x.

Tome XLIX. 3
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On a:
dX, x+1 2
V=" ——— X —P,
" dx£ac—1 =1 " ’
2 1 4 dX 4
V,’:=dxn£x+ n T X, —P.

de 2 —1 o—1 dx + (4* —1)?

Si Pon multiplie par — n(n 4+ 1), par 2z, par 2 — 1, et qu'on ajoute

les produits, on trouve, eu égard a lidentité

1d7‘X + 2 X, 7 1NX,=0:

(av:—)d’t xd—l(n+) =
dX

(x*— 1) Py + 2xP, —n(n + 1)P, = — & —= .
dx

(33)

(34)

Cette equatlon ne différe, de I'équation (32), que par le second membre.

25. Une intégration. Remettons y au lieu de P,

X,

(m’—1)y’;+ 2y’ — n(n + l)y——d— I

(35)

Quand on fait abstraction du second membre, une intégrale est y = X, (24).

Soit donc, suivant la méthode connue,

y=X, [U,dx;
et, par conséquent :

au dzx
yu=xnﬁ+2 n "/U dw

La substitution donne

dU dX
2 __ n 5 2 —_— n
@ — X, +z[( Jo——e G
ou
edU d‘( dX

Le premier membre est la dérivée de (x* — 1)X:U, (*).

(*) La multiplication par X, abrége le calcul.

. (36)
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Donc

2 3
(172-—'1)X,,Un=a—2xna Uu= - 5

d: 1
y=X, a/——i—2+ﬁ+,£x+ S .. (]
(x*—1)X, x—1

2, B étant les constantes arbitraires. Telle est I'intégrale générale de
Péquation (35).

puis

26. Remarques. — 1. D’aprés I'équation (34), y se réduit a P, quand
« et 3 ont des valeurs convenables. :

I 1l est visible (et connu) que l'intégrale générale de I'équation (32) est

y=AX,+BV, . . . .. . . . ... (38

27. Détermination de a, 5. De 'équation (34), on tire, par un calcul facile :
1 1

Pi=2, Py=3z, Pi=g (180 —4), Py= 5(1052°—55z)... () . (39)

Donc, en particulier,

X

2 ' dx S 41
puis
2 @ 2

2 (a— ot 2 —1"

Cette équation donne « = 2.
D’un aatre coté, si, dans I'égalité (40), on fait croitre indéfiniment x,
tous les termes tendent vers zéro, excepté g : = 0.

28. Expression de P,. Par ce qui vient d’étre expliqué, on a

* dx x+1
P =X 2 ¢ S e e e
g "[/(xi—l)x:""*x-q]’ L)

formule remarquable (**).

(*) Ces valeurs sont celles de Ny, Ny N5, N, o2 (19).
(™) Est-elle nouvelle ?
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29. Autre /brme de P,. Suivant M. HERMITE :

HZ,—X
P,= - “dz (; . . . . . . . . . (M
=/ e o o

Z, représentant ce que devient X, quand.on y change x en z.

30. THeoreME 1. On a, entre deux polyndmes consécutifs, P, _,, P,, la
relation

(3

pn—lxn - ann—l it S (N)

T
LT Xl

1 12— 19X, X,)
) —a—'—_'F— 2,. e e e e (4')
xn——l n n (n—lX)

S

La formule (L) donne

n-l

Mais P

donc la relation précédente se réduit a

P, P 2/ X))
X»—I Xn_ n ( n— 1\11)2

Intégrant;” on trouve (N).

" 9 (X n—y n) 1 )
31. Remarque. L'intégrale générale de . da est — T_x, T const.

Mais, dans le cas actuel, la constante est nulle, attendu que

P, X, — PX, =(5J‘2—1)—3x’=_1,

32. Autre démonstration. En vertu de (M), P'égalité (N) devient

A "z, —X, P
xf Gt = Rt gy X, d— 2,
Z—X Z—X n

HX 7,  —X,_ -
/Mdz=—%........(41)
n

Z—X

ou

(*) Loc. cit., p. 146.
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Or, des relations
nZ,—2n —1)zZ,_, + (n —1)Z,_,=0,

. nX, —(2n —1)zX,_,+ (n —1)X,_, =0,
on déduit
n(ZnX"—l - Zn~|xn) - (Qn - l) (Z - .’XI) Z"—‘xn—l - (n - 1) (Zn—lx-n_i - Zn—ixu—l) =0;
puis
>+ X Zn-— xu + v+ Zn~ Xn— —Zn— Xn—
n/ L—'-dz—(?n—d)x,,_l'/. Z,,_.dz=(n—'l)/ oot TPl e
J- Z2—X . zZ—x

i -1 ~1

mtegrale / Z,_,dz est nulle, si n surpasse 1 (*). Donc

+1 L \ ” X +H Zn X Zu— x"—
»n‘/' Dol T g (n— |)/ l 2 dz = const.
Z — I zZ—2x

Vi —ua
La valeur de la constante est / —ds=2; elc.
1

33. Remarque. Les équations de récurrence (D), (N), ont méme forme.
Si donc P, =N,, on aura P,=N,, P,=N;, etc. Or, P, =2, N, = 2;
donc les polynomes P, sont les numérateurs des réduites de la fraction
continue qui représente 222 (14, note).

34. Une sommation. La relation (N) équivaut a

P, P, 2 "
Xn Xn 1 o nxn—lxn I ' ( )
En supposant P, = 0, on conclut, de celle-ci
1 1 1 1P, .
S . 4 = - . . . . . .
XX,  2X,X, nX,, X, 2X, (43)
puis
I 1, P, 1 x+1
_ —l —’: _ — * . . . . . . . B
XX 2y et ) (B)

(*) Premier Mémoire, p. 41. Dailleurs, la propriété énoncée résulte, immédiatement, de
la formule de RoDRIGUES.
(**) Ces résultats confirment tous les précédents.



22 : SUR QUELQUES FORMULES

35. TueoreME II. On a, entre les polynomes P,, X, , la relation

dX dP,,__‘ X2 —1q

- P, dx " dx x?—1 ‘ , (P)
De
P, dx x + 1
Z—Q/(aﬂ_])xﬁ.'-’gx—l‘ F S T T (L)
on tire
dP" dX"
xn_— ﬂ_
dx dz 2 2
X Ty L

36. Extrait d'une lettre a M. Hermite. « Je crois vous avoir mandé que,
» dans le Mémoire présenté, samedi, & 'Académie de Belgique, jai indiqué
» certaines propriétés dont jouissent vos polynomes P,, ou, aprés un
» changement de lettres, vos intégrales

X, —A
»J /
x—a

» (Jappelle A, ce que devienl X, par le changement de x en «.)
» Je vous remercie de m’avoir fait connaitre la belle formule :

2 a—a + V11— 2a + o

)SZa"J,,: Q .A L (A

Vi—2a0 + o 1 —a

» En la comparant 4 la formule (79) de mon deuxiéme Mémoire (p. 46),
» jarrive & un résultat qui m’étonne un peu :

.

(B)

» £

— x4+ V122 = z"H!
Z— X+ zx+z=2X
1—x 1

» Pour rendre plus facile la comparaison, je change, dans (A), « en z,
» aenx:

° ' p) — Vi—2 2
N 2 o ¢ Z—x -+ w2 @)
0 V1I— 2z + 2° 1—2x
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J.. était une fonction de «; donc, dans (A’), on doit prendre

+ Xn —Tn
» Jn=/ —x—._Tdt,
—1

afin que le nouvedu J, ne différe, de I'ancien, que par le changement
indiqué. Si je ne me trompe, le nouvean J, est donc votre polynome P,.
Ceci admis, (A’) devient :

°° 2 z—x+ V11— 2 + 2 .,
» 3P = L 5. .. (A7)
) VA1—2zx + 22 1 —x

ou, d’aprés (B) :

1 © x zn-o—l
Y 2 n __
))§V1—2w+z EOP,,Z _E.,X"n-c—'l . (C)
» Prenons les dérivées des deux membres, par rapport & z :
b3 1 z—x @ =
» = V11— 2z + 2 2 L] Y e ——— 2 Pz2" = 2 X,z";
2 0 2V —2zx + 2* 0
ou, par P'équation de définition :
O 0
, » (1 — 2zx + 27 2 nP 2" + (z — x) 2 Pzr=2
0 0
» Ainsi
0
» 2 [ — (27 + 1)z + (n + 1)2*]P 2"~ = 2;
ou enfin, parce que P, =0:
» E [r—@2n 4+ 1)z + (n + 1)2]P2"'=2 . . . . . . (D)
1 .

Voila ce qui m’étonne. Ai-je commis des fautes, ou vous ai-je mal com-
pris? L'avenir nous 'apprendra.
» Liége, 10 avril 1890.

» P. S. La formule (D) est exacte : elle s'accorde avec la relation
eatre P,, ., P,, P, _ .. » ‘
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: Iv.

Quelques propriétés des fonctions X, (*).

37. Treorene 1. Si lon représente par L, ce que devient X, quand on y
remplace X par z, on a

HX 2, ,— X, L, 2
/ S e S WP (1)

zZ—-0 n
-1

38. CoroLLARE . Soit a une racine de X, = 0. Si lon appelle A, _, ce
que devient X, _, par le changement de x en a :

+ X dx 2
A,,_./—=-......~....(R)
r—a n

39. CoroLrarre Il. Si n est impair :

+ X 2.4.6...0—1
Ldr=%=2—— ™). . . . .. . . (S
/ z 0 55.7..0 0 ) ®

=1
Dans ce cas particulier, ¢ = 0. Donc

1.3.5...n —2
Au—l=Xn_Q’-= :l:—‘* (lv);

2.4.6:..0—1

elc.

40. Remarque. n élant impair, le premier membre de (S) équivaut a
1 X
—dz ().
2f e ()
o

(*) Petit supplément aux Recherches.

(**) Voir ci-dessus (41). La relation (Q)) est démontrée, autrement, dans le Mémoire de
M. H. Laurent (Journal de Resal, t. 1, p. 386).

(***) Le signe 4-, quand n = JIL .4 + 1.

(") Premier Mémoire, p. 10.

. Xu r .
(Y) En effet, tous les termes de la fraction - sont de degré pair.
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Donc, au moyen de la formule connue :
f‘ arde 2.4.6..n—1
- V1 — 2 3.8.7...n
/X x"
/<—"¢-—————dx= N ¢ ¥
. T V- g

41. TueoriME 1. a étant une quantité autre que X :

la relation (S) devient

/““ (m+ DX — (20 + 1)aX, + nX,_,

pou—— de=0. . . . . . (U

-1
. i o 41
D’aprés la relation (G), le premier membre se réduit a (20 4 1)/ X, dx
—1

Or, cette intégrale est nulle (32, note).

42. CoroLLAIRE. Les polyndmes P,. ., P,, P,_, satisfont a la relation

(n+ 1Py — (20 + NP, +nP,_, =0 . . . . . . . (V)

HX,—12,
p—/ O
x—z

et de l'égalité (14), le pr’emler membre se réduit a

A cause de

f+i (n+ 1)Z,,, — (20 + 1)xZ, + nZ,_, de:
x—2z ’
-1

ou, par le changement de z en x et de x en z :

/"“ (n+ DX — (20 + 1)2X, + nX,_, d
- X5

. zZ—X
-1

On vient de voir que celte intégrale est nulle. Donc, etec.

43. TaroriMe IIl. On a, entre trois fonctions consécutives, la relation

dXop dX, dX,_,
n—r —(2n + 4)xd—x + (n + 1) ™

Tome XLIX. . 4

=0 ... ... W
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De 'égalité

(n+ 10X, — @+ 12X, +2X, ,=0,. . . . . . . (14)
on tire celle-ci :
_ dX, ., ) dX dX
—"F— (20 + 1) X : 0.
(n+)(lx (2n + )|_,,+xdx]+n . (
Mais, les équations
1 —a* dX,_ \
il ’-—ocX,,_,—X",
n dax ) -
. )
1 —a® dX, ]
n dx == xﬁ-l - xxn’
donnent
1 dX dX,
X = — L ..—15— * .
: "on [ac dx dx ]()
Substituant, on trouve
dX X dX,_ (X, X,
n(n + 'l)—’:' —(2n +1) [a(—d—;——dx—' + nx‘d ] . s P ' —0;

ou, aprés suppression du facteur n + 1, I'égalité (W).

44. THeoreME V. On a, entre deux fonctions consécutives, la relation

X, dx, n
"ld QS Gl L) CHE 1% 3 RIS ¢ I DURY 4
X

X
dx | —x

La combinaison des formules (3) donne

dr X dx

| — 2 [, dX IX
: x [x —t ‘_] — @X, X — XE) — (X2, — 2X, X, ,);

ele.
45. Remarques. — 1. On sait que
X:— 22X, X,_, + X2 | = ?/ X,_X,,m.dx (t*)‘
-1

Donc I'égalité (X) donne celle-ci :

dx,,_‘ an 2n bl
X—— X0 = B

" dx x”_’ dx 1 + xz./ Xuxn—ldx 4 ( 4‘)
: -1

(*) Premier Mémoire, p. 43.
(**) Premier Mémoire, p. 41.
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II. Le trinome X? — 2xX,X,_, + X:_, s'annule pour z = = 1 (*).

Soit donc ‘ ‘
X2 —2uX X,y + X, =(—x%Q, . . . . . . . . ()

Q, étant un polynome entier. La relation (X) devient

dX, dX,_,
l {
& _ T Q," . (46)
xn Xu—l Xn“\n—l
Il résulte, de celle-ci:
o n 1 ~ Xn
Q dex = - § ™). o e e L4
(V4 X,,Xn—l n Xn—l
i
11l. Conséquemment, lintégrule de 5 3 dx ne contient aucun lerme
algebrique.
46. Tueoreme V. La sommne
Q QQ .G Q.
— + 2 + 5 — N
XX, X:X, X:X, XX
dx,,
égale dz .

. x"
Si, dans I'égalité (46), on change nen n — 1, n — 2, ... 1, que 'on
fasse la somme des premiers membres et celle des seconds, on trouve le
résultat énoncé (***).

47. TueoreMe V1. On a, entre trois fonctions consécutives, la relation

' dX, dX, _, dX, dX
DXy —2 — X 22—y —Xp . . ...
(n+1) [ o " ] n [X,, e X dx] (Y)

(*) Loc. cit., p. 10. 11 est facile de voir que la dérivée ne sannule pas, pour cette
valeur de x.
(**) Au fond, la relation (47) est une simple identité; car Péquation (46) définit (,,.
: dax, :
‘(***) A cause de Xy =1, le terme z-"i est nul.
Xo
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Reprenons les égalités

n+ DX,py — (20 + aX, +nX,, =0, . . . . . . . . .14
d dX

n X"+’—('2n+l)ac——i‘+(n +1X,,=0. . . . . . . (W)
x dx

L’élimination de (2n + 1)« donne, immédiatement, (Y).

48. CorouLAIRE 1. On a, entre n + 2 fonctions consécutives, la relation

1o dX, 1 dX, 1 dx,
— X+ X —X, =
1.2 de 2.3  dx nn + 1) dx (48)
_n X dX, _ dX, s

- Xops —2 ().
" dx e )

n+1 |

Si I'on divise, par n 4 1, les deux membres de (Y), que I'on change
enn — 1, n — 2,...1, et qu'on fasse les sommes, on trouve I'égalité (48).

49. Cororraire Il. On a, entre n + 2 fonctions consécutives, la relation

1 dX, 1 X dx,+ . 1 dX,
—_— —_— + —— —— .o —s —
1.2%dz 2.3 °d a(n + 1) " da (49)
dX,p9 1+ 2 dX,,, 1
M n+1 " '
Méme démonstration.
80. CoroLraIrRg Hl. x étant compris enire O et 1, la série
1 _dX, 1 dX, 1 - dX
e X, e e —— X, . (50
1.2dz 2.3 dx Fn(n+i)"'da: (50)

a pour limite zéro.
Conséquence du Corollaire I.

(*) On ne compte pas Xy = 1.
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51. CorouLAIRE V. X étant compris entre 0 el 1, la série
1 _dX, 1 _ dX 1 dX, ‘
P L X L (B
1.2 2dav—‘-:).5)(“0!:::—'- +n(n+4) Ml T 1)

a pour limite — 1. |
Conséquence du Corollaire 1.

32. TueoreMe VII. On «, entre n ++ 2 fonctions consécutives, la relation

1 1/ 2 2 1 2
= (X=X + (= X) oo e o (KL —X04) l |

(%)
= n(xi - Xn—lxn+l) -+ (n -+ 2) [X?H—l - xnxn-l-2] - ('1 - x‘)'
Si I'on combine, par addition, les égalités (48), (49), on trouve,
1 X, 1 dX, 1 dX,
T Ko X on oS K X Th e n(n + 4)(x”" = Xo) G (52)
n n+2 . (lX,,H dX,4e dX, ’
= — X o xRy
(.n + 1 X, n+1 "“) dz M g Ko dx !
Mais les formules
dX, n+1 : !
T = R | 5
dX, n ‘
dr = 1 — g Koy — aX,)
donnent
1 dxn Xn—l - xu-o-l
= N G )|
nn+1) de (20 +1)(1 + x?)

Au moyen de cette valeur, I'égalité (52) se transforme en la relation (Z).

33. Vérification. Si I'on change n en n — 1, et qu'on retranche, on
doit donc avoir

V2
n—{

—Xi. = (2n + 1) [(n + 2) (X2 — X, Xope)] + n(XE —X, X,
— (1 ) (X Xy Xp) — (0 — 1) (X

n—t = xn—ixn);
ou, aprés quelques réductions :

(20" + Bn + 3)XL —n(2n — )Xi, + (20 + 1),X?
: N .1
= (2n + 1) [(2% + 3)X, X, 1 & — Xo Xy — (0 — 1)X,_X, ] (84)
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Si I'on remplace (n — 1)X, _, par (2n — 1)xX, _, — nX, (*), on obtient

(n+1)2n + 5)X2,,— 20 + 1) [2n + 5)X, 2 — X, ] X,

. (53)
+ (2 — 11X, 4 [2n + DX, — 2X,..]=0.

) . . 2 DXz —nX, _
Regardons X, , , comme une inconnue. L’une des racines est 22+ s

n+1 ’
o A 2n —1 4
donc T'autre doit étre 53— X, _, (**).
En effet,
_ 2 —1 9 + 1
@n+ DXx —nXyy Zn—dy 2l e aXa— X
n 41 2% + 3 (n+ 1) (2n + 3)

Ainsi, I'égalité (35) est une conséquence de la relation (14); et, par
suite, il en est de méme pour I'équation (54 ). Enfin, I'égalité (Z) se vérifie
trés facilement quand # = 1. Elle est donc générale.

94. TueoreMe IX. x étant compris entre 0 el 1, la série
b

1 1 1
X —=X) + o (X=X + o (K= XD + o (Ko —X0ii) + - - - (36)
a pour limite x* — 1.
D’aprés les Corollaires 111 et IV :
1 dX dX, 1 dX,
m(Xo-F XQ) d (X. +X3) ---+~n(n—+——4-)(X,,_, |—X"+1) E_P = —1. (57)
dX, dx, X,

Transformant, comme ci-dessus
premier membre,

»Te? dm? o e On lrouve, au lieu du

(X = X3+ £ (X X+ (R — X

C.\ll-

)
|
etc.

(*) Formule (14).

. . , n—1
(**) Le produit des racines égale

Xu— 2 x,,— Xp—y].
) @nas e[ X —aXa -]
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58. Remarques. — 1. 2> — 1 = X} — 1. Donc, si I'on transpose le
terme % X2 = 1, le dernier théoréme donne lieu & celte remarquable formule

1 ! 1 1 :
mX?+3.7X:+5.9 g-l—-' ==§. Coe e e (58)
1. Ce résultat, trouvé en supposant x < 1, subsiste pour x = 1.
En effet, la série
1 1 1

1
15757 8.9 7.7

a pour limite + (*).

III. Soit x = 0. La fonction X, s’annule si n est empair ; el, si n est pair
;> el par,

1.5.5...n =1 (Conséquemment,
2.4.6...1n

oy (4)2 1 (1.5)* 1 /-1.5.5)2 1 0
— (=] 4 + ee==— . . . . (i
o) V7.1 \2.a 11.15k2.4.6 * 3 (59)

elle devient =

IV. D’aprés le Théoréme IX, le premier membre de I'égalité (Z) tend
vers 2 — 1, quand n augmente indéfiniment. Ceci exige que l'autre partie
du second membre tende vers zéro. Ainsi: x étunt compris entre 0 et 1,
et n croissant indéfiniment, la fonction

n(X) -~ XomXop) + (0 + 2) (X3, — X X, 10)

a pour limite zéro (*°).
56. Tarorime X. x étant plus petit que 1, on «

PRI d . (X, X,,_H) | .
2«2n+-1 @[x"(7+m]—-_1 o - @

(*) Résultat connu, facile a vérifier.
(**) Cette propriété est loin d’étre évidente. Il serait, peut-étre, assez difficile de la démon-

trer directement.
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De la formule
P X —at—

on lire
1 d(X,_X,) 1 dX X
2 X2 (] — Y |- il .
xn—l xn-H (l x ) [n dx + n -+ 1 dx

Substituant dans la série (56), et supprimant le facteur 1 — x* (**), on
trouve la formule (Q).

57. COROLLAIRE

3. x“.(§1‘_'+h)=—-x("'). C . (80)

120 1\ n n+ 1

58. Remarque. Le premier membre est la méme chose que

1 1 /1 1 1/1 1
SX.+§(5+3)X.XQ+EKE +§)XQX5+ e
ou
1 4 4
RN R e E

Le second membre = — X,. Done, si I'on transpose, et qu’on supprime
le facteur %, la formule (60) devient

® X,-X, B s
BN =% @< e

Liége, 30 mars 1890.

(*) Premier Mémoire, p. 35.

(**) Ceci suppose x différent de == 1.

(™) Cette formule est en défaut pour x = 1. Au contraire, si £ = 0, elle est identique :
tous les termes de la série sont nuls.
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UNE RECTIFICATION.

On lit, dans le Premier Mémoire (p. B):
« L’équation (3), aux dérivées partielles, a pour inlégrale générale

xr—2z

Vd—x’.

= (x — 2)p

»

33

Cette éealité, résultat d’une faute d’altention, doit étre remplacée par
g ’ ’ p p

celle-ci :

xr—2z
u(ac—z)=cp( = x2>.

En effet, si I'on prend les dérivées partielles, on trouve :

du 1—2xz
(:r—-z);—l;+u—4 25cp,
(1 —a)3
du 1
=R g == =)

et, par I'élimination de ¢’ :

, du
(x—2)=—+u
x

d . 1—acz'
@—n_y 2—a
ou
' .(1.—w’)%+(1—xz)3—z=ux:

ce qui est I'équation (3).

Tome XLIX. -
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ERRATUM.

Dans la valeur de [gs, g2, ¢1] (p- 16), on a imprimé % , au lieu de %




