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NOUVELLES NOTES

DALGEBRE ET D’ANALYSE.

SUR LA FORMULE DU BINOME.

1. Lemme 1. Soit z une fonction de la variable x, telle que lim (:-B) =1,
pour x = 0. S une fonction f(x) est développée sous les deux formes :

A+ A + o Ayt o A a4 e
By +Bx + .-+ B,_,z" ' +a"" !B,z + B,y + )5
ona:
By=A4,, Bi=A,,..... » Bas i =A,_y;
el, en oulre,
B,==A,

La premiére partie devient évidente au moyen du raisonnement connu.
Quant a la seconde, comme, aprés suppression du facteur z", on trouve

z - z’
Au + An+l:E +"°=Bn; + Bn;l-I; + ey

il résulte, de cette égalité,

A,—B,lim> =38,
x -
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2. Remarque. Si, au lieu du second développement, on avait
flxy=B, + Bx + - - + B, _(x" ' + B, 2" + B, ,2"*" + .. |

les conclusions précédentes subsisteraient.

3. LemmE II. Les séries étant supposées convergentes, on a

q(g — 1)

2
I+zx+—m*+...-_—_'l+fl ol +q(q+1)( x )._ oo (N
1 1.2 11+ 1.2 1 +2a

En effet, le premier membre est le développement de (1 + x); et le
second, celui de (’l —-= )_q =(1+ x).

1+x

4. RemArQuEs. . Si ¢ est un nombre entier, le premier membre se réduit
au polynéme entier (1 + x)'. Au moyen de I'égalité (1), ce polyndme entier
est développé en série convergente.

II. En particulier, toute puissance, entiére et positive, d’un nombre
quelconque, est deéveloppable en série convergente.
Par exemple,

v ==t 3(g) g+ rofg)as(g) + ug)
——+§+2+ 2+ 2—4—.§+-~-

I11. Si, dans la relation (1), on remplace x par x — 1, elle se transforme
en

2) (")

q(x — 1) L+ 'I)(ac - 4)'+ qlg +1)(g + 9)(x_ 1).3+

2l =1 4+ =
1 x 1.2 x 1.2.3 x

IV. 1l résulte, de I'égalité (2), que tout polyndme entier est développable
en série convergente (**).

(*) La série est convergente quand & surpasse }.
(**) Cette propriété comprend celle qui est indiquée dans la Remarque II.
Par exemple,

Tz —1 rz—1\? r—1\3
1+cv+m*+1;5=4+6(—)+10 (——) +15 (—\ +
z x z |

et, plus généralement,

z—1 r—1\?
1 4+Z4+224+- +a"~1=n-+ Cn2 p + Cn 413 = +
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5. TutoremE 1. n étant un nombre entier, on a, identiquement,

(A + x4 Cpyx(h + @) 7+ Copy o1 + 2P+ oo 4 Crppgny2”™!

E (A)

. 2 -1
=1 4+ Cpnt® +Cppn_ o+ -+ +Cpppy,a" "

Multiplions, par (1 + «)*~"', les deax membres de I’égalité (1). En

T
supposant 2z = Ry nous aurons

4+t =01 +2x)" ' +Cx(l +a)+...+ Cotn—ggaa" ™’
+ [B,z" + B, 2" + .. ] 4+ x)mt
La premiére ligne du second membre est réductible 4 la forme
B+ Bix-+--.+B,_a""
Donc, d’aprés le Lemme I, elle égale, identiquement, la somme des n

premiers termes du premier membre, développé suivant les puissances
de x. C. Q. F.D.

6. REMARQUE. Sil'onfait ¢ + n —1 = ;’0, la relation (A) devient

(+xpr4+Cx(l +xP 9!+ Cpyex®d +xfp 2 oo - Cpy P70

=1+Cx+C, 2+ ... +C, 27
ou, par le changement de p — g en ¢:

(+x+Cx(l + 2 4+ Gy 2’1 + )~ 4.0 4 C,y a2t

\ (B)
=1+4+C, x4+ C2*+ ...+ C, af
7. Relations combinatoires. 1° Faisant x = 1, on a
20 4 917'C,, + 2, e+ +Cpy=1+Cp +Cpy-+C, . (3)
2° De méme, pour x = — 1: ‘,
. . )
1 —Cpy +Cpa— oo+ (—0C, , = (—1Cpyge - . . . (&)

(*) Formule de M. Genocchi. Nous y reviendrons.
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(=7

3° Si l'on fait # = +- o0, I'égalité (B) se réduit &
1+ Cp—q,l -+ C,;—q+1,~z Al Cp—l'q = Cp,q;

ou, sous une forme un peu plus commode :

Cm,O -+ Cm+l,l -+ Cm+‘2,'2 + e Cm+'/-q = Cm+q+l,f/' o (5) )
1 . .
4* Enfin, x = — ; donne cette relation simple :
1 —Cpgt +Cp gyijs— =+ A (— 1€, 1, =2 —0C, . 20 '+ Cpg. 20 P — o+ (= 1)1 G,

8 Si I'on identifie les deux membres de (B), on trouve
“Cn+Cp i XCfw + €, e X Cpgnoa+ s+ Gy =G5
formule qui, probablement, n’est pas nouvelle. On peut I'écrire ainsi :
Con+ Crpicnt XCytyuot + Cpyan s X Cgna+ -+ Co=Cppiionu - - (0)

8. Application au triangle arithmétique.

1
2 1
3 3

()
(=]
o~
-

6|15 | 20| 15 6] 1

7121 | 35| 35| 21 7 4

8|28 | 86| 70| 56| 28 8] 1

9 (56| 84|126({126| 84| 36 9 1

1|10 | 45 | 120|210 252|210 120 45| 10| 1

1| 11 | 85 [165|330 | 462 | 462 (330 [ 165 | 55| 11 1

1112 | 66 | 220|495 792 | 924 | 792 | 495|220 66 | 12 | 1

(*) Propriété trés connue, qui résulte du Triangle arithmétique.
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Prenons, dans le triangle, deux diagonales commencant par 1 , et
composées de n -+ 1 termes. Par exemple, si ¢ = 7, ¢' = 5, n = 3 :

1,3,6,10; 1, 85,18, 35;

puis renversons celle-ci. Faisant alors la somme des produits dont les facteurs
se correspondent, nous obtenons

1 X35+3X15+6XD5+10X1=120.

Conformément & la relation (C), le nombre 120 est le quatriéme terme
de la diziéme ligne; et 10 =7+ 5 4+ 1 — 3 (*).

9. TueoreMe III. St a - 8= 1, et quep + q = m, on a
@ 4+ Gy B4 Gy =1 +C B+ Cppy o+ - +Chy, " . (D)

Pour démontrer cette identité remarquable, a laquelle Poisson est parvenu
par la théorie des probabilités (**), il suffit de supposer, dans (A):
E 1 +x -—=-1-

10. Remarques. I. A Iendroit cité, Poisson emploie la transformation
donnée par son théoréme, afin de réduire, en intégrale définie, la somme
des ¢ + 1 premiers termes du développement de (« + B)". En 1867,
nous avons fait voir (***)- qu'il est trés facile d’opérer, directement, cette

‘réduction.

Il. Le Théoréme Il peut étre énoncé ainsi :

La somme des p + 1 premiers termes du développement de (1 — g)~,
multiplice par o, égale la somme des p 4 1 premiers termes du dévelop-
pement de (« + B)".

(*) Dans le petit Mémoire intitulé : Théoremes et Problémes de Probabilités, nous avons
démontré des propriétés analogues A celle-ci.

(**) Recherches sur la probabilité des jugements, pp. 189, 190.

(*™** Bidletin de I’ Acadéntie.
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. A causedea+ 8= 1,0na
(@ + B)™ = (1 — p)*at.

Soient :

(a 4+ B)" =S8, + R4y (1 —8)"=S8,, + R

Alors, en vertu de la derniére Remarque,
B;;-u =a’ Bp+n

ou
B;’+f =(1— ﬁ)_q [(“ + ‘3)"' - Sv-«-l]'

Donc: Dans le développement de (1 — )9, le reste, correspondant d
lensemble des p + 1 premiers termes, est le produit de la fonction proposée,
par la quantité

(a + ﬁ)'" — S,,_H.

IV. Si I'exposant m est un nombre entier, cette proposition s’accorde
avec celle que nous avons établie dans une précédente communication (*);
mais on peut la présenter sous une forme un peu plus simple.

11. Soit, en changeant de notation,

(A —x)?=S, +R

ns

ou .

(1—x)’R,,=4-—(4—-w)’[1+§x+p(l;'—+21)x’+o--+g:r"“].. .. (6)

- D'aprés le Probléme des partis (**), le second membre égale

n(n

n » 4 __:1—) — )2 . e — )t
m[4+i(l—x)+ T —at+ -0'-.’1(| ﬂt)”]

(*) Bulletin de I’ Académie, aott 1888.
(™) Mélanges mathématiques, t. 1, p. 67.
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Ainsi
i n n(n + 1)
R,=( —2x)*x" ll -+ T(i — ) + —1—";—(1 — P+ o+ h(1 — x)"’]. . 17)

Autrement dit :

Dans le développement de (1 — x)~?, le reste R, est le produit, par un

polyndme connu, de la fonction proposce (*).
Clest la propriété rappelée ci-dessus. Elle exige que n et p soient des

nombres entiers.

1I

RELATIONS ENTRE DES INTEGRALES DEFINIES.

1. Formule générale. Supposons, pour fixer les idées, que u varie de
0 a 1, x étant une constante. Considérons I'intégrale -

-~

X =/'d[u"[(u + x)],

I'exposant ¢ étant positif, et f(u 4 x) restant finie et continue entre les
limites de I'intégration. 1l est clair que

X=/{1 + ).

Mais, d’'un autre c6té,
X= q‘/'u"“f(u -+ x)du +f'u7f’ (u + x)du.
1] 0

Donc ‘
fd + x)= q./"u"‘[(u + z)du -i-./‘u‘ff’(u +x)du(*™). . . . . (A)

(*) D’aprés I'égalité (7), ce polyndme est divisible par z"; ce qui ne résulterait pas de
la formule (6). On voit pourquoi nous avons fait usage de la transformation citée dans la

note précédente.
(**) Ce procédé est Pinlégration par parties, présentée d’une manicre particuliére.

Tome XLVIII. ' 2.
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On a ainsi une relation simple entre des intégrales qui peuvent avoir des
formes trés différentes, du moins en apparence.
Si, par exemple, '

[(u+x)=Lu+ x):

1 1
So+n=gf wisurawa [ oa )
U+
0 0
2. Application. Soit f(u + x) = (u + x)~™. L'égalité (A) devient
ut" du towrdu
+a) f]/ (u + x)" (w + x)*tt’ @)
ou, si I'on fait g = m — p:
u" - tdy L umrdy
1 = — —_ . L
( + m (’n p/ (u _'_x)m /(“+ w)m-H’ (3)
ou encore, par une transformation évidente :
- um " du u™rdu \
(1 +x) —(m—p)J‘c/ T Q/u+x)"'+‘ SRR By™M
0

3. Remarques. 1. Dans chacune de ces trois égalités, le premier membre
est indépendant de ¢ (ou de p). Donc, si I'on développe convenablement le
second membre, ce paramétre doit disparaitre.

Soit, par exemple; m = — 2. La formule (2) se réduit a

1+ x)p qfuﬂ"(u+.12du+2fufu+:r)du
Or, la valeur du second membre est

[m’ x 1 ] [ x 1
ql—+ 2 + — |+ 2 +—;
q g+1 q+2 qg+1 q+2

et celte quantité égale 2* 4 2 + 1.

(*) Les {identités (2), (3) et (B) tiennent lieu de celles que nous avons données dans le
Bulletin de I’ Académie (avril 1867) et dans les Mélanges mathématiques (t. I, p. 298). Celles-ci
renferment des fautes typographiques.
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II. Sig=1,la méme égalité (2) devient

_du 4 udu
(1 + x)""‘ = _—
(w + o)™ (¢ 4~ )+

La premiére intégrale est

1 1 ’_ 1 1 1
Tm —1 (1 4+ xp! . m—1|(l +xmt !

Par conséquent,

/‘ ude (1 + )" —(m + x)jam " o
y (e + x)"‘*"_ m(m — )zl + )" > (%) (*)
et,sim = 2:
/“ udu . 1
J (e ap T ox(l 4+ a)
Ill. Lorsque p = 0, I'égalité (B) donne, plus généralement,
um- ‘dtt 1
B € T
/ (¢ -+ a)t! mw('l + )" 5

4. Une sommation. Posons, pour abréger,

t wmPdu

G = —_——
¢ (u + x)t

[

° 1
() Cette relation est en défaut pour m ==1, A cause de / ‘i‘_‘w =¢ ! :w

(**) Dans lerrata de ses Tables (premiére édition), M. Bierens de Haan fait connaitre la
formule

M aotdn (4 p-e

,/ (A +pxP  a—1
[

due A Legendre. Faisant z —u,a =m +1,p = é, on retrouve ’égalité (5).
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L'identité (B) devient
(1 + x) ™ = (m — p)xG,4, — pG,;
ou, ce qui est équivalent,

Ca, p(1 4 x)"aP = (p + 1) Cpp,pys Gppy 2+ — pC, , G, 2"

Changeant p en p— 1, p— 2, ... 1, 0, et ajoutant, on a donc

1 4+Chx+C,o0+.-.4+C, o Lum-r=tduy
’ g h . {
=(p + 1)C, py Pt

(1 + x)” . (uT:r)"m (€

Ainsi, la somme des p + 1 premiers termes du développement de (1 + x)"
est transformée en intégrale définie (*).

3. Cas particulier. Si I'on suppose x = 1, m = 2p + 1, le premier
membre se réduit & I (**). De plus,

@2p+1)...(p+1) T@Ep+ 2
1.2 ... p  [Tp+1)F

(]7 + 1)C?p+l.p+l =

Done, par le changement de p - 1 en p:

Wur-tde 1 [T(p)]

(v =+ 1) 9T (2p) (©)

6. Remarque. La formule (6), trouvée en supposant p entier, subsiste
pour toules les valeurs positives de ce paraméltre. En effet, d’aprés Legendre,

L A _[F(P)]'z ko
S e

(*) La formule (C) ne différe pas, au fond, de celle qui a été donnée par Poisson. (Bulletin,
avril 1867.) ‘

(**) Dans le développement de (1 + 1) ' = 2%+!, le nombre des termes est pair. Donc
la premiére moitié de cc développement égale 2%.

(***) Bierens de Haan, t. XVIII.
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. 1
Mais, si I'on change » en—, on trouve
/" w'dy _/"‘ xPdx / " wrtdu
. (w+1* ) @+ ) (u-+ l)""
1

[ ]’ t wrtdu
S =2[ —
T(2p) (2p) (v + 1)
0

-

ou

7. Autres intégrales définies. De la formule

l+x)~Mu7"‘£(u+x)du+/ utdu N € )]
U+x

on déduit facilement, si ¢ = 1 :

S S @)du = (4 @)1+ 5) — wfz —1;
puis |

f Sllw + x)(uw+ 2+ 1).. (u+r+n—l)]du—_-(h+a:)£(n+a:)-——x£a:—n,

ou
/“gl‘(u + T+ n)d _ £(n “+ :r)"+'

T + x) e a®

Cette démonstration suppose que n est un nombre entier. Mais, générale-

ment,
/£F(11+x+a) eﬁ——(x+“)'+“ | )

e*g*

En effet, si I'on prend les dérivées des deux membres, par rapport i a,

on lrouve
"d T+ o+ a)
dx

Tuvarq W)

(]

ou, parce que le numérateur est la dérivée du dénominateur :
ST 4+ 2+ o) — STz + o) = Q(x + a),

résultat évident.
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8. Remarque. La formule (D), que je ne trouve pas dans les Tables de
M. Bierens de Haan, semble assez importante. On en conclut, par un chan-

gement de ﬂOtaUOH
! ]"(:r: ) N
/ I'(x ) dx= Y@= - B0

/“ F(x+c —o:

ete.

9. Seconde formule générale. Dans la relation

| . l”“du U uldu o
( + x ?/(ll 34 x m 0 (u + x)m-}-l Tt * ct * (")

prenons les dérivées des deux membres, relativement 4 ¢. Nous aurons

P urtdu =t Qudu ! ut Qudu

— 4 ——mf —
(v + x)" 1 (v + z)™ J o (w )t
0 0

ou, par le changement de ¢ en m — p,

L ym—r=idy L ump Qudu um Pt Qudu
—_——n Z — (m —p) / ~ (7)
(1 + x) . (v + x) (v + x)
Ona:
mu"e (m — p)um—r-t
—_— m—}t —_— — . m—p—1 .
(u + x)+ (0 4+ x)™ (u + ac)"'*"'p (m — pau ]
Donc, si nous posons : .
m—p—l dll i umr Qudu
— K=f ————, . . . . . . (8
/ (w + 2™ S (w o x)mt @)
(1]

(*) Nous reviendrons sur celle-ci. En passant, notons ces deux autres formules, dont la
vérification est facile :

/ Lz —=-i’(ab)£- / e @, (@>0).
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I'égalité (7) deviendra
Hy=pK,—(m—paKy . . . . . . . . . . (F

Celle-ci est, sous forme abrégée, notre seconde formule générale.

10. Cas particulier. Soient m — 1, p = 0. La relation (7) donne

wQudu (1 + Su)du -
/u+x_/ u+ac""""'(9)
Pour vérifier cette égalité, dont le premier membre est fini, écrivons-le
ainsi :
! Qudu v Qudu
—_ ——
U+ /(u + x)?
. :
. . ,oe \ 1
Soit # un nombre entier, supérieur 4 —— (*). Nous aurons
u+a

1 d !
— :fu 4 <_7f/ SQudu,
[} []

U+x
ou
! Qud
A e
U +x
0
du
En conséquence, l’mleqralt?/ 1—' est finie, bien que fu = — oo pour
u =0,

Cela posé, la formule (9) se réduit a

x/’ Sudu . tdu
. (u+:r)2_/u+w’
0 [}
1
/ [ zLu + ! du = 0.
5 (v+x) w4+

ou a

(*) On suppose z > 0.
(**) On sait que [ Sudu = —1.
0
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La quantité entre parenthéses est la dérivée de :f_—'; Donc enfin

’ 1
[u,{u]:m
u+ o

ce qui est exact.

En outre :
! Qudu 1 1+x !t Qudu . -
m=—;£ pant /m=—£.). (DK )

11. Somme d’une série numérique. Si, dans la formule connue :

1 Ox 7’
~ d =__~k*'
,/l+xx )
0

on fait x = ¢t — 1, elle devient

/’E(i Oy
. t 12

Or,
g—n=gt+ g(1—1)
ou
e[t ]
Donc

e B Tt b
[]

(Y . ’ 1 - 5] . .

La premiére intégrale a pour valeur ; (£2)* (***). Ainsi
1 1 11 11 :
e (N - |m o —m e —— - |
iz—3¥ +[t+2’t’+5’t’+ ].

(*) La premiére édition des Tables donne, au lieu .de cette derniére valeur, % < % La
correction a été faite dans I'Errata.

**) Bierens de Haan, p. 152.

(***) Voir la note de ’article 8.
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Lorsque ¢ = 1, la série se rédu’ 14

l+621+5-_‘l-i_..-=6"
Donc enfin

i1 11 11 11 n?
1+2—2§+¥‘27+4—1¥+§2—;+-~——-E—(§,’2)’. D e s (ll)(*)

12. Une sommation. De Pégalité
H,,-——=pl(,,—(m—p)xl{,:+,, O
on tire, par la transformation déja employée (4):
Cop Hy 27 = pCo, Ky — (p + 1)Cops Ky 2,

Cm,p—l Hp -lxl’-l —'—'—‘(P - ]) Cm, p—1 va_‘x)r—! - pcm,p K}' mp,

"0—_'" _Cm,lle;
puis '
Ho -+ Cm, 1 Hix -+ e Cm,p}lp q? = — (p + 4) Cm’ PEN| I{P“" .’L‘""",
ou '
1 « m—1 _ Cm ,'Im»-‘zx e - Cm 2 m—p—14 x? 1 “m-p—l i
/ ) Elp U =+ o U du — — (P + 'l)Cm p+lxp+‘ ,Q du, (G)
: (v + )" ’

. (u - x)nhH
0

formule curieuse.

13. Remarques 1. On peut établir, entre les relations (G) et

1+ C, %+ C, 2%+ ... +C, ,a* Yum-r-tdy
i : : ’ =(p +1)C, bc"“‘/ — . . (C
(1 4 1‘)"' (p ) » P . (u - x)m+l ( )

un rapprochement mnémotechnique assez singulier.

Si, dans le premier membre de (G), on remplace w par 1, et que, dans
le second membre, on remplace Lu par (— 1) (**), on trouve (C).

™ Le second membre égale, 4 fort peu prés, 1,164 481.
(**) Thévriquement, ces deux substitutions n’ont pas de sens.

Tom XLVIII.

(32
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1. D’aprés la théorie de la décomposition des fractions rationnelles, le
premier membre de (G) a une valeur finie (*). Done Pintégrale

/‘ u™ = Qudu
. (1 + aym !
0
est également finie; ce qui n'est pas évident a priori (**).

L. Sip = 0,(G) se réduit &

1 um—l du 1 llm_l): u ’
/ —— = —mxf ———du . . . . . . (12)
Joow s x)” Joou 4yt ‘
0 0
IV. De méme, sip = m —1:

r ™ du toSu =
l—— | —=—max"f —Z _(u. - (1))
| S
0 (]

14. Une intégrale double. Par le changement de x en ;, la relation (C)

devient
i um-p—{ du

mo_ m—1 .o O WP ) — - P+ m—p . m .
a" -+ C,, e ' + + Cppo™ 72 (p + 1)C,, pra P o™ 7 (o = ac) -—————(x papnree

(*) On suppose, bien entendu, p —‘<—’ m—1.

(**) Voir ci-dessus (10).

(***) Suivant les Tables, le seul cas particulier o la derniére intégrale était connue,
est celui de m = 0, x == 1. Le Mémoire de Plana (Académie de Turin, 1818), cité par
M. Bierens de Haan, a des parties excellentes ; mais il en est qui sont absolument inadmis-

sibles; par exemple celle-ci :

dx cos ax T
« _w" A——ga»l-x,

drcosaxr =~ a°

» —— ==

.t 21.2.5

dx cos ax T at
» = -+ o5 — %+ ;¢
8 21.2.3.4.5

.......................

- %3 — o,

. drcosaxr . .
» Or, en substituant ces valeurs dans celle de / - il est évident que toutes les

» quantités affectées du signe oo se détruisent mutuellement » !
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Le premier membre de (G) est donc

: 1 A étm—pv-l du
(p o DNCy ) e f ———
I ) m, p+ (.l‘ - tzll.)m'H
0 0

En égzalant cette expression au second membre, on trouve
O )
/‘a,,, »p_lda/- um—p—ldu—- o ] um—p—l‘\: " ’lu'
. (x + au)"+! -+ ot
0 - .

3
0

ou, par un changement de notation :
! (op) dudp "o Qg ~ :
// x -+ aﬁ m-l—l - ((l 4+ x)m+| fld. (f/ >0) . . . (l /})
[ '

15. Identité de deux scries. Considérons le cas particulier ot x = 1.
Chacune des fractions sera développable en série convergente; et nous
aurons, au lieu de la derniére égalité :

1 A k=00 1 l=»n .
// (2p)" ddB S‘(—i Corgtom (28} = _//’ 2 Qudu 3 (=1 Copa s
. . . k=J
0 0

0
ou
7/

1 k=% +d h=»n ]
+k ¢ gk co+k ] > N\ k PEN L] ! R
/ a ™k dlx 2 (— l) Cm+/.', m‘/ |SI+ ds - — }_' (—I) Cm+l.~, md / AT G ([h)
’0 h=0 k=0 '0

0

Le premier membre est, évidlemment, la somme de la série

k= 1
—1 kcln-'m_‘—_'
L':Z.b( fCues, (g - k1)

Quant au second membre, I'intégration par parties donne

" O, | !
P La

/ att Qo du == - / ot
q-vk 1]y gk 1,

0 - 0

ou bien, parce que le terme intégré sannule aux deux limites :

41 )
/ at* Qo da = —-——-1—7;
(q -+ k -+ 1)

0
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L’égalité (18) est donc identique. Autrement dit :
alQo = . 1
"/ T o= & W

gydadp 0 1
- 1 kc'm vy M —
// v aff™™! 1(2-‘)( ) G, (g + 1 - k)?

16. Cas particulier remarquable. Soient m = 0, ¢
commune des seconds membres est

55 2 L1 1
S ioses |
ou, si l'on fait
4(1 — G).

Ainsi @

"Wala \/apdad"
0/ 1+ada_/‘/ A+ af + af L1 =G

Pour simplifier, changeons « en «% f3 en $%; nous aurons,

Yo’ G’Jazlff;
—/ tla——/f i l-a’f‘ =1—G;
Qo //‘ dxdB
—_ t[a =
1 4+ o 1+ azﬁ"

(*) Recherches sur la constante G. . . . .. , p- 1.

(**) La formule
G /' ' Qa d
=) e
0

est connue; l'autre, peut-étre nouvelle, est facile a vérifier. En effet,

fl da ! arct et
—_— == — &, .
1+ a?B? @ g ele

0

ou, {inalement :

[0 el
.

. (16)

. (17)

La valeur

-(18) (**)
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> IIX
SUR LES INTEGRALES EULERIENNES.
1. Transformation d'uné formule. Reprenons I'égalité

) |
/.s Sty W

démontrée ci-dessus, page 8.

On sait que la fonction £T(x) peut étre écrite de ces deux maniéres :

. e 1 — et . da (x
T Y Lo
LT (z) = (x—s) Lo —a + S8(2m) -+ ola), @
€n supposant
“l1e* +1 ~{]e*
o= |am | o

Par la premiére expression :

T + .'/)_ * _(x_‘)xe—ay_q _“d«
—I"(x) _o , yre 1 —e“ e

I“ 100 d -y 1
/ — (a;‘—;)y) / e‘“f[y -+ 81 __e_::/ e“"""‘tlx] A ()]
[1)
Par la seconde :

£F%y) (45— star ) — (I_%)Qx_y,,/ [%Z;Z_:_i]mg-«y_lda;

(*) Recherches sur la constante G, p. 21.
(**) Ibid. =(x) est la fonction de Binet.
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puis

' D + y) ! 1\ | ! 1\ |
/}, ) dx.———'./ (.L‘-&-y—-:)i(x»&-]/)tlx—/(x——é)‘ixdx -y
| R
/(11/ [—————— —Je‘“‘e——y I(l,.r.
2e* — 1 o Cow

Il sagit, maintenant, de simplifier les égalités (%), (8) (¥).

2. Suite. On a

1 %
. e — 1
e =0y = ;
[24

0

donc, la formule (4) devient

M T(x -+ ) o . e“—1lda .
8/ _Q -—'ﬁ‘x)—‘ll —0-/ [Je -t —a——J :—, L e .o (()/
et la formule (A):

o eV de "
f[‘/e'“-"—a—};=3/(.iy—')~ N ()l )

Revenons a I'égalité (5).

On a
“ 1 1, R 1 . 1
/ (x — z) Ladr = 3 [(av2 -— x)lx]; — §/ (x — de = x
0

0

(*) Le premier membre de chacune égale y(vy — 1).
(**) Pour vérifier celle-ci, qui devient identique lorsque y = 0, il suffit de prendre les
dérivées des deux membres. On trouve, en eftet,

200 ! dx
/ [ *—e=]— =SLy;
0

relation évidente et connue.
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De méme,
| 1 U N+ 2y — )wda
/\x—c J—%) (’(x—t- y)dJcs[(_—.‘)ac2 -+ yx—§x>£(x —‘-y)]o-Qfmxy.—,_yd)ﬂ[j
| e 1 '
—y2t g —5 [ ato— gy 1) [
26 2 Joxa-y
0

-~
1+
Y

i I I
=ySU+y—;—sy—Drgly—1y

Dans I'égalité (5), la premiére ligne da second membre se change donc en

z 1 1‘” / u 0 =
yL +y—3y "“(J—UIIL—J—“JIJ*" Sy +1) —(y—1Ly—3)

Quant a la seconde ligne, elle se réduit a

/'°° 1e4-1 17 (1—e % *—1)
_—— - do.

. 2e*—1 o o

0 .

Par conséquent,

1 Flx =+ 1 -
K S tis =gyl 08 - n)—(y—nsy—-zsjg

. /{' - T — e %) (e — 1)
of e s

0

)

puis, d’aprés la relation (A),

1e“-+1 171 — e ) (e~ — 1) 3 1 y - '
/ [Ze —1 ;J ot do = ;?/[(!/ A+ 1), 5.’,;/ i 1: . . (€
)

et,siy=1:

e+ 1 4] [1 — e ™\ s 1
/ [Tze“—l—z]( - )da=§,.2—-§. I €))

0



24 NOUVELLES NOTES

3. Autre cas particulier. Lorsque y = -+ w, le premier membre- de

(C) devient
Mer+1 1|1 —e* =1 1 e
—_ - — do — — (% s AN _ (p% ___ ~_do.
:,/ [2 & —1 a] a / [2 )= ”] =
Dans le second, la quantité entre parenthéses égale

|_(Hm:(1 4)_ LT B 11 '
Y y+1/ 2y+4 3(y + 1) —J+'1)5-‘ I

4. Verifications. Celle de la derniére formule est facile. En effet,

binome contenu sous le signe /" a pour développement :

1 o’ 9 b . o

- + —

2(1.2.3 " 1.2.5.4 °1.2.5.4.5 " ]
ou

w« N+ 1
n+2
"21"(11-0—4) :

L’égalité (9) est donc la méme chose que

20 n+ i cme“"oc"dat=:"I—,
F(n 4) 2
ou
o (7 -+ 2) i
}3 I(n + 4) T
ou enfin
1 1 1 1
2.5 5.4 & T3

etc.

©)

le
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Pour vérifier la formule (8), nous commencerons par P’écrire ainsi:

*I1 « 1 P e —1 —ge 3 ! b
/ 5(8 +1)—';(e —1) € de=¢g82—-. . . . . (8%
0 .

-4

no

D’aprés le calcul précédent, la valeur du premier membre est

1 o 7+ 1 b w 21 1

- _— 7% — ¥ " dua

2 & T'n + &), ! ) ’
o0

1 1 o n+1

[
P — -2 n *\
4 QEZ,T\n+4), o dn (7).
0
Donc I'égalité (8°°) se réduit a

Ew n+1 ° ., iy 5 904
t I'(n + 4),/e vle=a = A2

y 2
Le premier membre de celle-ci égale
- 1 1

= (4 2(n+ 32+
ou

w 1 ®

20 (n - 2)2m+ T = (o 3)enH]

ou encore, par une réduction visible :

1 1 1 ! ’
—_—— ——‘-_.*--——— “+- - . .
2.2 5.4 4.8 5.16

D’un autre coté,

Cheal? 2,(1 1)___5 N
AE=g s 9/ T3 73 2. 5.

(*) On vient de voir que

el

Tome XLVII.
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Donc enfin :

1 1 1 1 ) :
— — “+ — 4+ 4 =
9.2 |5.4 4.8 B.16 i

- . -+
4 3.4 4.8

N ot
I
—

I

| -

l

|

T

lﬂ
| —

ce qui est exact.

5. Remarques. 1. La formule (C), trés générale (*), présente une cir-
constance assez curieuse. Le hinome ¢=* — 1 équivaut & la série, toujours
convergenle,

oty oy
1.2 1.2.3

—ay -+

/ insi, & premiére vue, i/ semble que le premier membre de (C) est déve-
loppable suivant les puissances, entiéres et positives, de y. Mais la fonction

¢ (_'/_), ou £y — £(y - 1), ne Test pas.

y+1

Pour se rendre compte de cette contradiction apparente, il suffit de
considérer l'intégrale
“[le*+1 171 —e*
P = s
0

coefficient de y, dans le développement supposé. Par un calcul semblable
aux précédents, on reconnait que celte intégrale est infinie.

I1. Si, pour abréger, on fait

A=%(e°‘+|)-—£(e“—i), e .o (1)

on a, par les relations (9) et (8"):

L 1 o p-e __ e—&z {
A da—— e de =02 ——; . . . . (M1
/ 2 T / A o’ dn =1 2 W)

0 0

(*) A cause du paramétre y.
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puis

0 e—inr 3

0

/A.“%fe_da::l._s o . (13)
%G%yfﬂ(%éy dem 10— 5.2 (),

on a encore, i cause de la formule (13):

° A , l
[ et — e e ) o,
‘o

lCJ

Et comme

e —

o] e 4- 1 e
— _— J— 3% __)“ 2 —= . . . P 4
'/ [26“—4 u][‘-’“ ex* 4+ ¢ e~ = 0. (14)
1]

III. La combinaison des formules précédentes, avec celles du méme
genre, rapportées, soit dans les Tables (**) de M. Bierens de Haan, soit

ou

(*) Recherches sur la constante G, p. 16.
(**) La Table 126 (premiére édition) donne, d’aprés Meyer, cette formule :

Ore—r __p 2t e-2
[
'0 z x? |

Il est aisé de voir qu’elle est fausse. En effet, & cause de

0 g—f __ p-22 5
—dz=\2,
3 - Z

[]

il en résulte
® g—2¢
—dr=282—1.
x?

0

. X t g2 . 1 ! dw
Le premier membre surpasse p il surpasse — -
:) e / T
Or, cette intégrale est infinie.

Les pages 121 4 126, de la Théorie des intégrales définies, contiennent bon nombre de
formules absurdes; et ce ne sont pas les seules.
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dans les Recherches sur la constante G, conduirait 4 la connaissance de nou-
velles intégrales définies, plus ou moins intéressantes. Mais ce sont 1a de
simples exercices, auxquels nous croyons ne pas devoir nous arréter.

6. Une expression de =(x). Reprenons la formule

On sait que la quantité entre parenthéses égale 2« 2”4127’:—“ (")
u ¢ &

Ainsi
00 © 1
= - &z —_—
u'(.’l")- '/‘ ¢ daE‘ Anint 4 o)
[1]
ou
o ® e %y
) =23, / T
1. 417 + o
0
Soit
a==2nmwigs;
d’ou
de
da = 2nn -
cos“ 0

L’intégrale devient

s

1 )
1 e—ﬂrwr:lge do‘
Inxr
0

m
1 =1 Fl
x) = — _ e—2n7rztge da
wm) =25 ,
0

] z nrzigl
2 0 g~ TTlg
(X)) =— do .
o= f a3

0

Par suite

ou

(*) Mélanges mathémaliques, t. I, p. 223.
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—2

La somme de la série est — £ (1 — e=*™%), Donc enfin, au lieu de la

formule (3) :
1 3
w(x)z_;./ doQ(1—em=mdy L (15) ()

0

7. Suite. Faisons
e 1)

1l résulte, de cette transformation,

do = — ———QL— ﬂ’;
47"+ (Lq) q
puis
'S —g7) dg
——of T2 :
=) J (29 i)
8. Une sommation. Soit S la somme de la série convergente
- o(x) — =(2x) + =(3x) — - - -
I est clair que si I'on pose
_1—q1 — 11—
P"'J—qﬁa—-q‘a—q‘*"’ . (18)
on aura
S _ — 2 ‘L d_q .
. 4 + (L9) q
Or (**) s
zx % T 1
P= (;) k% qs
Donc
I NCAC A
< [(;) k 4(1;] dq :
(1) —=(2) + 5(3) — - .- =—2 . (E)

. T+ (S9F ¢

{*) Celle-ci ne différe, qu'en apparence, de la formule donnée par Schaar.
(**) Recherches sur quelques produits indéfinis, p. 1 (quotient de « par «’).
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Nous avons ainsi une relation entre les intégrales eulériennes et les
intégrales elliptiques (*).

9. Remarques. 1. Légalité (E) peut étre écrite sous une forme plus
simple.
On sait que (**)
1
14 q+ @ +q +q0

Donc, si I'on remonte & la formule (15), on a

1 7 . _
a(l) — a(2) + &(3) ~ - = - / do Q1 -+ 2780 . g 6Tl el ),
b

ou, ce qui revient au méme,

a(l) —o(2) + 55) —of4) + - =;l; /‘wl—g—% S+ e et e ] (F)
o

II. Au moyen de la formule de définition :

“[le 1 e
U(x)f/‘ ‘.EECT_;J P da. . . . . . . . (5)

on peut établir, trés simplement, la divergence de la série

a(1) + =(2) + ©(3) + - - ().

En effet, soit, s'il est possible, 3 la somme de cetle série, dont tous les
termes sont positifs (). :

(*) On en trouverait une infinité d’autres en attribuant au paramétre z, dans la for-
mule (17), des valeurs convenables.
(**) Recherches sur quelques produits indéfinis, p. 2.
(***) Propriété connue, 4 ce quil me semble.
(") A cause de
lex+1 1
dee—1 7 «

inégalité presque évidente.
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- Nous aurions

le* +1 e~% e . g%
2 / R dx;
v)(/ —1 o a
e e da
2 = —_— a -+ é(e —+ ) —_—
0

a(e” ———_l)-l
La quanllle entre parentheses surpasse

ou

1,, s done

2 1 /“” ada ) A
1) F=
0

et cette intégrale est infinie.

10. Autre expression de S. 1.’égalité connue

: 1 1
(X)) —o(xr +1)= (x -+ §) ,Q(I -+ ;) —1 (M
donne, par le développement du logarithme,
I R I "
a(w)—c(x—i-v'])—é[g—ﬁ—&—x‘ Rl ] (19 ™

Donc, si I'on fait, pour abréger :

‘S;:-TTJ-504-53+73-| s
S 1 1
. = o+ =
o AT TR . (20)
. 11
Sy + -4+ = + — 4 + ,

(*) Recherches sur la constante G, p. 19.
(**) On suppose z < 1.
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on aura

1T, . 1 1
S=§[€°‘—ZS‘+ES“-ES‘+"']' @

En général,
1 1 «
e e "% ch .
nttt Tk + 4)./ s
0

Conséquemment :

1 1) ,] 0 e«
S3 =1 4 2'/ (e‘“ + 0‘3“ —+ e‘“'x “+ - -)a’da = m'/ e __—/i a’dﬁ,

[} o

i 0

) . 1 ® e .
S‘ = m ' (e"‘ e ey ')asda = 12 5'/ 1 a"da,
[} (1]

puis, au lieu de la formule (21):

S_l /‘°° e%da o? o P
=3) &=—1|1.2.3 1.2.3.4 1.2.3.4.5
0

eme— 1 +a—Leo? .
T T 3% Par consé-

La série, foujours convergente, a pour somme

-4

< 10 de 1 —ex (1 1), 9
_5' e . + -§ae e s (29
[

11. Suite. On peut décomposer cette intégrale en trois autres, dont la
premiére est plus simple (du moins en apparence), et dont les deux autres
sont connues.

A cet effet, j'observe que I'on a, identiquement,

quent,

] — e 1 1+ a—ex 1
-+ 1——a)e“=e“——'l+ - — — —ae®
o 2 o 2
Donc
S 1 /'°° do 1 < e%adu 1 /’” ¢ —1 —ua da
T2, -1 4, e*—1 2, « e —q°
0 0 )
ou

. 2 © 0% ]
s.__.icuz_l._i/ Colme de L (29)

27 32 2, @ e —1
0
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12. Développement d'une intégrale. Il est visible que

0% __ | da w ek __ | — g )
LI o e

. ) 3 ex — 1 1 . «

0 0

®ex | — g 200 e—(!u—i)« - e—ino: 00
/ —— My = / —_— da — / e edy
« [ .. o

0

0

Or,

0

ou, par des formules connues :

®e*—1—a 2n 1
— e~*"%do = 1 —_—
. a 2n — 1 2n

P RO B

puis

0

13. Reinarques. 1. D’aprés les formules (23) et (24), on a
{ 1] '
w(1)—m(9)+c;(5)—---=} 2——+ 2 [ ( 971)_'—%—" .. (G

II. La série contenue dans le second membre est beaucoup plus simple
que celle de Gudermann, qui donne le développement de =(x) (*).

1. Par la formule (78) du Mémoire cité,

o(1) — () + (3) ._2[( )'f'—q... (@)

)

¢ élant ¢mpair. Si I'on fait ¢ = m — 1, et que I'on compare celte expression
a la précédente, on lrouve aisément

n? 1 dn + 17
E_u—zpu@—ﬁ+ %](y.....4m

" Recherches sur la conslante G, p. 23.

(**) 11 est facile, encore, de transformer le second membre en intégrale définie.
Mais le résultat est beaucoup plus compliqué que

e*ada b de
— —9 _ —_
v)/\ / %41 2/ [“ea '(8“ 1)] e« — 1
0 13

Pour cette raison, nous ne le rapportons pas.

Tome XLVIIIL. 5
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14. Une expression de la constante G. A cause de

1 1 1
b=t—grs—7zr O
on a
1 1 1 1 1 1
Gt g e g =2 g ]

La somme de la premiére série est

3 5/‘” xdx *;
46 4 e—1 "

[

la somme de la seconde est

‘@ g3 rdx e .rdx
/ —.h. = / ,
'0
3 “ xdx ** g'xdy
=2 / —9 / ;
4 e —1 . e*—1
0 0
ou, par le changement de x en 4x, dans la premiére intégrale :

_Q/M(’_ef R 7

" Telle est expression cherchée. 1l est clair qu’en la combinant, soit avec
celle que nous avons indiquée ci-dessus (p. 20), soit avec celles que I'on
trouve dans le Mémoire cité, on en pourrait déduire une foule d’autres.

Conséquemment,

15. Autres séries. Nous ne quitterons pas ce sujet sans indiquer les
sommations de deux séries remarquables, qui peavent servir de fypes (™"

Ce sont
1 1 1 1 1 1 1
s—4——(1—_)+_1_-+-——(|—-+———>+-~- .. (28)
2 3 ‘2 3 4 2 3 4
1 1 1 1 1 1 1 1 1
S=l——1——) _(1—— -)—-(1—- ———) e (29
! 5( 5) 75\ T3 I\ 5T s T (#9)
{*) Recherches. . . .. (Avant-propos.)

*) Traité élémentaire des séries.

(")
(***) Nous les avons considérées autrefms, dans le Mémoire sur la transformation des
séries, pp. 36, 37.
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Elles sont convergentes. En effet, & cause de

1 1 1

le terme général de la premiére est compris dans la formule

$.24,
un P (_ ,])u—.l _1_2—'

. . 1 A
D’ailleurs «, est, ou valeur absolue, moindre que - ; etc. De méme pour
la seconde série.

Cela posé, en vertu d’une proposition connue (*), on peut grouper, ainsi
qu’il suit, les termes de S :

SR 1(1 11 ) 1(1 P )
—_—— e — — — 4 e —_l—-—— 3% - — - p— ——— —— s
2773 4 A R A R

4(1 111 )
—_ - — = ——— e e
R VA R +

Done

. 1 1 1 1 1
b=~£.2——§(£.2-—1)+g(§'.%— 1 +§>—Z<£.2— 1 +§——5> +
ou

s_—.(,g.9)2+%—-%(1-%)ﬁu;(a—i;i)—.--, C ... (30)

Et comme, d’aprés I'égalité (28),

il s’ensuit que

) S € £)

{*) Sur un tableau nitmérique, etc.
(**) On ne doit pas oublier que
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On trouve, de la méme maniére,

S ™ 1(1? ]) 1 <7r 1 l) 1 (n’ \ 1 1)
=5l sl s st ey g e
| 1 1 1 1 1
=—+5.1—-— l—=)+=l—=+=) =

puis, par la combinaison avec I'égalité (29),

3zt
T €
s )

16. Suate. 11 est facile de réduire, en intégrales définies, S et S,.

! ,1 Il 2 ' : 2 3
S—f dm[l—é(d—x)+g(l—x+x)—z(1 — X+ X +x)+-~]

0

1 ,I ) 1 -
__/ 1 x[1 +x—%(l|—x“)+g(| +x5)_z(| __ws)_'_'_.J.

La série entre parenthéses égale .2 — )2('1 — ). Donc

SA—ax) . . .« . . . . . (33

1 1 1
20 S,—/ d:c[ —3 I——x’)-e-b(d—x +x“)—7(4—-x 4 xt—af) + .- ]
1 d 1 1 1
=/1+xx2[£+ac2+-3x‘+gw°+ax3+u-:|;
0

n? 1 1 xdx 1 +x

S=%t3/) it T4

0

17. Intégrales définies. La comparaison des valeurs (33), (34), avec les
précédentes, donne ces résultats simples :

ou

(54)

! ds 2 = -

/1 i(l—x)-——(ﬂ)——d—é N 1)
acdac 1+ac n?

/ x=9—6-; o . . . . . . . . . (56)

puis celui-ci :

xdx (I+ac)5 1.7
/ e [5;.2] ¢ /1
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IV

SUR UNE FORMULE DE POISSON.

1. Intégrales définies. On a déja vu (*) que cette formale ne différe pas
de celle-ci :

Py

1+C,,x+C, "+ - +C, & ( 5 " *
= -+ m X —_—
(1 + .’l')m P , pH / (u_._x),,,...‘ )
0
Il en résulte les valeurs, sous forme finic, des 'intégrales
/0] u‘f‘—"-ld’lt 24 um—p—ldu
. (u + x)"+° / (u+-l_);:"m
0 0
2. Cas particulters. Si p = 0 :
. /1 um-ldu | (')
. @+ mx(d 4+ T
0
/a 1 u™ - du 1 (2
G e
0 .

. . 1 .
3. Remarques. 1. Si, dans la relation (1), on change x en ;, elle devient

3 um+ldu 1 v (3)
'/ (l + )u)m+| - m (1 + 1)"‘ . .« . PR P . .
0

Cette formule est due a Legendre (**).

Il. De la formule (1), on déduit facilement, au moyen des dérivées
relalives 4 x, les valeurs des intégrales

;1 um-ldu 13 um—ldu
‘ / (1 + )+’ / (w + a:)"““g, o
/. :

0

(*) Note 1.

(**) Exercices mathématiques. La premiére édition des Tables de M. Bierens de Haan la
rapporte inexactement. La correction, déji indiquée a P'errafa, est faite dans la seconde
édition, T. III, form. 8.
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On trouve ainsi, en particulier (*):

/“ u"du m 4+ 2
. (w4 1" m(m +1)2m+’
0

1w du in® + B + 8
. (u + 1)"t? om(m o+ 1) (m o+ 2) gnt’
0

etc.

v

SUR LA FONCTION y =

ol + 2y

1. Cette fonction, rencontrée dans la Note 1V, jouit de propriétés qui
rappellent, jusqu’a un certain point, celles des célébres polynémes X,, de
Legendre (**).

2. Premiére propriété. Par la formule (1) (***):

or=1do
y—p/x_'_ew...........(i)

3. Deuxiéme propriété.

dny ) 'oeride
G =P+ pn) [
0

(2)

En effet, dans Iégalité (1), les dérivées successives du second membre

sont :
6*='do 1) 9 6P 1dg
P+1)f(z+a,,+,, +pp+1)p~+ )/(xwm,

(*) Par l'application de la formule de Leibniz.

(**) Nos Recherches sur les fonctions X,, publiées dans les Mémoires de I'Académie de
Belgique, forment, actuellement, un volume in-quarto, d’environ 250 pages.

(***} Note 1IV.
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4. Troisiéme propriété. En général,

d"y ( x ) ( x )2 z \"
n (yy T+ 1) |1+C | ———]) +C LA b
il ( )yI‘(n‘-o- )[ o\ T\t +Cpint,n (1 +a:) ] 3)
Soient
1
U=—, V= ;
x (1 + x)?
et, par conséquent :
’ ,l " ' 1 n § n 1 )
u=—;2-, u —_-12?, e ll()=(—1) ’l.?...”ﬁ;
vl=__ p (I p(p+1) v(,,)=(_I)np(p+'1)"'(P+n—1)
(1 =+ xp+’ (1 4+ xpr?” " (1 4+ nypt ’
La formule de Leibniz est
y Y — o C,, ™" + C, su= MW" 4 o 4 C, W'V 4w,
1" ! |
Donc
dry _(_/'),_" 1.2...n 'I.Q...n—lp+ . 1.2, —2p(p+1) . p(p+1)...(p+n—1)]
dx" " (1 +x)? " 2" (| +x)PH! " x|+ x)pE? z(1 + x)+" J’
ou

dmy o Tn+1) ( x ) ( x )’ ( x )"
—_(— = e LI R ,
dx” (=1 ™ (1 4 ox)? R VR + G Tvz +Crortn |42 ]

etc.

3. Remarques. 1. Le polynome entre parenthéses, dans la formule (3),
est la somme des n - 1 premiers termes du développement de (1 — i%)_" :
En le désignant par P, ,, on a donc

=(—1yyTm+1)Pp . . . . . . . . . (%)

I. On a aussi

(1 +2)" P =+ )" +C,x(1 +2)" '+ Cppy o 2*(1 + )" 4 e + C,y, 2"
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Dans la relation générale (B) (*), changeons ¢ en n, et p — ¢ en p. Elle
devient

A +x)+Cpx(l +x) ™ + oo+ Gy =1+ Cppy & + Gy o ® + -0 + Gy 2™
L’égalité (%) peut, en conséquence, étre écrite ainsi :

'y 2L+ 1) )
d"—(—’l)-(rl-_.’t—)""'—" 15 Coe e e e (5)

Q. représentant la somme des # 4 1 premiers termes du développement
de (1 4 x)***.

IlI. Dans ces derniéres formules, p est un nombre quelconque.

6. Quatriéme propriéte. Si Uon fait

x"%=f(m), e e e e e e - (6)
on a

T — :
fla)+ [\ =(=1"P). . . . )

D’aprés la formule (3),

r

fle) ==~ (IT&%“ # Copy 4@+ Copy o2 + -+ + Cyyy g 2]
Done

| :
f(—) =(— 1y _Tp [2%7" 4 Copy s &% + -+ + Cgpy ,a?].

(1 + x)»!

Le premier polynéme est ce qu'on peut appeler la premiére moitié du
développement de (1 4 x)*~'; I'autre en est la seconde moitié, etc.

7. Cinquicme propriété. Si lon prend les dérivées successives de
1
f(x) + f(;), ona

,"(m)(x).../("')(%)=0 N )

(*) Note 1.
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8. Remarques. 1. Pour simplifier la relation (7), posons

f (&) =(—1)~"T(p) p().
Alors

cp(ac)-i-qa(:—c):l B ()
A cause de

1
logx + log (;) =0,

la fonction ¢(x) jouit d’une propriété qui est presque celle des logarithmes.

On peut la rendre plus sensible au moyen de la considération géomé-
trique suivante : .

Soit AM’BM la courbe représentée
par z = ¢(x); le point B répondant a
x = 00=1.

Si Fon prend OP, OP', de maniére
que OP.OP' = OP" — 1, la somme des
ordonnées correspondantes, PM, P'M’, sera égale ¢ OC.

IL. Soit OP' = - = x,. On tire, de I'équation (9),

9'(z) — %cp’ () =0,
ou :
x@’ (x) = x,9' (xy).
Par le point P, menons PR paralléle & la tangente MT. Nous aurons
OR = — ay/(x). ’
Done, d’aprés la derniére égalité : les paralléles aux tangentes MT, M'T’,

menées par les points P, P!, rencontrent, en un méme point R, Uaxe des
ordonnées.

II1. On ne doit pas oublier que ¢(x) est le rapport enire la premiére
moutié du développement de (1 + )™~ et celte puissance.

Tome XLVIIL. 6
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9. Application. Soit p = 2, auquel cas I'équation de la courbe est

1 + 3x
R = .
(1 + a)
Faisant
x=0, =, 1,2, 5,---+ o,
on trouve
L2007 8
=D @ 97 B2
La somme — + T — 1; ce qui devait étre
27 5= 15¢C q '
En oulre,
6x
¢ (@) T
puis

10. Sixiéme propriété. x étant compris entre 0 et 1 (exclusivement),
on a, en série convergenle :

(_ ,l)n—! dny 1 ©
m da -+ a_;"—"‘i: 20 (— .|)q C,,_,_q',,.C,,_I_,,_q'P_,Iq e e e e ('10)

La formule dul binéme donne

g=00
(A 4+ Pe=1+ 3 (— 1) Cppypy, o @

g=l

Donc
1 o
Y=z + 2’ (— 1) Cpgmr, %5
puis
dry Fp+1) &
e T % (— 1) Cprgrg- (g — g —2) (g — 0) 27"
q=t+n

parce que les dérivées n ™ de x°, x',..., 2"~ sont nulles.
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Changeant ¢ en 1 + n + ¢, nous trouvons, au lieu de cette formule,

d"y F(n+ 4) .
B L L LN AT

en posant
C,=Crintpra-B+q(n—14¢q)...(1 +g).

Il est clair que

C,=T®m+1)Copniypa Coryne

Par conséquent,

d"y
d n

® \
— 1) T(n+ 1) = 2 (— D)™ Cpprrg pot - Cuggn T b
0

ete.

11. Cas particulier. Sin = p — 1,

— Ay drty 1 ‘
(_F_(p)_ dz”l 2 (=1 Cotomt,p-1-Coprgen,p 12" - o o . (1)

12. Remarque. Dans la formule (10), p est un nombre arbitraire. La

formule (7) semble donc subsister pour des dérivées & indices fraction-
naires, incommensurables, etc. (*). '

13. Une série récurrente. La combinaison des égalités (%), (10), donne
facilement

(1 + a)pr — Q= o™t (1 4+ a)pH! Em (— 1) Corgy 0+ Corp g, pr X%
0 .
Et comme Q, . , est la somme des n 4 1 premiers termes du dévelop-
pement de (1 4+ «)+" (8, II), il vient, par la suppression d’un facteur
commun :

—1
Cn+p,r—l + C”-H’. p-2® 4 e A x”

e =3 (— 1) Corgon- Craprgpmit® =~ . (12)

0

(*) La théorie des différenticlles a indices quelconques a été inventée, en grande partie,

par Joseph Liouville, mon illustre maitre. Faute de temps, je dois me contenter de signaler
ce rapprochement.
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Ainsi, la série récurrente, développement de la fraction, est

2
Cﬂ+p, =1 Cn+l,n . Cn+y+l, p—1 -+ Cn+q, ne Cn+p+2, pA X" —

14. Remarques. 1. Cetle fraction est #rréductible; car, lorsque x = 1,
le numérateur devient

Cn+t’, p-17 C,._,_,,_,,_z + C,,+,,,,,_5 —El= C’l+n-l, p—1 (')-

IL. Si, aprés avoir chassé le dénominateur (1 + x)*+", on identifie, on
obtiendra des relations entre les nombres combinatoires. Comme elles ne
nous semblent ni nouvelles, ni intéressantes, nous ne les indiquerons pas.

15. Une vérification. Dans P'égalité.

(_ 1 )n—-l d"y 1

_ — .« . . (10
F(n + ’l) d{l,‘n + 13”+‘ ? ( 4) Cn+r, n+)1+q,y lxa ( )

1emp]a(;ons ’ par sa valeur (2). Nous trouvons, au lieu du premier membre,

_plp+1)(p+m) 67=1do 1
+ —
T'(n+1) ; (oo 4 oyrtrt gt

=x‘

x étant compris entre O et 1 (8), I'intégrale ne peut étre développée, ni
suivant les puissances posilives ni suivant les puissances négatives de celte
variable. Néanmoins, il est facile de prouver que X est la somme de la série
formant le second membre de I'égalité (10).

Soit & — ax. Nous aurons

x_ Fprnet) 1 /'1— o= 1
0
ou
X— kN 1— L'(p+n+ 1)/‘ o da Flp+n+1) e
o I'(p) [(n +1) (1 +aptrtt T(p)T(n 4+ 1) (1 + a)rtr+t )
0 1

(*) Nouvelle Correspondance mathématique, t. 1, p. 122.
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Dans la seconde intégrale, changeons « en%(*). Elle devient
o prdp _/’ a"da /’ a”do : atda
(,] + p)n+ﬂ+| “ + an+p+l mm—/ (,] + a)n+p+£'
) [ : 0

En général,

QR ,“g_‘ do F(/)T(g)
J (o T

(**

Donc

s /" a'de T(p)T(n+1),
(

_ E
(1 + P e 1 + a)+! Tp+n+ 1)’

puis

X— 1 L(p+n+1) /” otda .
Tt T T,/ T sy
et, au lieu de I'égalité (10),

1 T(p+n+1) e - )
e T(p)T(n+1). (I + a)rhrtt = 20 (= 1) CogonCospagpux” .+ (1)
0

16. Suite. On a

I'n+qg-+ 1T +p+q+1) 1 Fn+p+q+1)

C(n+ )¢+ OIP)Tn + g +2) n+qg+1Tp) T+ 1)T(g+ 1)

C"+‘l‘ " Cn+p+q. =1 =

— 1 F(’Il +p -+ j)
(n+q+ 1) F(]’))F(n +1) nt-pt, q.

Par la suppression d’un facteur, la relation (11) se réduit a
, .

T ada o ity
- = —1ycC - .
/ (1 + o)+t Eo ( ) Cotrta.g n4+q+1 ’
0
et celle-ci est identique.

(*) Artifice connu.
(**) Voir, par exemple, la Table 4, de M. Bierens de Haan.
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17. Septiéme propriété. L’équation

dy
dw“

=0

a une seule racine réelle, si n est impair ; elle w'en a aucune, si n est pair.
Nous avons trouvé (5), comme valeur du premier membre,

T'n+1)
il?"+' (,l 4+ x)ﬂ-‘-p

(—1)r Qut1s

en su ppOS&Ut

2 )
Qui=1+C,pp @+ Copp o7% + o+ Cpp 2"

Or, d’aprés un théoréme de Sylvester (*), léquation Q,,, = 0 n'a pas
plus d’une racine réelle.

VI

GENERALISATION D’'UNE FORMULE DE M. GENOCCHI (**).

1. Cette formule, retrouvée par M. Janni (***), est

1 Gyt Cpg— e+ (— 1) Coy=(— 1P Couype - - . . . (1)

On peut, ainsi qu’il suit, en conclure une autre, beaucoup plus générale.
D’abord , le changement de p en ¢ donne

1= Gt o+ Cpyg— oo (= 1Y Gy o (= P e o () Gy =(— 4 Coy
et, par soustraction, | |
Copid — Con i+ o+ (= 117G, =(—1)1 "MC,,  +Cory
résultat que I'on peut écrire ainsi :
Crg—Crgps + oo + (— 1o Crn= (—1 )"‘” Con+Cprpgme « - - . (2)

* Nouvelles Annales, 1866, p. 521.

(**) Depuis que ceci est écrit, mon illustre ami a succombé & ]a maladie et aux infirmités

dont il était affligé depuis longtemps. Sa mort est une grande perte pour la Science.
(***) Nous I'avons déja citée (Note I, 7).
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2. Soit, maintenant, a évaluer la quantité
A=aC, ,— (¢ + 9)C, i + (0 +20)C, 1o — -+ + (—1)(a + qd) C, 4y (3)
Considérons la quantité auxiliaire

B=aC, 41— (a + )C, 42+ (@ + 20)C,, 53—+ +(— 1) (a + ¢9) C,y pyure

Par la formule connue :

Cm,p -+ Cm‘p—f-l = Cm-H, 1
nous aurons
A+ B=aC,,,+,,_,,+, — (@ 4+0) Cppy, e + + o+ + (—1)(a@ + q9) Coup, ppgre - (&) (F)
Mais il est visible que I'on a, aussi :
B == Cm _'ll 7 (a '} Cm q 2k
A+ a rl’+( ) (l.l+q) s pgt-t (5)( )‘

— 0[C pit — Cpppz + -+ + (— 1™ G e
Faisant, dans la formule (2) :
f=m, g=p+1, h=p~+q,
on obtient, comme valeur de la somme entre parenthéses :

(— 1 )Il Cm—l, »+q -+ Cm—l, »
Conséquemment,

A+ B= aC,,,, » -+ (—" 1)7 (a -+ qu) Cm.,p-l-q+l + J[(_‘ l)’l Cm—l.p-l—l[ - Cu.z»l; I’J;
ou, par la remarque ci-dessus,
A=a Cm-l.P—l + ('—' 1 )q (a + qd‘) Cm—l.p+'1 + ‘)‘l (— 1) Cm—2m+v-l _C"*—%l’—‘_]; (***)

ou enfin
aC,,—(a+d)C, pu+ (@ +29)C, 15—+ + (—1)(a + gd) C,, oy,

(4)

=a Cm—l,p—{ + ('— /l)fl (a' -+ qd\) Cm—l,p+q -+ J[(— 1 )q Cm-i, g1 Cm-—?, p-1-

Telle est la formule annoncée. Elle reproduit celle de M. Genocchi, quand
onyfata =1, p=1, §=0.

(*) Ainsi, la somme A + B se déduit, de A, par le changement de m en m + 1, et de
penp+1.
(**) Cet artifice, absolument élémentaire, est fondé sur la définition des progressions par
différence. Nous pensons qu’il est souvent applicable.
(***) Ceci suppose p > 0.
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3. Remarque. a et ¢ étant arbitraires, I'égalité (A) se partage en deux;
savoir (*) :

Cm, 1T Cm,p+2 -+ Cm,p-l—?p — e+ (_ 1)q C"'yl’+q+‘ = Cm-l, ? -+ (_ 1)1 Cm—l,p+.7+l’ (B)
Cm, P2 T 2Cm, P+3 + 5Cm- 2% -+ (_ ])fl qc’"r e+

= ("' 'l)q_‘q Cm—l, pre+ (‘_ 1)”_’ Cm—i. pg T+ Cm—?- p*

©
L’égalité (B) est une conséquence immédiate de la formule de Genocchi(1);
I'autre résulte, assez simplement, de la relation générale

1+ x) +Cpyyx(l + x)" + Cp iy e (1 + ) 4 .. + C,, a7

2
=1+C, &+ C,,a’+ .- + C,

(6)

démontrée dans la Note 1.
Pour le faire voir, j'observe d’abord que, si I'on prend les dérivées des
deux membres, et qu'on fasse, dans ces dérivées, x = — 1, on a

[Cpotygmt (1 +®) 2" ey 4+ g (—1)*C,y, ;. =0C, 1 —2C, s +3C, 54+« oe 4+ g (— 1)-'C,, ,.

Le premier membre égale

(=1 Cogyyms + ¢ Cpog ] = (— 1) pC, s .
Nous avons donc cette relation fort simple :
Cpi—2Cy 5 +3C5— -+ + q(— 1) C, , =(—1)*pCpg,.y . . . (D)

On en peut conclure des propositions (connues) relatives a la Théorie
des différences.

4. Suile. Soient pour abréger :

(1+2)" -+ Cpy @ (142)17" 4 Cp_yyy o 2 (1 4+ 2)7 2 4 +oe +C, . = 27+ 2)4+-Cpy, ,27=0Q, (7)
(1+2)"+Cpp x (1 +2) 4 Cp oy o (1 +2) 2 oo Gy oy 2 (1 4 1)+ Gy, p2'=0Q"; (8)

et, par conséquent (6) :

CI'» aH xrt Cﬂ» 9+‘1xq+2 + o+ Cp,q'xq' =Q — Q,
ou
)

2 '—g—1i
Coopr + G e 4+ Gy 506”4+ o0 4+ G, 290 g e (9

(*) Par le changement de p en p + 1.
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Pour x — — 1, la dérivée du premier membre se réduit a

Cpgpa—2C, s+ - + (¢ —q— 1) (= 1)"1C, .

La dérivée du second membre est

dqQ’ d
et (T ) (g 1@ J

2q+2

Lorsque x — — 1, on a
= (=G Q= (=1)"Cpy g3
et, d’aprés le calcul précédent :

dQ 4 dQ’ .
e Rl il L

La valeur de la fraction ci-dessus, répondant & x = 1, est donc

(= B[ Gy s (1) Cpond ]+ g+ D () Cpt == 1) Gy, ] o
=Cp,q+2_20,,,,+5+~-- + (q —q_l)( )'/’—qC.

5. Suite. Afin de comparer les égalités (C) et (10), je change, dans la
seconde, penm, qgenp, q' enp + q + 1. Elle se transforme en

Cm, P2 QC,,,' pt3 o0+ (I(—‘ 1)7_’ Cmm-l-fl+l 2 (E)
=m [(_“1)"—’ Cm—?, f — Cm— 2,p—1 ] - (P -+ l) [(_I )q (Cm—l, rtqH + Cm—l, p] 5
La comparaison avec (C) donne
(_' ’1)"_'47 Cm—l, p+qHt -+ (—‘ "l)q—l Cm—?,p+q + Cm—z, P (' 1)

= m[(—' '1)41-l Cm—l, e T Cm-2,p—l l -+ (P -+ '1) [(— 1\Iq Cm —4, ptg+t -+ Cm—l, p]

Cette égalité compliquée se partage en deux, & cause de I'indépendance
entre p et q. | '

Tome XLVIII. 7
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Ainsi :
(p -+ q -+ '1) Cﬂl—l,p+q+l = ("n —_— l) Cm»?,p-{-q, P (12)
Cotop=0p +1)Cpyp—mCpgpy. . . . . . . . (13)

La premiére est évidente et la seconde se vérifie trés facilement.

6. Remarques. 1. Le changement de m en m - 1 donne
(P -+ 1) Cm,p= '‘m—1, p -+ (m -+ l) Cm—l, p—1. (F)

De la résulte une construction, peut-étre nouvelle, du triangle arithmé-
tique (*).

II. La relation (F) équivaut a celle-ci :

m P
'1=(p -+ '])m-—-(?n-l- 1)'mTp’

applicable & ’Analyse indéterminée.

1. Dans (F), le second membre est divisible par p 4- 1.

7. Cas particulier de lo formule (A). Prenonsa = 1,3 = 2,p = m—;—i(**),
g="";doup+g=m—1.

La relation

aC,,, — (a4 0) Cpppy =+ (a4+20) Gy pya— - - + (— 1) (a+¢d) Cop iy g (A)
= aCa_t,ps + (—1)1(@ + ) Cu_gpy + 3[(— 1) Cucs, o — Cuncs, o]
devient

m—3

Cm,m.%‘ - 5Cm,%§ =+ - -+ <—' 1 )T (/'n _ 2) Cm, m-1

= Cm-l, "'% —+- ('—‘ 'I) 2 ("Q —_ ‘2) + 2 [(— ’]) L Cm-?, m;l].

(") Elle est moins simple que le procédé classique, basé sur la formule

. Cm‘ = Cm—i,p -+ Cm—l,p-—b
(**) Donc m est impair.
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Le second membre est la méme chose que

m-3

Cpgm=t —2C, _gm-t +m(—1) 7.
2 2

Mais, par la théorie des combinaisons :

Cm—l,L_l = 20»:—2,2':1-
2 2

Ainsi, le trinome se réduit a

m—3 m-1

m(—1)* =—m(—1)? .

Conséquemment,

m—1

Comit —3Cput8 + 5Cpmit — v (—1) T m=0. . . . . (14)

Par exemple,
Co5 — 8Cy 5 + 5Cy 7 —T7Cy5+9 =0,
ou
126 — 3.84 + 5.36 —7.9 +- 9 == 0;
ce qui est exact.

. . . —1
8. Autre cas particulier. Soient : ¢ = 1, d =1, p = ¢ = ’"—2 On
trouve, de la méme maniére,

m—4
"+ 1
Cp, ot —2C,, mit -+ 3C,, mts — .o 4 (—1) 7

Cm,m-l

(13)
tm 41 —

= Cpgymt + (—1) * — (m‘; 5).
Par exemple,
Cs"' — QCQ'H + 5C9.6 — II'CQ,'] = 5C9,3 = C‘7’2 + 6,
ou -
126 — 2.126 + 3.84 — 4.36 + 5.9 = 27,

comme on peut le vérifier (*).

(*) Nous pourrions augmenter indéfiniment le nombre de ces cas particuliers. Mais,
suivant le précepte de Boileau, on doit savoir se borner.
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VII

QUELQUES SOMMATIONS DE SINUS OU DE COSINUS.

1. Prosrime 1. Evaluer
A, =sinap —sin(a +- 26)@ -+ sin (& + 49)p — . 4- (— 1)**sin(a + 2n — 2d)p.
Par un calcul bien connu, on trouve

. _ Y AUE I - 99 — 1
A,,=s"‘(“ o + (—1)"*sin(a +- 2n lé‘w; B (V)
2 cosdp

puis, comme cas particulier,

ing —si inB8p — ... 1y gin (9 i oy Sin 200 9
sin@ — sin 3¢ -+ sin 3¢ + (= 1) 1sin(2n — 1)p = (—1) Seoro @)

2. Prosrime 1. Evaluer

, =acosap — (a + 29) cos(a -+ 20) -+« + (—1)""' (& 4- 2n — 2J) cos (@ + 2n — 20)p (3)

Il est clair que B, est la dérivée, relative a ¢, de A,.

Or,
sin (@ — d)o sin(a + 2n — 1d)@
2, = —— gy =F —Ap-'F )
" 0s Jp +(=1 c0s JQ (o) + ) (), ()
en posant 4
F(n):s'“("’* Im—Ade L
cos Jdo
On déduit, de celte expression,
dF(n)  (a + 20— 19) cosdo cos(a + In — 19)9 + Jsin(a + 2n — 1d)psindp_
- J

do ¢0s*9p
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puis
dF (n) _ (a +2n — 28) cos (a + 2n)@ + (a + 2nd) cos (a + 27 —2d)p )
do 2 cos*dp o
et '
dF (o) _ acos(a — 23)@ + (a — 2d) cos ag )
do 2cos’dp e
Conséquemment,
=[O

3. Suite. Pour avoir des résultats simples, prenons @ = ¢ = 1. Alors :

dF (n) o (2n — 1) cos(2n + 1)p + (2n + 1) cos(2n — 1)o )
dp 2cos’p T
dF (o)
=0, . . . . . « . .« .« <. (10
o =" (10)
B, — + (_1)”_4(211 — 1) cos(2n + 1)p + (2n + 1) cos(2n — 1)o ' (1)
4cos’p
cos@ — 3¢0s3@ + BeosFp — - 4 (— 1)~ (2n — 1) cos(2n — 1)p

et (2n — 1) cos(2n + 1)@ + (2n + 1) cos(2n — 1)o@ .. (12

= (=1 kcos’p )

4. Remarques. 1.
Cette formule (12) résulte, immédiatement, de la formule (3).

II. La comparaison des deux nous donne ce résultat, assez remarquable :

f? (2n — 1) cos(2n +‘1)<p + (2n + 1) cos(2n — 1)o dp — 2 sin2ng (13)

cos’p cos @
0

IlI. On a, plus généralement,

./?(A —eos(r + 1o+ (A + l)cos()—d)cpdq,=2sin 1P (1)

cos’p cosp ’
[

A étant un paramétre quelconque.
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5. Probléme 1. Evaluer

1 1 1
C,,=coscp—gcos5cp+gcos5cp—-~+(—4)"“2n 1cos(‘27z—1)cp. . (18)

De I'égalité

sing — sin3@ + sinbp — ... + (—1)"*sin(2n — 1) = (— 1)""%2?—;’%”-, . (2)
on déduit .
C,— o 1)""‘/ Tsingng - 16
h=g(— cos R € 1)
?

. , N } o e oy, in 2
11 faudrait donc, pour résoudre le probléme, savoir intégrer = d.
) ) ’. cos ¢ ¢ .
Cette question auxiliaire semble plus compliquée -que la question prin-
q
cipale (*). Mais, par une sorte de compensation qui se présente assez souvent,

les formules (15) et (16) résolvent ce probléme inverse :

x

. * sin 2n . . . . .
Exprzmer/ - r? dy, en fonction des cosinus des multiples impairs de g.
?

6. Remarque. On sait que la série convergente
cos 1cos3 +10035
03¢ — = c0s3¢ + = cosBp — .-

a pour somme 7 (**).

7. Probléme IV. Evaluer

D,=1 + cosq.cosp + cos’p.cos2p + -+ + cos"‘peosn—1p . . . (17)

(*) Soit, par exemple, 1 = 3. Nous aurons
T
1 2 . .
Cs= éf (32sinp — 32sin’p -+ 6sing)e ;
?

et sinSode n’est pas immédiatement intégrable.
(**) Traité élémentaire des séries, p. 106.
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Il est clair que D, est la partie réelle de

1+ coscp.e?‘/"_‘ -+ cos’cp.e?‘/‘_‘ “+ «-o 4 cos" el V=
ou de

1 — cos"p.e? V=T (1 —cosp.e?V =) (1 — cosg.e? V1)
1 — cosg.e?V =1 sin’p ‘

Par conséquent,

D 1 — cos’p — €0s"p cosn® + cos" o cos(n — 1)@
" sin’p ’

ou enfin

D o—1 4 cos" sinn — 1(P.

n

sing

8. Remarques. 1. Si l'arc ¢ est compris entre 0 etg(exc]usivement),
et que 'on fasse croitre n, on a
limD,=0;
ou, ce qui est équivalent,

c0S 2 ~+ 0sP c0S 3@ + €08’ 054 + --- + cos"'pcos(n + 1)@ + . =—1. (19) (%)

I. L’égalité (18) donne, plus généralement :

n-4-4 M
COSP.COSP -+ COS'P COS2P + -+ -+ COS"P COS NP = W (20)
sing
9. Probléme V. Evaluer
E, = sin2 + 2¢0s@ sin3¢p + 3cos’psindp + -+ + ncos"'psin(n + 1) . (21)

A cause de
sin (n + 1)@ = sin ng cos @ + cos ny sin @,

le dernier terme se décompose en

. —t . .
708" Sinng -+ NnCos" @ sinQ €oS NY.

(*) Formule connue. (Traité élémentaire des séries, p. 11.)
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Il égale donc, au signe prés, la dérivée de

cos"@ cosne.
En conséquence,
cos"Ho sin mp)'

En = ( N
sing

La dérivée de la fraction est

cs(i)rsfz [nsing cosg cosne — (n -+ 1) sin’p sinng — cos’p sinng],
ou
(:i):n’: [nsing cos (n -+ 1)¢ — sin nol.
Finalement :
cos"p ., .
= - 1 .o
" Sin' [sm ne — nsing cos(n + )‘P]

10. Remarque. Si n croit indéfiniment, E, tend vers zéro. Ainsi

n—4g

sin*p + 2cos¢ sin3¢ + --- + neos" ¢ sin(n + 1) + ... =0.

VIII

SUR LES PRODUITS INDEFINIS.

(22)

(23) (")

1. Cette question a été traitée par divers Géométres; mais les démonstra-
tions du théoréme principal, qu’ils ont employées, nous semblent peu satisfai-

santes.

1° Dans son Calcul différentiel (**). M. Bertrand commence ainsi :

« Un produit composé d'un nombre infini de facteurs ne peut évidem-

*) Cette formule subsiste pour ¢ = 0 et ¢ =
(**) Page 409.

[
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» ment étre convergent que si les facteurs tendent vers I'unité lorsque leur
» rang augmente indéfiniment ».

Ainsi, ¢ désignant une fraction proprement dite, le produit

2 3

q.q .q...q”...

nw'est pas convergent! Qu'est-il donc (*) P

-

Cela fait, M. Bertrand admet I'égalité
L1+ k)= k— Sk,

« k étant un nombre trés petit, positif ou négatif », et « e étant moindre que
« l'unité, mais en différant infiniment peu lorsque £ est infiniment petit ».

Si I'on y change & en — £, elle devient

gu_m=—k_;m
ou

*fa—M=k+£W<k+;w

Or, comme I'a fait observer M. de Longchamps, cette inégalité est en
opposition avec la formule classique :

1
— S =l — kSR Lk
2 5
d’ou résulte
— LA —k)>k-+ %k‘z,

2° M. Camille Jordan (**) admet que le facteur u, = a, - b, l/—1. En
conséquence, il le met sous la forme p,(cos o, -I- |/ —1 sin4,). C'est fort bien.
Mais, si b, = 0, la transformation employée donne p, = @,, «, = 0 : on
revient au point de départ !

(*) Ala p. 410, le savant Professeur dit, textuellement : « le produit P.... sapproche
» indéfiniment de zéro, et ne doit pas étre considéré comme convergent » !
(**) Cours d’Analyse de I Ecole polytechnique, t. I, p. 121.

Tome XLVIII. 8
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3° La démonstration donnée par M. de Longchamps (*) est, peut-étre,
difficile & suivre. '

II. Soient :
1 >0>0> >, >-->0. (lim «, == 0)
Considérons le produit

Po== (14 a)(l 4 o) (L) o o o o o o . . (1)

n

et la somme
Sp=a oag= ke, ... .. ... (9

n

Lenme 1. Si la somme S, est divergente, le produit P, est divergent.

En effet, P, surpasse S,.

Lemme 11 Si la somme S, est convergente, le produit P, est convergent.

On a
CP,=Q0(1 + o)+ (1 + o) + -+ + £(1 4+ ).

Tous ces logarithmes sont positifs. Donc, & cause de la formule

L0 +a) <z ()

leur somme est moindre que S,.
Autrement dit, P,, supérieur a lunité (***), tend vers une limite.

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

Takoreme 1. Le produit P, est convergent ou divergent, selon que la
somme S, est convergente ou divergente.

(*) Journal de Mathématiques, janvier 1889. ,
(**) Cette inégalité, dans laquelle x est positif, équivaut a celle-ci :

1+axen
Or, <
. x x? )
4 ::1.+i*-|"m+'“,
elc.

(***) Evident a priori.
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3. Soient, maintenant :

1>802>0k> >8> >0 (lim B, = 0).

et
G=>0—=p)1—8).— - (1 B
Posons
1
t= §"=1 +a,’
puis
1
Qn=]Tn .
Ainsi,

Lenme III. 1° Si P, est divergent, Q, tend vers zéro.

20 Si P, est convergent, Q, tend vers une limite différente de zéro.

4. On tire, de 'équation (3),

Donc

Sn=-—ﬁ‘—+ ——ﬁz—q—..._’_ ‘3" .
11— 1—p 1—8,

En conséquence, d’aprés le Théoréme I :

59

)

(6)

Y

TueoreME 1. Le produit Q, tend vers zéro ou vers une limite différente

de zéro, selon que la somme S, est divergente ou convergente.

5. Soit encore

}-‘lu=pl+ﬁz+“;+ﬁn .

L’énoncé habituel est celui-ci :

(9

Le produit Q, tend vers zéro ou vers une limite différente de zéro, selon

que la somme 3, est divergente ou convergente (*).

(*) Voir, par exemple, la Note de M. de Longchamps.
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Mais il est facile de prouver qu'il équivaut au précédent. A cet effet, nous
élablirons la proposition suivante, que nous croyons nouvelle :

TueoriME 111, Les sommes

Sn“—'—-'rjl . (5') . _511
|__(5] Il_f’) !

T S )

sont, simullanément, convergentes ou divergentes.

Ba . .
5> By 81 la somme Y, est divergente, la somme S, Uest

1° A cause de . —

aussi.

2° Supposons que la somme Y, soit convergente. Nous avons

- E,{=1—f-_'gl - 1—(izpi‘ﬁﬁ L T%F S0

Les termes du second membre sont, respectivement, moindres que ceux
de Y,, s'ils satisfont a la condition '

ou

(1)

D’aprés les hypothéses précédentes (3), la fraction B, a pour limite zéro.
Donc, & partir d’une certaine valeur de n, Uinégalité (11) sera constamment
vérifice. En conséquence : si la somme 3, est convergente, les sommes

d

S, — 3. et S, le sont également. Cest ce qu'il fallait démontrer.

6. Dans les sommes (9), (8), faisons 3, = sin %,. Nous aurons
2,, == sin%, -+ sin®, -+ .- +sin*,, . . . . . . . . (12)
S,=:1g% + g, + - v 1gh, . . . . . . . . . (13)

g.> 0> 03 > 6, > > 0. (lim, s, =0).
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Le Théoréme III peut donc étre énoncé ainsi :

'S¢ lon considére, sur le quadrans AB, une suite indé-
finie d’arcs : AM,, AM,, AM;, .. .. tels, que les carrés de
leurs sinus forment une série convergente, il en sera de
méme pour les carrés de leurs tangentes (*).

0 K F 'Pa};

. . 1
7. Soit, par exemple, sin6, — — , auquel cas:

sin% ! sin%, = L sin%; = !
T Ty T
1 1 1
tg¥,==—, tg¥%h= -, tgty=-—,.. .tg%,—=-——-—,
$h==g BTy BT BT am a9

2
La somme 3, a pour limite = — 1. Quant & la somme §,, en Décrivant

ainsi :
10 { 1 1 1 1 1 1
Sl — o - — — k= — = e — ——— .
2 3 2 4 3 3 n n- 2

on voit qu’elle a pour limite :

8. Remarques. 1. k étant un nombre entier, constant, soit, plus géné-
ralement,
1
Un= ik

Il est visible (et connu) que

e ok %) ™)

“+

1 1
tim 8, =7 (1 + ¢
im.S, 2 '-2

Q| ==

(*) La premiére tangente est aussi grande qu’on le veut, mais n’est pas infinie.
(**) Toutes les limites, données par cette formule, sont commensurables, tandis que

1-+ ! + !
e — —_ = —,
22 3 6
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II. Dans la série

1M 1 1 1 1
- — e e e e ———
Bl 1k 2 ek T+ k 12k

on peut supprimer les termes égaux et de signes contraires, parce que leur
distance est constante.

Si cette distance croit indéfiniment, la réduction des termes semblables
conduit, souvent, & des résultats absurdes (*).

IX

z
SUR LINTEGRALE / % cos?x cos qzdz.
0

1. Cette intégrale, considérée d’abord par Cauchy et Poisson, I'a été,
d’'une maniére toute parliculicre, par Alfred Serret, dans une Note insérée
au Journal de Liowville (**). En 1840, & propos d’une autre intégrale (***),
et en supposant les arguments p, ¢ convenablement choisis, j’avais donné
une formule, que Serret a généralisée ainsi :

z
/ * cos”ix cos qrdx == 2:7 Tp D s M
0 F(P—;'7.+'|)F(p—;q+|)

Malheureusement, cette égalité est fausse, si P—'—;—q -+ 1 est nul ou négatif.
Et cependant, I’Auteur commencait par cette sorte de déclaration : « p ef q
sont des quantités quelconques » !

En adoptant un mode de démonstration analogue & celui que I'on trouve

dans ma Note de 1840, je vais remplacer la formule (A) par une autre,

(") Nouvelles Annales, 1874, p. 60.

(+) T. VI, p. 1.
(** Journal de Liouville, t. V, p. 113.
() Nous mettons p, ¢, au lieu de m, n.
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soumise a cette seule restriction : p ef q sont des nombres entiers, différents
de zéro.

2. Soit
z
Ap,q;/ﬁcosﬂxcosqxdx.. B ()]
[

L’intégration par parties donne
T

1 .95 P [ .
A= - [cos"x sin qac]2 + = / cos” 'z sin gx sin xd.
‘I 0 qco

Le terme intégré s’annule aux deux limites. De plus,

sin g sin @ = cos(q — 1)x — cosqux coszx.
Donc

p
Ay = 6 (A Y o Ap, q] ’

ou
P

p.q:“Ap—l. q—4 . P . . . . . . (1)

p+gq
3. Cette formule de réduction donne

pp—1)...(p—k + 1)
AP»‘I= P Ap_k,q_k?. N (2)

p+q@+qg—2).. (p+q—2k+2)

k étant un nombre entier, égal ou inférieur & p et a ¢.

Il y a, maintenant, trois hypothéses & faire.
1° Si p = ¢, on peut prendre & = p. De la résulte

p(p—1)...3.2.1
P A,
2p(2p—2)...6.4.2 7

Et comme A, , =7, on a

=g e ()
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2° Si I'on a p < ¢, on peut faire £ = p; ce qui donne

— p(p—1)...3.2.1

P q 0, q—p*

Mais

Ao g =/2cos(q—p)xdz= q
0

! sin ( il
—p q P)2°
Ainsi

1.235...p

si
(g—p(@—p~+2). .(9g+p)

Al’- 9

4. Remarque. Si ¢ — p est pair, le sinus est nul; donc

T

/ Ecos"ac cos(p - 2n)xdx =0.

0

Dans le cas contraire,
. T
S|n(q—p)§=:|: 1;

et
+ 1.2.3...p )
p—p)g—p+2...(g+p)

mnyq

<9 .

n(q—p)’—;- " <9 -

(4)

(5) ()

(6)

5. Supposons p > ¢. Prenant k — ¢, on trouve, au moyen de I'égalité (2):

___pp—1). (p-q+1)
P+9)(p+9—2)...(p—q+2)

T
)
—_— P—=9 ]
A,_,,_o_—/ cos”~*xxdzx.
[

»a P-q0 °

D’ailleurs,

™

(*) Cette formule doit remplacer la formule (A), quand celle-ci n’est pas applicable.

(**) Résultat trouvé par Poisson.
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On sait que cetle intégrale a des valeurs de formes différentes, selon que
P — q est pair ou émpair. Savoir :
1.35.. (p—qg—1)7

2.4.6...(p—q) 2

(p — q) pair, Apyo=

2.4.6...(p—q-—-1) e
5.5.7...(p—q) '

(p — q) tmpair, Ap_, =

Conséquemment, dans le premier cas,

1.55...(p—qg—NX(p—q~+ 4)(p—q+2)‘..(p—1)p7_r.

;. . (8
A 2.4.6...(p+q—2)(p+q) 2 ®)

peq =
el, dans le second :

=‘2.4—.6...(p-—q—~l)X(P—q+‘|)(P—‘7"‘2)---(77—4)}’

A 5.5.7..(p+q—2)(p+q)

ma

X

COMPARAISON ENTRE DEUX FONCTIONS CIRCULAIRES (**).

1. Si I'on part de l'identité

sinx = sinx,

on obtient, en multipliant, une fois, deux fois, ... par 2cos x :

(2 cosx) sinx = sin 2z,
(2 cos x)* sinx == sin x + sin3wx,
(2 cosx)® sinx = 2sin2x + sin 4z,

(2 cosx)* sinx = 2sinx -+ 3sin3x + sinBx.

(*) Géndralement,

” p—q+1)
9

|
Vi 2

2
/ cosPixdy = _ .
0 T (!) q —+ 1)

[N

9

4

Ainsi, les formules (8), (9) peuvent étre remplacées par une formule unigue. Mais, pour
les applications, ’emploi des expressions (8), (9) nous parait préférable & celui de cette
autre formule. Au moyen du théoréme de Legendre, on reconnait qu’elle s’accorde avec
celle de Serret. '

(**) Elle nous servira plus tard.

Tome XLVIII. 9
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Donc, si p est pair,
(2cosx)*~'sinx = A, sinx + A;sin3x + Agsinbr + - - +sinpx; . . . (1)
el, si u est impair :

(2cosx)*~* sinx = A, sin 2x + A sindx + Agsinbr + - +sinpx . . (2) ()

2. Détermination des coefficients. En considérant le premier cas, soit

i=p
(:Zcosx)*‘“‘sinx;—;z A; sinix. (impair) . . . . . . (3)

i=l

La méthode de Fourier donne

1 7 ..
A,='—/ (2cosx)*~* sinx . 2sinixdx,
™
0

ou

Qu—1 K v 4 -
Aj=— [/ cos*~'x cos (¢t — 1)xdx — / cos”~1x cos (¢ -+ 1)xd.r] )
0 ‘ .

0

~ En général,

T T
QP g = — C. p—q (**
/ ¢0s"x cos qrdx ™ (‘,,,T'/( ).
. 2

0

La premiére intégrale, dans la formule (4), égale done

d pi s
e Cos355
et la seconde,

™
poi-,

Qu—1 Cpa 25

En conséquence, ,
- A= Cuyioi= Gy P25 L L (B (™)
puis
=M .
(2 cosx)*'sinz = E [C#_,'/iz-_f—— Cpy, & =] sinix (wimpair) . . . (A)

(*) On arrive plus rapidement A ces relations, en partant de celle qui donne cos*z, au
moyen des cosinus des multiples de z.
(**) Recherches sur les fonctions X,,, deuxiéme Mémoire, p. 22. La démonstration suppose
P ¢; ce qui a lieu dans le cas actuel.
(**) Cette formule est en défaut pour ¢ = (+; mais on a vu que A, = 1.
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3. Remarque. Lorsque p et p sont pairs, un calcul, semblable au précé-
dent, donne

p=p

("cosx)*“smx—-z[Cﬂ,FP—C,,, f'—*]smpx . . . . . (B)

=2

4. Propriclé numérique. Dans (A ), multiplions par dx les deux membres,
et intégrons entre O et -. Nous trouvons

gp-t it ,
o= 2 LGt = Gt

ou plutot, en développant, et en transposant le lerme:: :

ge-t |

e (O G £57] 2 [ 52— G 7]

(€

1
-+ g[C[,,_,,/%‘— - o, 7:| + -

. . . =1 - , . s .

Si ¢ est premier, la fraction est réductible & un nombre entier,
d’aprés le théoréme de Fermat. Il est facile de reconnaitre que chacune des
parties du second membre est également un nombre entier.

En effet, soit
N——[Clu g, = —C/A ‘/l' "-2]

n élant émpair. Posons n = p-— 2k. Alors

1

N= g (ot = Gl

ou, par un calcul évident,

Done, d’aprés un théoréme connu (*), N est entier (**).

(*) Mélanges mathématiques, t. II, p. 301, VI.

) c 1 . . cex < s
(**) Ce nombre entier égale Z Cp, s Par conséquent, I'identité (C) ne différe pas de celle-
ci, laquelle est évidente : .
201 — 4 =Cp 1 +Cpot+- + C/JL)’U'T_I

Néanmoins, nous avons cru devoir rapporter cette égalité (C).
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9. Remarques. 1. En général, si n et n sont de méme parite :

n
Cpm, iz — Gy 4,;:'_2—;0,‘}_;" N ) T4
II. Sin ety sont premiers entre eux (™), le premier membre de (D) est
divisible par n (***).

1I. L’égalité (A) prend la forme simple :
i=p.

p(2cos x)*!sinx = 2 iCy, £ tsinix. (« tmpair, iimpair). . . . . (E)

=1

6. Application. Soit . — 7. On doit avoir :

7(2cos x)°sin x = C;;sinx + 3C;48in3x + 5C;  sin 5x + 7 sin7x;

ou, apreés la suppression du facteur 7 :

(2cosx)sinx = Bsinax + 9sin3x + 5sinbx + sin 7a.
. (VY .
Or ("):
sin 3x = 5sinx — 4sin’x,
sinBx = Bsinx — 20sin’x + 16sinbx,

sin7x = 7sinx — 56sin’x + 112sin®x — 64sin’x.

I’égalité précédente devient donc

(2cosx)’=15 + 9(3 —4sinx) + 5(5 — 20sin’z + 16sin‘z) + (7 — B6sin*z + 112 sin‘x — 64sin°x)
= 64 — 192sin’x + 192sin‘x — G4 sin’z;
puis
c0s’xr =1 — JFsin’x + Fsin‘ec — sin®x = (1 — sin’x)?;

elc.

(*) Par exemple :

5 4
Cg,9 — Cg1= 5 Cio;27  Co3 — Gy, = m Cho,3;

etc.

(**) Par conséquent impairs; ces nombres étant de méme parité.
(***) V 01r la démonstratlon précédente.

™ N , t. VI, p. 108.
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X1
SUR UNE QUESTION DE PROBABILITES (*).

ProBLEME. Pierre et Paul jouent U'un contre Uautre, avec des probabilités
égales. Avant d’entrer aw jeu, ils possédent, chacun n francs. A chaque
coup, le perdant donne 1f au gagnant. La partie finit dés que Lun des
Joueurs est ruiné. Quelle est lu probabilité quwelle finira au y*™ coup (**)?

Ce probléme, célébre et diflicile, a été traité par divers Géométres, parmi
lesquels nous citerons, seulement, Laplace, M. Rouché et M. Delannoy.

1. Solution de Laplace (***). Elle est fondée sur les fonctions génératrices,
et sur des développements en séries, absolument inadmissibles.

2. Premiére solution de M. Rouché (”). [’Auteur trouve une formule
que I'on peut écrire ainsi :
17001 22+ D7 . 2r+ 1)

P=- —1)>cos #- sin N - R
n go( ) 2n 2n @0

3. Deuxiéme solution de M. Rouché. A la formule (A), 'Auteur substitue
celle-ci :

i N () I

") Un extrait de cette Note a été communiqué & la Société Mathématique de France
(séance du 17 juillet 1889).
(**) Qest-A-dire, quelle est la probabilité quw apres ce coup, dont le rang est ., Fun des joueurs
sera ruiné ? :
(*™**) Théorie analytique des Probabilités, 1812, pp. 2285 et suivantes.
(") Comptes rendus, 23 janvier 1888, p. 256.
() Nous avons remplacé k par A -+ 1, et nous avons fait usage d’une correction indiquée

par M. Rouché, 2 la page 338 des C. R.
(") Comptes rendus, 30 janvier 1888, p. 340. Au licu de
parce que n et @ sont de méme parité.

14 (— 1)p-n

e 1
o , IoUs ecrivons :)-#-—'—‘ ,
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4. Troisiéme solution de M. Rouché. Elle est exposée, avec force éloges,
dans le Calcul des Probabilités, de M. Joseph Bertrand (*)
L’expression de la probabilité est, cette fois,

B :
pzw_‘_’,.....‘.......((a)
B, désignant
Al'l 0 ..
AgA, ... .0
(— 1) | A54s Ao 0

AA As. . ... A

En outre, A, est le coefficient de x"~* dans

n(n — 3)
1.2

V. (x) = 2" — na""? + "t (M),

On voit que si la formule (C) est exacte, elle est llusoire, a cause de la
complication du déterminant B,.

5. Solution de M. Delannoy. Dans le Bulletin de la Société mathématique
de France (***), M. Delannoy, croyant inexacte la formule (B) (%), a
proposé celle-ci :

n [1 3 220+ 1
P:: F I:; C,u_,l',) ———p - ’; C/I-—l,l[—n e I al (— 1) p T Cl‘""‘v’l—)"] . . (D) ()

6. Il ne nous a pas été possible de saisir les considérations auxquelles

(*) Pages 136 et suivantes.
(**) Le développement du polynéme V, est connu (SERRET, Algébre supérieure, t. I,'p. 238,
1866).
***) T. XVI, p. 121.
{™) On verra, tout a 'heure, qu’il ne se trompait pas.

() L’Auteur suppose
p+g=u p—q=n
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a eu recours M. Delannoy : elles sont relatives & la marche de la tour, sur
un échiquier hexagonal. Quoi qu’il en soit, cette formule (D), que I'on peut
simplifier, concorde avec la formule (A) (*).

7. Réduction de la formule (D). A cause de

p+n “—n
P = 9 ! q= 9
le terme général devient
22
(__ ] )A .—4_-__!__ C/J._l /J.—(i)ﬂ-_{\f.;
[y. + (24 + 1)n] T2
2

puis, si P'on fait
s+ (22 +1)n
2

2% +1

=x:

(=1

Cpmtpse

Mais, par la théorie des combinaisons,

1 1
= Cutpe= ; C/MH;-
Ainsi
2+ 1 21 + 1
(— 1) Cpomt e = (— 1)} Gy, L0t

La formule (D) prend donc celte forme simple :

=2_H__‘;”§(-1)l(m+4)cﬂ,p-—a;_+ﬂ»». e E®mM

(*) Le Bulletin (t. XVI, p. 149), contient des observations de M. R., en réponse & une Note
de M. D. Ces observations se réduisent & douze lignes, fort séches, dans lesquelles Auteur
attribue, 4 une faute de calcul, la formule (B). Il et mieux fait, croyons-nous, d’indiquer
comment elle doit étre rectifiée. D’ailleurs, il est assez extraordinaire qu’une simple faute
de calcul, dans une division finale, ait transformé un polynéme en mondme.

(**) La limite supérieure des valeurs de X est donnée par la condition

©w—n
2n

3



72 NOUVELLES NOTES

8. Application. Soient n = 3, p = 13; o 2 = 0, % = 1; puis

5 5. . 2%3
P= 212 1 [(443 5 30132] 2“ 13 ['1287 —3.7 ] = 2_.2 8l = 2096
9. Comparaison avec (A). D’aprés cette formule (A):
1°2 (22 41 2 -+ 1 2 ‘
P=—2 (— 1) nalld sin( - )ﬂ=—cos"zsin-ﬂ;
= j 6 3 6 6
Ona:
. 1 . 3
sin— = -, €08% — = —
6 2 S
Donc

2(3)6| 5 U3
P=— -] - _—_——_——=
3\6/ 2 4 4096

D’autres vérifications réussissent également. 11 y a donc lieu de croire
que les formules (A), (E) sont exactes. De la résulte 'identité hypothétique :

d=n—1 [} ) 2
g+ Nr (4 ) n N et (W) (A%
)Eﬂ (— 1P cost-r T 22 DT ‘#;U(- 1/ (22 4 1)Cy E=oe . (F) (*)
10. Réduction du premier membre. Soit
= 22 + 1 2) 4 1
=2 (—1))cosF“( L N ()
= 2n 2n

(*) La formule (B) donne, au lieu de ce résultat,

p_ 3 T(13) _ 5 12.11.10.9
Tan Ry 2t 1.2.3.4.5°

Ainsi que I'a remarqué M. Delannoy, cette valeur de P est le premier terme de (D) :
M. Rouché a négligé tout le reste!

(**) Cette identité (F), que nous allons vérifier, est, sans contredit, 'une des plus curieuses
que I'on connaisse. Peut-étre pourra-t-on en tirer de nouvelles propriétés des racines de
Punité.
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Posons, pour abréger,

2 ': . . *
g =% ML= G - Gt @00

La valeur de S, développée, est

cos”tasina — cos# ! 3xsin 3x + cos“ ! Basin B — + -+ 4 (— 1) cos#~!(2n — 1)asin(2n—1)a.

D’aprés la formule (E) de la Note X :

=M
pot a1 i
cos“asina = 5o 2 A;sinia,
i=1
=M
— cos#'Susin3e = — — 2 A;sin5ia,
Pl

i=l

1 =M
cos™~! Basin Ba = -2#—_'2 Aisin Bia,

=i

*

_,1 n——li=4“ .
(— 1) 'cos”*(2n — 1)asin (2n — 1) =( 9/‘2' ‘;‘ A;sin(2n — 1)ix.

Done, au lieu de I'égalité (1):

i=

1 .
S == T 2 A,[sinfa — sin3ia + sinBix — -« - + (— 1)""'sin(2n — 1)iz]. . (3) (**) i

=1

En général,

. sin 2nix

sinte — sin3da + sin 5l — -« + « 4 (— 1) sin (20 — 1)ix = (— 1)~ Toosin (*
. T .
Donc, & cause de o = -, le second membre égale
sin¢r
(— 1)y ——0.
2 cos —
2n

(*) Note X, formules (D), (E).
(**) Ce petit calcul peut encore étre abrégé; mais en perdant, peut-étre, sous le rapport
de la clarté.

(***) Note V11, formule (2).

Tome XLVIIL | 10
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Mais ¢/ y a exception quand ¢ = ni’, ¢ élant impair. En effet, les deux
termes de la fraction s’annulent. La régle de L’Hospital donne, comme vraie
valeur,

cosir n
—_——=— . . . ... e (B
. (% lnl?f
sin — sin —
2n 2
Conséquemment,
n
S=§,:;(-4)"“[A,.—Aa,.+Asn—w]. R )]
Nous avons supposé
J .
_ =oCalt )
Donc
n 3n 5n
An——';CﬂF < A;,.-—--;C,,,,f“ 2> ASn—:C#,p L
puis
n2
S=2y_4#[cf’-./%_5cﬂ.’i;i'+5C,u,‘“;5"'—"']. B ()]
Légalité (F) se réduit 4
Cutin —3Cy, & 3 + BC,, fitn — . .o — ); (22 + 1)C, #= Ot

ce qui est une pure identite.
11. Valeur de P. Par la formule (E):
n
P=E[CP«/J’2;"_5C#,&;—5§* 5C/4:'U'_T6"_“"] I ()

Cette expression, tranformée de celle qui a été donnée par M. Delannoy,
peut encore étre réduite.
En effet, d’aprés les deux formes de A;(2):

w
C’.L'li;.—" = 1—1, [C,,,_q"_"'—.;" - Cl"‘ |,E.-;__3], . . . . . . . . (7)

!L
3052 = Gt — Cucy =),

5C “‘“”—-[C,u |t ___C# \ fein 2]
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Donc,
1
P= g {Cunfigr — Cumatigi & Gy — -]
) - (H)
2/.1 - iC/‘ o o2 p—n—2 __ C# ‘/4—311—2 “+ C,u ’P 67!—2 . ,!'

12. Cas particulier remarquable. Dans (F), supposons n = 3. Le premier
membre se réduit &
L{

‘511 5r T 5\ =
c0s”' Zsin = + cos ' = sin — — cosh' = = (2 ;
6 6 6 6

de sorte que

-8

y2
AE(—I‘,"(QA+I)C,L_F:L@2’L*)=3T#. N (1]
“

Mais, par la relation (7),

7

Cpt=84) = ——_TC,,_
A 5(2;+1)[*‘"

=32 4) 0 (O - 3(2)41)~2
HoSEY) e (), LSBT,

Donc P'égalité (8) devient

-3

; ©
)2 (= 1) [Cum =040 — Cpy_, po3000Y) = F 7,
=0

ou

n-3
2

(Cus 28— G 229) = (Cum 52— Gt 558 + (G 55— Gy 50) — oo =35 (K

Ainsi, la somme algébrique de certains termes appartenant d une méme
ligne dw triangle arithmétique est toujours une puissance de 3; ou, sous
une forme plus explicite :

k étant un nombre entier, le coefficient de x*, dans le développement de
f ’ PP

(1 + x)*+?(1 — )

1+

est 3*.

Ce résultat s'accorde avec celui que I'on trouve a la page 135 du Calcul
des probabilités, de M. Bertrand. Mais, dans I'énoncé du probléme, le savant



76 NOUVELLES NOTES

Géométre suppose que la partie se termine au coup de rang p, et, dans la
solution, que la partie se termine au coup de rang 2u + 1.

13. Une intégrale définie. Si, au moyen de la formule de Poisson, on
transforme en intégrale définie chacun des termes composant le premier
membre de (K), on arrive, assez facilement, & cette autre intégrale définie,
peut-étre nouvelle :

p-3

z
5 ana=lmal in € 3
/’2 cos”'psinpsin Gkg ! (= 1)z '

cos3p P - @0

XI1I
SUR L’EQUATION z* — 1 =0.

1. Préliminaires. Soit p un nombre premier, de la forme 4z + 1.
D’aprés les formules (S), (T) de mon Mémoire sur certaines décompositions
en carres, la résolution de I'équation

x® —1 '
;2___1-=0.............(1)

est ramenée, soit a celle du systéme

M2z? — N? o4 p(Pa? — Q%o + 22V p(MPx* — NQ) = 0, ; @)
Mi? — N? o p(Pa? — Q)a® — 2V p(MPx® — NQ) =0,
soit 4 celle du systéme
Mz® — N* — p(P’2? — Q%)a® + 22°V p(MQ — NP) = 0, é 3) ()

M2x? — N* — p(P%* — Q%)a* — 227V p(MQ — NP) = 0.

(*) Dans cette formule, 1+ est un nombre impair, égal ou supérieur & 3. Quant au nombre
entier k, il est le plus grand qui satisfasse aux conditions :

6k=rp+3, ou 6k=pu-+1, ou 6k=wpr—1, ou 6k=p—3.

(**) On suppose
=Mz +N, Z=(Pz+Qz . . . . . . . .. N )

Y, Z étant les polynomes de Gauss, et M, N, P, Q, des fonctions paires. (Mém. sur certaines
décompositions. . .., p. 50.)
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2. Réduites. Soient, pour abréger, A, B, C, D les premiers membres des
équations (2), (3), et «, 8 des facteurs numériques. On a

x¥ —1

[=eAB=BCD. . .. ... L)

. z—

Donc les équations

ont des racines communes, appartenant a I'équation
A—C=0. . .. . . ... .. (6
Or, ‘
A —C=2p(Px* — Q)x* + 2V p(MPx* — NQ)z* — 2V p(MQ — NP)z*
=22 Vp(Px—Q)[V/p(Px + Q)x + Mx + N].

En négligeant le facteur (P
tion (6):

Q), nous avons ainsi, au lieu de I'équa-

Vp(Px + Q) + Mz + N=0 . e (7)

Telle est I'une des réduites de la proposée. Les trois autres, qui s'en
déduisent immédiatement, sont

‘\/;)(px—Q)x—qu-N;o,A N
—VpPr+Qr+Me+N=0,. . . . . . . . . (9
—VpPr—Qz—Mx+N=0 . . . . . . . . .(10)

3. Remarques. 1. Chacune de ces réduites est du degré de N, savoir :
—1 N
E== (**). Donc, a cause de N = 2 pour & — O (***), nous avons cette

identité :

16(2%=2 4 2P 4 ...+ x* + 1) = [(Mx + N)* — p(Px + Q)*z*] [(Mx — N)* — p(Px — Q)%?).

(*) Si les polynémes A, C étaient premiers entre eux, A diviserait D; et cette conclusion
ne différe, de la premiére, que par un changement de letires.
(**) LeGeNDRE, Théorie des Nombres, t. 1, p. 195.
(***) Loe. cit.
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II. On peut la mettre sous une forme plus simple.

Soient

Y = Mx + N = o), §=Px+<p=¢(m).
Alors

—Mr +N=¢—zx) — Px+o={(—a).
Donc

162772 + 2% F o4 o - 2?4+ 1) = [¢*(x) — p2Y(x)] [H(— &) — prP*(— x)] .

Il1l. Les diverses parties du second membre sont divisibles par p,
excepté [¢{x)s(— )% Si I'on suppose & = 1, le premier membre devient
16p. Conséquemment : des deux quantités ¢(1), o(— 1), une, au moins,

est divisible par p (*).

IV. Le facteur ¢*(x) — par?y?(x) est, d’aprés le théoréme de Gauss, égal a

Mot 4 a4 e 4 x4 1),

™ Par conséquent, le second facteur égale

ot — P+ o —x - 1),

et la relation (A) se réduit a celle-ci :

gt =@ " ) (e — 2Pt o —2x 1), (B)

laquelle est connue et presque évidente (**).

4. Application. Si p = 13, on a

plx) = 22" + x* + ha' —a® + 4o’ + & + 2,

Ylx) = ot + 2® + 1 (")

’

*) Voir, sur ce sujet, le Mémoire cité (p. 54..
(**) Nous y reviendrons.
(***) LEGENDRE, Théorie des Nombres, t. Il, p. 195.
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donc
p(— &) =2a° — a® -+ bt + 2° + bx’ —z + 2,

Y—a)=2a" + 2"+ 1;
puis, au lieu de (A):

,16(:’/,2‘_._:”22_“ x20+m|8+xlﬁ+x“_'_mﬂ_'_xlo_'_ws_._mﬁ_'_xl + x2+ ‘)
=[(22° + ® + 4x* — 2 + ba® 4+ & + 2)"— 1327 (2* + 2 + 1)7]

X [(22° — x° + 4t + a* + da’ — x + 2)° — 132%(x* + 2* + 1)’].

Effectivement, le premier facteur égale

4" 4 110 4- 1628 4+ 2° + + -+ 4+ da'! + 1620 — 4a® 4+ 162" + La” + -
+ 8x° — 2x® + 827 + 2x® + ... — 8x7 4 32x° 4+ ... — 132} (@® + 22° + Bxt + ..)

=4 2" 2+ 2+ 2T af )

Il n’est pas besoin de continuer.

5. Autre méthode. Reprenons I'identité

Pty el =" e ) (@ — PP — x4 1), (B)

conséquence immédiate de celle-ci :

r—1 2P —1 xf +

1 z—1 z+1 .

Le théoréme de Gauss, appliqué au premier facteur, le transforme en

l‘ 2 212

3 [P'®) — pa'¢i(a)]
De méme,

P — Pt —x ] = 1 [¢*(— x) — px’Y*(— x)].
4

Ainsi :

16(x°~% 4= g% & oo 4+ 1) = [¢*(x) — px®P*(@)][¢*(— x) — px*P¥(— x)] . . (A)
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Les calculs précédents sont donc inutiles (*).

6. Autres réduites. Les polynomes %—:—:, o), ¢(x) sont symétriques (**).

Conséquemment, si I'on pose, suivant I'usage,

ac+1—=Z=Z,, x"+4—n=Z,,,. B ()]
x x .
I'équation
P gt P - 1=0. e e . (19
deviendra
Zys+Zy o+ - +Li+1=0; . . . . . . . .13

et les réduites (), (8), (9), (10) seront remplacces par quatre équations
s p—1 . .
en z, du degré —— = u, et dont toutes les racines sont réelles.

7. Application. Quand p = 13, ou ». = 3, on trouve :

2z3—z?—-2z+5+\/1_5(z’—1)=0, B )

98 — 22— 22+ 3—V13(—1)=0, . . . . . . .(13)
92° + 22 — 2 —3 + V153(z2 —1)=0, . . . . . . .(16)
2 +22—22—3 V1322 —1)=0. . . . . . (17)(™)

8. Remarque. 1° Les racines de I'équation (14) sont

107 12r 4
z,=QcosE, 2y = 2€0S 3 z3=2cos-—n,

et 'on a
10 + 12 + 4 = 26,

(*) Excepté, bien entendu, ceux qui se rapportent 4 la seconde décomposition de
) x? —1

4 .
TP —1

(**) Cest-a-dire que, dans chacun d’eux, les termes également éloignés des extrémes ont
méme coeflicient.
(***) Les racines sont, ont le sait, comprises dans la formule
2T

3=2C0S —.
13
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2° Les racines de I'équation (15) sont

—Zyy — Zg, — Z5.

3° Les racines de 'équation (16) sont

27 . 67 187
t.;—?cosﬁ, CQ=ZcosZS, C5 = 2c0s —;

et I'on a
2+ 6+ 18 =26 (*).

4° Les racines de I’équation (17) sont

_‘CH— t‘h_t-.’»-

9. Développement de Z,. Les racines imaginaires de I'équation

W —1=0 . . . . . ... (18)
sont données par la formule
g=cosp =V —1dsing, . . . . . . . . . (19
pourvu que
Ur
‘P=?,
[ étant un nombre entier.
- Par suite,
Z,=2¢c0snQ; . . . . . « . .« « . . .(20)
et, en particulier, :
Zy=2=2C0SQ. . . . « « « . . . . .(21)

(*) Ainsi le nombre 13 est décomposable, de deux maniéres essenticllement différentes,
en trois parties inégales. Je ne pense pas que cette propriété puisse étre généralisée. Si, par
exemple, p — 4, dot p =17, 0na °

1T=1+2+3+1N=24+34+4+8="--

mais ces décompositions ne sont pas essentiellement différentes : la partie 2 se trouve dans
'une et dans Pautre.

Tome XLVIII. ‘ 11
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On conclut, de ces valeurs :

!
sincp-=§ Vi — 2%

z 4.V 2t — 4»)" (z—l/z"—/;)"
4

. 5 . (22)

Z,,=(

10. Identité remarquable. On peul, de différentes maniéres, démontrer
la formule
coan;=2Agkcos"""q), B 5]
=0
en posant

i
AM = (—" ')k 2"_%—' 1}‘?]{; C,,_k_ ke o . . . . . . ('_)/l-) (*)

Si I'on a égard aux relations (20), (21),(22), on trouve I'identité :

z+ V28— 4\" — V2t A\
(__z__) +(i——,z— ’)=2(—n)* G M (O

2 2 =0 n —

dans laquelle le second membre est

n n'n - 3) n(n — 4)(n — B)
V — N _ an-2 n-4 __ n
() =2"— 327+ —— 1 2.3

n

-6 e (**k)‘

11. Exemple. Soit n = 1T. Alors
Vi(z)=2" — 72° + 142° — 7z
D’un autre coté, le premier membre de (C) égale
é[z’ + 21252 — &) + 382%(2% — &) + Tz(2? — 4)°],
ou
é[(i-iz’ — 4482° + 8967° — 7. 64z];

c’est-a-dire
27— 725 + 142® — T7z;
ete.

(*) Voir, par exemple, Nouvelle Correspondance mathématique, 1. VI, pp. 100 et 103.
(**) Elle est due, peut-étre, & M. E. Mayer (Comptes rendus, 25 février 1889).
(***) SERRET, Algébre supérieure, t. I, p. 238.
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12. Conséquences d'une formule de Viéte. Cette formule est celle qui
. i 1 . o
donne le développement de "% (*). Nous en avons conclu I'identite

sin @
n—1 \ (n —2)(n—73) .
1 — sin’g cos’p + ———————sin‘pcos’p — .--
prose 1.2 peose . (D)
= sin™0 + sin®**pcos’p + sin™*pcosip + - + cos™p.
Soit cos’y = y. Alors (D) devient
—1 ~9)(n—3 —3)n—4)n -3
! —"—r-(l —yy (i———l ).(; =2y (n ):" 2.2(" L —y)"’.'/5+~«)
n+1 n+4 (E)
_ Uyt =y
1—2y
. 1 k] 1
Soit encore y(1 — y)= 5 ; d'o
g 2t~ 4 | 2+ V22— 4 o5
y= %% , y=— P e . . (28)
et, par une réduction visible :
Lon—1 o (m—=2n—3) . (n—3)n—4n—=5) )
2 —— " e lgn-i_ "8 .
1 1.2 1.2.3
4 . (F)
= [Cogra2" + Copr3iz? — 4)2" % 4 Copy g2 — &)z o] ‘

13. Remarques. 1. Si 'on représente par F,(z) le premier membre de
celte identité, on trouve aisément

V@) =F,z)—F, 2. . . . . . . . . . .26

II. De (F), on déduit, comme cas particulier :

1— Cn—i.l + Cn-!,% - Cu—3,3 + e }

1 . N /.
= é—n [(‘u+i.l - 'j('n+l,5 + 5‘ch+|_ g '], ( (
1>+Cn-i,l+C:;-2_2+C:n-3,5+“‘

1 . (28
= ;2—,1 [Cn+a,1 + 5Cu+|.3 + 5iC,.+|.5 + ] ( )

(*) Troisiéme Mémoire sur les fonctions X,,, p. 9.
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I1I. Dans la relation (27), le premier membre se réduit & + 1, — 1 ou
zéro (*). 11 en est donc de méme pour le second membre.

IV. Dans Tidentité (28), le second membre équivaut 4

[(1 + VByH —(1 —V B+,

\2"+| ‘/5

Par conséquent, pour toute valeur entiére et positive de n :

[(1 4+ VB — (1 — VB ] . (29) (*%)

1+C 1+ Cyy+ Cu—5,3 + ==

VB

XII1I

SUR L’EQUATION 2" —1 =0 (***).

1. Préliminaires. Soil m — pg, les nombres p, q étant impairs et
premiers entre eux. Dans le petit Mémoire cité, j’ai démontré les propositions

suivantes :

1° Si l'on fait
(I —x)(1 —am)
(1 —ar)(1 —ar)

X, « v e

et que I'on représente par ¢(n) le nombre des solutions entiéres, non néga-

tives, de I'équation
pa+qb=mn, . . . . . . . . 002

*) Loc. cit., p. 10.
(**) Cette égalité, qui démontre une propriété du triangle arithmétique, parait due 2

M. Eoouarp Lucas (Recherches sur plusieurs owvrages de Léonard de Pise, pp. 9 et 10).
Dailleurs, la valeur commune des deux membres est le n*" terme de la série de Lamg
(ou plutét de Fisonacar) :
1,25, 8 813, ...

(Manuel des candidats & I'Ecole polytechnique, t. 1, p. 86).

(***) Complément et simplification d’une Note sur le méme sujet, publiée dans les
Bulletins de I Académie (1870). Un extrait de la Note actuelle a été communiqué au Congrés
de Paris, le 8 aout 1889.
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on a
n=(=1) (g1

=Y [pn) —@m — N]x", . . . . . . .. ()

20
pn) —on—A)==xdouzéro . . . . . . . . (&)
2. Calcul de X. La Note citée contient deux maniéres de former X. Celle

qui suit est plus rapide. v
On a, en effectuant la division de 1 — x? par 1 — a?:

X=(4_x)l+w"+x‘z"+~~+x(”""”
1 —ar
ou
X=(1 -2 +af +27+ - -4+ 20W[l 27 +a"+2"+...]. . . (8)

Le dernier terme de X doit étre xP7+'—P—9' = x?-V0—1_§j donc on

multiplie
1 + 2" 4+ 2% 4 ... 4 gl-¥r

par

1+ o7 + 2% + 2% + ...,

en négligeant tous les termes dont le degré surpasse (p —1) (¢ —1), le
polynome P ainsi obtenu, multiplié par 1 —a (avec la précaution indiquée),
donnera X.

3. Suite. On peut encore, pour plus de simplicité, former les expo-

sants de x.
‘A cet effet, soient les progressions :

0, P 2p,....,(¢ —2)p;
q, P+ q, 2p+q, e H
29, p+2q 2p+2q, ........ .... ;

3¢, p+3q9, 2+3q ............ ;

dont aucun terme ne surpasse (p — 1) (¢ —1). Ces nombres sont les
exposants de x, dans les termes positifs de X.

(*) D’aprés un théoréme connu, ¢ (1) = 1 ou zéro.
¢
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Si, a chacun d’eux, on ajoute 'unité, on forme les nouvelles progressions
) ) ta)

1, p+1, 2p 4+ 1, (g —2)p + 1
q+1, p+q+1, 2p + g+, 5
29+1, p+2q+1, 2p+2 + 1, ...l 5
3q+1, p+3qg+1, Zp+3qg-+4,. .., H

Ces nombres sont les exposants de x, dans les termes négatifs de X.

4. Application. Soient p="T, q¢ = 5. Les premiéres progressions sont :

o, 7, 14, 21;
5, 12, 19;
10, 17, 24;
15, 22;

‘ 20;

et les autres :

1, 8, 15, 22;
6, 13, 20;
11, 18;
16, 23;
21.

Suppression faite des termes semblables, ces deux suites se réduisent &
0, 17, 14 '
5, 12, 19;
10, 17, 2%;
1, 8;
11, 18;
16, 23.
Donc

4

Xl —z40'— 2 4+0 — 2+ 2" — " a2 — 7 — 2% 1" — P 2,

Tel est le quotient de

1+ a7 + &'+ 2+ x®

par
1 4+2 + o+ 2+ a*;
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de
1 4+ o8 + 2+ 2 + 20 + 2% 4 o
par
1+ 2+ o+ 2+ o'+ x® + 25%);
et de
1 —x—a® 4 2%
par

1 —a% — a7 4+ 22,

5. Autre développement de X. Par la formule (3),

X=[p0) —gi—1)] +[e(1) - ¢ 0)]x + [¢/2) — @(1)]x* +
+[elp—Ulg = 1) —elpg —p — q)Jx>01-".
Mais, évidemment, o(— 1) = 0. De plus, ¢(p — 1) (¢ — 1) =1 (*").
Donc
X={ —zx)[I +¢l)x +2)x* + «+- + @lpg — p — q)x?7™P~4] + glr-N=-1,  (G)

6. Valeur de P. D’aprés les égalités (1) et

X=(—x)pgP D0 0 000 (7)™
on a :
P=1+0¢(t)r+92)x*+ -+ +0pg—p—quarer, . . . . . . . . . (8
p— 14 v+ x4+ xf ) — g (] oo g x"“);

(t =21 —a)
puis, par une réduction visible,

14 a8 4+ a + oo gl — gD 4 2?20 Y
P= g - (9

7. Remarques. 1. La comparaison des valeurs (8) et (9) donne cette

nouvelle identité :

14+ 2% 2% 4 oon g7 — gD (] g a4 g9

t—at SENCY
=1+ q)(l)x -+ ?(2)12 R @(pq —p _q)wP'I—P‘ll.

(*) Bulletin, mars 1870, p. 3.
") Bulletin, mars 1870, p. 186.
(***) Celle-ci résulte du paragraphe 2.
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II. Dans le premier membre, on peut changer p en ¢, et ¢ en p.

III. Si l'on fait & = 1, la fraction prend la forme g La vraie valeur
est 3(p — 1) (g — 1). Conséquemment,

01+ 9(2) + - + 0{pg — p— ) =3 (p — 1)(g — 1),
ou, ce qui revient au méme (*),
A+ o)+ -+ glp —Nlg— =5 p—Dg—1). - - - - (10)
IV. Cette nouvelle égalité peut étre énoncée ainsi :

De 1 a(p-—1) (q—1) inclusivement, il existe autant de nombres ayant
la forme pa + qb, que de nombres wayant pas cette forme (**). ’

8. Autre théoréme. Dans l'identité (A), prenons = 2, et appelons N la
valeur commune des deux membres, de maniére que
Q=09 (21— 1) L[| 4 2 + 2% 4 ... 4 20P]
2 — 1 _ N (XD
=1 2.9(1) + 28.9(2) + + - 4 10 pg — p — q).

D’aprés Euler, le nombre entier N est, d'une seule maniére, la somme de
plusieurs puissances de 2. Soit 2* un terme de cette somme. Alors

Pla) = + 1.
Si, au contraire, 2° n’entre pas dans la décomposition de N,

¢(p) = 0.
Conséquemment :
1° La fraction
Q01914 4] —[I + 2° 4 2P 4.\ 4 Q-]
927 — 1

est réductible & un nombre entier N ;

(*) Acausede 1= ¢ (p—1) (g —1).
(*) On ne doit pas oublier que p, g sont impairs, premiers entre eux. Ce petit théoreme
résulte, immédiatement, de la relation connue : ,
p(n)+o(pg—p—g - n)=1.
(Bulletin, mars 1870, p. 185).
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20 Si, conformément d la remarque d’Euler, on suppose

N=Y¥2¢
dd

on a
(p(a)-—— + 1.

9. Exemple. Soient, comme précédemment, p = 7, ¢ — 5. Alors
9%, (28— 1) —[1 + 2 4 2% 4 9%
N= P
16777216. 15 — (1 + 128 + 16384 + 2097 152)
- 51
951 658 240 — 2113 665
o 31

= 8049 825.

Ce dernier nombre, comme on le vérifie aisément, égale
9% 4 Q¥ 4 W0 4 2 - Q7 - 91 - QM 91 L 910 . 97 4 98 4,

et il est visible que les exposants 22, 21, 20, ... ont la forme Ta + 5b.

10. Remarque. Le numérateur

2220 — 1) —[1 + 27 + 2% 4 2%]
étant écrit ainsi :

2% 4+ 22 4+ 2 4+ 1) — (1 + 27 4 2% + 2%),
on voit qu'il est la somme des binémes
9% 9, 9797 gw__ogu  9%__ 4
dont chacun est divisible par 2° — 1. On a donc, tout de suite,
N =22 4+ 1) + 27(2" + 2! 4+ 2° 4+ 1) 4 2% + 20 4 2% 4+ 29 4+ 25 4 {;

et cette expression ne différe pas de la précédente.

11. Généralisation. La fraction

PN o a2 e e 27— [ 4 a4 2P e 4 gl

x?—1

Tome XLVIII. 12



90 NOUVELLES NOTES

serait réductible & un polynome entier (ce qui a lieu), si le numérateur
était composé de (¢ — 1) binomes

P a—+} __ pip,
divisibles, chacun, par 27 — 1 (*). Cette condition revient a

: (p—1)(q — 1)+ 21— up=JII(q),
ou encore, a
pa+ gb=@—Nqg—1)+>x . . . . . . .. .12

Le second membre est compris entre (p —1) (g — 1) et p(g — 1).
Donc I'équation (12) admet une solution entiére, non négative (**). En
conséquence :

Le polynome

x(l’")(‘l“)(fl “+ I 4 xz [ S a;‘?_!) —_— [1 + 1P 4+ x’ﬁ 4 vee o x(ﬂ—z)PJ

est décomposable, d’une seule maniére, en (g — 1) bindmes dwvisibles, chacun,
par x3 —1.

12. Réduction de x™ —1 = 0. Reprenons I'égalité (1), en I'écrivant ainsi :

mo___ p___d q_,l
e e e 3
x—1 r—1 x—1

La proposée (abstraction faite de la racine 1), peut donc étre remplacée
par

PP e+ 1=0,. . . . . . . . .(14)
et e +1=0,. . . . . . . . .18
X=0 .. ... . .. .. ... .06

Chacune de ces équations est réciproque. Par conséquent, si I'on pose,
comme dans la Note XII :

1 1
TH-—=z=2Z, 2"+—=Z; . . . . . . . .17
x x

(*) Ondoitavoir A < g —1, p < ¢ — 1.
(**) Bulletin, p. 181.
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puis que l'on fasse, pour abréger,

p—1 g—1 (»—1)q—1)
@ = ﬁ:T, ry=—2—=91‘3, coe .. (18)

on aura les trois réduites :
Zy+Zoy+ - +Zi+1=0, . . . . . .. .. . (19)
Zp+Zﬁ_|+--o+Z,+’]=0, P 10}

Zy+AMZyy+AMZy g+ -+ A L, +A=0 . . . .(21)(

13. Remarque. La transformée de

"t i1 =0
est

ZmTfi-l—Zm_;s—Fn- +Z +1=0.
On a donc, identiquement :
Z%+Zm_;s+.--+z,+1

. . (B)
=(Zy+Zyy+ - + L +1)(Zg + Zgy+ o+ L + 4)(ZY+ AZy y+ - + Ay

14. Application. Soient p =3, ¢ = 5. A cause de

X=2!—a" 4+ —at 4+ 2> —ax + 1,

I'identité devient

Z;+Zi+Zi+Z2i+ 2+ Zy+ 2+ 1 =(Z +1)(Z + Z + 1)(Z‘;Z3+Z,—1).

D’aprés les valeurs rapportées dans la Note de 1870 (**), celte égalité se
réduit a ‘
2+ 2" — 62" — Bz - 102° + 62 — bz —1 = (2 + 1)(z* + 2 — 1) (¢ — 2° — hz* + bz +1);

ce qui est exact.

(*) Dans la derniére, on doit se le rappeler, les coeflicients sont + 1, — 1 ou 0.

(**) L'expression de Z,, contient une faute typographique. Au lieu de — 1122* on doit
lire : —1122°.
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xIv ().

UNE FORMULE RELATIVE A DES FONCTIONS CIRCULAIRES.

1. Formule de Viéte (**). On a, g étant impair :

sings eV _ g0V

siné AV _ 0V T
ou
sinq¢
ana = 2[cos(q —1)8 + cos(q — 3)6 + -+ + cos26] + 1 .

2. Suite. Si I'on change 6 en ps, et qu’on divise, on trouve

sinpqesina_ 2[cos(q — 1)po + cos(q — 5)po + .-+ + cos2ps] + 1
sinpssings  2[cos(g — 1)0 + cos(q —3)6 + - -+ + cos 20] + 1

et, & cause de la symétrie :

sinpqosing  2[cos(p — 1)q0 + cos(p — 3)q6 + -- - + cos2¢6] + 1

sinposingd  2[cos(p — 1)9 + cos(p — 3)8 + - -+ + cos 26] + 1

3. Réduction. Pour abréger, posons
sinpg9sin o
sin pésin g8 o

Il est visible que
e(ﬂﬂ)el/:-! (32 AV ,I)(e‘zﬂ Vi 1)

B dlee+8 V=1 ( POV __ g ) (82’19 VI _y )

Soient encore

V- = a, o = B

(*) Communiquée au Congrés de Paris.
(**) Voir la Note XII.
(***) Cette maniére de démontrer la formule de Viéte me parait simple.

Y Vo' oYY ot ——1)0 V'
= 08V -0V L g8V

y .

(1))

(4)

(8)
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L’égalité (5) devient
Q= _U=Al=py (6)

BRPCEDIED) =) —pY)

La nouvelle fraction ne différe, de X (*), que par un changement de
lettres. Donc (**) :
{1 — | — pre n=(p-1){g—1)
21—_2)((—1_‘137;= "2=0 [9(r) — p(n —1)]8",
| n=(p-1)(¢—1)

Q=——=3 [9(n) — pln — 1)] 0V T,

=118V =1 1=,

ou
n={p-1)(g—1)

Q=Y [p(n) — p(n —11]{ cos[2n —(p —1)(g—1)]s+V =1 sin[2n—(p—1)(g —)]o}- (7)

n=0

4. Suite. Supposons que I'on attribue & n deux valeurs complémentaires
inégales ; savoir :

’

n=n n=(p—1)(g—1)—n"
Les coefficients numériques, correspondants, seront :
o) —om —1),  ol(p—1A)(g—1)—n]—ol(p—1)(g—1)—n" —1].

Or, il est connu que

on) + gllp — 1) (g —1) — ' — 1] =1 ("),
ou .
p(n' — 1) +[(p—1)(g—1)—n]=1. . . . . . . . (8

Dés lors, les deux coefficients considérés sont égaux. De plus, les cosinus

sont égaux, les sinus sont égaux et de signes contraires. Enfin, pour
_ (p=1(g—1)
9

-

cos[2n — (p—1)(¢g —1))e=1, sin[2n—(p—1)(g—1))e=0.

n , 0N a:

(*) Voir la Note XIII.
(**) Bien entendu, p et q sont supposés impairs, premiers entre euz.
(***) Bulletin, mars 18170, p. 185.
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Légalité (7) se réduit donc 4
sin pgosin o 0 =i p-)g—1)-1

sinpesinqo_ - [p(n) — @(n — 1)]cos[(p — 1)(g — 1) — 2n)¢ "
o - V(o —1 .
vo[E=Re=t)_ o=to=t_ ]

Celle-ci est la formule annoncée.

3. Remarques. 1. On peut remplacer le premier membre par

cos (pqg — 1)8 — cos(pg + 1)6
cos(p — q)8 — cos(p + q)é

Ainsi, cette fraction représente le double dune somme algébrique de
cosinus ().
II. A cause de

0 [(p - 4)9(q — 4)] +o [(P— 4)2('1 —N_ 4] —1, (™)

la seconde ligne de (A) peut étre remplacée par

% [(p—- 4)2(q—4)] .

Elle se réduit donc a = 1 (***).

6. Application. Soiemt p =17, ¢ = 5. On doit trouver -

c0s 349 — cos 366 n=i
——r =2 — ¢n —1 2% — 2n) — .
0526 — cos 100 ,;, [9(n) — g(n JJeos ( n) + ¢(12) —g(11);

(*) Abstraction faite de la seconde ligne.
(**) Cas particulier de la relation (8).
(***) Quand I’équation
(p—Nlg—1)
2

k4

pa—+gb=

admet une solution en nombres entiers, la valeur du bindéme est + 1. Dans le cas
contraire, elle est — 1.
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ou, si 'on fait 20 = w :

c0s 17w — cos 18w =4
LosTie— o5 7%0 o o N N
COSw — €OS 6w 2’.% [(P(n) q’(n |)] COS(I 2 n)ca + ?(1 ) <P(l ,1) (8)
On a:

¢(—1)=0, ¢0)=1, ¢(1)=0, ¢2)=0, ¢(3)=0, ¢(4)=0, ¢8)=1, ¢6)=0,
o) =1, 98)=0, ¢(9)=0, g(10)=1, o(11)=0, ¢(12)=1.
Donc I'égalité (8) se réduit a celle-ci :

¢0s 17w — cos 18w
€0s o — €o0s 6w

=2[c0s 120 — cos 11o + cosT7w — cos6s + cosbo — cos 4w + €0s 20 — cosw] + 1.
Pour la vérifier, chassons le dénominateur.
Le produit du second membre, par cos «, est
c0s 13w — cos 12 -+ cos 8o — €0s 7w + €05 6@ — c0s Bw + €os 159 — cos 20 + ¢os »
+ ¢0s 110 — cos 100 + cos 6w — cos Bw + cos 4o — ¢0s 3¢ + cosw — 1.
Le produit par — cos 6w :

— 08 18w 4+ c0s 17w — c0s 13w + cos 120 — cos 11w + cos 100 — cos 8w + cos 7o — cos Gw.

—c0s 6w + cosbow —coso + 1 — C0S®w -+ €0S20 — €OS 4w + cOs B .

Enfin, la somme de ces deux quantités se réduit & — cos 18w + 17a.

7. Intégrale définie. Si I'on fait, pour abréger,
A, =og(n) —on —1),
I'égalité (A) peut étre écrite ainsi :

n=(p—1) (=11

= T — 1) — 9nls
sin posin g6 220 A,cos[(p—1)(g —1) — 2n] }

i e R

sinpqbsin 6

... . (B)
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Cela posé, multiplions par cos[(p — 1)(q — 1) — 2n]¢ds, puis intégrons
entre 0 et =. Nous aurons

o
/ SINPAOSING s Tlp — 1) (g — 1) — 2n]eds
.0

smpesmqo
—QEA"/ cos[(p — 1) (g — 1) — 2n'Jocos[(p — 1) (g — 1) — 2n]ods
+ QA,,/ cos”(p — 1)(qg — 1) — 2nJods
.0

-+ Qcp[(ﬂ-—_”v(—q_‘l- i] /.ﬂcos[(p—'l)(q—ll)— 2n]ode.

1

[

Or: 1° La derniére intégrale est nulle, parce que (p —1)(¢ — 1) — 2n
est posilif.

2° De méme,

Q/Wcos[(p —1)(g — 1) — 2n'Teos[(p — 1)(q — 1) — 2n]ods

0

T
=/ cos2[(p —1)(g — 1) —n — »']d8 + cos (2n' — 2n)8dd = 0.
.,0 A

3° Le coefficient de A, est

/7{]1 + cos2[(p — 1)(g —1) — 2n6ds = =.

0

Donc I'égalité (9) devient

*T sinpqosin o . o _. o ‘
0/ sin posin ga S L(P — 1)@ = 1) — 2n]eds = nfo(n) ?(n H ... (©

D’aprés une remarque faite plusieurs fois, cetle intégrale définie égale
+ m, —a, ou zéro.
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8. Application. Soient, comme précédemment, p =7, ¢ = 5 ; puis n = 0,
1, ..., 11. La derniére relation donne, en particulier :

/7" sin 356 sin 8
sin 74 sin B4
o

/"" sin 350 sin 0
’ sin 74sin 56

/"’ sin 356sin ¢
- sin76sin 56
[

7 sin 354 sin 6
. sin 70 sin 59
0
/"’ sin 356 sin 6
sin 76 sin 50
0

/"’sin 356sin6
. sin 74sin 59
[}

9. Autre intégrale. Si, dans (C), on faitn =0, 1, 2, ...,

c0s 240d0 = r,

€08 2249 = — =,

c0s2006d4 = 0,

cos186do = 0,

cos166ds =0,

cos146do = m,

et que I'on ajoute, on trouve

*7 sin pgosin 8
/'TﬂL—SM=
. sin pé sin ¢
[

en supposant

S =1c0529 + cOS4H 4+ -+ + cos[

D’aprés une formule connue,

S =

Tome XLVIII.

'(p—i)(q—i)

Ccos

7 sin 356sin 4 .
— cos120do = — n ,
sin 76sin 5o

7 sin 350sin 6
/ ——————c0s 104do = 7,

sin 76 sin 56

7 sin356sin 0
_— c0s 86ds = — r,
sin 76sin b9

7 sin 354sin 6
/ ——————c0s69d6 =0,

sin79sin B4

7 sin 356 sin 6
—————— 05 40d0 = =,
sin 70 sin 59

7 sin 356 sin 6 :
——— 05 26d8 = — 7.
. sin 70 sin 86

2

] e

p—1)g—1) 1]9.
2

2

asin[(P_”(q-“— 1]6

2

sing

13

(P—i)(q—i)_,l,

)
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D’autre part, ¢(— 1) — 0. Donc, finalement,

R % Do

sinpqecos(p—1)2(‘]_])esin|:(’)—')2((1 l)—-— 1]0 ; | 1
- de:,w[m_.],(m
sin posin g9 9

Par exemple,

T sin359cos 126sin 114
/ e — (1) =0,
. sin 76sin 56

0

Ainsi, la somme des douze intégrales ci-dessus (8) doit étre nulle. Cest

ce qui a lieu. '

Liége, 25 septembre 1889.

ERRATA.

Page 34, derniére formule. Au lieu de (32 sin’p — 32 sin’p + 6 sin g)p, lisez :
(32 sin®p — 32 sin’p + 6 sin ¢)do.

w—1

-

Page 68, formule (E). Au lieu de

. —1
, lisex ; ——.
2

Page 88, ligne 8. Au lieu de (p — 1) (g —1) inclusivement, lises p —1) (g — 1), inclusi-
vement, . -



