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I. Si la quantité A
A
;\::/x“cp(x)tlx N ¢ )
’0

est finie, on- a, par le changement de x en x?, I'identit

/4 [w"‘cp(x)—px’*‘a*'g“cp(xﬁ)]dx=O; N ¢

.
0

mais, si A esl imfinie, la relation (2) peut w'étre plus exacte. Cest ce que les
exemples suivants vout démontrer.

II. Supposons que, A étant infinie, 'intégrale
=} N
B=/ w"‘tp(x)-{x.(lx e e e (3)
o
soit finie. Alors, d’aprés I'identité (2) :
4 .
/ [2°9 (@) — P2 to(@f)] Lxdz=0() . . . . (b

(*) Par le changement de x en z°, 'z devient gL x.
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IIl. Le premier membre est la dérivée, relative i «, de

/ ' [x"‘qa(ac)—@x“ﬁ"/’“’cp(xﬁ)-l(l.r. _

0

Par conséquent,

/ [a*p(x) - pePrBlof)de =05 . . . . . L . (3)

0

G étant une constante. La valeur de G, qui west pas nécessairement nulle,
est donuée par la formule

t= / ' [o(x) — pef~to(@f)]dx . . . . . . . . (6)

IV. Soit ¢(2) = ﬁ Jobserve, dabord, que les conditions indiquées
ci-dessus sont remplies. En effet :

U x%dx ¥ fx » 1
,]o N R . :).o / ~ d —_ — .
./ | — *s . — 2(n+a+’|)2()

0 0 1

Cela posé, la formule (6) donne

o C=/.l dx _Eacﬁ“dx —|e — ‘.
1—a "1—axB 1 —x

0

Pour « = 0, la fraction se réduit & 1; pour £ = 1, elle prend la forme
0 .
5+ la vraie valeur est 5. Donc

C=4p;. . . . « . o . .

N X PRz ; |
./ [I—w—{a1_xl3:,dm='{ﬁ B )

puis

(*) Bierens bE Haaw, t. CVIIL. La premiére formule est évidente ; la seconde se démontre
trés facilement.
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J

Je peuse que cetle remarquable intégrale délinie est nouvelle. Quand
3 = 2, elle se réduit a

A v ‘L'?‘X_H
0

L
/ ‘l—cr‘-'(l 4 & — 2 dx = §2;

ou

valeur connue (7).
V. Dans I'égalité
1
/ [e7o(x) — pa*Befty (@) de =€, o (5)
i

le second membre est une fonction de £: G=F(3). La dérivée de la quan-
tité entre parenthéses est

— B3t (aB) — p[(« -+ 1) (xP)+ 23¢' (aF)) 257+E1 L.
Donc

0

,/“x“ﬁ*‘ﬂ‘ cp(au‘ 6[(a+l) o(x) +ux! 5 (:rﬁ)]_f'x de=—T'p). . . )

1
1 —a?

En particulier, si () —

1 o+ Bt . f
/mf1 x5+ﬁ[(a+-l)(|—xﬁ)-*-m’J][’x;(lx:—;, . (10

tJ
0

Voici donc une autre intégrale définie, d’apparence compliquée, dont la
valeur est fort simple. Lorsque « = 0,

I
i
0

et, sif=1":
1
/ 1 s* — ) l"‘“"‘lfﬂ? +-L’JJ((1.1;__-. 1.
— x)

(*) Note sur une formule de M. Bolésu. Ce cas particulier a été 'occasion du petit travail
actuel.

™) La vérification est [acile.



6 REMARQUES SUR CERTAINES INTEGRALES DEFINIES.

VI Soit ¢ (&)= , m’étant un noml)re entier, auquel cas :

I""

Xy ' ng‘—l .
— — de =F(®©). . . . . . « . (12
/ [' — ™ { — 17'"‘3] x (l ) ( )
0

Par la théorie connue :

1 1 2" 207 e S e v - (e — 1)
n = + =1 m-2 ’
| —x m(t — x) mx" ™t a1
1 | xm—2d QM= ., -F(HL —1 ) 2"

= -+ .
1—am8  m(l—a3)  m[a" 98 4+ 2" DBy 4 x34-1)]

Donc, en négligeaut une intégrale nulle (1) :

1 o1 I: 1 (515 —1

n I —ux ‘I — xP
0

:I doe =F(p);

puis, par la formule (8),

Aivsi :
! 1 paB~! 1 )
/ [i"_’xr_n"a____ﬁé]dxsﬁfﬁ’ Coe L (13)

et, plus généralement,

1 x> Aadas -1
/ [‘l—x”'-—'l—-.:,""’] ' ——{(5 N ()

o

Par exemple, comme on le vérifie sans difficulté,

5

! x x
—2 dav-— - {2,
/ [1 —a? 1 —at ] {
-0
i*) Si I'on suppose » = m — 1, on trouve cette formule, presque évidente :

1 am—1 am -1 {
-3 doe = — > 8.
,_/ | —am I —am5 m { p

°
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VII. Dans la relation (8), développons chacune des fractions. La quantité
entre parenthéses devient

2% 4 x0T e — BB (L a3 a® ),

Nous avons done,

1 1 1 1
fp: + — e - —_ :
a+1 a+2 (¢« +~1)B a1
1 1 1 1
“+ e e A e —
Tl (a1 b2 (- 2p a+2y - - (18)
1 1 1 1
+ + A+ —
(a+2)p+1 (24+2)+ 2 (x +3) «+3
~+ . . . . . . . . . . . . P (")‘[
On déduit, de cetle formule générale :
1 1 1
_(“ﬁ_—_,— 1 4+ é -+ §+ ...... -+ IE_'I \
1 1 11
“+ — + 4 e — —— .
g+ 1 5+ 2 26 2 R (16)
1 1 1 1
+ + - =
6 +1 28+2 T35
e e e e e e ,;
111 11
fﬁ_é—o—gq_z_;_ ........ _2—6 él
1 1 1 1)
+ - e —— =
+1 3o TBE 2y . .. .. D
1 1 1 1‘
+ + e e — — —
3+1  8+2 a4 !
. |
e o . . . . . . I

*) Si Pon fait
1 { 1 1
Wy = -

-+ - 4+
(r4n—1B41  (z4n—1)2 41 (M2 2 4n'

on trouve, pour n > 1 :
1

0L, {do—mo—— .
(40— 1)(z+ 1)

n

Conséquemment, la série est convergente.
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puis, par exemple :

S R DY PO
bl bt
fg___%+%+<é__%)+(;_%)+. @0

Le premier développement est connu; les autres n’en différent qu’en
apparence.

VIIl. Supposons ¢(x)= 4—'; les formules (%) et (3) deviennent

' 4
/ [a* — BB+t ] da =0,
v

A% BB
()—_=F(p)=/ AL S )
; L=

La premiére relation est évidente. Quant & la seconde, elle se réduit &

ol x’l,3+,3—4
/de:—-('@,()». @)

0

IX. Nous pensons que les applications précédentes suffisent & montrer
Pwtilité des formules (4) et (3).

Liége, 11 mars 18817,

*) BIERENS DE Haax, t. CLXVI.




