SECONDE NOTE

SUR

LES FONCTIONS X,;

PAR

E. CATALAN, N

ASSOCIE DE L'ACADEMIE.

(Présentée a la Classe des sciences, dans la séance du 7 aoul 1886.)

Toue XLVII 1






SECONDE NOTE

SUR LES FONCTIONS X.".

1. De la relation

dX, dX,_,

(1 — x)(dx -+ —ﬁ) =n(X,.,—X,) ("), (b
résulte
=+ L+t
/ (" — P+ (dX, + dX,_))=n / (a*X,_, — x*X,)dx,
4 —1
ou

+1 L
/ (xﬂdxu —+ w,'dxn - x’)-‘-ldxn - xp-l-ldx" -l) =n / (xpx"_‘ - xpxn)dx‘ e (9)

-1 -1

Supposons que les nombres n, p soient de méme parité, et que le
premier ne surpasse pas le second. Les intégrales -

+
/ x7dX,,, / xr HidX, / arX, _,dx

seront nulles. _
En effet, dans la premiére, par exemple, tous les termes de ‘f,’fv" sont de
dX,
méme parité que n—1; xf -

est une fonction ¢mpaire, ete.

(") Rechercles sur les fonctions X,, de Legendre : premier Mémoire (in-8°), octobre 1879;
premiére Note (in-4°), octobre 1880; deuxiéme Mémoire (in-4°), aolt 1881 ; troisiéme Mémoire
(in-4°), octobre 4885;seconde Nole (in-4°), novembre 1886.

(**) Premier Mémoire, p. 5.
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L’égalité (2) se réduit donc 4

+4
/ xPdX, _ ,—/ xr+idX, =—n/ X dx .
Il est visible que :

+1 Vo
/ w”dX,,_,=—p/ X, _dx,

—_1 ~1

e +1
/ 2 +tdX, =—(p + l)/ xrX ,d.

—1 —1

Par conséquent, I'égalité (3) devient

1 p +1
/ x’X, dx = — / x?~'X, _ydx.
p+n+1J

—1

(4)

Cette relation (peut-étre nouvelle) en fait connaitre d’autres, assez impor-
p s I

tantes.

2. D’abord, si I'on fait attention que

o 2
/xp-n-t-lxldx == (i)’
p—n+3

on conclut, de (A):

+1 _.l] _.G_) oo —
/ x,)x”dx=2 P(p )(p ) (p n+ 2)

-1

+1 1.2.5 ...
[ emdpmg A2
! 1.5.5...2n + 1

—1

formules dues & Dirichlet (**).

(*) A cause de X, = .

(p+n+1)(p+n—1)(p—n+ 5)’

(**) La premiére est démontrée, d’'une autre maniére, dans notre deuxiéme Mémoire (p. 43).
[De méme que (B) est une conséquence immédiate de (A), (A) est une conséquence immédiate

de (B). — Remarque faite par le Rapporteur, M. De Tilly.]
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3. Multiplions, par 2", les deux membres de (B), puis faisons croitre
indéfiniment n. A cause de I'égalité

2 1
y ann _————— . 6
“ Vl—“lzxfz?, (®)

qui définit X,, (*), nous aurons, en désignant par K, le second membre de (B):

+1 a.pdx n=o0
/ = 3‘ K,z" (*").
V1 —2zx + 22

-1 n=9

Mais, si n surpasse p, K, =0 (***); donc, simplement,

- =9 zn, (C)
Ty VI— 2z + 22 see P+ +(p+n—1)...(p—n~+3)

/“ xfdx o7 pp—1) ... (p—n+2)

Ainsi, I'intégrale se réduit & un polynéme entier, du degré p, dont tous les
termes sont de méme parité (*).

4. Les considérations exposées & la fin du deuxiéme Mémoire (*) per-
mettent d’établir, autrement que nous venons de le faire, I'égalité (C).
- Posons

gy
) Vit @
et
' =AX, +A _ X, o+ - . (8)

(*) Premier Mémoirc, p. 4.
(**) La somme doit étre prise & partir de n =0, ou de n=1, selon que p cst pair ou impair.
(***) Cette propriété, évidente d’aprés la formule (B), résulte aussi d'un théoréme fondamen-
tal, di a Jacobi.
(™) Cette conclusion est d’dccord avec la formule 167 du deuxiéme Mémoire; mais, en outre,
le coefficient de z" est connu.
(") Pages 88 et suivantes.
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D’aprés la formule (B) et les propriétés des fonctions X, (*) :

2 A=9. 2.5 ...p ,
%p +1 3.8...2p + 1
2 4.5 .
A= —2 P
2p—3 5. 2p — 1
2 6.7
¢ Ap=2- P ’
2p—1 7.9...2p—3

[(2)— A + X, dx A / o+ X, st "
z2)= ———————— *+ A, 9 e ———
p_, V1 — 2zx + 2° ’ S V1 — 2z + 2°

ou (**)

2= 2p T %p iy LU
ou enfin
+ rd 2.5... 4.5 ... T
/ L=2[ 2 P 2"+ L 2"y 6 p z"“+'~]. (8}
Ly V1I—2zx + 2 3.5..2p + 1 5.7..2p —1 7.9. 2p—3

3. Remarque. — Si, dans I'équation (8), on fait =1, elle se réduit &
A, +A o+ A+ o=
Nous avons donc ce petit théoréme d’Arithmélique :
La somme des fractions

2.5 ... p §.5 .. p 6.7..p
@2p+ )————, ] p— _—
3.5.7.. 2p + 1 5.7..2p—1 79..2p—5

égale l'unite.

(*) Rappelées ci-dessus (p. 5).
(**) Premier Mémoire, p. 62.
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EN |

Par exemple :

25456 L3661
. -+ J. —+41.-=1.
35.7.911.13 5.7.9.11 7.9 7=
1y 254567 k36T A
5. 0——————— 4+ 11, + 7. L—= 1.
2 55.7.941.45.45 5.7.9.11.15 7901 729
6. Soit
1 — 222 + 22 = u?;
d’ou :

1 + 27— u?

X = ,
2z

u
dx = — — du.
z

Les limites de u sont 1 + 2, 1 — 2. Done la relation (C) devient

1 s . <’ pip—1)...(p—n~+2)
- — 1+ — " — "
(Qz)p+t/ ( Z—u)du 2 (p+n+1)(p+n—1)..(p—n+5)z' &

=0
1—2 n=j

Si p est pair, le développement du second membre est

L P g PP=NP—2 . pp—D).52
p+1 (p+N)(p+3)  (p—1)(p+1)(p-+3)(p+5) 5.5..2p + 1

et, si p est impair :

1 . ple=1) o plp—p—2)(p—3) PP —1) 32
p+2 plp+2)p+4  (pP-2p(p+2)(p+4(p+6) 35..2p +1

D’autre part, I'intégrale a pour valeur

1 1 s
[(1 + 2fu — 3 Cpi (1 + 27~ ® o+ 5 Cpo(l 4 252 — .. ]

1-z

1 1
= 2%(1 + 2%z —gC a1+ 2% (32 + 2°) + ng’,('l + 2728z 4+ 102° + 2%) — ...

1 [2 1 ~ (2 1)2 —1) .
p+ z+( p+ )p(Qp ,“)za+ ---+Z2"+‘ .
2p +1 1 1.2.3
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Conséquemment, si 'on pose, pour abréger :

1
Z= 1+ z%) — % Cpi(1+ 2" (3+ 2°) + 3 C,o(1 + 23?25 + 102" + 2') —

,,_4_"___ [Qp+1+(ﬁp+4)2P(9P“’)zz e "'+22":|’ oL “0)
2p + 1 1 1.2.3
on a cette double identité :

Z 1 P . pp—1)(p—2) . p(p—1)...3.2 .
— = -+ 2+ 2t zr air);
@2z, p+1 p+A)p+3)  (p—1)(p+1)(p+3)(p+5) 35..2p +1 (bpam);

1 —1 . j—1)... 3.
= 55+ P(]: ) A p(p_)o?zp (pimpair) . . . . (D)
p+2  pp+2)(p+ 4 3.5..2p + 1

7. On en conclurait d’autres, simplement numériques, en ordonnant,
suivant les puissances de 22, le polynome Z (*); et en égalant les coefficients
des mémes puissances de 22, dans les deux membres. On obtient ainsi,
par exemple,

1 1 1.2.5...p

1 1
1 — Gy = Cpg— m Cpy b oo e e 9 oL ()
A p+1 " g3 . 9pt

relation connue, dont la vérification est facile.

8. La valeur de Z, répondant & =1, est

1 1
P __ _ s —-C .90t __ . 9%
¥ =5 G ¥ g G op 1
Par conséquent,
1 1
1—=Cpy.2+ -G,y 20— = 9r
3 5 2p +1
! P plp—1)(p—2) p(p—1).. 3.2 .
—— s 5" 0 A ——————— (p pair) }, ()
p1 " (prA)(ps3)  (p—D(p+1)(p+3)p+5) 3.5.. 9p + 1
1 —1 —1)...3.2
= — + p(p ) 4 p(p—)_ (p tmpair).
p+2 plp+2pp+4 3.5...2p + 1

(*) Ce polyndme, dont lc degré est 2p, ne doit contenir aucun terme en 29, 22, ..... ; car
il est divisible par z”.
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9. Lorsque, dans I'intégrale

Atz
/ (1 + 2 —*pdu,

«
1-z

. ', . . . .
on suppose z=1, elle devient /(2 — w*)du; puis, si 'on fait u = 2sing :
0

™ =
ar+t / (1 — 2sin*q)r cos@rlp = 21+t /’ cos”29 . cos pdp.

.
0 0

La formule (9) est donc transformée en celle-ci :

T

- n=p pip—1)... (p—n+2)
* cos?20. cos odp =, ) ")
/ fo - coseiy Z?(P +n+1)(p+n—1)..(p—n+3) W

..
0

10. Une autre intégrale définie, dont la valeur est fort simple, fait
retomber sur le théoréme d’Arithmétique signalé précédemment (3).
Dans la formule de Dirichlet :

/+‘m”xnll.’l,’=—-f.) pp—1)...(p—n+ 2 . "
(p4n--4)p+n-—1)..(p—n+3)

R

supposons n=p, 0 = p — 2, n = p — 4%, ... ; nous aurons

1
/ xrdx
T

» n
(2n +1X, =2

n

plp—1)---(p—n+2)
(p+n+(p+rn—1.(p—n+3)

| ]

(20 + 1)

i b

P
0

0
. ”

D’aprés une formule connue (*),

r - dX
2 (). QP
?( " DX -dx

i A

.
(*) Premier Mémoire, p. 7

Towe XLVII. 9
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Le premier membre de I'égalité ci-dessus peut donc étre remplacé par

+1 A+ 1
/ ardX, = [xl)(,,+,] — p/ 2 IX e = 2,
. T
—1

—1

En conséquence,

"

"(Vz“ 1) plp—i)...(p—n+2) . ©)
(p+n—+ 1)(p+n——l)...(p—n+5)_ T

A

n

comme précédemment.

11. Comparaison entre deux intégrales. — Pour terminer, je vais réduire,
a l'intégrale eulérienne

: -5 )
/ x’(1—x) “dr =J’.(p + 4,:/,

]

o e L -1 . , o
I'intégrale / x"(1 4 &) *dx, conjuguée de la premiére.

Si, dans la relation

-+1 xPdx _Qns_—:p plp—1) ... (p—n-+2) . (©
VIi—dsr e 2 “(p+n+l)p+n—1).(p—n+3) "
[3 0

n=

-1

on suppose z =1, elle devient

+1 _4i _
ar(l —x) *do=2\/3F, (12)

F représentant la somme des fractions contenues sous le signe 3.
Le premier membre est décomposable en

.

0 _1 ’I
/ (1 —x) *dx -+ B (p + 1, 3)'
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Soit ¥ = —«; et, par conséquent,

-0 1 1 1 ! _1
/ (1 —x) 2(lac=/ (—a(l+a) “dr== .:t:/ a'(l + x) “dr,

—1 0 0

selon que p est pair ou impawr. La relation cherchée est donc
1 _ % l\ _
:I:/ ar(l +a) “dr=— B(p + 1, f’) _=‘2\/‘2F. (H)
y _,

Ainsi, lorsque Uexposant p est entier posilif, la somme ou la différence des
1 -1 . S
intégrales / x"(1 + x)7*dx, B(p 41, 1), est égale au produit de 22

par un 7&0711[)7'8 commensurable connu.

Spa, 23 juillet 1886.

ADDITION.

12. Autres relations. — A cause des formules (B), (E), la somme dési-
gnée par F se compose, indifféremment, de

o

i
/ (X, + Xpos + Xpog =+ o )dx (),
0

ou de

i 1 1
1 —-C,,.2+=C,,.28— ... &= 2r,
- p 1 o Py 2
9 o !

En outre, cette derniére quantité équivaut a _/° 2cos? 2. cospdy. (F).
0

(") Le dernier terme est X, on X, selon que p cst pair ou impair.



12 SECONDE NOTE SUR LES FONCTIONS X,.

Par conséquent, on a les trois égalités suivantes :

o ’
/ (X, + X, o4 X, 4+ jde=1—-C, .2 + =C, .2 —

1 . ~3 RV TR LIPS T ol
B(p+ 1,5) j:._/ 1+ a) dx-—.’\/-’z'l —‘g(‘.n,l + 5‘-,:.2'9 — ig})+1-' ("), (L)
0

(X 7
/ 2 (X, + X, o+ X, + -)dr = /"‘fcos”Qcp.coscpdqa. (M)
! 0

o
13. Reéduction d’'une itégrale. — Soit

4
N,,~_—/ 208729 cospde. - (19)
o

L'intégration par parties donne aisément

Tp____?pN,,_. +1 . ™)
2p + 1
Drailleurs, N, = 1; donc, par I'application de cette formule :
1 7 27 107
N=_, No=~, N=——, No=_——_, el
5 5.5 5.8.7 5.7.9
14. Remarque. — De I'égalité (14), on conclut encore :
@2p + 1N, =N, + N, o+ - 4+ N+ 1, . (P)

selon que p est pair ou impair. Voici donc une nouvelle propriété des
fonctions X,. '

Liége, 4 janvier 1886.

(*) Le signe + répondant au cas ot p est pair.




