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MEMOIRE

SUR

LES FONCTIONS X. DE LEGENDRE.

Les polyndmes, connus sous le nom de fonctions X,,, jouissent
de propriétés nombreuses, découvertes par LEGENDRE, LAPLACE,
RoDRIGUES, JacoBI, DIRICHLET, ..... Je me propose d'en indiquer
quelques autres, la plupart fort simples, et cependant non encore
signalées : au moins, je ne les ai rencontrées dans aucun des
ouvrages que jai pu consulter, pas méme dans le Traité des
fonctions sphériques, de M. HEinE.

Pour plus de clarté dans I'exposition, je rappellerai, sans les
démontrer, les théorémes fondamentaux (*).

X
RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS X,, ET LEURS DERIVEES.

1. Définition. Soient z et x deux quantités données; la pre-
miére, comprise entre 0 et I; la seconde, comprisc entre — 1
et + 1. Si I'on développe, suivant les puissances entiéres et
positives de z, la fonction

-1
u=(1—2zz+34"% . .. ... ... (n

(*) Un extrait, fort abrégé, du présent travail, a paru dans le Compte
rendu de la cinquiéme session de I’ Association frangaise, pour avancement
des sciences (Clermont-Ferrand, 1876).



(%)
le coefficient de z*, dans ce dévcloppement, est la fonclion X,.
Ainsi
u=X;+ Xz + X5+ X340 L. 0 L (2

2. Tueorene I. La fonction u satisfait d Uéquation

(1—a;’)%+(1—a:z)%= ur. ... . (3)

3. Tugoninr 1I. La fonction u salisfait i Uéquation

4. Tusorene 1II. On «a, entre X,_, et X, , la relation

no

oy

1 —2a?) Fra— n@X,_, —Xu). . - - ... (5)

8. Tusoreme IV. On «, entre X, et X,,, la relation

(1—2% B n(x xX.,) 6)
L= — X)L

6. Remarques. — 1. Si, aprés avoir changé n —1 en n, dans

I’égalité (5), on la combine avec I’égalité (6), on trouve .
(4 1)X,py — (20 4 DX, +nX,_ =0; . . . . . o)

relation’ connue.

1I. 1l en résulte

2n +1 + 1
T
n—+1 n+1 X, '’

n X,y

Xu—H _
X,

. ' . . 3 xu+l *
puis le développement, en fraction continue, de == (*).

(*) A cause deX,=1,X,=wx,0na:

Xe_zx_'_ 1 Xa_tjx [
Xi 2 2 o337 YI %
i 2 X1



(5)

11l L'équation (3), aux dérivées partielles, a pour intégrale

(@ — 2)p w_z)
u= - —_— .
(Vi—-ar;2

générale :

11 est facile de voir que la fonction (1) est comprise dans cette

formule.

7. Tutoneme V. Les fonctions X,_y, X, satisfont aux équations

dX, dX,_

(I - ‘T) (‘Jw__i_—ﬁl):n(xn—l—xn)) et (8)
dX, dX,_

“ +€U) (ﬁ_ Uz l) =n(X,L_1+X,,). « e s e (9)

En effct, si on combine, par addition, les égalités (5), (), et
quon supprime le facteur 1 + x, on trouve I'équation (8). De
méme, 'égalité (9) résulte d’une soustraction.

8. Remarque. Silon fait
xn -+ xn—l = Sn 3 Xn - xn—l = T,, )

les derniéres équations deviennent :

\

M= pnt, =0, +mZr _us,—0
Az n =1V, ( "‘c)';x—_" n— Y

Par conséquent, les polynomes S,, T,,, du n* degré, satisfont
aux équations du second ordre :

dDuwﬁZ]

dz

daT,
d [(1 -+ x) ]
dzr .
dzr

1 +a) +n?S,=0, ... ... (10)

(1- )

=4+0T,=0(*). ... .1

(*) Ces équations prouvent que : 1o S, est divisible par x+1; 2° T, est
divisible par x — 1; propriétés connues, et d'ailleurs évidentes par les éga-
lités (8), (9). ’
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9. Trioreme VI. On a, enire trois fonctions conséculives, les
relations

2 41 X,
Xn— ‘-X| =1 2 s e e e e e 12
! o n(n+l)( 7) dz ’ (12)
an-H an_
- _— =2 ), 13
do dz (@n+-1) (13)

1° Dans P’équation (5), changeons n en n + 1 : elle devient

(-

n

Eliminant «X,,, entre celle-ci et égalité (G), on trouve la rela-
tion (12).

2° Si I'on change 7 en n + 1, dans I'égalité (8), et que l'on
retranche, on obtient

dX,.+; dX,.'_a
(1 —x) -
dz dz

) =2+ 1)X,,— [(# 4 1)Xnss 4+ 1Xn 4 ].

D’aprés la relation (7), le second membre équivaut &

@n—+ )X, — @n+ 1)2X,;
donc
dXpp1  dXpy
dz  dx

= (2n 4+ 1)X,.

10. Corouraires. — I. Le polyndme X, —X,_, est divisible -

parx® — 1. '

I 8¢ Uon fait X, = 22 : 1° tous les coefficients du polynéme
Pn+l —_ 4Pn—l

sont divisibles par 2n + 1; 2° tous les coefficients du polyndme

dp n(n+l)
T sont divisibles par —35—; 5° tous les coefficients du poly-
nome

dz dx

dpn-l—l 4 (lP"_ 1

sont divisibles par 2(2n + 1).



(7)
On verra, plus loin, que les coefficients de P, sont enliers
Cela posé, aprés le changement indiqué, ’égalité (12) devient

nin-+1) dp
(Put — 4Put) —5— =@n+1N)(@*—1)—

e
ct I'égalité (13):

APrrt _y ®rt 500 1),
dz dx .

. i .
Or, les nombres enliers ﬂ"gi-), 2n + 1 sont premiers cntre

cux; ete.

21, Tugonine VI La fonction X, salisfait a Uéquation

dX,

——(ﬁ——+n(1z+l)x,f=0... (19

Si, dans D’équation (12), on prend les dérivées des deux
membres, et que 'on ait égard a la relation (15), on trouve le
résultat énoncé (*).

A2. Tutontme VIIL. Entre un nombre quelconque de fonctions
X,,, on a les relations :

dx,,
(t— w)d—z = —nX,+(2n —1)X, 1 — (21 —5)Xp-2 - = 3X, 551, (1)
X,
(142) Fr nX, = (20 — )Xas 4 (20— 3)Xp_a 4+ -+ 3X, 41, (16)

X,
2z = @ = DXuct (20 —B)Xa s+ (20— 9)Xo 5+ (*4). (17)

(*) Cette méthode me parait plus simple que celle qui a été employée par
M. Bertrano (Calcul différentiel , p. 358).
(**) Selon que v est pair ou impair, le dernier terme est 3X, ou 1.
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Si, dans les équations (8), (9), on change n en n — 1, n —2,...,
des éliminations trés-simples donnent les égalités (15) et (16).
Quant 4 la relation (17), elle résulte des deux premiéres (*).

3. Tukoneme IX. Les indices o, B, ¥ satisfaisant, de toutes

les mantéres possibles, a la condition

c+B4+y=mn,
ona '

dxﬂ
H o XXXy . . ...

dx
Si Pon prend I’équation de définition (1) :
(1 — 2z + z’)"’? =Xy + X5+ - + X, 204 -1,

on en déduit

_3 ax dX dXﬂ-H
{— 2045 T=—— - —23- g
( ) dx dx dz
ou
. dX, daxX, AX it
X,+X e X e e —Z 3"
(Xo+ X34+ X, 5"+ --) S . “+ et

)

(19)

Identifiant les deux membres, on trouve la relation (18).

14. Application. Soil n=3. Les décompositions de ce nombre

donnent

a=3,B=0,y=0; ¢2=0,8=3 9y=0; «a=0,08=0, y=3;

‘ac=2, B=1,9=0; ¢«=2,B=0,9=1; a=1, =2, y=0;

a=0,B=2 y=1; a=0,B=1, y=2; x=1, =0, y=2;

a=1, =1, y=1.

(*) A Tendroit cité, cette relation (17) est démontrée un peu longuement.
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On doit trouver

X _ 5%, 4 06X, X, + X3,
dx

ou
L 14005 — 60) = o (5% — 32) -+ 30 (3% — 1) + 2%
8 2

ce qui est exact (*).

15. Remarques. — 1. Lorsqlle x=1,onaX,=1,Xe=1,.....
Ainsi le second membre de la formule (18) devient égal au nombre

des solutions de
a«+B4y=n.

. . dXa1t
Ce nombre de solutions égale donc la valeur de ===, pour x=1.

En cffct, comme on le verra plus loin,

P b

(dxn+1 — (n -+ '1) (n -+ 2) .
dz >1—

et cette fraction est le nombre dont il s’agit.

Il. D’aprés cela, quand x =1, I'équation (19) devient
M 4+3+22+28+)P=1+435+ 052+ 1053+ ---;

résultat évident, par la formule du binéme.

1x

VALEURS DE Xo, X, Xg, X5, .....

16. Si I'on part des valeurs initiales :

(*) On simplifie les calculs analogues a celui-ci, en cherchant d’abord les
décompositions de n, essentiellement différentes, et en multipliant chaque
terme, XoXgXy , par un certain nombre de permutations.
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qui résultent de I'équation (1), on trouve, par la relation de ré-
currence (7) :

1 1 1
X,=7 (52" — 1), X;=; (2" —3az), X.,=§(-35a;‘—50w‘-’+3),
1 i 1 =ix ie
X5=§(6oa:5—70w°+15w), X6=1—((20|x6—olaw‘+lobm —3),
)
1
X, = m (42927 — 693x° -+ 3152° — 337),
Xy= m(G 43528 — 12 0122° +- 6 950x¢ — 1 260x® + 33),

17. Remarque. La méme équation, si Pon y fait x =1,
x=—1,2x=0, devient

1
u=1—2z7 u=14+32" u=(l+4 3% *

Par conséquent :
1° Pour x=1, X,=1;
2° Pour x=—1,X,=(—1)";
3° Pour x=20:
1.3.5...(n—1)

=0, Xp=bomre—0s

selon que n est impair ou pair (*).

IKX
EXPRESSIONS DIVERSES DE X, .
8. Formule de Rodrigues. Celte formule fondamentale, sou-
vent attribuée A Jacorr, est

1 dria? —1)n

X, =
"o 1,2.5... 0 dan

(*) X, fait exception a celte régle.
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Ellc résulte, comme on sait, de I'équation (1), combinée avece le

théoréme de Mac-LAaurin.
Si Pon développe (x2—1)", et quon prenne la dérivée n"™,

on a

1
X,, = ;Zp=0(— 1)an,p.C2n—9p,u$"_2p. PN (21)

19. Remarques. — I. La plus grande valeur de p est 12' ou f‘;_’
II. Le coefficient de x”, dans X, est —— 2,, Con, u-

20. Nous allons transformer, en intégrale définie, le produit

1
. 1.2 N 1.2.3...(2n — 2p)
C"""(‘zn_gp"'-l.ﬂ.s pX 125 (n—p)x 1.25 ..nx 1.2.3...(n —2p) '

A cet effet, observons que le second membre égale

. (
1.2.3...n x 1.2.3.. lﬂpx1°73 .(2n —2p)
123...2p x 1.23...(n —2p) 1.23.. nx125 -p X 1‘75 .(n—p)
G 1.2.5...2p‘x1 9;:) (2n—"p)
12.3...n° 1.2.3...p 1.2.3... (n—p)
. 1 1
Cp,
= B X (P (p+2)..2p X (1= p+ 1) —p+3)...(20—2p).

D’aprés une transformation bien connue :
(P+1)(p+2...2p=2.6.10... (4p — 2),
m—p+1n—p-+2)...2n—2p)=2.6.10...(4n — 4p — 2);
done '

Cn, 2p

» 93_9610 -(4p—2) X 2.6.10...(4n — 4p— ?)
—_ n___C"'i” i é 1 - (1\/3 1
=4 123n(2)(2)(p - 5) X (5) (5) ..(n—p_:z.)

i Cngy 1 1
x 1.‘2.5...nr(p_§) F(n B p+-§);

Cu,p.Con—gpn=
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et enfin
92n+1 g
Cy, 2}»/2 cos® 'ql’ysin?r?d? ™y . . (22)

0

Cn,p . C?n» 2p,n =

21. En vertu de I'identité (22), la formule (21) devient .

2»1—1 z X
X,= 22— [ 2dp3(— 1)7.Cp, 2,CO8—P 5 5inP o7 =2,

[}
ou, comme 2p ne surpasse pas n:

Q1 %’ : . .
X,= o / cos” odp 3 ( — 1)PCa,9p COS" 2P sin?P o2V
0

La sommation indiquée a pour valeur la partic réelle de
(reosp + V' — 1sing)*; donc enfin

9n—-t
X,=

T
/Qcos"?(mcos;a+|/—1sin?)"d?; L. (29)
T

pourvu que, dans le développement de I'intégrale, on néglige les
termes imaginaires.

22. 1l est facile de transformer cetle expression en une autre,
un peu moins simple , mais de forme réelle. Posons, en effet,

gy = xlgn.
Cette égalité donne:

. xsinw o3 ®
sinp=—+—————- cosp=

T T
\/ z%sin%e + cos?e V xsin2e + cos?e
_ cosw+|/ — 1sinw
zeosp+V — Isinp=gp—u-V " ",
V a?sin®« + cos?w
cos?y do

do=ux - .
! cos2w x%sin%*w + €os?w

(*) Au moyen de la formule de Legendre :
T(2p) __ o%—! ( 1 )
e —a WV
Fip) — vr 2]’
on peut abréger un peu ce calcul; mais la méthode précédente nous parait
avoir, sur celle-ci, I'avantage de la simplicité.
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L’intégrale ci-dessus devient

, +Z cosne(cosne + 1 —1 sinne)deo
"4 .
v (@*sine + cos?w)"+1

.

0

Donc
(2z)n+t 7 cos"wcos nodeo )
- (@'sin%e 4 cos?w)n+t T

0

1l est assez remarquable que le polyndme entier X, se présente

sous forme fractionnaire.

28. Quatriéme expression de X,,. Si, dans la formule de Ro-
drigues , on met (22— 1)* sous la forme (x + 1)"(x — 1), on a,
par la formule de Leibniz :

dr@—1)n

dzn : ,

2 _1 2
1.2.5,‘.n|‘(a:+1 )~+[:—l] (a;+|)"-4<m—1)+["(': _ )] (@)= —1) e (1 )n];

|

puis

mX, =

n)? _ n(n—1)7? iy .
(x4+1)" 4+ 1 (z+1)—Yz—1)4- e (B =% g — 1) (@~ 1), (25)

Ainsi, comme nous P’avons annoncé (10, l), X, a la forme

> . .
Z P, ayant tous ses coefficients entiers.
n "

on ?
.

24. Remarque: Pour x = L = cosZ, on a ce résultat simple:
. n |2 nn—1)72 . a2
41X, =35 — '1- Tt —1—0— .+ 1 1. . (26)

28. Cinquiéme expression de X,. Le second membre de I'éga-
lité (25) a pour terme géndral :

(= 1)P[Ca, pJ2(1 + D)2 (1 — )P
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D’aprés une importante formule de Poisson, peut-étre trop pey,
remarquée,

9n4-1
Cn,p= — f 2 cos"ycos — 2pledy (*);
donc la quantité précédente devient
G_)n-i-l g
— (—1)PCh,p.(1 )" 2(1 — w)P/ 08" ¢ oS (n — 2p)ede;
T 0 )
et la formule (25) :

2 z n
X,= —-/ 2 cos"?d,a[(l+a>)"008"?— —(1+a;)"“(i—m)cos(n—?)?+»~-].
LA 1

La quantité entre parenthéses est la partie réelle de
-

n(n—

(1-4-z)nen?V=1 -——(I+m)"—‘(i— x)eln— ’)‘PV—'+1—(1+w,"—9(i—w)*e(”")fV*l

=[(1+)ef"=T — (1 = Z)e~¢V=" ] = 2w cosp + V' —Tsing]".

Ainsi, comme on I'a déja vu (21), la fonction X,, égale la partie
réelle de
9ntt T

p ‘{ 2 cos"o(zcos o + V 1sin o)rdy (M),

26. Sixiéme expression de X,,. SiI'on fait, en général, x =cosa,
on a
1—232+ 5> =(1 —az)(1 — b3),

avec les conditions

a+b=2cosa, ab=1. .. . .. . .. (27)

(*) Recherches sur la Probabilité des jugements, p. 181.
(**) Clest par cetle seconde méthode, plus simple que la premiére; que nous
avons trouvé la formule (23).
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L.c dévcloppement du premier facteur de n est

- 1 1.5 1.5.5...2p—1)
* 2 — A5 PEP e
(1—az) "=1gaat g OF oG e

. . .
ou, par une transformation connuc (*):

1 © as\?
11— (1,’3)_= = ZU (&p.p (T) .

bz\1
2 C2q, <4).

Dans le produit, le coeflicient de z", c'est-d-dire X, , est

De méme,

-al-

1
‘4‘: ZC;’p, P Cz,l,qg)’bfl =

21': 5Cap, p- Cay, g(c0s o+ V' — 1 5in pa) (03 gz — V/ —1sing)
1 — .

== — 3Csp, p- Cayq [cOS(p — Q) + 1/ — 1 sin(p — G)],
4’(

pourvu que p -+ q=1n.
La fonction X, est réelle (ct d’ailleurs les sinus sont, deux &

deux, ¢égaux et de signes contraires); done

41X, = Can,nC0S N2t + C2u_2, u—1.Co, - €05 (N — 2)ux 28)
-+ C2;1—4,1|—2.04,2COS (n —_ 4)& s SIS B CZn‘u CosSno ’

formule connue.

27. Formule de Jacobi. En modifiant trés-peu les caleuls pré-
cédents, on arrive, de la manicre la plus simple, & cette célébre
formule.

La fraction

1.53.5..@p—1) POA...(p—3) 1 Tp+}
24.6 .2 1.2.5..p Y7 Pip+1)°
. 155..(p—1) __ 123.3p _ 1
) 24.6... 2  [2.40.. P]"_ 4,, Cﬂr.r-
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Done
cT(p+PT(g+13)
T(p+1)T(g+1)
s T+t I(p + $)T(g 1)
I(p +1)T(qg 4 1) T(n+1)

1 !op-d -4
=;c,.,parbzfa (1 —52qp

1

7r

X,= arbe (p+q=n)

A= Nz~

arby

ou, en effectuant la sommation indiquée,

X=— ab+b(1— 9.
Yy J
Si I'on fait, suivant 'usage, 9 = sin®p, cette formule devient
2 T
Xp= = [ 2 (asinfp+beost)ide. . . . . . . . (29)
Les équations (27) donnent

a=z+V 2*—1, b=zx—Var—1;
donc

2 ,T _
X’f= ;‘[2 dp [ — V2% —1 cos2p];
ou, ce qui est équivalent ,
1 T -_—
x,,=;‘u/‘ (¢ —Va* —tcosw)ydo; . . . . . . (30)
formule de Jacobi (*).

28. Huiliéme expression de X,,. Si, dans la derniére intégrale,

(*) Dirichlet et M. H. Laurent Pattribuent & Laprace.
'H 1\0
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on néglige la partic imaginaire (néeessaivement nulle), on a, cn
reprenant I pour limite supcrieure :

2

fad n(n—1) .
X,,=;.{"2dw[$"— 2 o2 (1 —x?)cos?o + - - - - - ]

En général,

an- 9 d l.
2 520w = —
‘/0 Ccos“ndw 3 3.

Par conséquent,

1 n(n—1)(n—2)(n—3) 1.3
Lprmot g MO 13

n(n—1)
1.2.5.4 2.4

X.=2"-T3

ou, plus simplement,

i an—1) n(n—1)(n—2).(n—3)
X, =x"— e = 1—az)+ —Qﬁa———w

"_‘('1 _ a;-z)i_ (3[)

29. Remarques. — 1. Si Pon remplace x par cos«, cette for-
mule devient

n(n—1 n(n—1)(n—2)(n—3
X,,= cos”v: ——(é;——)cos" _2‘7‘5“‘2“'f‘(—)2(27)(——2005”“25in‘a—H-(') . (32)

II. Le méme changement, effectué sur la formule (25), la trans-
forme c¢n

n|?
X, = (1 + coso)” — [T] (1 +cosa)=*(1 — coSer) + - - - - - ;
cc que 'on peut écrire ainsi :
X,, = cos*" g 20059" 2isin23 g (33)
n 2 l 2 2 . . . . .
(*) Ce développement est plus simple que celui qui a été donné par

DiricuLer. (Journal de Crelle, t. XV1I.)
Tone XXXIL 2
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II. On pcut vérifier que les scconds membres des ¢ga-
lités (32), (35), de formes différentes, sont identiques au fond (7).

IV. Si, dans les formules (23), (51), on égale les coefficients
de x",on trouve

(L5

nmn—1  amn—1mn—2) (n—>3)
-~ L0

=°_)"j'l+- y
. .4

Le premier membre égale C,, , (**). Ainsi

n(n — l) n(n—1)(n — 2)(n—3)
-+

1 —
92 PYWT “'_c_)_uce"'"' .. (54

Par exemple,
5.4 $.43.2 1 10.9.8.7.6
92 22 42 32 1.9.5.4.5°

V. Il est visible que
1.5.5...2n—1)
kAR

1.2.3... n

C, — 9n

on, n = &

donc I'identité (54) peut étre derite ainsi :

(32

nn—1) nn—1)n—2(n—3) 1.3.5...(2n—1)
22 © 2242 + 1.2.3... n 3%

[T}

VI. Dans celle-ci, lec second membre est réductible & la
forme 1:,‘ , N et k étant des nombres entiers (***) : il en est donc de
méme pour le premicr membre.

Exemple :

(*y Nouvelle Correspondance mathématique, t. 11, p. 286.
(**) Mélanges mathématiques, p. 158.
(***) Cours d’Analyse de I'Université de Liége, seconde édition, p. 7
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VII. La formule (31) donne

dX,

L =gt —

nn —1)
— L

n =22 =31 — %) — 2n—t |+ --;
dx

et, pour x =1 :
dX,,) _nn+1)
dx /4 2

Cette valeur nous servira plus tard.

VIII. D'aprés les formules (32), (35), les équations

- Nn—73
nin—1) o e, M=) (n—2)(n-3) iy
cost oy — —TCOS” o SIN“ o +_—92‘42 Ccos"—4asinty—... =
P n]? o .= n(n—1) |2 % o«
cos? — — | — | cos2—2 —sin? = 41 ——— | cos22—% ~ sint = — -.. —
2 1 2 2 1.2 2 2

admeltent les mémes solulions : je veux dire que si, dans |
seconde, on remplacait cos®J par §(1+ cosc), sin?Z par 4(1— cose
ces deux équations pourraient étre identifiées. Cela élant, posons

cota=y, ctf=rz. i
En négligeant les valeurs de « qui répondent & sina — (
sin¢ =0, nous aurons

n(n—1) . e —=1y(n—2)(n—3
L A % 42 )

=2n 7_‘. 2~‘3n—2 n (”'—1) 5 2n -4 ——
a‘_‘14‘ +T.2-—.a — =0, . . . (37

Ainsi, Céquation réciproque (37)est réductible i Uéquation (36)
On a, d’ailleurs,

yn—t — =0, (3

1 1)
y=s(:—:).,..‘...‘.. (38

1X. La théorie des équations réciproques prouve qu’unc autr¢
réduite de I'équation (57) résulte de la formule
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On a donc, entre ¥y et s, la relation

5T — 1=

Soit, par exemple, n = 4. Les équations (37), (56) deviennent,
respectivement : :

58 — 163% +363% — 163* + 1 =0, y*—Sy’+%=0.
Quant & I'équation en s, elle est, d’aprés la régle ordinaire ,

8s% — 40s% + 53 = 0.
Par suite :

, 6V
P=—

2

SN = —
4’ 4 ’

ele.
30. Newvieme expression de X,,. Ecrivons ainsi la formule (30) :
1 .7 S )
X, =— / (cosz+1/ —1sinxcos wprdo ()5 . . . . (3Y)
T
0

¢t posons :
COSo==0COSP, SihzCOSw=¢Ssin¢.

1l résulte, de ces équations :

0? = cos*z + sin?xcos’w, (8¢ = Iz COSw;
puis :
P V sin®a — sin%

,  Sinw= -
2 sinocosg

COS o 1
p= COSw =
cos¢’ {

V52

ue

coso: dy

do = — —
" cin2 :in2
cosg Vsina — sin @

‘ 1 —0: [cos 2\ — €0s ad!
X,=— —/ ( 4) (cosng + §/ — 1 sin ne) «dr
o

cosp/ cos ¢\ sin%e — sin%

(") La fonction X, étant réelle, il est inditférent de prendre J/"—T avec le
signe + ou avec le signe —. Afin que I'arc ¢ soit inférieur & 7 (en valeur
ahsolue), nous adoptons le signe .
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En négligeant la partic imaginaire, nécessairement nulle, on a
done, au lieu de Ia formule de Jacobi,

2 o cosny dy
X, = —cos"*+a / — S .. (40)
g o COS"TF | Ssinta — sin?p
31. Remm que D’aprés ce que nous venons de dire, et « étant
infériewr d 3 2
/n/ sinng dy 0 )
Jo s Gy
32. Suite. Soient
6 B.
P =;, x = 3
la formule (40) devient
7
B cos~ 0
.2 ¢ 2 a0
X, =-—c05"+1_5_ Lo )
” e cosnt! — ‘/9. (COSe — COS ,’3)
0 Q

Celle-ci a quelque analogie avec I'expression

2 8 cos(n+ 1)6do

X,=— 3
K V2 (cosV — cosB)

que M. Mehler a trouvée en transformant, d'unc maniére simple,
les valeurs de X, donnces par Dirichlet (*).

Iv
AUTRES INTEGRALES.

33. D’aprés une formule démontrée par Lagrange, cosng est
développable suivant les puissances de cos g, les exposants de ces
puissances élant de méme parité que n. La substitution, dans la

(*) Annales de Clebsch, (. V.
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formule (40), donne donc une somme de termes de la forme

I
B, = d S L)

o costo )/ sin2a —sino

Pexposant ¢ étant impair ().
Posons
sino=sinasing: . . . . . ... . . (44)

il résulte, de cette transformation connue,

T
B T db
T, cost+ o’
; ¢

ou, en remplacant ¢ + 1 par 2p :

B /‘» o )
9p—1 = B € )
! . (c0os? o sin®6 —+ cos® 0)#

0

34. En général, soit

3
= I (¢
Ve / (@sin®s + beos?) )
On sait que
T Ta+b T 3a? +"ab+ob2'
v1——,‘7 V2=Z‘_57 vs_—-m——-— (w
2(ab)? (ab) (ab)s

mais, chose & laquclle on n’a peut-étre pas fait attention, cette
intégrale V, est, trés-simplement, réductible a X, _,.
Pour lc faire voir, je considére I'intégrale

24

z @
L /’a o /‘2 db
- asin®d +bcos?0 4, (@ <)) sin?6 + (b 4~ 2)cos?0 '
0 0

(*) S'il était pair, B, dépendrait des intégrales elliptiques.
(**) Torrovint, Journal de Crelle, t. XXX1V; Bierens e Haax, table 67.




L=———— . ...

De plﬁs,

¥4
Ar=1L el 4 9= 1 /2 do
W=('1)ﬂ 1.2.5... ), (@sin?6 -+ b cos*§ -+ A)?
0

Et comme cette derniére intégrale se réduit a V,, si 2 =20, on
peut derire
(—p-t -ty

V,= ,
1.23...(p—1) dw!

. (48)

pourvu que; dans le résultat du caleul, on fasse » = 0.
D'aprés ce que P'on a vu précédemment (23), le coefficient de
1 1
21, dans le développement de (1 — ¢gz)” ¥ (1 — hz)™ 2, est

2 z
Xp-1= = / 2 (g sin%6 + h cos? 0)»—1 df (*).
A )

De méme, le coeflicient de 27~*, dans le développement de L, est

4

. 2 /31 1 pot
T (— iyt / (- sin®0 + - cos’ e) a8,
2V ab : ¢

0

N

ou

. o
(—1)r=1(ab)™ (b= / 2 (@ cos20 -+ b sin20)p—1 @9;
0

ou, ce qui est équivalent,

T
2

(—1p-t(a)~ =2 [
0

(@ sin®0 4 b cos? O)P—! df (**).

(*) Pour plus de clarté, nous remplagons @ et b par g et h.

(**) Les limites étant 0 et %’, I'intégrale ne change pas, si 6 est remplacé
par son complément.
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Ainsi, le terme en 37~*, dans le développement dont il s’agit, est

(—1)p=1 3p=1 (qb)~ =¥ /2 (asin®0 -+ bcost0)-1d.
“o -

Ce terme est le seul dont la dérivée (p — 1)™° ne s’annule pas
avec ). La formule (48) devient donc

Vy=(at)"=% /"2 (asinto beostlp 1d0 . . . . (49)
- 0

Comparant celte expression avec celle qui définit V, (46), on a ce
résultat remarquable, et que je crois nouveau :

/3 as 1 f_g 020 - b cost 61 b (50)
- = = a sin?0 —+ b cos?0)r—! db,
" (a sin®0 <+ b cos?0) (ab)"“é A ( :

35. Si, comme au n° 26, on supposc

a=z+\V22—1, b=a -V a1,

ou a, au licu des relations (49), (50) :

'y dao z S
vV, = - =f2 (@ — V' @* —1 cos26)r—1 b
! ‘ (z—V a®—1cos20) b ’
)
ou
[ ad de 1 o7 —_
"”=3/ (21 P—T cose) =3, (@=V/@—Tcosap-tdai)(s1)
o9 z—\/ 2*—lcosw)r = a ‘
et, par conséquent,
vV, = f X ’ ' 59
» 3 At . oL (BY)
(*) L’équation
- dw oz Y -1
e — z—V 22 1cosw)’ " Ndw
4{ (x— Vx> —1cosw)” '{ ( 0

a été donnée par Jacobi. (Heixe, Fonctions sphérigues, seconde édition, p. 36.)
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36. On tire, dc I'équation (46) :

av, / k) §in?0 0
da pl (@ sin?6 4 b cos2y)p+! ’

av, 2 cos?6 db .
@» -7 (asin?6 -+ b cos? Oyp+!

done, par addition,

S Y A/ .
1= » da %—) ......... (DD)

37. Les premicres valeurs de V, (34), ou la formule (49),
conduisent & supposer

.4 N,

Vo= -
20T (p) (ab)’~ %

N, élant un polyndme entier. La valeur de ce polyndme, sous
forme d’intégrale définie, est

2

N, = — 2T (p) /

(@ sin?0 + beos2O)r-14d0. . . . . (83)
0 .

N |-

En outre, d’aprés ’équation (53),
aN,  an,

=2p— - N, — 2 — * (5
Ny = (2p — 1) (@4-O) N, ab(da+db)<>.. (56)

Si l’on part de
2 pE
N=-— 2

T

=1,
0

cette formule (56) donne, successivement :
Ny=a-+b, N;=3a%~+ 2ab~+ 30>, N,=(a—+0)(13a®— Galb+ 150%),

cte.

(*) Les équations (33), (56) sont aux différences mélées.
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38. Les polyndmes N, jouissent des propriétés suivantes, qu’il
suffit d’énoncer : ’
1° N, est une fonction homogéne, dans laquelle @ et b entrent
symétriguement, et dont le degré est p —1;
2° La somme des coefficients de N, égale 22T (p) ;
3° Si I'on suppose a =b =1, on a
aN, _ dN, _

—_— L= — 1) 22T H
w1 (p)

4 D’aprés la théorie des fonctions homogénes,

W @':(})—l)N ; - (387)
T o ) [T :
5° Si l'on fait

a+b=), ab=gu,

le développement de N, prend la forme

AN B2 3 4 CAP—Bu® 4o - -
cte.

39. Lorsque b =1, ce qui arrive pour la fonction B,,_, (33), la
formule (56) n’est plus applicable; mais on peut la remplacer par
celle que 'on obtient en éliminant %"; savoir

dN,
Npsi=[a+@2p—1)b]N, +2a(a—b)—d—aﬁ;

ct, dans le cas particulier considéré :

aN,

Npr1=(a42p— 1) Ny +2a(a — 1) T N 1))

Enfin, si a = 22, la derniére relation devient, & cause de
Ny 1N,
“da T 2x dz °
o AN,
Nypi=(@+ 20— 1) Np+x (2 —1) — ;
dx
et la formule (54) :
T Ny

Vo =Pt = gy e
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10. Relations entre les polynomes X et N. Ecrivons ainsi la
formule de Lagrange, déja citée (33) :

008 Nlo == (1, COS"e = U COS" %0 4= @, COS" i =+ - 5 . . L (61)
¢ ¢

puis développons I'équation

VA
2] cosnyp de
X,,=—COS"+'“/ co! n+; —l y st (40)
T S"¢ |/ sin% — sin

0

en ayant égard aux relations :

coSo = &,

s dy -
Buyp-1= N 53]
.y coslo ) sinta — sin®

Nous trouvons

2
X, = —[a,B, + a,B5 + a,B; + - - -Ja"+!;
a
ou, par les formules (60) :

A — i
g N T L (6)

ay
X, = a,N,z" + T2 ’2 Ny 24

A41. Vérifications. Les premiéres valeurs des gqnantités N sont,
d’aprés le n° 3% et la formule (59) :

N,=1, Ny=a?+I1, N;=35z'+22r*+5, N‘=15x“—|-9a;‘+9a;2-|-15,.2

Ny = 1052® + 60x°® + 54" + 60 + 103, ..

D’un autre cdté, par la formule de Lagrange :

¢

€0s¢ =CO0Sp,

cos 2o = 2cos’> — 1,

€os3p = 4co§5? — 3cose,

cos 4o = 8cos's — 8cos®e + 1,
cos 8o =16 cos’y — 20 cos®y + 5cose,

LI N T TR R



done :
pourn=_1: a,= 1;
» n=2: a,= 2, a,=— 1,
» n=3: a,= 4, a,=— 3;
» n=4: a,= 8, a=— 8, a,=1;
» n=35: a,=16, a,=—20, a,=5;

3 (Ba® — Sa):

>
Il
=)
8
|
N
B
»
+
=
g
19
+

St + 2% +3) = (383 — 302 + 3);
Xy =162% —10 (22 + 1)2° + £ (32* + 20? + 3)T =} (6325 — 7025 + 152);

comme précédemment (16).

42. Valeur générale de N,.,. Le développement rappelé
ci-dessus (34), et la formule (58), écrite ainsi :

) x
—— % 9 CRRIN) 2 -
Np+4—7-PI‘ (p+1) ‘0/ (x*sin®0 + cos?0)7db, . . . (63)
donnent, indifféremment (*),
N,,+1=1.3.5...(‘2p—1)a)7p+1—;.1.'5.5...(?])—3).1.%’1’72 )
p(p—1) o 4 < e - (64)
+—19—1.5.5...(_p—5).1.a.m1' +--~~|—1,a.5...(2p—-1).r

(*) En vertu de la formule connue (20) :

T
/Q Sil‘l?’"o 00521’-7"'0 do
0

r(t\r 1 .
=%(§) m—_._—l)l-:i.ti...('Zm—l))(l.5.5...(2p—‘2m—l),

le terme général de Np4y est
Cpym.1.5.5 ... (2m—1)X 1.3.5 ... (2p—2m — 1)z2p—2n,
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Si, par exemple, p =4

N, =1 5.5.70° +4.1.3.5.12°+6.1.5.1.30" + 4.1.1.5.52° + .5.3.7

5

— 1052 + 602° + 54x* + 605% 4- 103;

comme ci-dessus.

43. Transformation de la formule(62). Dans le second membre,
changeons & en }, puis multiplions, par «”, chacun des résultats.

Nous trouvons ainsi, en négligeant les coefficients :

1 ! n—N 5 2 3 1 n
(;-24-1);_—2-1' =10y, $4+;_2+0 JCT_“w ==N;, elc.

Ainsi, ce sccond membre prend la forme plus simple:

a

\J
1.2.22 °  1.2.3.9°

a, .
(l,,N, +1—2-h2+

Pour cffectucr le méme changement sur le premier membre,
il faut d’abord mettre X, sous 'une des formes indiquées précé-
demment. Si Pon adopte, par exemple, la formule de Jacobi, on

trouve
1 «’"’ JS—
—/ (1—\/1—-mfcosw)"do
ce ... (6Y)

a
N, + ¢

ad
1.2.22°° 1959 ¢

l

ai
= a0N1+1—9 N, +

44. Relations entre les coefficients ag g, a,, ... . Ona

T S, : z —
[ (1= Vi—atcose)rdo=2 f‘l (1— V1= a2 cosg) do;
“0 0
pourvu que, dans le développement de la seconde différentielle,
on néglige les puissances ¢mpaires de cos ¢. Sil'on remet, pour

N,, Ny, Nj, ... leurs valeurs (63), I'équation (65) devient

Ned '
/ 2 (1 —tcoss)" dy
[

T
= /‘l d» [a“—o—a,(l—t’cos’g.»)+a4(l—t“cos’y)"+---]; . (66)
A :

.

t représentant V1 — 2’
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- Ordonnant les deux membres suivant les puissances de !, ct
. identifiant, on trouve ces équalions remarquables :

Uy Oy + Ay + g+ dg=+ - =1, .
- n(n-—1)-
ay +2a, +30¢ +4ag + - = — o
_ nn—1)(n—2) (n—3)
(s -+3ag+ Bag+ - = -+ 1.25.4 s (67)
nn—1)...n—25)
g +Aag 4 - = — — 412 8
nn—1)...n—17)
(g~ -+ == 1928 5

On en peut conclure, soit la vérification des valeurs de
1 ’

dg, Ag, ay, ..., soit diverses identités, parmi lesquelles je choisis

ces deux-ci : :

n2(n2—22%)... (nﬂ—n—— 4“‘) n}(n2—22) .. ( ni‘—n—Gc))

9u—1_{ = — e m1.(68)
e R ) to..  —a LS
n=1— (1/2)" cos "T” )
L . ) (69
o nﬂ(n’-—%)...(ng-n—zie) 0 ng(n“’—i'?)...(n?—n—62)_'_ ._tc;’.-; 5( )-(69)
T e m-2 1.2... m—4

Si, par exemple, n =10, on a:

0 1_10’.12.8.121».6.16./4 10%.12.8.14.6  10.12.8 10

- — 4
9.5.4.56.7.8 23.456 254 2
2 2 40 2 49 2
grg AVM2BALGI0L 10038446 1028 100
2.5.4.56.7.8 3.5.4.5.6 2.5.4 CR
ou

511 =1280 — 1120 + 400 — 50 =+ 1,
512 =2560 — 4 480 + 3 200 — 800 + 32;

ce qui est exact.

(*) n est supposé pair.
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45. Remarque. Lorsque n est pair, les valeurs des coeflicients

(1gs Qa, Q4.+ peuvent étre éerites ainsi :

n
n -
— —9u-1( a,=— R
4= -4 Cp-1,0, 2 P n—2,1,
n — Q-1(C *\
a4, = =8C,._39, Qg=— - =83y« ( /e
T —4 n—6

Au moyen dc ce changement, Iidentité (68) devient

gn—5 Qu—17 1 On—1 __ 4
Cu.3,2 - Cht3— - E—-=——(70
n—4 7 n—=6 " n n (70)

Qu—
Em— C!l—2.1
n—

46. Fonction génératrice des polynomes N. Reprenons la

formule
9

\cl 3

N

el /2 (@®sin204cos?0)r @y . . . . . (63)
"Pr(p+1) T .

D'aprés la définition de Laplace, la fonclion génératrice du

premier membre cst
Ol Nyn+l

uc_TnF(p—.H"):P()”"""'(”)
11 est visible que
db

(/ 1 — (22 sin?0+ cos20)z’

tef3)

3 1o

ou, par la formule connue (34) :
1
——————— .. (7

Vil — x5 (1 — 3)

Done, st l’on réduit en série cette fonction v, le coefficient de 2”

erq — D ) ; {existe entre v
SET0 SE o1y A cause de l'analogie qui existe entre v et u, les

(*) Voir, par exemple : Le Cointe, Théorie des fonctions circulaires,p.127.
(**) On peut toujours supposer que le polynéme N,y a été divisé par un
facteur simple. C’est pourquoi nous disons : fonction génératrice des poly-

. s . Npt1
némes N, non: ) éralr — P
p, €t non : fonction généralrice de 1)
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polynémes N doivent jouir dc propriétés aussi remarquables,
peut-étre, que les polynomes X. Nous en avons déja indiqué
quelques-unes. En voici une autre, dont la vérification est facile:

Nyt = @p— ) (@ +1) Ny — 4 (p — 1)*2WNpy . . . . (73)

47. Remarques. — 1. D’aprés cette égalité, et a cause de
Ng =22 + 1 (41): N, se réduit d zéro ou d 22~ (1.3.5... p—2),
pour x2=— 1, selon que p est pair ow mpalr (*).

II. On a trouvé
Ny =1.3.5... (~2p-1)xﬂﬂ+1£1.5.5. (2p—3). 1% )
+ (64)

9

(p—1
+p p—1) 8...(2p—5)1.52%~ + ..+ 1.3.5... (2p—1).

- 1.
1.2

(%]

Donc, par la premiére Remarque :

pp—1) .
— 155...(2p—=5)1.3 — --.
13 3.5..(2p—5)1.3

L5.5...(9p-1>—i—’. 135...(2p—3)1 +

g (74)
+1.3.5...(2p—1) =2 (1.5.5.. p—1)* (ppair).’
HIL. Si I'on remplace p par 22, et que I'on ait égard & une trans-

formation connue, employée plusieurs fois dans ce Mémoire, on
peut écrire ainsi I'identité précédente :

2n (2n—1)

2n
135...(dn—1) — 7= 153 (bn—3) 1 - ——— 1.5.5...(4n—5).1.32

{78)
— 155, (dn— 1) =[(n+1) (n+2)...20]%. 5
1V. 8 Pon suppose

u,=135...(4n—1), u,=1.5.5...(4n—3).1, u,=13..(4n—3).1.5,

....... , Umpr=1.3.3...(4n —1);

lu différence (2n), de uy, est un carré.

(*) Ces conclusions résultent, aussi, de la formule (63).
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SOLUTION D'UN PROBLEME.
48. Les théorémes I, I, I1I, dont les consequences sont trés-

nombreuses (%), résultent des valeurs de = —-, heureusement
combinées. Pour trouver d’autres theoremes, proposons-nous la

question suivante :
Déterminer trois polynémes :

P = ax*+ brz+ c3*+ do+ ez 4,
P=ax?+bVrz+cz*+dr ez

QO=0ox + By +%

tels, que U'on ait, identiquement :
A cause de

ta condition (76) devient
z (ax® + bxz ¢z + dx + ez + f)
+(z — ) (@'2* + V'2z + '3 - dT + €2+ [)
=1 — 220+ 2%) («x + Bz +¥).

Identifiant les dcux membres, on trouve d’abord :

y=0, @ =0, d'=0;

b=—(@+c+a+23), c=c+p, d=—¢, e=¢,
[=a+B, V=—(@a+2), [f=«.

(*) On le verra plus loin,

(**) P, P’ étant du second degré, il est visible que le polyndme Q doit étre
du premier degré. Au reste, on pourrait encore généraliser beaucoup la
question,

Tone XXXI. : 3
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Ainsi, quelles que soient les quantités a, ¢, ¢', a, B, I’équation

z (M — @+ ¢ + a +20)25 4 (¢’ + B)5? + €T + €5 + o + )
+(z—2) [— (@ 4 22)25 4 ¢'2* + €'z + o] = (} — 222 + 2°) (o + B2)

est identique.
Pour plus de régularité dans la notation, remplagons ¢’ par b,
¢ par d; nous aurons la proposition suivante :

49. TuroreME X (*). La fonction u satisfait d U’équation

d
[az*— (@bt a+28)2z + (b+ B)s* — dz +dz + &+ B] d—:

+ [— (@ +2a)2z+ bz* + dz + ] % =(az+B2)u
50. COoROLLAIRES. — I.

d
—(x—2) (m+1)t‘:—:+[z’+(1 -—m)z-.—i]d—::u(x— z). (78)

1L
du du -
(1—za:);l;+(1—2zw)d—z-—uw, ....... (79)

relation trés-simple.

L
du du
(a:—z)d—m-—zaz=0 ..... ... (80)
Iv. 4 .
U u
(a;—z)"—i—m—i—(wz—1)£+(wfz)u=0; Co.o. . (8
ete.

51. TatoreMe XI. On a, entre deux fonctions consécutives, la

relation

dX,, dX,_
=X, T — ... (82)
dz dx

(*) Nous reprenons ici la série des théorémes,interrompue au paragraphe 1.
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Si, dans le Corollaire IlI, on remplace u par 37 X,2", qu'on
identific les deux membres, et que 'on ait égard & la relation

(41Xt — @+ DX, 40X, _,=0,. . . .. . (7)

on trouve la formule (82).

52. Tukorene XIL On a, entre trois fonctions consécutives, la
relation
d X,y | Koy

X, )
. iz i nxX, 4+ (2n — 1)X, =0.. (1_35)

(2 —1)

Méme démonstration, combinée avec I’égalité (82).

53. Remarque. Le Théoréme XI est une conséquence des
relations

X, dXn-) ‘ '
(1 '—w) (_dTB-—'- dz ) —n(X,,_,—X,,), . < e . (8)
O SR
(i+$) ('E—‘W) =n ()s,.._,-o-X,,) ...... 9)

De méme, I’égalité (83) résulte de ces deux-ci, combinées avec
I’équation
dxu dxn—i

dz ——E—=(‘2n—1)xn ......... (13)

VI
AUTRES PROPRIETES DES Foncrions X, (*).

54. TuroreMe XIII. Deux fonctions consécutives satisfont d la

relation
1 d(XaXs) _ Xi,—Xi
n - dx T =

.. (84)

(*) Ce sont celles qui ont élé I'occasion du [}résent travail,
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Ce théoréme important est une conséquence, immédiate, des

formules

(1 — at) Dot = -n(mx,_.—x,.). )
1 —a "% =X —2Xp). . . . ... . (6)

55. ConoLLAIRES. — I.

fys 2
/ li"—“——iata;=%x,._.1n:,, ....... . (85)

{—a?
0

Nous n’ajoutons pas de constanle, parce qu’une des fonctions
X,_i, X, est divisible par x (17, 30).

1
Xi—Xa 1
‘0/—1—_:;’—(.13—;.........(86)

En effet, pour x =1, X, =1 (1%, 10).

t:]_x” Il
/ == 5 it =XX, 4+ X,X,+ X Xgoteror 4= x,.-.x,, (87)

0

Cette égalité est une conséquence du Corollaire I, et de Xy =1.

1v.

1—X32 1 1 1
—_—dr= ——teeee= L.
'/ T 0= 1+2+5+ += (88)

Iy2

Xh —X§, 1 1 1

—_— dy = —— —— it —— ..
40/‘..1—:»’ ’ 273 on *%)

D'aprés le Corollaire IV, le premier membre égale

1 1

+ e —,
n+1 n+42 2n
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Or, il est connu que cette somme est identique avec

1 1 1 1 »
—grzT T
VI s
lim/ =X mlo . . (90)
1 —a

0

Quand # croit indéfiniment, le second membre de I'équa-
tion (89) tend vers ].2 : il en est de méme, par conséquent, pour

le premier membre.

VIL

A4 X1+ X o o Koy — K
/ i 2 o B ”dm:xox_,-l-xlx,-l-"'-l'x»-lxw (91)

1—a?
0

D’aprés le Corollaire I, le second membre égale

f'(xa—xz)+2(xz—x;>+-~-+n(x:-.—x:) o
o

1—-a?
/'1+x2+x3+.-._nx,’. :
= dz.
1— z?
[]
VIl
A
14XI+ X3+ 34 —nX3
/ HX X e X ks (92)
1—a
[
1X.

/'1—2x3+2x;—9x;+~-:i:ex.’._.:,:x,’.dz

1—2a? L, )
o ) . (93)

1 1 1
=X,— 3 X.X,+5 X Xg— oo = ;x.._.x,.

(*) Note sur une formule de M. Botesu. (BULLETINS DE L'ACADENIE,

juillet 1872.)
(**) On doit prendre les signes supérieurs si n est impair.
[ g
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Autre conséquence du Corollaire I.

X. .
(4 oy2 2 —...92X2 k4 : 1
/'1 Wi+ - E M Xs 1L
1—at 2 3 n
0
XI.

0

4
XI—X§+X§—..—Xi, 1 1 1
“dr=- 95
/ = T 2(1-0-24‘5-0- [ o ) (95)

Se déduit du Corollaire II, par le changement de » en 2.

XIl.
sl
Xintt—Xinpa+ - — X1, 1 1 1
= — 96
XIit.
l 2 — 3 40 mm—
lim./ X&np1— Xdnta+ xz"dx=!—l.2
A -z 2
’ 1 N . (97)
T n = A2n 7.
_Qllm/ = dr.
XIvV.

/" 1—2X{-+9X5 — oo —(1E2)X3 . —2X30 - 2X3,

T dz=0(*). (98)

0

Conséquence des Corollaires V et X.

(*) Le terme du milieu égale X3 ou —SX:, selon que n est pasr ou tmpair.
Par exemple :

/‘ 1 —2X}+ X3 — 2X2 -+ 2X}
dz =

2 1—zx

! 1 — 9X! 4 9X] — 3X3 4+ 8X] —2Xz 42X}
° {—xt do =
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XV.

/" 1—3X{ -+ 5X§ —7X3 + - = (20— )X34FnX3
1—a* L 99)

=XX, — X,X, + X,X,— --- = Xp 1 X,,.

0
I.e Corollaire 1 donne, successivement :

X} X, —X?
/ 1_x:dm=XoX‘, n‘/. ‘;L—wg"da;=x.._.x,..
0 [

Donc, par des soustractions et des additions, on obtient la rela-
tion (99) (*)-

XVIL

/' 1—3X1 -+ 58X — - = (20 — 1) X3y nXS
1—a?

0 (n pair)
1 (n impair)

d.:v:g % (100)

En vertu de I'équation (99), le second membre est formé de
binémes nuls, ou de bindmes nuls, augmentés de -+ 1.

56. Tutorine XIV. On a, entre deux fonctions consécutives, la

relation
d(Xa-1Xa) _ dx,,)¢ (dx,._. :
n dz _(dZ - T) e e e (‘01)

Des égalités
dX,, Xy
{— ——n
(—a) (dx * iz

dX, aXn_y
a —z)( ot

)=n(x,._.—x,.), cer e . . (8)

o )=n(x.._.+x,,), e (9

(*) Daprés la démonstration, le polyndome
1—3X14-5X3 —. .. 3= (2n — 1)X3_4 4= nX2
esl divisible par 1 — 2. Conséquemment,
{—348—T+ 3= (2n ¥)=Fn.
On retrouve ainsi un petit théoréme d’Arithmétique, peu remarqué.
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on tire

(1—@‘)[(%)’— (‘%—‘-)']=n'(x;_.—xr. ... (102)

Le second membre égale n(1 — zg)ﬂ%x—") (Th.XIII); done, ete.

87. CoroLLAIRES. — .

* (dX,\? ¥ [dXn—1\?
/ ( dm) do— / ( = ) Az =nXn1X, . (103)
0 [}
LAY *(dXa)?
/ ('a?) dm—/ ( a5 ) de=mn. . . .. (104
[ 0
/‘ ) do= 1 108
J (dw) a:._é-n(n+) .......... (108)

Résulte du Corollaire 1I.

1 ® (dX,\? 1 e 2
-/ (——") dz+ (dx” ') dr +
n dx n(n—1) dx
0 0
1 dX,
+-2—-l-‘/. (da:) dz =XX, + XX, 4+ - +Xa_4X,
[

Si, aprés avoir divisé par n les deux membres de I'égalité (103),
onchange nenn —1,n —2,... 1, et que I'on fasse les sommes,
on trouve la relation (106).

IL

1L

Iv.

. (106)

V.

dx dx,.-. 1 Yax,\e
B/ ( n(n—i)/ "'21 (da;) da=n.(107)
[}
VL
n—t 2 dxn_'
/ [( )+( = )]dx—l .. (108)

Conséquence du Corollaire II.
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58. Remarque. Les seconds membres des équations (91),(106),
identiques, s’annulent avec x. Donc

14X+ X3+ X3+ - 4- X3, — nX2
1 dX,.)’_'_ 1 (@)t 1 [dX,\*
"n(dw n(n—1) \ dz "Foq\az)

Cette égalité est une conséquence de la relation (102): elle
n’exprime rien de nouveau.

59. Tutorime XV. Deux fonctions consécutives satisfont d la
relation
- d(Xe-1X,)  d(Xa-14-X3)
2z = ..
do dz

e .. (109)

L’élimination de n, entre les équations (8), (9), donne

dX,, dX»_n dx n dx,._g)
() Gaca— ) (B2 — Bot) 1t (T2 + 5,
ou
dXn— daX
—dw—‘ (Koot — ) A+ == (X = 7Xn ) = 03
ete.

60. CoRoLLAIRES. — I.
X3y — 20Xu 1 X, -+ X3 =~ 2fx._.x,,da:+ const . . (110)

IL
X3y —20Xei X, +X2=—2 [ Xa_iXdz. . . . (111)
Ly

En effet, pour € = —1, la valeur du premier membre
est (19420) : ~
142(— 1)t 4+ 1 =0,
IIL
+ )
S XoXedo=05 . L (112)

formule connue.
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't}
0 - Fn(n—i)... (g+1)
/ X..~1Xnda:=—m . (n pair); . . (113)
- 1.2 >
_ .
\ (n_1)(n—~z)...(”"")
_/" Xo ot Xyl = — oy - (n_I) (0 impair) . (114)
_ - (5]

Si n est pair, X,_, s'annule avec x. En méme temps (17, 30),

1.3.5...(n—1)

x"=2.4.6.;. n

Donc, par la relation (111),

(X,)? 1.3.5...(n -1) 1 2
S otda == O < 5 [ e |
1.2... 3
De méme, si n est impair.
v.
Xaa X =1 ' 1d Xa Xa (115)
R—1 "—2, p [n—l+ n] -------
[

Divisant, par 2zdx, les deux membres de 1’égalité (109), et
intégrant a partir de x =0, on trouve la relation (115).

VL
XX, — XX, 4+ X Xg — - = Xp_yXp = /—-d[X] (116)

VIL .
/ X dX, =0, (n pasr)
/ T

'x
f ?" dX,=-+1. (nimpair)
/ . .

Méme démonstration que ci-dessus. (33. CoroLLAire XVI.)
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61. Remarques. — 1. Les relations (110), (111), (113), (114)
nous semblent compléter le théoréme exprimé par la for-
mule (112).

II. Si, comme précédemment, on fait x = cos«, le premier
membre de I'égalité (111) représente le carré du trotsiéme coté
dun triangle, dont les deux autres cotés seraient X,_,, X, ;
« étant Uangle compris entre ces deux cotés. Quant au second
membre, tl équivaut d 4 /: Tda, T désignant Uaire du triangle

variable. ‘
111. D’aprés les relations (99), (116) :
1 —3Xi+8Xi— -2 —1)XI_ynX2 o X.dX,

- =ET w08

62. Tutorene XVI. On a, entre deux fonctions consécutives,

la relation
X,
1 dXe_q d(w_'-)

=— .. 119
zn+t do dr (18)
L’équation connue
dXa—y _dX, .
@ = Cag X

étant mise sous la forme

1 dX,, _
ot dr _..”n-i-l

ax
—Z— nX,),
(’dx "")

on voit que le second membre est la dérivée de% .

68. CoroLLAIRES. — L.
dXp—1 X,
jw=;+00n3¢. .. .. '7 . . (’20)

(‘) Méme observation que ci-dessus (&8).
(**) Celle-ci, analogue & la relation (82), est, comme cette derniére, une
conséquence des égalités (8), (9).
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Il. 8¢ a est une racine de X, =0 :

T dXa—y X,
/ ) =.’L‘—" e e e e e e e . . (12‘)

dxn 1
x,,=[:+/ ww] ....... (122)

On tire, de I'équation (120),

/’ dxn—l
ankt (z——i)

1.

La quantité entre parenthéses egale ‘),, =+ 1; ele.

1V. Si a, b sont deux racines de X, =0 (*), on a

b
dxn-l
/ =0 (133)
a

En effet, le second membre de I'égalité (121) s’annule pour
z=0b (")

84. Formation de X,,, au moyen de X, _,. Soit, pour abréger,
Xny=Ag" ! —Bo"34Ca"¥— .. . . ... (124)
et, par conséquent,

idX,._._(n—i)A n—3B (n—35)C
o H dz @ @b + P

(*) On peut les supposer positives, afin que = _” ! reste finie dans Pintervalle.

{**) Cette propriété des fonctions consécutives, X,—,, X,, nous semble trés-
remarquable. ‘
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La formule (120) donne

X, (m—1A (=3B (n—B)C
o T e i e v

ou

n—4

(n—1A . (n—3)B (n—B)C
3 -t + i x -

x,,=l':v"—- [/ Ao Y SR

r étant la constante.

Onavu (19, II) quer = !

27 C2a,n; donc enfin

n—1 n—3 n—95

Azt 22 pgn—s — 2 Can-t ... (125)

X, = é’- Can, " —

La comparaison des formules (124), (125) donne cette regle
simple :
Connaissant X, _y, on forme le polynome

—1 n—3 n—3
P Agnr— Bz

Can=0— ...,

P=

. dXn- . -y
dont les termes sont ceux de ==, respectivement divisés par

2,4,6,..;etl’ona

1
xn='9_n C‘!n.nw" - P.

65. Application.

35 15 3

X,=—a'— —a* -

=T T35
35 4 15 2 35 ig
=20 2 =2
827 "3 1T %"

Donc

1 63 35 15
—_—— 5P b — o g% 4 — .
X; 520,.,,53; 8 T n @* + 2 x

@6. Remarque. Si I'on part de X, = x, et que I'on applique la
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régle précédente, on trouve

anX,, = Cap,n@" — Cu-1,1- C2u—2,n—1 &2 + Crs,2. Cape g, n—20"~*

. (126)
— Cn_3,3. Cap—gn—3T" 84 -+,
relation qui ne différe pas de la formule (21).
6%. TuroreMe XVIL
X,= t dl@—17%X] (127)
n (@ —1)F—1 dz
L’équation
Xn—
(1—mﬂ)ddx L (@Kt —Xp)e o v - e e o (B)

étant dcrite ainsi :

" dX,_ L3 .
(x2—1)2 —%—'+n(a:’— 1)~ X, =n (@* — 1)F 'X,.,

le premier membre est la dérivée de (x* —1)2X,_,.

68. Application. Soit
X, =T; (6325 — 700 + 15);
et, par conséquent,
(@7 — )3 3 (630 — 2590° + 4140 — 31805 + 1132° — 132).
La dérivée est
1 (69521 — 23310* +- 28988 — 15902 + 3450 — 13).
Divisant par (x* — 1)% on trouve

%(vzaw — 3152% 4 1032* — 5).
Ainsi :
Xe= i (2312 — 315" + 1052 — B);

résultat exact (16).
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69. Remarques. — 1. Si I'on fait

n4-4

A=a")® Xo=Zy, . . - . . ... . (128)
Péquation (127) se réduit &
3 dZn—t

— )2 =0.. ... ... 9
nZ, + (1 — 2%t —— (129)

1L Les équations _

dzn—l

Z,=0, iz =0,

ont les mémes racines (*).

III. Si Pon considére les courbes C,_,, C,, respectivement

représentées par
Yiri=Zsw1, Y,=1I,;

aux points maximums ou minimums de la premiére, corres-
pondent les points-racines de la seconde.

IV. A cause de X; = x, et de la formule (128), la courbe C, a
pour équation Y, = x — x3 : c’est une parabole cubique. Elle
coupe 'axe des abscisses a l'origine, et aux points déterminés par
x = == 1. Toutes les autres courbes, Cs, Cj, ... touchent, en ces
deux points, le méme axe.

70. Tuorime XVIIL
Xott—Xam=@n+1) [ Xodz . . ... (150)
i
Celte relation se déduit de I'égalité

dxn +1 dxn -1

=(2 D, 13
iz 7z (2n+1) (13)

D’ailleurs, comme X,_, et X, ,, prennent la méme valeur pour
x=—1 (147, 20), on n’ajoute pas de constante.

(*) Abstraction faite de =1, si n=2.
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71. CoroLLAIRES. — 1.

z x z
Xpo1— 1=3 /" X,dz+7 f‘ X A4+ 4(2n-+1) /l' X, dx (n impair); (131)

z z z .
Xpi1— =5 ‘/" X,dz-+9 /" X Ao+ 4-(2n-41) _/l Xodz  (n pair).. (132)

L.
z
(2n 4+ 1) f X, dr=0, pouruninfini. . . . . (133)
A E

En effet, le premier membre de I'équation (130) tend vers
zéro, quand n augmente indéfiniment.

VII

QUELQUES VERIFICATIONS.

.

72. 1l n'est peut-étre pas inutile d’appliquer, & certains cas
particuliers, quelques-unes des formules obtenues ci-dessus; par
exemple, les relations (89), (96). On doit trouver, en supposant
n=2: '

/"x;—xidx_7 /‘xg—xa-o-x;—xa_g_
AT 11—z T u

D’aprés les valeurs de X;, X, ... Xg, rapportées dans le para-
graphe II, on a

X,—X‘
1—

1 7
X,+X‘=-8-(—1+ 182 +-3521) , §(,—1+5£'),

Xg+ Xo = 1 (— 54 300 + 1052* — 1402° — 515a" + 126a° + %3129),

X;+X¢
14z

1
=5 (= 8+ 352 + T0z® — 2102% — 105x* + 2312°),

X‘—-X‘=1—’6-(5+30x — 10322 — 14023 + 3152 + 1262° — 2312°

X,—X‘
{—2

1
= E(S + 35z — 70¢* — 2102° + 1052¢ + 23125),
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X, + Xg= 72—5 (38 — 2802 — 126022 + 25202° + 69302 — 5 444ab
— 12 01228 + 345227 + 6 4352%),

X

"1’/:_‘ = :Ts (38 — 3155 — 94502 +- 3 46525 + 5 4652° — 9009z
— 3003z°¢ + 643527),

X,— Xy= Ta—s — 35 — 2802 +- 126022 + 2 5205° — 69302* — 5 544a°
+ 1201226 +- 3 43227 — 6 43528),

— X,

XT—J; = 178 (— 38 — 318z + 94822 + 5 4652° — 3 4632 — 90092°

—+ 30032° + 6 43327), ’
2—-X2 7
H: g7l + 1308 — 1952 + 17509),
X3—Xg _

T—_m; 256 [(559: — 2102° + 2312%)* — (3 — 7022 +- 1032*)?]

= 2_6 (4927 (25 — 30022 +1 2302* — 1 980 -+ 1 089%)

— 25 (1 — 282° + 23824 — 588264 4412%)]
X3—X3 _ 1
1—a? 1282

(3152 — 5 4652° + 9 00928 — 6 43527)*

— (35 — 94522 + 3 465x* — 30032¢)2]
= 1—;-3—2 [812° (1225 — 26 9502 + 218 2952¢ — 820 820°
—+ 1352 58128 — 1431 430210 + 511 225712)
— 49 (25 — 135022423 17525 — 137 9405
+ 360 88528 — 424 T102*° +- 184 041212)] ;

puis :
1
X3 — X3 7 13 7
—_——dr= 1 ——25425) = —
/ e ¢ 64< *3 "'*b’> 13
[}
1
X3 — X3 (25 1230
—_——dr=— 49 60 - —— —220+-99
,/ 1—a? "56 r— )

28 238
—25(1—— —_—— 4)
3+ 5 84+ 9]

1 25 1230 ( 28 238 1
=49 (2422 _ast) —os [ — 2 2254 |=-
256[ (5+ 7 ) VT3 °)] 6’

\

Tome XXXI. 4
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1 o N

X2 — X3 1 1223 820 820

i B 81 — 311835 — =

/ . do= 1032[ ( 5 — 5590 451183 5
0

—i—-Mi 141 — 110110 +

102 245
3

137 940

—49(95—-450+4655— +40095—58610+14157)]

9 ' 3
8t (91316 — 220820\ _ 49 19852—107940
=Tom 9 7

1%2[7396 596 — 972 748 — 6 421 800]—1—
4
X2 — X3+ X3 —X3 117
/ 1—2 =i~ u-

0

%3.. Prenons la formule
AR .
X,,...X,,:.i/ —d[X;’.,.+X?,], ...... (“O)
24 «
en supposant 72 = 5. Elle donne
= (352* — 3027 4 3) (632" — 7025 +- 157)

=L /7 [350¢ — 502* + 5) (1402 — 60)
oy
- (652 — 7022 4+ 13) (3152 — 21022 4- 18)] da,
ou ’

(353x¢ — 302 4-5) (632! — 702 +-18)x =20 / : (382*—302%+-3) (Tt —3)dx
‘0

415 [ (630 — 702% + 13) (21" — 142* + 1) da,
0 .

ou
(22082% — 4 3402° + 2 8142¢ — 660x® + 45)x

=20 /" (2480° — 5152+ 1112 — 9)dar
(U
413 /" (15250% — 23522 + 1 5580 — 2804* + 13) d
= 20 (3507 — 630 4+ 37a° — 97)
1558 280 )

+ 15 (147x’-556w7+ x® -—5—w’+15w

= 220509 — 4 34027 + 2 8142° — 660a® + 45a.
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74. Soit enfin la relation

dX,_ .
x,,_[1+ / Jm‘] @ . (122)

Pour =6, elle se réduit &

1 <1
— (2312%-— 315z + 1032* — 5) = 2° + ¢ — (3152t — 21022 13
6( 3 3 ) + _/" ye 318z 102 +13)dx.

L’intégrale est

If 315 200 15T _1[ 315 105 5 213
8l T i 6| 8| T o T T |

On doit done trouver

#(251@‘—515m*+105w’ —5) =w°+#(——315x‘+105w’—5+2|5w‘);
ce qui est exact,

VIIX
SUR L’EQuaTioN X, =0.

75. On sait que les racines de cetle équation sont : 1° réelles
et inégales; 2° comprises entre —1 et +1; 3° égales et de signes
contraires deux d deux (*).

76. On a vu (29) que, si dans X, = 0, ou

n (h— .
(14a)m [](l—l—w n-1(f a:)+[ ](l+:v)"‘*(1-:v)9—---=p,(‘25)

on fait
1—x
1+

~

(*) Si n est impair, X, est divisible par z. Il y a donc une racine nulle,
unique.
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on obuent, comme {ransformée, 'équation réciproque

[ ] oty ”(""’)] -an-4_..._T_[1‘]gz*:t:1=o. @7)
1

Celle-ci, comme la proposée , a donc toutes ses racines réelles ().

77. ReNARQUE. A toule équation réciproque, correspond une
équation dont les racines sont, deux d deux, égales et de signes
contraires.

Soit f (y) = 0 une équation réciprogue. Si I'on fait y = > _T_:
F'équation transformée, f ( e :) =0, jouit de la propriété énon-
cée. En effet, la relation entre y et x n’cst pas altérée quand on

1
v change y en y et x en — x.

¥8. Séparation des racines. Pour I'effectuer, on peut, aux fonc-
tions de Sturm, substituer les quantités X,_,;, X,,_o, ... X;, X, (")

%9. ArpLicaTiON. Combien I’équation Xy = 0 a-t-elle de racines
comprises entre 3 et 2?
En négligeant des facteurs positifs, U'on a

Xy =632% — 702° + 15z, X,=38zx*— 3022+ 3,
X;=82" — 3z, X,=3%r*—1, X, =x, X,=I1.
X, X, X, X, X, X,
e — — — 4+
— — — 4+ 4+ 4

T =

u:w b.h-

Tr=

une seule racine.
En effet, la plus petile racine positive est

35 —\/180
\/?—6‘54—=o, 838...,
nombre compris entre 3 et 3.

(*) Cetle propriété parait avoir été signalée , d’abord , par M. H. LAuRENT.
(**) Proposition connue,
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80. Tutonrenc XIX. Les racines de X, =0 séparent les racines
de X,=0(*).

81. CoroLLAIREe. La plus grande racine, de X,=0, croit avec n.

D’aprés le théoréme, cette plus grande racme surpasse la plus
grande racine de X,_, = 0.

82. Remarque. Ces plus grandes racines convergent, rapide-
ment, vers 1: la plus grande racine de X;= 0 surpasse, déja, 0, 9.
La formule de Newton conduit & la méme conclusion. En effet,

pour x =1,
1

T dX,,) ’

((l:v 1
ou (30, VII):

9
Tnma1)
Ainsi, la valeur de la plus grande racine est, trés-sensible-
2
ment, 1 — o

IX

QUELQUES SERIES ET QUELQUES INTEGRALES DEFINIES.

83. Tutonine XX. On «, en séries convergentes :
—1=5[‘Tx,dm+7£'c Xsd.r+1lv{;zxsdw+-~,. . (154)
—w=5£2x2dw+9£:tx4dm+15'[;'“)(,,.«1@-‘-}-.. .. (139)

Nous avons trouvé :

Xy —1=3 ‘[; "X, o+ [; "X (it -@net1) _/4 "X, (nimpair) (131)

Xy —a=5 /{ X do+9, /‘ X (A2 4(2n-4-1) /“ X.dz. (npair) (152)

(*) Proposition connue.



(84)

Quand 7 croit indéfiniment, les premiers membres tendent, 'un
vers — 1, P'autre vers — x (*) : les seconds jouissent donc de ces
mémes propriétés.

84. COROLLAIRES :

1) .0
-1=5‘£ x,dx+7[l xada:~+11/: Xy oy o oo (157)

0 ' 0 0
0=35 X, dz +9 Xdz 413 Xedo+---5. . .« .. 138
£ 2 '[4' i 0_[; 6 (1358)
ele.

85. Remarque. Au licu d’effectuer les intégrations indiquées,
il est préférable d’appliquer, & chacune des séries précédentes,
identité (130).
Soit, par exemple, la série (157), dont le terme général est
(4n — o)._/; Xow_1dx = [X,,,], — [X2u—2],-
Or (2%, 3°):

) 1.3.5...@n—1) : 1.3.5...(2n — 5).
Xen ———— Xo,,_. = -
Kodo=F g5 an » [ush 2.4.6... 2n—2)’

selon que n est pair ou impair. Le terme général devient

1.53.5...(2n—1) '_1.5.5...(211-5) ___135.2n=3) dn—1
Fl336... 92.4.6...0n—2) | ' 246..2n—2) 2

On a dong, au lieu de la formule (157) :

5 1 7 1311 135515 1.3.5.7 19
37277246 2.4.08 "2.4.6.8 10

(*) On suppose & compris entre — 1 et + 1, exclusivement.
(**) Pour vérifier cetle égalité, il sulfit d’écrire ainsi le second membre :

15 135 1 13 155
9 — — — e — = ——— —_—— ————e “ee
2 (' *3i 246 ¢ ) (-z 34 %46 2468 )

19 [ ==

=c.>l/;;-(|/-2—1);etc.



(85)

86. Suile. Au moyen de la formule

C)n-)-l
p(@cosp 4V — 1 sing)yda (*), . . . (23)

"=

. . & . ’ ’ .
il est facile d’cxprimer / X, dx sous forme d’intégrale définie.
—1

En effet: 1°

9on+-1 z —_—
X da:-—— 2 cos" ! pdo xcosg 4+ — 1 sing)" cos
‘ _/| f s f (weosy +V/ 7)™ cos pda
9Qn+1
. 2 not —
e / cos” edo [(a;cow +V/ " sing "+1] »

20
[(wcos)v+l/———15in?)"+l]r = (wcoso+V Zsing)" "' —(—cosp+V —1sing)" "
== (cccos?—i— Vv —t sin?)"“+ (=1 [cos (n+1)p— V —lsin (n+1 );J]
= (:v COSe-+- \/3 sin?)"“+(—i)" cos(n-+1)o,
si I'on néglige la partie imaginaire , dans le second terme.
3° D'aprés une formule connue,
z
f 2 cos" g cos (1) pdp = 0.
0

Donc
9n+t

¥4 —
[ X do = T 1r / 2 cos"*“v(a;cosf+|/—'lsin.;;)"“dg», (140)
si I'on fait abstraction de la partie imaginaire; ou, rigoureuse-

ment :
x
f X,ld‘L’ =
0

n+1)~r f 7cos"-1vd? \’”COS?+I/—1sma) * +(a;cosip—‘/__151.11?)“-1].(i
0

(*) Rappelons que l'on doit faire abslracuon de la parlie imaginaire. Au
surplus, on pourrait écrire

X, = ; f 3 cos”9 [ (wcosp -+ /1 sinp) ~+{xcosy — |/ —1 sing)"] dp,
0

sans restriction.



(156)

En particulier :

0

[ Xdz=0, . . . . . . . . . . . (Wpair). .. (14
-1

0 o (LV/=1) oz : T
[: X, dr = W‘ofﬁ cos” 'y sin"+lodp. (nimpair) (*) (143)

..

8%. Formule de Baiier. A cause de X, =1, X, = x, on a,
identiquement : 4

T—o=01—=X)— (X, —X5) + (X, — X)) — (X; — X5) + - -

En effet, X, a pour limite zéro.
Pour transformer le second membre, j'applique la relation

2n +1 dX
Xo g —Xppy=—— (=) —2 .. .... 12
=1 1 n(n+1)( ) dr (

Elle donne, successivement :

3 dx 5 ax, -
1= X, =— (1—a?) 2t X, — X, = (1 — g) L2
=1 (1P X —Xe=gm (-9 2=,
7 dx
—X,=— (1—a?) —2
X —Xe=gm =200

L’égalité ci-dessus devient donc, aprés suppression d’'un fac-
teur, '

1 5 dX, 5 dX, 7 .dX, 9 dX,
Ths Ta2ds 25dw T3dds asaw 0 U4
2
En intégrant, on a
]0g(1+x)=C+iX1—ix +—?—X —— Xt
1.2 2577 3.4 ° 4371

(*) Trés-probablement, ces formules sont connues. Cependant, je ne me
rappelle pas de les avoir rencontrées. De la premiére, il résulte que ’équation
(138) est une simple identité : tous les termes du second membre sont nuls.



(87)
Pour déterminer la constante, prenons x =1:

3 3

7
Y12 Tastsa 1t

9
log2==_C
8 *t351 15

(2]

1 est visible que la série équivaut a

) (e ) e e (it
(1+3) =G +3)+ Grg) = (f+5)

donc C=1.2 —1; ct enfin

1+ 2 5 5 7 9 .
eg =t N g Nt g X m p Xer s (18

formule de M. BaGER (*).

88. Remarque. Si x =0, elle donne

5 9 15
log2 =1-+ 5= X, -+ — X+ °

4.5 g7t

Mais, dans ce cas,

220 L (146)

89. Valeur d’une intégrale définie. Dans la formule (143), le
terme ggnéral est (— 1) f& ’_"'_'” X, Multiplions les deux mem-
bres par X, dx , et intégrons entre les limites — 1 et + 1. D’aprés

des propriétés connues (**), e nouveau second membre se réduit &

2n +1

(_1 \n—-1
n(n-+1)

’

+ 2
[I' (Xp)2de = (— 1)

n(n-41)°

(*) Journal de Crelle, t. LVI, p. 118.
(**) Ivory et Jacosi (Journal de Liouville, t. 11, p. 106).



(38)

Par conséquent ,

+ ) L+ {yn=t 2
X, log Iy = (— )=t ————;
./1 s 2 dw=(=1 n(n+1)
ou, plus simplement,

H 2

v (1 =(—1)—=1— (™. . . ., . (147
‘-[ X,log (1 +x)dz=(—1) n(n_'_,”( ) (147)
Cette formule me parait d’autant plus remarquable, que, pour

la vérifier (sur des cas particuliers), j’ai di recourir & des déve-
loppements en séries.

90. Autre intégrale définie. On a (147) :

+1
(n+‘l)./l‘ X+ log () + 2)dr = (—1)" e’

+1 2
n'_/; Xu—1log (1 4 2)dx = (—1)" — H

ct, par conséquent,

H v ‘ i 2(‘2714—#
_/' [(14+1) X+ X 4] log (1-+-2)diz = (—1) TRy
Mais :

(n+1)Xp + 0X 1= 2n + 1)zX,; . (7)
donc
! | 2 (148)
; r=(—1)r-—— . &
[x tXplog(l +2)dr = (—1) YT

9. Suite. Dans la formule (147), supposons n=1, n=2,

n=3, ..., et ajoutons les résultats obtenus. La somme de‘s‘_ seconds
membres cst

*) Si I'on néglige un facteur constant
3lg )

/ +X,log2.dx = / X, Xodz = 0.
Y <



(89)
Par conséquent :

fo La série X, + Xy + X; + -+ est convergente (*);
20

+1
[ (XXt X ) log (14 2)da = — 2+ 4log 2. . . (149)

De méme, par la formule (148),

+i
f (X X5+ Jxlog(1+ z)dz=2
o

9[1 1 1 1 1 1 1
|1 —-—c+z+
3 4

1 f
————— o — — e
2 5 53 6 4 7 5 8 ]’
on voit qu’il a pour limite £log2 — ¥. Done.

+1
f X+ X+ X+ -+ )zlog (1 +a)de = ~log 2 —
-1
92. Remarques. — 1. La série
‘/"uldm-»- /'uﬂx +/‘u5dw+
peut, comme I'on sait, étre convergente, sans que
Uy == Uy + U+ -

le soit. 11 est donc essentiel de prouver, directement, la conver-
gence de la série

X, + X+ X4+ X -

A cet effet, reprenons la formule de Jacobi :

T —_—
X, = ; [ (cose +V/ =T sina cos w)" do

(*) Excepté, bien entendu, pour z ===1.



(60)
Il en résulte
1 T .
1+X1+X2+---+X,,=;{ M+q+ @4+ qidwe;

¢ désignant, pour abréger, cosa + V' =1 sin« cos o.

Les conditions de la convergence se réduisent donc 4 ces deux-
ci : 1° que le module p, de la variable ¢, soit inférieur & Punité;
2° que, cette premiére condition étant remplie, I'intégrale

./"T dw
t—gq
[}

p% == €05’ + sin*x cos?w =1 — sinx sin®w,

soit finie et déterminée.
Or:1°

quantité inférieure a 1, excepté si « = 0 ou =;

90
/”’ do / de
1 — coso — |/ —1sin «cos®

T

\/(1 — €05 2)? + sin’ - Vili—a

. . I3 . . g l
Ainsi la série 1 + X; + X; + - -+ a pour limite Vii—a

I1.-Si I'on admettait que la série
Xo+Xz34+X22 4 -+ X587+ -+ . .. ... 2

est convergente pour z = 1, on aurait, immédiatement,

1
Xo+ X, + X, o2 —— .

\/Q—%

93. Aulres intégrales définies. Au moyen de la sommation pré-
cédente, les formules (149), (150) deviennent :

=
—— —1 |log (1 +z)dr=4log2—-2, . . . (Ip1)
[W“_w} ] (1 +2)dz = 4lo B

-1

+ 1 : 4 5
[-—-—l—w]xlog(i+w)dw=;log2——; .. (159
V?(l—.’ﬂ) 53 9

—1

égalités dont la vérification est facile.



(61)

1l en résulte, par I'élimination de log2 :

e 55— 1
- +1—5w—5w’]l0g(1+x) =- .. (153)
/. Wvea—g °
94. TogoreNe XXI1. On a, en série convergente,
142 3 7 11 15
log = —X —X. — —_ e’
B e Tt se X gg Xty X L (180
De la relation
2n 41 dX
Xpg—=Xnp=———(1—a®)——, . . . . .. 12
! "+ n(n+l)( 7) daz ’ (12)

on conclut, si n est impair :
M1 " Xno1— Xy i
nn41) " Tl—
0

3 7 21 +1 =X
1—9x1+~ﬂx5+-~.+————x,,_./ e c )
0

puis

.2 nn-+1) 1 —a?

Lorsque »n croit indéfiniment, le second membre tend vers

/”’ dx 142
_ log
. 11—z —a’

0

done, cte.
95. COROLLAIRE.

|og2=5[x,] QL[M§ “[x]i 4157[)(]+--- . (185)

1
3

96. Tnroneme XXIL. On «, en série convergente,

14w 1 1 1
log ¢ =2[x1+3xlx,+5xexs+zx3x4+~-~]. . (156)



(62)
En effet s

1—X,’, 1 .
T— (la:—‘(X+ XX+ XX+ o . L (8T)

0

9'7. COROLLAIRE.

1 1 1 n=
log2=9LX,+5X,X2+:X2X5+ZX5X4+~--] .. (187)
1 9 =

EIPS

98, Remarque. La formule (156), qui n’est peut-étre pas nou-
velle, a une singuliére relation avec celle de Gauss :

e B 1+1 L S
gr—1 | X Taxx T3x.x, '
Pour passer de la prcmiérc & la seconde, il suffit de changer, &
Ia fois, x en 4 < et X, en ¢ (‘).
Il

99. Aulre intégrale définie. Si 'on part de la relation
1

VEi-a)

et que l'on opére comme ci-dessus (89), on trouve

1+X,+ X+ -+ X, o=

+H X, 212
do= 2n 41
7, Vi—z

100. Généralisation. L'équation (2), traitée de la méme ma-
niére, donne

9
dr= 1 € 1:1°)
/ l/i—‘l:w+ SRETET R e
—1
ou
20 —+1 + X,
= f dz . . . . . (160)
=, V11— 22 4 5°

(*) Dans le Mémoire de M. H. LAuReNT, la formule de Gauss est inexactement
citée (Journal de Resal, t. I, p. 38).



(63)

Ainsi, une puissance entiére de z (et par suite une fonction
quelconque de cette variable) est égale d une intégrale définie, de

./+l f(X)dz “
, V11— 95z + 3¢ ’

la forme,

101. ProsLEnEe. La série

1+ X7 +X3+ - -+ X3+ -

sst-elle convergente?
Le terme général est, par la formule de Jacobi,

1 T z - -
f (c05a 41/ =1 sinx cosw) (COSa + |/ —1sin«cos O)dwdo.

)
) 0

Si donc la formule est convergente, on a, pour la limite

S—1 7 Tt dewdb
== T—g
[ 0
:n supposant

¢ = (cosa -+-1/=1 sinecosw) (cose +§ —1 sina cos)

:herchée,

nu
= cos%x — sin®x €0sw €08 -+ 1/ — 1 sina cose (cose —+- coso).

11 résulte, de cette valeur,

1 T 2 do
S= - de _
72 sina A -+ DBcos0
0

D
[}

A=sina—} —1cosxcosw, B==sinxcosw—} —1 cos«.

(*) Je répéterai ce que jai dit (86) : il est presque impossible qu'un résul-
at aussi évident soit inconnu; et cependant, je ne I'ai rencontré nulle part.
e tacherai, peut-étre, quelque jour, de développer les conséquences de la

ormule (160).



(64)

On a

/”f do T x
6 v ii—a sile
y A+ Bcos VE_g sine
Done

| 7 de
7 sina, sinew
0

~

Cette intégrale est infinie. Conséquemment, la série proposée
est divergente.



