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" REMARQUES

SUR

LA THEORIE DES COURBES

ET DES SURFACES.

*

1. — Surfaces gauches conjuguées

1. Soient G, G', G"... (fig. I), diverses génératrices successives
d’une surface gauche S. Soient : P la perpendiculaire commune
a G et G'; P', la perpendiculaire commune & G' et G", etc.; de
maniére que M'M"... ait pour limite la ligne de striction de S. Le
lieu des droites P, P’, P", ... est, en général, une surface gauche
S’ ayant, avec S, cette relation remarquable :

Les surfaces S, S' se touchent suivant leur commune ligne de
striction (B).

En effet :

1° La droite G' est perpendiculaire & P et P'; done MM'M"
est la ligne de striction de S';

2° Le plan tangent & S, en M **, contient la tangente MM' 2 la

* Prévoyant que je ne pourrai, de longtemps, continuer mes Recherches
sur les surfaces gauches (MEn. pE L’AcADEMIE, coll. in-8o, t. XVIII), je me
décide a publier ce que je retrouve dans mes notes de 1854.

** Clest-a-dire le plan central.
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ligne de striction, ct la tangente P & une (rajectoire orthogonale
des génératrices. Ces droites déterminent le plan tangent & §';
en M. Donc ces deux plans coincident, et les surfaces S, S' se
touchent suivant leur commune ligne de striction.

2. A cause de cette réciprocité entre les surfaces S, §', j'ai cru
pouvoir les appeler surfaces gauches conjuguées.

8. Remarque. Le lieu S' des droites P, P', P, ... est unc déve-
loppable dans deux cas particuliers :

1° Quand ces droites se rencontrent deux a deux;

2° Quand elles sont paralléles.

Dans le premier cas, la ligne de striction donnée est une tra-
Jectoire orthogonale des génératrices G, G',G'", ...; cest-d-dire que
la surface S est le liew des binormales de cette courbe, laquelle
devient, en méme temps, 'aréte de rebroussement de la surface S'.

Si les plus courtes distances P, P',P", ... sont paralléles entre
elles, les génératrices G, G', G, ... sont paralléles ¢ un méme
plan direcleur. Alors la surface S' devient le cylindre qui projette,
sur ce plan, la ligne de striction de S : celle-ci est Ie lieu des
points de contact des génératrices G, G, G/, ... et du cylindre. -

Dans ces deux cas particuliers, les surfaces S, S’ se touchent
encore suivant la ligne de striction de S.

4. L’interprétation algébrique du théoréme précédent conduit
a quelques relations simples.

Soient :

a, b, c (fig. 2) les cosinus directifs de la tangente MT & la ligne
de striction AB;

[, m, n les cosinus directifs de G;

e, [, g les cosinus directifs de P;

1, i, v les angles formés, avec les trois axes, par la normale MN
aux surfaces S, S'.

On a, par des formules connues,

cos A cos B Cos v
nb—me lc—na ma—Ib

1
*=— . ...
sin 6 (1)

6 étant I'angle des droites G, MT.
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D’un autre ¢olé, la droite MN, perpendiculuire d G, est siluée
1 | ) . I3 .
dans un plan paralléle aux droites consécutives G, G'; donc *.

vy cos & dt
LS[A= sk __cosy &, @
! m’ n €
On tire, des égalités (1), (2) :
b— lc—n —1Ib dt
o /e m ==x=—sing. . . .(3)
v m' n' 3
2° Ces proportions donnent
al’ +m'+cen'=0, . . . . . . . .4

équation différentielle de la ligne de striction ***.
3° On a
sin%g = (nb — mc)? + (lc — na)® + (ma — 1b)?,
sin § = cos TMP = ae + bf + cg.

Mais par les formules (1), appliquées a la droite P :

e ' dt 1
e ¥ g4 4 1
mn' —am' ol —Iw  Im'—ml € Vi e mtgne
done .
1 o
sin=t———— Samn’' —nm');. . . . (O

Vit m? ne
puis, a cause de la valeur trouvée pour sin % :

(1 4 m* 4= n) (b — mc)? + (Ic — na)* + (ma — [b)2]
= [a(mn’ —nm') 4+ bl — ') + c(Im’ — ml’)]'l_

* Théorie analytique des lignes a double courbure (encore inédite) , § [
** Les accents désignent les dérivées relatives i la variable indépendante ¢;
¢ est 'angle infiniment petit formé par G et G'.
*** Recherches sur les surfaces gauches, p. 22.
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5. Remarque. La derniére relation est une pure identilé; ¢’¢st-
a-dire que si, ayant ¢gard aux conditions

al +bm' 4 e’ =0, U+mm +an'=0,

on remplace, dans cette égalité (6) /', m’, ' par les bindmes
nh — me, lc — na, ma — nb, on trouve 0 = 0.

11. — Développable accompagnatrice.

6. Soienl toujours G, G', G, ... des génératrices consécutives
de la surface gauche S. Par G, faisons passer un plan P paralléle
4 G'; par G/, un plan P’ paralléle & G"'; et ainsi de suite *. L’enve-
loppe duw plan P est une développable 3, dont les génératrices sont
paralléles, respectivement, i G, G', G, ... (B). '

En effet, le plan P est parallele a G'; le plan P’ passe par G';
donc lintersection ¢ des plans P, P’ est paralléle a G'; ou, a la
limite, paralléle & G.

7. Les surfuces S, 3 sont asymplotiques (B).

Soit ¢ (fig. 3) la droite, paralléle & G, suivant laquelle le plan P
touche 2. Coupons les surfaces S, 3, et le plan P, par un plan Q
paralléle & G; soient L, 2, D les trois intersections : D est paral-
lele & G.

Le plan asymptolique P, qui touche X suivant ¢, peut étre
regardé comme tangent 4 S, en un point situé a l'infini, sur G ™.

Considérons maintenant les intersections L, 1. L’asymptote de L
est la droite D, intersection du plan Q par le plan P, limite des
plans tangents ***. De méme, la droite D est Fasymptote de A ;
donc les courbes L, 2 sont asymptotiques 'une & ’autre, et il en
est de méme, conséquemment, pour les surfaces S, 3.

* Le plan P est ce que I’on appelle maintenant (1873) plan asymptotique
a la surface S. 11 est perpendiculaire au plan central.
~** Recherches, etc., p. 34
*** Traité élémentaire de Géométrie descriptive, seconde partie, p. 62.
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8. Toute surface gauche S donnant, pour ainsi dire, naissance
3 une développable = qui jouit des propriétés précédentes, cette
surface X peut étre nommée développable accompagnatrice.

9. Si, par un point quelconque O, 'on méne des paralléles aux
génératrices de S, le lieu de ces nouvelles droites est le cone direc-
teur de S. Soient H, H' les génératrices du cone, respectivement
paralléles & G, G'. Le plan P est paralléle au plan HOH', lequel a
pour limite le plan tangent au céne, suivant H. Ainsi le plan P,
tangent a la développable accompagnatrice =, suivant la généra-
trice g, et le plan Q, tangent au cone directeur suivant H paral-
léle a g, sont paralléles entre eux.

Cette simple remarque fera connaitre,, dans un grand nombre
de cas, la nature de I’accompagnatrice X (1873).

10. Par exemple, si les génératrices de S sont également incli-
nées sur I'horizon, le cone directeur est droit; donc la dévelop-
pable = est une surface ¢ pente constante, c’est-a-dire un certain
hélicoide .

11. Supposons que la ligne de striction AB (fig. 4) soit normale
aux génératrices de S : alors ces droites sont les binormales de AB.
La binormale M'G’, perpendiculaire a la tangente MT de AB, est,
par cela méme, paralléle au plan GMC, normal & AB : autrement
dit, ce plan GMC est asymptotique 4 S. L’enveloppe de ce méme
plan, c’est-a-dire la développable 2, ne différe donc pas de la sur-
[ace polaire ** de AB: la surface polaire est Uaccompagnatrice
du lieu des binormales.

12. Cherchons la distance A des génératrices paralléles G, g.
L’équation du plan asymptotique P étant ***

(mn'— nm') (X — )+ (0l - ) (Y—y)+(Im'—ml')(Z—z)=0, (7)

* Voir le § IV.
** Théorie analytique, etc., § VIII.
*** Recherches, etc., p. 24.
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la droite g est représentée par cette équation (7), jointe & P’équa-
tion dérivée :
S(mn’ — am”’) (X —z) = Z(mn’ — nm') &'
Or, z, y, z étant les coordonnées du point M,

r,_d_cv_da:ds
Tdt asdt

! .

as
puis .
2 (mn' — ') &' = ' Za (mn’ — nm’).
La seconde équation de g est donc

S —am”) (X —2)=s8Za(m —nm') . . . . (8)

Au point M, menons le plan perpendiculaire 2 G, g: il est repré-
senté par
[(X—2)+m(Y—y)+n(Ll—2=0. . . . . (9

On tire, des équations (7), (9) :

X—z Y—y Z—:z
_— = =—_. . . . . .
v m’ n

Telles sont les équations de la perpendiculaire communc a G, g,
passant cn M. Il en résulte, a cause des relations (2), que cette com-
mune perpendiculuire A est la normale ¢ S, en M *.

D’aprés Péquation (8), la valeur commune des trois rapports cst

s'Za(mn’ —nm’)
3 (mn —am) 1"

Ces rapports sont égaux, aussi, &
A .
— )
VE - m2 'l
done .
Za (mn' —nm')

=5 VI?+m't a2
A=ts T S —nm) 17

St V)

* Liffeclivement, la droite A, perpendiculaire & G, est située dans le plan
asymptotique P; la normale MN, a S, satisfait aux mémes conditions ; donc
ces droites coincident.

** On obtient une vérification de cette formule en supposant. comme ci-
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13. La formule (11) comporte plusieurs simplifications.

o D’apreés la valeur de sin 6 (5) :

8 (I 4+ m®+ n'2) cos 6
2 (mn' — nm') U

A==+

20 En faisant R=V"1"+m® + n", on a (4, 5°:
mn' —nm’ =eR, nl'—In'=[fR, Im' —ml'=gR;
et, par conséquent,
SV (mn” —am”) =R'Zel' +REe’l’.

La premiére somme représente, i un facteur prés, le cosinus de
I'angle formé par MN (fig. B) avec P; donc elle est nulle. Ainsi

Rs’ sin 6
A=t — .
el 4 f'm' + ¢g'n'

3" La droite MN, normale & la sarface S, est normale i la sur-
face S' (1). Conséquemment, les équations

entrainent celles-ci

dessus, que la surface S soit le lieu des binormales a la courbe AB. Dans ce cas
(Théorie analytique, etc., §§ 11 et I1I) :

1

b 24-m2 402 ==,  Sa{mn’—nm')= % 5
”

=~

, o Z(mn — )V = —

I3

e

donc, 2 cause de S'=1:

A=rp;

résultat exact, attendu que 2 est le liew des axes des cercles osculateurs (1),
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puis

- _’=.7?——R2 _ﬁ-ﬂ R ¢ B3]

L’expression cherchée est donc, finalement,
s’ sin 8 ,
= _. . (13)
Ver + fr+gt
14. Remarque. Soit dla plus courte distance des deux généra-
trices G, G'. Il est visible que ¢ = ds sin 6. Soit, en outre, y I'angle
infiniment petit des deux plus courtes distances consécutives, de
maniére que
w2 = de? + df? + dg®.
La formule (15) devient
A==;. . . . . . . ...(16
"

et celle-ci est évidente si I'on considére I'angle diédre formé par
deux plans asymptotiques successifs.

11, — Osculatrice **.

45. MN éiant la normale en un point quelconque M d’une sur-
face S, soient MG la section normale, et Mgh la circonférence oscu-
latrice & MG : le liew des circonférences Mgh, osculatrices aux
sections normales MG, est une surface = osculatrice, en M, d la
surface donnée S. On peut, d’'une maniére absolue, désigner cette
surface X sous le nom d’osculatrice ***.

* Ces formules ont une grande analogie avec celles de M. Frenet (Théorie
unalytique, etc., § III).

** Cette surface a été imaginée par M. Ghysens, éléve de 'Université de
Liége. (J’apprends aujourd’hui, 14 janvier 1878, par une lettre de M. G., que
P'osculatrice a déja été étudiée par M. Moutard.)

*** L’ellipsoide osculateur est toujours indéterminé. Au contraire, en tout
poént M d'une surface donnée, il n'y a qu’une sewle osculairice (Remarque
due a M. Ghysens). (B.)
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16. Si a, b sont les rayons de courbure principaux, loscula-
(rice cst représentée par le systéme

i 1 1
Z= tgw, 24+y*+12-2Rz=0, — = —cos2w + —sin%w;
T R a b
ou par I'équation unique
(@492 (ay?+ba?) =2b (s +y*) 5. . . . (17)

17. Lorsque a, b sont de signes contraires, Uosculatrice admet
deux sections rectilignes (B).

18. Si b= — «, c’est-d-dire si la courbure moyenne est nulle,
I'équation précédente se réduit &

3

(@ +y*+ %) (2% — y*) = 2a (@*+ 7).

La discussion de cette équation, la construction de I'épure, et
méme la construction de la surface, sont alors des problémes
trés-simples,

19. La surface réciproque de I'osculatrice, le péle étant a Povi-
gine, est évidemment un conoide. La recherche des lignes de

courbure de I'osculatrice se raméne donc & celle des lignes de cour-
bure du conoide réciproque *. Au moyen des formules

on trouve, en partaut de 'équation (17):
k? (aY? + 0X2?) = 2ab (X2 -+ Y?) 2.

20. Remarque. Le lieu de Paxe CD du cercle osculateur Mgh
cst aussi un conoide : cette nouvelle surface est représentée par

ab (x* + y?) = (ax? + by?) 3.

* Mémoire sur les surfaces gauches a plan directeur (Jourxat pe 1’EcoLe
POLYTECHNIQUE . 29¢ Cahier).
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214. On lrouve aisément que l'aire et le volume de I'osculatrice
sont donnés par les formules

A =27 (a + b) yab, V=%(5a’+ 2ab +3b%) Vab (B).

1V, — Surfaces & pente constante *.

22. Jerappelle d’abord ces propriétés connues :

1° Les lignes de courbure d’une surface d pente constante sont
les génératrices rectilignes et lewrs trajectoires orthogonales,
cest-d-dire les lignes de plus grande pente et les lignes de niveau ;

2° Les lignes de niveau sont des courbes paralléles ™;

3° L’aréte de rebroussement est une hélice tracée sur un cy-
lindre ayant pour section droite la développée d’une ligne de
niveaw.

23. Par conséquent, toute surface d pente constante est un
hélicoide développable (B).

24. AMB (fig. 7) étant I'hélice générale dont il s'agit, soit amb
sa projection horizontale; soient MT, mT les tangentes en deux
points correspondants; MC, mc les rayons R, p des cercles oscula-
teurs : ces rayons sont paralléles, parce que AMB est une ligne
géodésique du cylindre (B).

Soient encore M', m' deux points correspondants, infiniment
voisins de M, . Si I'on abaisse M'P, m'p, respectivement per-
pendiculaires & MC, mc, les points P, p seront situés sur une
méme verticale ***.

* Ces surfaces sont souvent attribuées 4 M. de St-Venant, bien que Monge
s’en soit occupé (Analyse app., §§ VIII).

** La considération des courbes paralléles, c'est-a-dire ayant mémes plans
normauz, est due, je pense, 3 M. Camille Laduron. Elle est, en quelque sorte,
corrélative de celle des surfaces paralléles.

*** La projection d'un angle droit est un angle droit, quand un des colcs
de Uangle est paralléle au plan de projection ; et réciproquement.
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11 résulte, de cetic construction :

R

omp * P emp * %

(MM)? __(mm’)2 E_ (M 2
mm'/ -

Mais, « étant I'angle MTm, ou tg « la pente constante donnée,

’

mm CO0S
—- == CO0S &}
MM
done
R=—F_ oy
COS“x

absolument comme st [’hélice AMB était tracée sur un cylindre
de révolution (B).

25. Supposons que l'on développe la surface dont AMB est
Iaréte de rebroussement. Soient A,M,B, la transformée dec AMB,
et R, le rayon de courbure de cette transformée par développe-
ment. D’aprés un théoréme que j’ai démontré autrefois *, R, =R;
donc aussi

R, =——.
COoS "

Par conséquent :

1° Dans le développement d’une surface d pente constante,
Uhélice AMB, aréte de rebroussement de cette surface, se trans-
forme suivant une courbe semblable & lu développée amb d’une
ligne de niveau : le rapport de similitude égale lea (B).

2° La trace horizontale de la surface (dont T est un point) se
(ransforme sutvant une développante de la premiére transformée.

5° Il en est de méme, évidemment, pour les transformées des

lignes de niveau ; etc.

* (Comptes rendus, t. XVIL; Recherches, etc., p.63.) On ne doit pas oublier
que le plan CMT, osculateur a U'hélice AMB, est tangent a I'héli¢oide.
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V. — Lignes dc courhure planes.

26. M. Serret, dans Pune de ses Notes sur le Calewl intégral
de Lacroix *, s’énonce ainsi :

« Si une ligne de courbure d’une surface est plane, les nor-
» males de la surface, aux points de la ligne de courbure, forment
» une surface développable dont I'aréte de rebroussement... est...
» une hélice tracée sur un cylindre & base quelconque. »

Cette proposition, évidente par les rcmarques précédentes,
jointes au Théoréme de Joachimstal, peut étre complétée comme
il suit :

1° La développable dont il s’agit est une surface d pente con-
Stante;

2° La base du cylindre est la développée de la ligne de courbure;

3° 8¢ une surface admet un systéme de lignes de courbures
planes, Uune des nappes du liew des centres de courbure est en-
gendrée par une hélice variable (B).

27. AB (fig. 8) étant une ligne de courbure d’une surface S,
prenons des normales MN, M'N’, M"N", ... égales entre clles : l¢
lieu de leurs extrémités est une ligne de courbure de la surface S,
paralléle & S**. Les tangentes MT, NS sont paralléles, comme inter-
sections de deux plans paralléles (les plans tangents cn M, N) par
le plan de deux normales consécutives MN, M'N'. Autrement dit,
le plan normal en M, & AB, est normal en N, & CD. Ainsi, quand
dewx surfaces S, S' sont paralléles, les lignes de courbure de la
premiére sont, respectivement, paralléles aux lignes de courbure
de la seconde (B).

28. En particulier :
1° Toute surface S', paralléle d une surface S qui admet un

* Tome II, p. 301.
** Recherche des lignes de courbure.... (MEM. cOuR. ET MEM. DES SAVANTS
ETRANGERS, t, XXXII, p. 16).
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systéme de lignes de courbure planes, admel ausst un systéme de
lignes de courbure planes, respectivement paralléles aux pre-
miéres (B) *.

2° St une surface S admet un systéme de lignes de courbure
circulaires, toute surface S', paralléle i S, en admet également
un (B).

VI. — Surfaces d’enroulement **.

29. Soit une ligne C, située dans un plan P. Si ce plan s’en-
roule autour d’une développable S, enveloppe de ses positions
successives, la ligne C engendrera une surface remarquable 3,
dont les surfaces de révolution sont un cas particulier, et que I'on
peut appeler surface d’enroulement ***.

30. De cette définition, résultent les propriétés suivantes :
. 1° Les sections de 2, par les pluns P, P', P", ... tangenls a S,
sont égales entre elles (B);

2° Ces sections C, C', C", ... sont les lignes de courbure de la

surface 2 (B);

3° Les secondes lignes de courbure sont les courbes décrites
par les différents poinis de G, c’est-A-dire des trajectoires ortho-
gonales de P (B) ****;

* On lit, dans le 33¢ Cahier du Journal de, PEcole polylechnique (p. 165) -
« Si l'on contracte d'une certaine quanlité une surface a lignes de courbure
» planes, la surface oblenue a aussi ses lignes de courbure planes. »
La proposition ainsi énoncée ne différe probablement pas de la notre.

** Elles ont été traitées par Monge (Analyse appliquée, pp. 322 et suiv.).

*** Que I'on se représente une piéce de drap, d’abord étendue sur une longue
table, puis enroulée sur un noyau de bois. Dans ce mouvement, une ligne
quelconque, tracée sur le drap étendu, engendre une surface d’enroulement.

**** Quand le plan mobile, roulant surS, passe de la position P a la position
infiniment voisine P’, la ligne C engendre un élément de surface de révolu-
tion: I'axe de cette surface est I'intersection des plans P, P’; ou encore la
droite G suivant laquelle le plan P touche S; ou enfin 'axe instantané d’'une
figure dont / ferait partie. Cette simple remarque rend évidentes, croyons-
nous, toutes les propriétés énonceées.
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4 Ces secondes lignes de courbure sonl des courbes guuches,
excepté quand la développable S se réduit 4 un cylindre : dans ce
cas, ces lignes sont des développantes de la section droite du cy-
lindre (B).

81. Remarque. Les trajectoires orthogonales d'un plan mo-
bile P sont des courbes paralléles (B).

82. SiC, C, sont deux lignes situées dans le plan P, et se cou-
pant en M, les surfaces d’enroulement X, 3,, respectivement
engendrées par C, C,, ont une ligne de courbure commune : c’est
la trajectoire du point M. De plus, en tous les points de cette com-
mune ligne de courbure, les deux surfaces se coupenl sous un
angle constant, conformément a un théoréme connu (B).

Soicnt, dans le plan P (fig. 9), un systéme de courbes AB, A;B,,
AgBy, ..., dont les trajectoires orthogonales soient CC,C,, DD,D,,
EE,E;. . Pendant le mouvement du plan, ces diverses lignes engen-
drent deux séries de surfaces d’enroulement telles, que les sui-
faces de la premiére série sont orthogonales relativement d celles
de la seconde (B) *. De plus, toutes ces surfaces coupent orthogo-
nalement les plans P, P', P", ... (B).

Voild donc un systéme orthogonal triple, excessivement sim-
ple (B).

83. Remarques 1. Si les lignes AB, A,B,, A,B,, ... sont paral-
léles, les trajectoires CC,CQ._.., DD,D,..., deviennent les normales
communes a ces lignes, et, conséquemment, le systéme se compose
de surfaces paralléles, de surfaces développables et de plans (B);

I1. Si AB, AB,,... se réduisent & des droites paralléles, il en
est. de méme pour CD, C,D,, ...; et alors le systéme orthogonal est
formé de plans et de deux séries de surfaces développables paral-
léles (B) **;

III. Soient S, S,, S,, ... les surfaces engendrées par AB, A,B,,

* En effet, quand deux surfaces de révolution ont méme axe, elles sont
orthogonales si leurs sectlions méridiennes le sont.
** Recherche des lignes de courbure..., p. 16.
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AsBs, ... D’apreés la propriété de la normale 4 une surface de révo-
lution, lu trajectoire orthogonale CC,C, ..., dans sa position pri-
mitive, est normale, en G, C,, C,..., ¢ S, S;, S,, ... Mais, évidem-
ment, une posilion quelconque du plan P peut éire regardée
comme position primilive ; donc les lignes CD, C,Dy, C;Dy, ... dans
toutes leurs positions, coupent orthogonalement -les surfaces
S, S, Sey.

IV. De méme, les courbes AB, A\B,, ... dans leurs diverses posi-
tions, sont les trajectoires orthogonales des surfuces S,S,, Sz, ...,
engendrées par CD, C,D,, C;D,, ...

V. Conséquemment, chacune des deux séries de surfuces admet
uneinfinité de systémes de trajectoires orthogonales, chaque sys-
téme étant formé d’une infinité de lignes égales entre elles.

34. Supposons, comme dans la Remarque II, que les lignes
AB, AB,, A,B,, ... soicnt des droites paralléles ; et supposons, en
outre, que 'enveloppe du plan Psoit un cylindre 3. Alors S, S,, S;,...
sont des surfaces d pente constante, équles entre elles ; S;,S,, Ss, ...
sont aussi des surfuces d penle constante, que 'on peut appeler
complémentaires des premiéres.

Vil. — Trajectoires orthogonales des sections planes
d’une surface.

85. Lenme. Si les génératrices G, G', G", ... (fig. 10) d’une sur-
face S, rencontrent normalement une surface S', Uintersection

AMM'M"... B, des deux surfaces, est une trajectotre orthogonale
de G, G',G", ... (B).

86. TutoreME GENERAL “. Sotent ab, a'b’, a”’b", ... les sections
faites, dans une surface S, par des plans P, P',P”, ..., ayant
une enveloppe E. Soient AB, AB,, ... ce que deviennent ces lignes
lorsque les plans mobiles, ayant roulé sur E, viennent se con-

* Bulletins de I’ Académie, (évrier 1872.
Tome XXIV. 2
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fondre avec un méme plan 1, tangent d E. Soient enfin CD, C'D’,
C"'D", ... les trajectoires orthogonales de AB, A’B', A"'B", ... Si le
plan 11 s’enroule autour de E, de maniére d prendre les positions
P, P, P", ..., les surfaces d’enroulement 3, X', 3", ... engendrées
par CD, C'D’, C'D", ... coupent S suivant des lignes cd, c¢'d’,
¢"d", ..., trajectoires orthogonales de ab, a'b', ... (B).

Considérons, par exemple, la surface d’enroulement =, engen-
drée par CD. Cette surface 2, rencontrée normalement par AB,
A'B’, A"B", ... (88, IV), est rencontrée, normalement aussi, par
les génératrices ab, a'b’, a'’b", ... positions initiales de AB, A'B’,
A"B'" : Iintersection cd des surfaces 3, S est donc une trajectoire
orthogonale des lignes ab, a'b’, a''b", ... (35).

87. D’aprés ce théoréme, pour trouver les trajectoires ortho-
gonales des sections planes d’une surface, il suffit de construive,
dans un plan donné, les trajectoires orthogonales d’une série de
lignes données : le premier probléme, appartenant & la Géométrie
de Uespace, est ramené & un probléeme de Géométrie plane, beau-
coup plus simple.

88. Premiére application. Si les courbes ab, a'b’, ... sont des
circonférences concentriques, dont les plans passent par une
méme droite Oz, auquel cas la surface S est une cyclotomique, les
trajectoires orthogonales cd, ¢'d’, sont les intersections de S avec
des cones de révolution ayant O pour centre et Oz pour axe (B) *.

39. Deuxiéme application. Supposons que les génératrices
de S soient des circonférences ab, a’b’, ... ayant leurs centres sur
une droite Oz, et se coupant en un point O de cette ligne **. Les
trajectoires orthogonales cd, c'd’, ... sont les inlersections de S
avec les tores engendrés par les circonférences tangentes, en O,
d Uaxe Oz (B).

En effet, les transformées des circonférences ab, a'b’, ... (fig. 11)

* Mélanges mathématiques, p. 171.
** L’Osculatrice est un cas particulier de cette surface S.
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sont les circonférences AB, A'B', ... situées dans un méme plan;
et les trajectoires orthogonales de celle-ci sont les circonférences
CD,C'DY, ...

40. Troisiéme application. Soit une surface gauche S, engen-
drée par une droite ab rencontrant, 'sous un angle constant o,
une droite fixe Oz *. Les trajectoires orthogonales des génératrices
sont les intersections de S avec des cones de révolution autour
de Oz. Ces cones, tous égaux enlre eux, ont pour angle généra-
teur le complément de o (B).

41. Remarque. Sil'angle 4 est droit, la surface gauche devient
un conoide. Dans ce cas, les cones dont il s'agit sont remplacés
par des cylindres de révolution autour de Oz. Les trajectoires
orthogonales se projettent, sur le plan directeur, suivant des
circonférences concentriques, etc. **.

42. Quatriéme application. Considérons la surface S engen-
drée par une circonférence ab, variable de grandeur, tangente d
une droite fixe Oz, en un méme point 0. Les trajectoires orthogo-
nales des génératrices sont les intersections de S avec des sphéres
normales, en 0, d la droite Oz (B).

43. Remarque. La surface réciproque de S, si I'on prend pour
pole le point O, est un cylindre dont les génératrices sont paral-
léles & Oz. D’aprés un théoréme connu ***, les circonférences ab,
a'b’, ... constituent un premier systéme de lignes de courbure. Les
secondes lignes de courbure sont donc sphériques. Cette double
circonstance se présente toutes les fois que la surface S est la
réciproque d’une surface cylindrique (B).

44. Cinquiéme application. Soientune sphére S et un cylindre
de révolution, E, dont axe passe par le centre O de la sphére.

*- La directrice Oz est la ligne de striction (Recherches sur les surfaces
gauches, p. 22.)

** Propriélés évidentes et connues.

*** LiouviLLE, Journal de Mathématiques, t. XII, p. 281.
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Les plans P, P', P"', ... tangents d E, coupent la sphére suivant
de petits cercles ab, a'b’, a"b", ... tous égauzx entre eux. Quelles
sont les trajectoires orthogonales de ces cercles?

Si le plan P, supposé mobile, roule sur E, en entrainant les
petits cercles, et qu’il vienne prendre la position 11 (36); on a,
dans le plan I, une suite de cercles AB,A'B', A"B",... (fig. 12)
égaux entre cux, et dont les centres sont en ligne droite. Soit CMD
une trajectoire orthogonale de ces derniéres courbes. Le rayon
MI est tangent, en M, & CMD; donec cette trajecloire est une irac-
trice *. Les autres trajectloires ne différent de celle-ci que par la
position. Elles sont représentées, comme I’on sait, par les équa-
tions

1
w=b—a[l.tq§?+cos?], y=asing,**

dans lesquelles a désigne le rayon, et b, la constante arbitraire.
Les trajectoires des petits cercles ab, a'b’, ... sont donc les inter-
sections de la sphére avec les surfaces d’enroulement engendrées
par ces tractrices.

45. Sixiéme application. On donne un cone de révolution AOB
et une sphére AOB, concentrique avec le cone. Trouver les trajec-
toires orthogonales des sections fuites, dans la sphére, par les
plans tangents au cone.

Si le plan tangent roule de la position OB & la position OA, en
entrainant les grands cercles d’intersection, et qu’on le rabatte
ensuite dans le plan méridien AOB, pris pour plan vertical de pro-
jection, le dernier cone sera développé suivant un secteur AOD,
et tous les grands cercles viendront se confondre avec OADE...
La construction générale (36) est donc en défaut. Mais comme le
rayon OD est normal & toutes les circonférences AMDE.., la surface

* Dunamer, Cours de Mécanique, t. Iev, p. 125,

** Sil'on suppose b= 0, on a la tractrice CMD (fig. 15), tangente, en C, a
P’axe Oy. Un calcul trés-simple prouve que 'espace indéfini COMD est équi-
valent au quart du cercle dont le rayon est a.
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conique d’enroulement, engendrée par ce rayon, coupe la sphére
sutvant U'une des trajectoires demandées. 1l en serait de méme,
bien entendu, pour les surfaces coniques engendrées par les
autres rayons : cherchons donc, seulement, cette surface d’en-
roulement particuliére.

A cet effet, prenons arc Am = arc AM; menons la tangente
MT, terminée au rayon OD prolongé; puis la tangente mt égale
a MT : le point t, ainsi déterminé, appartient d la trace horizon-
tale du cone d’enroulement.

Silon fait CA=«, OA=R, Cl=wu, BCi=w, elc.,on a

ar =Rz, ay=Rp, MT=mi=\|"u? — a2

VE—a Ve Za
a—(j:arclgT, T —w—y=arclg——),
a

puis, par I’élimination de «, 8,9 :

a

12— 2 2__ 2
Ve—a e =%
R a

R
w= —arclg

a
Telle est I'équation de la trace horizontale du cone d’enroule-

ment.
La génératrice qui passe au point ¢ perce la sphére en un point
P de la trajecloire considérée. Soient p la projection horizontale
. L .. w R2—a2

de ce point, et Cp = U : il est visible que g =) g} donc la
projection horizontale de lune des trajections est représentée par
I’équation que I'on obtient en remplacant « par sa valeur dans la

relation (19); savoir

2 __ g2

R /Ut — a R, /TT—a
— —arcte / — ar _ —) (9
o=—arcig \/ T Wets (a \/ rrmmr) K (20)

48. Remarques I. On aurait ’équation de toutes les trajec-
toires en changeant, dans le premier membre, » en o — const.
I1. Les plans tangents au cone sont également inclinés sui

By

'axe. Conséquemment, les langentes d chacune des trajectoires
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font, avec cet axe, un angle constant, dont le cosinus égale . Ces

courbes, que P’on pourrait appeler hélices sphériques *, sont défi-

nies par I'équation différentielle % = g, Jointe & 2’ +y'+2*=R"

11 Sil'on fait x =Ucos o, y = Usin o, on a dz—= — —r—.

. ' » Y > VRO

On trouve ensuite, en supposant que s augmente quand U di-
minue, :

. dw)?
ds=—dU —+ U2 (— H
Vie—w™ dU) ’
puis, au lieu de I'équation différentielle ci-dessus :

U a
== ... ... (1)

2 R
\/Rz + U2 (R’ _ U’) (d_w)
dU
Or, d’aprés 1'équation (20),
RR*— U2 [a® U? —at
do=;—_R’—a2 F‘—I)d. _—R’—U"
ou, si I'on effectue les calculs,
do R /U—a
dU aU R — U?

L’équation (21) devient donc V'identité

U
U?—a?
R 1+
aﬂ

* Elles portent le nom de développantes sphériques. Ce sont d'ailleurs de
véritables hélices, tracées sur le cylindre représenté par I'équation (20). Voir, -
par exemple, un Mémoire de Th. Olivier, dans le 23¢ Cahier du Journal de
PEcole polylechnique.

I

ETE)
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Vill. — Surfaces a ligne de striction rectiligne.

47. L'une des plus simples et des plus remarquables est
Ihyperboloide-conchoidal *, dont le modéle a ¢té construit par
Bardin et, plus récemment, par M. Muret.

Si I'on substitue, a la seconde directrice rectiligne, une courbe
AB (fig. 1B), située dans un plan perpendiculaire & Oz, et dont
I'équation soit u = f(); on a, en supposant que le triangle rec-
tangle GOM soit isoscéle :

Op=0M — Pp=0M — 0z,
ou
u=f(w) —z;
ou enfin

s=f (arc tgg> — Vet p.
z

Chacune de ces équations représente la surface.

48. Remarques 1. Une section CD, déterminée par z=Pp=h,

a pour équation
u=f(w)—h;

donc tout plan paralléle d AB coupe la surface suivant une con-
choide de AB (B).

I1. Sila directrice AB est circulaire, la directrice Oz peut passer
a I'intérieur ou & P'extérieur du cercle; elle peut encore rencon-
trer la circonférence; ce qui fait trois variétés de surfaces, faciles
a construire (B).

49. Pour toutes les surfaces considérées, le cone directeur
est de révolution autour de Oz. De plus, comme nous I'avons
déja dit (39), les trajectoires orthogonales des génératrices sont
déterminées par des cones.de révolution, égaux au cone direc-
teur, et que l'on obtient en faisant glisser celui-ci le long de
0z (B).

* Traite élementaire de Géomélrie descriptive, p. 132.
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50. Les développables accompagnatrices (II) de nos surfaces
gauches sont des surfuces d pente constante, dont la directrice
est Uanti-podaire de AB, relativement au péle O (B).

En effet, le plan asymptotique suivant MG, c’est-a-dire le plan
tangent aw cone directeur, aurait pour trace horizonlale la per-
pendiculaire MT & OM; et, d'un autre cdté, I'enveloppe de MT
est I'anti-podaire de AB.

614. Cas particuliers. 1° Si AB est rectiligne, 'anti-podaire est
la parabole ayant AB pour tangente au sommet, ct O pour foyer.
Ainsi, la développable accompagnatrice de Uhyperboloide-con-
choidal est un hélicoide d base parabolique (23).

2° Si AB est une circonférence, 'anti-podaire est une ellipse
ou une hyperbole, dont le point O est un foyer. Dans le premier
cas, l'accompagnatrice est la surface d pente constante, ¢ base
elliptique; surface trés-remarquable, étudiée par M. de Saint-
Venant, ct qu’il a fait construire.

3° Si AB est une circonférence passant au pdle O, l'anti-podaire
se réduit au point O’, diamétralement opposé au point O. Dans
ce cas, la développable accompagnatrice de notre surface gauche
est le cone directeur ayant son sommet en O' (B).

IX. — Surfaces conchoidales.

52. Soit S une surface donnée. Si, d’une origine fixe O, on
meéne un rayon vecteur quelconque OM, et qu’on le prolonge de
. MM’ =k, k étant une constante, le lieu du point M’ est une sur-
face 8’ que I’on peut appeler conchoide de S *. On peut dire, en-
core, que les surfaces S, S' sont conchoidales.

Les surfaces conchoidales jouissent de quelques propriétés inté-
ressantes, qui n’avaient peut-étre pas été remarquées.

* A un méme point M correspondent, véritablement, deux points M’, M".
situés de part et d’autre de M. La conchoide compléte d’'une méme nappe S
est donc composée de deux nappes, S’, S”. Pour plus de simplicité, nous
négligeons la nappe S”; ce qui revient a supposer que le paramétre k est
essentiellement positif.
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58. Tusorime. 1° Les podaires de deux surfaces paralléles 3.
3!, sont des surfaces conchoidales, S,S';

2° Réciproquement, les anti-podaires de deux surfaces con-
choidales S, S', sont deux surfuces paralléles, 3, 3':

1o O étantle pole (fig 16), soit PP’ une normale commune aux
surfaces paralléles X, 3'. La droite OMM’, paralléle & PP, perce
les plans tangents PM, P'M', en dcux points correspondants M, M,
I'un appartenant & la podaire S de 3, 'autre & la podaire 8’ de 3'.
D’ailleurs MM’ = PP’ = const.; donc les surfaces S, S’ sont con-
choidales.

2° La réciproque résulte du théoréme suivant.

54. Tuiorime. 1° Les normales ¢ denx surfaces conchoidales,
en deux points correspondunts, sont situées dans un méme plan;

2° La droite menée du pole, au point de concours de ces nor-
males, est perpendiculaire au rayon vecteur commun.

MN étant la normale, en M, & la surface donnée S; menons,
dans le plan normal OMN, ON perpendiculaire & OMM' ; puis, du
point N, ainsi déterminé, tirons NPP' paralléle & OMM'. Enfin,
menons encore MP, M'P’ paralléles & ON. D’aprés un théoréme
connu, le lieu 2 du point P est Panti-podaire de S, et M'N est la
normale & la podaire du lieu 3’ des points P’. Et comme cette
podaire est la surface §', conchoide de S (83), les deux parties de
la proposition sont démontrées.

55. Tucoreme. Les conjugudes d’une suile de surfaces conchoi-
dales, S, S', 8", ..., sont des surfaces conchoidales, s, s', s, ...

M {fig. 17) étant un point quelconque de la surface S; menons,
dans le plan normal OMN, Om égale et perpendiculaire & OM;
puis On égale et perpendiculaire & ON : mn, égale et perpendicu-
laire & MN, est la normale au lieu s des points m *. D’aprés le
dernier théoréme, les normales en M’', M", ... concourent en N;
donc le plan OMN contient les points m', m", ..., conjugués de
M, M7, ... ete.

* Mémoire sur une transformation géométrique et sur la surface des
ondes, pp. 6, 29, 31, ...
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86. Remarque. Sila surface S est un plan, les surfaces §',S", ...
sont engendrées par des conchoides de Nicoméde, tournant autour
de I'axe commun. Dans ce cas, la conjuguée s de S est un cylindre
de révolution *; et les surfaces s', s", sont engendrées par des
conchoides égales aux premiéres, tournant autour de Uaxe com-
mun, mais aprés avoir effectué un quart de révolution autour de
cet axe "*.

e

X. — Cyclide a directrices rectillgnes

57. ProsLinEe. Soient (fig. 18) AB, CD deux droites perpendi-
culaires entre elles, et non situées dans un méme plan ; soit EF=4
la commune perpendiculaire a ces lignes. Discuter la surface
engendrée par une circonférence variable EHGH', qui, tangente
en E d la direclrice Ab, renconire constamment Uautre direc-
trice CD ™.

1° Si la génératrice coupe CD en G, il est visible que EG est
un diamétre; donc la circonférence mobile, tangente d Uune des
directrices, est orthogonale d Uautre.

2° Dans le plan horizontal ECD (fig. 19), décrivons, sur EF
comme diamétre, la circonférence EFl, rencontrant en I le dia-
métre variable EG. L’inspection de la figure donne

EG.El=BF =4

* Mém. cité, p. 8.
.+ - [ . . |
Les surfaces §',8", ... conchoides du plan S, sont représentées par

(z—c)2 (22 +y2 +422) — k222 = 0;
landis que I’équation des surfaces &, s”/, ... conchoides du cylindre s, est
(224 2—c2)2 (22422212 — 2k (224-y2) (x2--y24-c?) (T24-y24-22) + k¢ (z24+92)2=0.

*** Suivant I'usage, jappelle cyclide toute surface qui admet deux systémes
de lignes de courbures circulaires.

**** Cette surface est un cas particulier de 'une de celles qui ont été con- -
sidérées ci-dessus (42).
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Conséquemment, la surface réciproque de S est le cylindre C
qui a pour section droite le cercle EF (43).

30 Les premiéres lignes de courbure sont donc les circonfé-
rences généralrices EHGII' (43).

4> Les secondes lignes de courbure, trajectoires orthogonales
des premiéres, sont des courbes sphériques (43). Je dis, en outre,
quelles sont planes.

En effet, la circonférence ef, ligne de courbure du cylindre C,
est 'intersection d’un plan et d’'une sphére, surfaces dont les réci-
proques sont sphériques; ete.

5 La surface S, admettant deux systémes de lignes de cour-
bure circulaires, est une cyclide.

6° Considérons, sur le cone Eef (fig. 20), la circonférence ef,
ligne de courbure du cylindre C, et la circonférence pq, ligne de
courbure de la cyclide S. Soit F' le point inconnu ou le diamétre
gp, prolongé, rencontre EF. D’aprés I'égalité Ep . Ef=Eq . Ee,
les triangles Epq, Eef sont semblables; donc le premier est rec-
tangle, et le triangle F'Eq est semblable a Eef. Conséquemment

Ee ef

EF ~ Eq’

puis, a cause de I'égalité précédente,
EF’ = ¢f = EF.

Ainsi, les plans des secondes lignes de courbure passent tous
par la seconde directrice CD. ,

7° En outre, le liew du point p est la circonférence EKF, dé-
crite sur EF comme diamétre.

8 De la résulte un second mode de génération de notre sur-
face : la cyclide S, liew d’une circonférence qui, tangente a AB,
coupe normalement CD, est ausst le liew d’une circonférence pq,
dont le plan passe par CD, et qui rencontre orthogonalement la
droite AB et la circonférence EKF *.

* Les résultats précédents sont, bien entendu, compris dans ceux que ’on
connait. Néanmoins, a cause de la simplicité des démonstrations, j’ai cru pou-
voir signaler ce cas particulier de la cyclide, surface étudiée par MM. Charles
Dupin, Mannheim, Picart, Roberts, ...
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X1. — Quelques théorémes sur les courbhes gauches *.

88. Lemne. Le cercle osculateur d’une ligne C, tracée sur unc
surface S, est osculateur d la section faite, dans S, pur le plan
osculateur de C**.

89. Soit MC = (fig. 21) le rayon de courbure d’une ligne
donnée AMB, ayant MT pour tangente. Par AMB, faisons passer
une surface quelconque S. Soit MN la normale 4 S, et soit M= R
le rayon de courbure de la section normale TMN. D’aprés le théo-
réme de Meusnier, le rayon de courbure de la section oblique TMC
a pour valeur R cos NMC = R cos 6.

Mais, en vertu du lemme, ce rayon de courbure égale MC = p.

Donc
= Rcos®.

Cette relation donne, immédiatement, les propositions sui-
vantes :

1° Les sections faites, par un méme plan TMN, dans toutes
les surfaces passant par une courbe guuche AMB et ayant une
normale commune MN, ont méme cercle osculateur ;

2° Le liew des centres I des circonférences osculatrices est axe
DCE du cercle osculateur d la courbe AMB;

3° Le liew des mémes circonférences est une cyclide d direc-

trices rectilignes (89) ***;
o

* Ce paragaphe a été écrit a loccasion d’'une Note de M. Imchenetsky, pré-
sentée a la Société des Sciences, de Liége.

** Voir, par exemple, le Calcul différentiel de M. Bertrand (p. 636). La
démonstration donnée par ce savant géométre m'ayant semblé peu satisfai-
sante, j'en ai cherché une autre, que je ne rapporterai pas ici.

*** L'une des directrices est la tangente donnée, MT; Uautre, paralléle a
I'axe DCE du cercle osculateur de AMB, passe par le point diamétralement
opposé a M. Cette seconde droite sera peut-étre ulile dans la théorie des
courbes. Ne pourrait-on, provisoirement, 'appeler anti-tangente? 1l cst facile
de voir que le lieu de l'anti-tangente est une surface gauche.
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4 St deux surfaces S, §' (fig. 22) se coupent suivant une ligne
AMB; que I, I' soient les centres de courbure des sections nor-
males TMN, TM'N’ passant par la tangente MT d U’intersection :

le centre C du cercle osculateur d cette ligne est la projection de
M sur II' *.

XII. — Enveloppe d’'un cylindre de révolution.

60. JProsLine. Si Paxe MT d’un cylindre de révolution roule
sur une courbe donnée, AMB, quelle est ’enveloppe de la surface
cylindrique?

Par les considérations les plus élémentaires, on reconnait que :

1° L’intersection de deux cylindres de révolution, égaux entre
eux, et dont les axes se rencontrent, est composée de deux
ellipses ;

2° St les axes viennent d coincider , 'une des ellipses se réduit
a la section droite ; et Uautre se transforme en deux génératrices,
paralléles d Paxe commun , et passant par les extrémités du dia-
métre 2R de la section droite perpendiculaire au plan des deux
axes **.

Par conséquent, I'enveloppe cherchée se compose de deux par-
ties :

1° Une surface-canal 3, enveloppe d’une sphére inscrite au
cylindre donné, et dont le centre décrirait AMB;

* Silon désigne par ¢ 'angle des normales MN, M'N’, et par R, R, p les
rayons de courbure, on a, comme il est facile de le voir,

sin29 1 1 2
e il il TR

et, si les surfaces sont orthogonales :

1 1 1
F? .

“retRE

** Plus exactement, le diamétre dont il s’agit est la limite de celle per-
pendiculaire : dans le probléme actuel , ce diamétre coincide avec la binor-
male de AMB.
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2 Une surface réglée S (fig. 23), dont on trouve deux généra-
trices GH,G'H' en prenant, sur la binormale GMG',MG=M'G'=R,
et menant, par les poinis G, G/, des paralléles ¢ MT *.

61. Soient:

x, y, z les coordonnées du point de contact M;

a, b, c les cosinus directifs de la tangente MT;

[, m, nles cosinus directifs de la binormale MN; ‘

p,  le rayon de courbure et le rayon de torsion de la ligne AMB.

On a, par des formules connues ** :

l m n 1
=— - =— B =¢ . . (1)
b’ —cb'  ca'—ad ab’—ba'  Vom prg o
room W g @
a b ¢ r’
al! +-bm' +cn'=0, . . . . .. . . (3
1
al+bm +cn=——, . . . . . . . 4
rp
1
/’9+m”+u"=—i kP )]
r

Considérons, en particulier, le point G dont les coordonnées
sont x — Rl, y — Rm, z — Ru. La génératrice GH, passant par
ce point, a-pour équations

X—a:—Rl__Y -y—Rm _Z-—-z—Rn
a - b - ¢ =t

dokhk

¢ étant une fonction de s, inconnue ****.

* Ces génératrices sont langentes a la sphére mobile ; et par conséquent,
tangentes a la surface-canal. ‘

** Voir, par exemple, notre Théorie analytique des lignes a double cour-
bure. '

*** Dans ces égalités, les accents désignent des dérivées relatives  I'arc
AM = s, pris pour variable indépendante. Pour la discussion des signes,
voir le travail cité.

**** Cetle fonction représente la distance comprise entre le point G et le
point ol la génératrice GH touche son enveloppe, si la surface S est dévelop-
pable.
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Kerivons-les ainsi :
X—z—Rl=ap, Y—y—Rm=bp, Z—z—Rn—cp . (6)

62. Si la surface S est développable, on doit avoir, avec ces
équations (6), les relations

—a —RlI'=a¢'+a'p, —b—Rm'=be'+-b'p, —c—Rn'=cp'+-c'p; (7)

dérivées des premiéres.
Comme
a?+ b +cr=1, aa'+bb'=cc' =0,
on conclut, de ces équations (7):
—1 —R3al'=¢, —REal =930, 1+ RZ =t p23541,

ou, & cause des relations (1) et (3) :

. R 7
, R;_-—?, l+r—’_?*+? R )

— | = 14

L’élimination de ¢, ¢', entre ces trois équations (8), conduit &

une idenlité; donc deux génératrices consécutives se rencontrent ;
ou, ce qui est équivalent, la surface S est développable *.

63. Soit P le point ot la génératrice GH touche son enveloppe.
D’aprés la valeur de ¢ (8) :

4 r
GP=RE, igPMT=_.
_ ” .

Or, (-: représente aussi la tangente de I'angle H formé par la tan-
gente MT avec la rectifiante **; done le point P est Uintersection
de la rectifiante MR avec lu génératrice GH.

64. PP’'P" ... étant I'aréte de rebroussement de la surface S,
soient PM, P'M’, P"M", ... les rectifiantes passant en P, P', P, ...

* On arrive au méme résultat, mais moins simplement, quand on con-
sidére GH comme Vintersection du plan rectifiant avec un plan paralléle au
plan osculateur.

** Théorie analytique..., § VIL
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Si on développe la surface rectifiante, lu courbe AMB devient
une ligne droite amb *. Les rabattements des binormales MG,
M'G', ... seront les droites mg, m'g’, ... perpendiculaires & ab, et
égales & R; done la transformée de Uaréte de rebroussement est
une droile, paralléle & ab. Conséquemment, celte aréte est une
ligne géodésique de la surface rectifiante.

65. En résumé, Uenveloppe cherchée se compose : 1° de la
surface-canal engendrée par la section droite CC' du cylindre,
section dont le centre M décrit la courbe donnée AB; 2° des déve-
loppables 8,8’ engendrées par les génératrices GH, G'H' du cylin-
dre, passant aux extrémités du diamétre GMG', BiNorMAL d la
tangenle MT.

En outre, les arétes de rebroussement de ces développables sont
décrites par les points P, P', intersections de GH, G'H par la rec-
tifiante PMP'. Enfin, chacune de ces aréles de rebroussement est
une ligne géodésique de la surface rectifiante.

66. Remarque. Si 'on fait varier le rayon /i, on obtient, sur
la surface rectifiante, une infinité de lignes géodésiques, dont les
transformées par développement sont paralléles a la transformée
de la directrice AMB : celle-ci répond au cas de R =0.

XIil. — Du lieu des centres de courbure d’un elllpsoide.

67. Soient les équations connues

oy 5

arEta=ho o0
x? e 23 .
a— ¢ b’—g’+c2—gﬂ_ yooo- o -.‘ . (2)
z? y? 2z
a’~h’+b’-la’+¢:’_hi=1" N )

dans lesquelles nous supposons

a>g>b>h>c.

* (’est 4 celte propriété que la rectifiante doit son nom.
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M (fig. 24) étant un point pris sur I'ellipsoide donné, soient MG,
MH les lignes de courbure qui se croisent en ce point. La pre-
miére, représentée par les équations (1), (2), ou par g = const,
se confond avec CB lorsque g = «. De méme, la seconde ligne
de courbure, MH, représentée par les équations (1), (3), ou par
)y = const, coincide avec CA si h = b.

69. Les rayons principaux en M ont pour valeurs, comme 'on
sait, %U—f et%': *. De ces deux rayons, I'un, que nous représente-
rons par R, est le rayon de courbure de la section principale
tangente ¢ MG. Quand les paramétres g, h atteignent leurs limites
a, b, R, devient b—c', rayon de courbure de ’ellipse BC, au som-
met B. On conclut, de cette remarque **,

gh3® 9*h
Rg=—, Rp==>—. . . .. ... ..
Y abe ' abe ®)

70. Soient encore u le rayon vecteur OM, et v la distance du

centre au plan tangent en M ; de maniére que

be ...
W=a+ b 42— g*— h?, =l L)
gh

Au moyen de cette derniére valeur, les formules (5) deviennent

Bg=——,Rh=—...........(5)

Celles-ci expriment que :

Le long d’une ligne de courbure (MH), le rayon de la section
principale (MG, M'G', M"G", ...) NoRNALE d cette ligne, varie en
raison inverse de la distance du cenire au plan tangent ****.

* Voir, par exemple, Mclanges mathématiques, p. 263.
** Faute de l'avoir faite autrefois, j’ai commis une légére inexactitude dans
un énoncé (Comptes rendus, t. LXXI, p. 33).
“** Mélanges, p. 262."
**** Comme I'on a aussi
a2b2c2 a2b2c

Ry = Ry = ——
1T e T s

on peul dire encore que :

Le long d'une ligne de courbure (MG), le rayon de la section principale,
TANGENTE d celle ligne, varie en raison inverse du cube de la distance du
centre au plan langent.

Toxe XXIV. 3



hig*  atbec?
ot vé

ou

R, .Ra = abicd

Si I'on convient, d’aprés Gauss, de prendre, comme mesure de
lu courbure, k= ﬁ, on voit que la courbure, en un point quel-
conque de Uellipsoide, est proportionnelle d la quatriéme puis-
sunce de la distance du centre au plan tangent.

En outre, une ligne de courbure constante * est le liew des points
de contact d’un plan qui roule de maniére d toucher Uellipsoide
el une sphére concentrique avec celui-ci **.

72. A une méme ligne de courbure, MG, correspondent deux
lieux de centres de courbure : le premier, A, est 'aréte de rebrous-
sement de la NoRMALIE *** qui a pour directrice MG; le second, B,
contient les centres des sections principales, normales ¢ MG.

Comme les cosinus directifs de la normale MN ont pour valeurs,

respectivement **** :
vT vy vz
@ T T

les coordonnées d’un point de A sont

v. v v
Xy, = (i*;;ﬂ,,).z‘, Y, = (1 —FRg)y, Zg=(1—§R,)z;

ou, par la premiére des formules (5) :

) h? h h
)\g=(1—F)w, Y,=(1—§)y, z,=(1-;)z. ... (6)

* C'est-a-dire, représentée par k = const.
** Recherches sur les surfaces gauches, p. 45.
*** Dénomination proposée par M. Mannheim.
“+** Mélanges mathématiques, p. 264. Ici, ces valeurs sont affectées du
signe —, parce qu'il s’agit du scgment MN, intérieur a I'ellipsoide. '
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De méme, les coordonnées du point ou la normale MN ren-
contre B ont pour expressions :
2

Xn= (l—%)x, Y,.=(1—--‘Z—:) v, Z,.=(1—~%:)z. L@

73.Ona*

P _@—g)@—K) ¢ _O—g) (- k) 2 (@=g) =)
at (a® — b?) (a*— cg)’ b (b1—c?) (b°— aa)’ c (c*—a2) (c —-b’)’ ®

donc
, _ (@*—g*)(a*—h%)3 Y.,_(b’—g’) B —hr?3 ,  (2—g%)(c*~ h%)3, 9
M B@-t)a-) | BO—a)b—c) " ce—a) o —bY) ®

(al_ gz)s(a2_h?) Y2 _ (b!_g?):" (bi__ h!) Zz _ (02_92)3(02_ h!)
F@—b)@—c) | Be—)b—a?) " fc—a)e—0b?)

X) =

(10)

" Puisque nous considérons la ligne de courbure MG, repré-
sentée par g = const, nous devons éliminer k, soit entre les équa-
tions (9), soit entre les équations (10).

74. On tire, des équations (9), en supprimant les indices :

at— = [“2 (a2 —8?) (a® —¢?) xe]g

ai_g?
b2 (b2 — c?) (b2 — a?) Y22
be_he=[ ( bca)_(ga ) ]‘, ..... (1)
YO Kl Gl A Gl ) Z’]%.
C*—g’ ’I

en sorte que de simples soustractions donneraient les équations
des projections de A. Mais, pour avoir des résultats symétriques;
formons les deux combinaisons suivantes :

E(a'-—h') (b — c’)=0=2(b’——c’) [a’ (a* — %) (a® — ¢*) Xz]g,

@ —g
a%(a? — b?) (a2 — ¢?) X* 3
at—g? :

Slat—h)(b* —c) =Za*(b' —c) - Z (b} - c')[

* Mélanges, p. 257.
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La premiére équation se réduit &

[an (b*— C2)zx2] L N [b’ (c2— ae)eyz]_; N I—Ca (a® — b*)’l’]§= 0. (12)
a®—g? b2 —g? L c—g?

La seconde devient d’abord

: ey
L e i P

puis

(108 — b9) (43— ) (62— o] = — (@b 09) 3 [%x‘]

+3a (6" — o) ( ;fz‘;)i.
La premiére partie du second membre est nulle, en vertu de
I’équation (12); donc I'on peut prendre, comme seconde équation
de A : 2 b! 2 2x2 1 2
Sat ["—(a—“_“g)—] = [0t — 9 (08 — ¢t (¢ — a®)]*

... (13

Ainsi, aréte de rebroussement A est U’intersection des surfaces
représentées par les équations (12), (13) : la premiére est un cone
du sixziéme ordre.

75. Un calcul analogue au précédent, mais plus simple, appli-
qqué aux relations (10), conduit a ces équations de la courbe B :

aix! + biY! 02Z2 _ (i 4)
@=gF O E—gr ~-

a2X? b2Y? c2Z2
=1..... 13)

@—gy T T—gF  @—gr

Elles représentent un ellipsoide E et un cone C, ayant mémes
plans principaux. 11 en résulte que, sur chacun de ces plans, la
courbe B sc projette suivant une ellipse ou une hyperbole; ete.

76. Remarques 1. L'équation (14) est la dérivée de (13), rela-
tivement & ¢* Conséquemment, la courbe B est la ligne suivant
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laquelle Uellipsoide E, variable avec g, touche son enveloppe :
elle est la caractéristique de E.

II. La courbe B peut étre regardée comme une génératrice de
la surface I, lieu des centres de courbure de Iellipsoide donné *.
Pour trouver Iéquation de ce lieu, on devrait €éliminer g entre
les équations précédentes; donc la surface I est Uenveloppe de
Pellipsoide E **.

Liége, 3 mai 1874.

PREMIERE ADDITION ***.

X1V, — Sur la polhodie.

Dans son intéressant Rapport sur le Mémoire précédent, M. De
Tilly fait le rapprochement suivant, qui m’avait échappé:

Si un plan roule de maniére & toucher un ellipsoide et une
sphére concentriques, le lieu des points de contact avec la pre-
miére surface (c’est-d-dire une ligne de courbure constante, rela-
tivement & l'ellipsoide), est la polhodie de Poinsot. La Note
actuelle a pour objet I'examen de quelques propriétés de cette
courbe. .

I. Poinsot a nommé poloide ™, polodie * et polhodie " le liew
décrit, sur la surface de Uellipsoide cENTRAL d’un corps, par le

* D’aprés les hypothéses précédentes, celte courbe engendre seulement une
nappe du lieu dont il s’agit : pour qu’elle engendre la seconde nappe, il suffit
’omettre la restriction g > b.

** Comptes rendus, t. LXXI, p. 33. .

*** Présentée a I’Académie, le 1°r aolt 1874.

v Briot (d'apreés Poinsot), Journal de Liouville, t. VI, p. 78.

v Eléments de Statique (1842), p. 514.

v Pornsor, Journal de Liouville, 1. VI, p. 102,
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pole de U’axe iNsTANTANE *. 11 a démontré que la polhodic est,
en méme temps, le liew des points ou Uellipsoide serait touché
par un plan mobile, qui resterait toujours a la méme distance
du centre ™. D’aprés cette seconde définition :

En chaque point d’une polhodie, les rayons principaux de
Uellipsoide forment un produit constant ; ou, ce quiest équivalent:

La polhodic est, relativement d Uellipsoide qui la contient, une
ligne de courbure constante ***. S

IL. Si p désigne la distance du centre de I'ellipsoide au plan mo-
bile P, ou le rayon de la sphére S sur laquelle roule ce plan (en
méme temps qu’il roule sur I'ellipsoide), les équations de la pol-
hodie sont

m? y‘2 z’ .
‘a—,+'b—l‘+;=1,. C e e e e e e e (1)

z?  yr g 1
Du centre commun, abaissons la perpendiculaire p sur P :
I'équation de P étant

T Y 5 .
FX+FY+F[=:1,

les équations de p sont

2 b1 2
Lx=2Zy=%1z.
T y z

Eliminant x, y, z, on trouve les relations

]
a?X? 4+ 0Y 2 =pf. . ... L. .. )
X2 Y2 Z2=p? . . . ... ... )

* Eléments de Statique, p. 511.

** Ibid., p. 312.

*** Recherches sur les surfaces gauches, p. 43. Suivant M. e Lo Gour-
NeRIE (Traité de Géométrie descriptive, art. 943), « M. Valson a démontré
que le produit des rayons principaux d'une surface du second ordre est con-
stant en tous les points d'une polhodie. » Mais ce théoréme semble fort an-
cien, car on le trouve dans les Développements de Géométrie, de Charles
Dupin (pp. 211, 212).
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qui représentent la conique sphérique C, lieu des points de con-
tact du plan P avec la sphére S.

III. Remarques. 1° Les ellipsoides représentés par les équa-
tions (1), (5) sont polaires réciproques relativement d la sphéreS*.

90 Pour une méme valeur de p, la courbe G est le lieu des pro-
Jections du cenlre sur les plans tangents d Uellipsoide, auax points
de la polhodie. Par conséquent, si p varie, lu polhodie engendre
Uellipsoide, et la conique C engendre la podaire de Uellipsoide.
Pour avoir I’équation de cette podaire, il suffit d’éliminer p entre
les équations (3), (4). On trouve ainsi :

(X2 - Y2 - 222 = @®X2 - BIY2 - 222 . . . . . . (D)
résultat connu **.

IV. Jai démontré, autrefois, un théoréme que ’on peut énoncer
ainsi :

Si deux surfaces du second degré ont leurs plans principaux
paralléles chacun d chacun, Uintersection est située sur trois sur-
faces de révolution, du second degré, dont les axes sont paral-
léles aux axes principaux donnés **.

Conséquemment, la polhodie représentée par les équations (1),
(2) est située sur trois surfaces de révolution, du second ordre. Les
équations de ces surfaces sont, comme on le reconnait aisément :

(a® — b?) (a2 —c?) _ (p* — b?) (p* — ¢?)

T4 Y+ 22— pn 2= p* - 7
0 —c?) (b®* — a2 2 02 (p® —a?
£’+y’+z2_(__.l£—_)yn=pa_(l’ )2(71 a)’
p
T2 4 y? 4 52— W 52— 2 — (p*—a®)(p*—b?)
c4 - _];2 .

" Voir, par exemple, le Mémoire sur une transformation géométrique, elc.,
pp. 50, 51, 52.

** Mémoire cité, p. 48.

*** Nouvelles Annales de Mathématiques, t. V1, p.433 (1847). En 1859,
M. I'abbé Aoust a communiqué, 2 ’Académie des Sciences, la proposition sui-
vante, cas particulier du théoréme : « Par une seule et méme ligne de
» courbure de lellipsoide passent trois surfaces de révolution du second
» ordre telles, que leurs axes de révolution coincident avec les trois axes de
Pellipsoide. » '
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V. Remarque. Appliqué aux lignes de courbure de Pellipsoide,
déterminées par

19

a? y? 3

=1

a? — )2 02 — Az 2 — Ag M

le méme théoréme donne les ¢quations

(a* — %) (a* — %)

2 2 4 22— 2 — p2 LY
& Y z @ (@ — ) T —+c 2
(i)a — ) (b2 —a?) i
m=+y’+z’—wy2=cﬂ+a’——)’.
(¢ — ) = b |
Tyt 42— @ = P=a+ b —

Celles-ci représentent trois surfaces de révolution, nécessaire-
ment différentes des premiéres.

VI. Supposons que le centre de I'ellipsoide donné soit un point
fixe, pris pour origine, et qu'un plan fixe P, paralléle au plan xy,
oit & une distance p de celui-ci. SiI'cllipsoide roule sur le plan,
le lieu décrit sur I'ellipsoide, par le point de contact, est une pol-
hodie *. Quant au lieu décrit par le méme point de contact, sur le
plan fixe, c’est une courbe transcendante, nommée serpoloide **,
herpolodie ***, ou herpolhodie ****, dont Poinsot a donné I'équa-
tion différentielle. On peut, de la maniére suivante, simplifier les
calculs du célébre Géométre.

VIIL. Si I'on observe que I’herpolhodie se projette, en vraie
grandeur, sur le plan xy, que 'on prenne pour pdle 'origine, et
que I'on emploie les notations habituelles, on a d’abord

PP =pr+ul, . 6)
ds*=dz® +dy® + dz? = wido?+du®. . . . . . . (7)

-

Poinsot, Journal de Liouville, t. XVI, p. 85,
Briot, Journal de Liouville, L. VI, p. 80.

**+ Eléments de Statique (1842), p. 514.

**** Poinsor, Journal de Liouville, t. XVI, p. 102.

.
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Des équations (1), (2), (6), on tire

al

1
V= [ue +o (p*— b3 (p*— 02)] ;

(@ — V) (@ =3

puis , de celle-ci :

d a‘udu
dr—m —m————
(a2 __ bz) (ae — Ci),
dat atuldu®
X* =

(a® — b%) (a2 —¢?) | w2 + %ﬂ_ (p* — b®) (p*— cz)]

Par conséquent, I’équation différentielle cherchée est
1 at

dw? = —;-+2 1
=@ =S - 00— )|

u?

;du’. (8)

VIIL. A cause de I'identité
a‘ (b!_cﬁ) + b.’(cz‘ - 02)_’_ CA (a‘.’_ bi) —_ — (aﬁ_. b?) (bﬂ_ c!) (02 _a’)'

la quantité entre parenthéses égale

1 [Z a*(b*—c?) _3 ad (b*—c2?) ]
(a*—b?) (b*—c?) (c*—a?) u?

1
w s (00 ()

1 at(*—¢) (p* =) (p*—¢*)
(a* = b%) (b — ¢*) (¢ — a®) p*u?

R el

Nous avons donc, au lieu de I'équation (8),
du? at(b*—¢®) (p*—b*) (p*—¢”)

dat= 2__ 2)(p2 2 iz -9
@ =) —e)e —a)ptut -, é(p’ — ) (p*—c)

IX. Seient, pour abréger :
A=a' (0 — %) (p* — %) (p* — ¢),
B=1b! (¢ —a%) (p* — &*) (p* — @),
C=c'(a*—b) (p* — a”) (p* — 1Y),
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1
5 m—— S__bz 2 __ 2,
Z p,(p ) (p*—¢?)
1
B=—(p%— c?)(p>— 2)
p,(p ) (p*—a?)
1 2
= — L— g_bz)
¥ p,(p a®) (p*—b%)

s A Gu* + Hu?+K
wWa (W a) (@ +PB) (U +v)

11 est visible que
G=23A, H=3A[B+9), K=23ABy=rpagyZat(h*—c?).

Or:
34 = piZat (b2 — ¢?) — p2Zad (b4 — c4) 4+ a?b2?Za? (b2 — )

= —p*(a* — %) (4 — &%) (c* — a¥),
BA (3 3) = 2 (0= ) () (5 —) 3 0 = ) (' = )
= — 2(p—a?) (P*—1%) (p*— ) (@*—b%) (b ") (¢*~a¥),
p*aBy Zat (b*—¢) = — pi‘ (P —a**(p*—b%)(p*— ¢} (@*—b?) (b*—c?)(c* —a?);
donc
Gut 4+ Hu? + K=— (a®*—0%) (b* — ¢?)(c* — a?)
x [P‘u" +2(p* — @) (p* — b*) (p* — o) ui+ 2%(132—a’)2 (P*—b*)(p*— C’)’],
ou

1
Gur+Hu?+K =——(a*—0%)(b*—c*)(c*~a?) [ptut4-(p?—a?)(p>—b2)(p2— c?)]*.
P

X. Au moyen de celte valeur, I’équation (9) devient
pﬁdw2=

d’l.tﬂ B 2 2 2 2 (2
= L =) =) (0~ )

[+ sviprey | ot [+ S o aenon |

Ainsi, I'équatjon différenticlle de I'herpolhodie est, finalement,

do =

= [t (- 08 (= V) (P — )T

.(10)

\/[p’u’+(p’—b‘)(p’—c*)] [p%t’q—(pg——c*)(pe—a?] [p*uz-q-(p*—a*)(p’—b’)]
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XI. Soit p = b, auquel cas la polhodie est une ellipse, repré-
sentée par deux quelconques des équations

z& y2 z2

e -+ b -+ P =1,
B S T
P et cot S P SUPIIN a1)
B c(a—b?)
x® at(b*—c?)
L’équation (10) se réduit &
du
do=> ce e e e (12)

\/ERE
u . b2

. . , (a2 — b2) (b2 — 2 . TR
Si I'on fait, pour abréger, ————b)_———) =m?, que l'on intégre,

ct que l'on suppose » =0 pour u = m, on trouve

2m
- mw me

el +e U
résultat conforme a celui qu’a donné Poinsot **. L’inspection de
cette formule prouve que I'herpolhodic est alors une spirale tour-
nant indéfiniment autour du pole.

XII. Remarque. D’aprés la génération de la polhodie et de
I'herpolhodie, un arc de la premiére courbe, et larc correspon-
dant de la seconde, ont méme longueur. En particulier, la spi-
rale (13) a méme longueur que Uellipse (11). La vérification est
facile. En effet, I'équation (12) donne

m? + b* — u?
ds =du \/—2—2—;
m? — u

me
m24b2 "

ds=)/m2 4 b*do|/1 — e*sin%.

et, si l'on fait w = m sin ¢, =

* La troisiéme est une conséquence des deux premiéres.
** Journal de Liouville, t. XVI, p. 118.
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Par conséquent, la longueur de la demi-spirale, comprise entre
le sommel et le point asymplotique, est donnée par-la formuke

N | _
.‘>‘=\/m2+b2/‘2 deo)/ 1 — e?sin%,
0

D’un autre ¢6té, cette méme formule représente la longueur du
quadrans de {ellipse dont les demi-axes seraient m,\/ m*+-0%, ete.

XIII. Autre remarque. Quand p =1b, les équations (3), (%) de
la conique-sphérique deviennent

0*X2 - DY TP = bY, XP o4 YR T2 = b2
1l résulte, de celles-ci :
_)5 _ \/ b —c?
Z7V ae—b
Ainsi, cette conique se réduilt d une circonférence de grand

cercle. Conséquemment, enveloppe du plan mobile P est un
cylindre de révolution ; ete.

SECONDE ADDITION *.

XV. — Des surfaces paralléles a ’hyperboloide.

1. On sait que, pour trouver I'équation des surfaces paralléles
d un ellipsoide donné, 'on devrait éliminer ) entre les équations

? y? z* i
-+ + =14 —
a? 4 b4 ¢4 D)
z y? z2? k2

e,

@+ +(b’+)\)’+ (c*+ 1)’—;; ’

dont la seconde est la dérivée de la premiére. J'ignore si cette éli-

* Présentée a I'Académie, le 5 mars 1874.

** Voir, par exemple, un Mémoire de M. CAaYLEY (4Annali di Matematica,
1860).
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mination, qui semble devoir étre fort laboricuse, a été effectuée *.
Quoi qu’il en soit, on simplifie la solution du probléme en pre-
nant d’abord, au licu d’un cllipsoide, I'hyperboloide & une nappe,
représenté par

z'l 1/2 ~2

STt )

En effet, si le centre d’une sphére, dont le rayon est la distance
donnée k, parcourt une génératrice rectiligne G de I’hyperboloide,
’enveloppe est un cylindre de révolution C; et, quand la droite
G engendre I'hyperboloide, le cylindre C est enveloppé par la sur-
face cherchée Z, paralléle d I'hyperboloide **.

2. Si

T—mz—p=P=0, y—nz—q=0=0,. .. .. (2
sont les équations de I'axe, le cylindre est représenté par
P2+ Q*+ (nP —mQP=m2+n*+c)k® . . . . . (5)

Dans le cas de I'hyperboloide,

a . b .
m=—sin¢, n=-—cos¢, p=acosy?, g=—bsing;
c c

* La recherche de ’équation de la toroide est déja un peu pénible (Nou-
velles Annales, t. 111, p. 553).
** En général, au lieu d’éliminer les parameétres ;, » entre les équations

: d d
f(f‘,?/yf;).;#)=0, I—i:;::O’ d;ff:=0;

on peut commencer par éliminer ) entre les deux premiéres; ce qui donne
une équation F (z, y,z, #) =0; aprés quoi on élimine « entre F = 0
et 35 =0. Les deux procédés conduisent au méme résultat.

M. W. Roberts considére la surface paraliéle a Pellipsoide, comme I’enve-
loppe d’une série de tores, déterminés par les sections circulaires de celui-ci.
La substitution du cylindre au tore améne, évidemment, des simplitications
dans lés calculs.
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donc :

1
P=;—(cw—az sin ¢ — accos ¢),
1 .
( =;(cy—-bzcos ¢ -+ be sin ¢),
1 .
nP — mQ=;(bz cos ¢ — ay sin ¢ — ab),
1
m? -+ nt4-1 =—(a%sin? p +b*cos® ¢ + ¢7).
. C

Au moyen de ces valeurs, I’équation (3) devient

(cx — az sin ¢ — ac cos 9)® 4+ (cy — bz cos ¢ -+ be sin)?

—+ (bx cos ¢ — bysin ¢ — ab)? = (a?sin?¢ +- b2 cos?p—+-c?) k2

3. A cause de

1 —cos2 1+ cos2
ot SR P kel

. 1 .
2 3 , smspcosq:=§sm2?,

sin®¢=

celle équation (4) peut étre mise sous la forme
A sin2p + B cos2¢ +2Csin ¢ +2Dcos¢ +~E=0. . . . (5)

L’intersection de dcux eylindres consécutifs, ou la génératrice
de la surface 3, est représentée par le systéme de I’équation (b)
et de I’équation dérivée :

A cos2p — Bsin2¢p + Ccosp — Dsinp=0. . . . . . (6)

Si I'on pose tang p — t, ces deux équations, rendues rationnelles,
s'élévent au quatriéme degré. Il convient donc, avant d’éliminer ¢,
de les remplacer par deux autres, plus simples.

1° En transposant les termes qui contiennent sin ¢ et cos ¢,
élevant au carré, puis ajoutant, I’on trouve

A? 4 B2 + E2 + 2E (A sin 29 + B cos 2¢)
= (4C2 + D?) sin2p + 6CD sin ¢ cos 9 + (G2 + 4D2) cos 2 ¢,
ou

[A24- (B—E)2— 4C2 — D2]724-2(AE—5CD)t-+ A%+ (B+-E)2— C2— 4D2=0. (7)
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2° Si I’on transpose encore les mémes termes, et que I'on divise
ensuite membre d membre, on trouve aisément

(B—E)t’—?At—(B+E)+2 Ct+D
A2 4-2Bt— A DE—C

4. Les équations (7), (8) étant représentées par
Fe+Gt+H=0, K+ LI*+Mt+N=0,

I'élimination de ¢ ne présente plus aucune difficulté.

5. Nommons L la ligne suivant laquelle le cylindre C touche
son enveloppe 3. Cette ligne L est l’inlersection de C avec la sur-
fuce du second degré représentée par I'équation (6). Il est facile
de reconnaitre que L appartient, en oulre, ¢ un puraboloide hy-
perbolique P.

En effet, si par un point quelconque de la génératrice G on
méne, & I'hyperboloide, une normale égale & k, le lieu de I'extré-
mité de cette normale est une ligne L', intersection du cylindre C
et du paraboloide normal P. EL comme la surface 3 est le lieu
de L', cette ligne coincide avec L. Par conséquent, la génératrice L
de la surface 2 est Uinterseclion de lrois surfaces du second degré,
connues .

6. Lorsque sin ¢ =0 ou cos 9 =0, la surface S, représentée
par I'équation (6), se confond avec le paraboloide P. Mais ces
deux cas singuliers sont les seuls : pour toutes les autres valeurs
de sin ¢ ou de cos ¢, la surface S ne contient pas la génératrice G;
donc elle différe de P.

7. En général, la surface 2, paralléle & une surface réglée R,
peut étre envisagée de deux maniéres :

1° Commel’enveloppe d’un cylindre de révolution C, ayant pour
axe une génératrice G de R;

2° Comme le lien engendré par lintersection L du cylindre C
avec le paraboloide normal P déterminé par la droite G.
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8. Laligne L est la caractéristique de C (*).

9. Si la surface R est développable, la surfacc 3 l'est égale-
ment; et le probléme présente diverses circonstances intéressantes,
sur lesquelles je reviendrai peut-étre.

(*) Soit F (z, y, z, ®) = 0 P’équation du cylindre, « étant un paramétre,
variable avec G. La caractéristique est représentée par le systéme.
dF

- =0.

F=o, do

Quant au paraholoide P, il a pour équation

dF
F+AEE=O’

). ayant une valeur convenable.
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