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SUR

LES FONCTIONS X., DE LEGENDRE.

I

RAPPEL D’ANCIENNES FORMULES (*).

1. Relations entre les fonctions X, et leurs dérivées.

(4-xZ)dz;“=n(mx,,_,_X"), N ()

(1 — =% %= O . S )
m+1D)X—@n +1)aX, +nX, ,=0, . . . . . . . (3)

). —X,,+,=j(-7:l—:':)(1 —x’)% 2 ()]

XX, XXy + XoX, g+ oo x,,x0=SiL(:—n*;—’)f‘ . (cosa—1x). . . (B)
/ X, dx = 1111::0“ a?i _'E)%E—):—"i: m>0. . . . . (6

X, + Xom -_—xof" X, dx + X, /7 X, da + - + x,,/"xodx,. )
=1 —1 - —1

(*) Afin d’épargner, au lecteur, 'ennui de compulser les deux premiers Mémoires et la
premiére Note, nous transcrivons, dans ce paragraphe, les relations dont nous aurons
besoin.
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2. Valeurs de X,, X, ...
1., 1 . 1
Xo=1, Xi=2x, X,=;(5z*—1) X5=§ (32> —3x), X;= 5(553’" — 50x® + 3),
1 ) . 1
X; = 3 (63x* — 70x® + 15x), X;= E(QSI:X:“ — 5 5a* + 10522 — B),

1 -
X, = m (4292 — 693x® + 318x° — 38x),

1
Xy = 198 6 435x° — 12 012x° + 6 930x* — 1 260x* + 35),

[X"]z=l= 1, [X"]:=-1 — 1) [xn] = (n Zmpuir),

1.3.5...n—1 N )
[X,,l:o::lzm (npalr)() . .

3. Expressions diverses de X,.

1 dr (@ — 1)

X = e e e e e e e e
*2T(n+1)  dam ®
2+ % n ‘/h : ok
X, = - L[ cos"(x cosp + V' — 1 singydp (**), . . . . (10)
-—-—/ (@ —Va—Tcosoydo, . . . . . . . . . (11)
2 ‘aPGCOSI 3,
x,,=_xu+f/ cny °. (12)
Ty COs™® |/ cos’p — x?

(*) Le signe + sin=JI (4).
(**) Dans cette formule, et dans toutes celles du méme genre, on fait abstractlon de la
partie imaginaire.
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k. Intégrales définies.
H X, dx 2 14
/ V1 — 22z + 2° Tt (o
-1
1 +1 9
X, X, dx =0, Kido———0p, . . . L (1)
J < n +
o X, dx . 13.5..2n —172 [ )
. V-2 sa 6. | aglmel o (18)
—1
8. Développements en séries.
1 —S‘mx'"
mz—‘-‘o nZ s e e e e e e e e e e ('16)
ao]x zn-l-l
V1T —2 P -z & 27
Tz + 2 xz + ( ac)zl do n(n+ 1) N 4]
20 Z"'H
V1—2xz+z’=I—xz+21(X,,_,—aan)m, S 8)
1 o oxesin(m 4+ 1) |
1l —2z + 22 A, sine I
1—2xz *
—— =3 e+ DXz, . ... (20)
(1 —2zz + 2%)? 0
41—.1;2 ‘ sw(x x) -H
— =1 + » —xnz",. . . . . . . . 2
V1 — 22z + 2 o 1)

— Vii—2z + 2° o z"+t
LECEY -y x 2 .
A —z 20 "o+ 1 c 0 (29)
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|

RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS X, .

6. La combinaison des formules

'wx d xX,,——X,,_, 6
/ ME=— s (6)
b}

X, + X,._,_'=X°/;¢X,,da: + X,'/{‘mX,,_ldoc N X,,_,I/l'zX,dx +X, 1+ . . (7

donne, au lieu de la seconde,

xXn - Xn—l a'.Xn—l - xn—? xxl '—X
+ X + o+ X,
n+ 1 n 2

0

=X,u—2xX, . . (4)
7. Remarques. — 1. Chacun des binomes est divisible par * — 1 (1).
Donc les deux membres admettent ce méme diviseur.
II. Si n est pair, les deux membres sont divisibles par 2 (*).

1. Si n est émpair, et que 'on fasse x = 0, P'égalité (A) devient

Xoxn—l Xﬂxn—-s thn»s + Xn—lxo X
+ + LRy — _ -— .
n+ 1l n—1 n—35 2 |, [Xrsid
Or,
1.3.5...n
Xopilo=t ——4m8 —5 . . . . ... (8)
2.4.6...n+1
ou, par une transformation bien connue,
1.2.8:-n+1 1
[Xn+l]0 == = 0,,_“ ”'va (*.)

[2.4.6-.n 41T

(*) En effet, X, s'annule avec z (8). i
(**) Cette fois, on doit prendre le signe supérieur si n + 1 = T (4).
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Remplagant n par 2n + 1, on a donc cette relation combinatoire :

S 1 o .
m C?n,n -+ 1_2'02.1 "Cin—ﬂ, n-1 7+ n____,lclyi ‘Cﬁn—“. n—g e+ (Jin.ﬂ =§C%+2.ﬂ+‘.( ) . (B)
Exemple :
1 1 1 1
ZCG’S +gC2,l.C4'2+ EC,;'Q.CQ,{ -+ C6v3=§()s_‘ )
ou
5 90+5 2 6—4 70
4 6" 2 7
ou

25 + 10 = 35.

8. TurorEME. — Le nombre n étant impair :

Xn —Cn,ixxu—l + Cn,quxn-2 — e — " =0, . .. . . (C)

Soit F,(x) le premier membre. D’aprés la formule

X, 2 g / cosng ___de S (12)
- ' cos"+Ho \/COS’CP i ’ e

0

on a
2 arccosx S d
F"(ﬁ') - x”+' / 1:H _—(P’_— ’
T / cos" g ‘/(OSQCP —x?
en posant
no o an—1
S,,=cosncp-——;cosn— 1 cosp + T3 cos n — 2¢ €os’p — .- — cos"Q.

(*) D’aprés un théoréme connu (Cours d’Analyse, p. 48), chacun des termes du premier
membre est un nombre entier. De plus, la somme des coefficients de deux termes semblahles
est une fraction dont le numérateur est n + 2.
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11 est clair que S, est la partie »éelle de

—  n — n(n—1 — —
en? V= . I]_e(ﬂ-i)?l/—l cosQ + ('1 3 )e(n—?)(ﬂ/—l coszq’ s — COS"(P= (e?‘/_’ — coscp)",

ou la partie réelle de (/' — 1 sing)".
Or, n étant émpair, cette quantité est nulle.

9. THEOREME. — Le nombre n élant pair :

9 - arccosz |, 1
xn - Cn,l wx'n—-l -+ Cn, iw‘zxn—i —e -y =— (V— Il) x"-’_:_/. - (P ' _L_ (D)
i

cos"*'o Vcos’p — %
0

Méme démonstration.

10. Remarques. — 1. On peut prouver que la valeur de l'intégrale est

»

» 1 | — 2\ .
2 :r"""( b ) G5 0
Donc la derniére égalité se réduit &
X, — Cy, @K, s + €y 2K SN Gl AL
n = Un XA,y -+ G o XAy _g— - + X7 = & Cn,-i- . e e (E)

II. Toujours dans le cas de n pair, équation F,(x)=0 a’n racines
égales a -+ 1, n racines égales a — 1.

III. Si I'on néglige un facteur numérique,

.d_g.F;'Sx_); Xn
(dx)z :

(") Voir la Note sur quelques intégrales définies.
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11. TakoriME. — On a, identiquement,
XoX, + XX,y + o+ X X = (20)" — Cpy, (22)" 2+ Cpg o (22)"*— - . . (F)

On sait que

XX, + XX,y + o XX, = S0 ey
Sin«

D’un autre coté, d’aprés une formule attribuée a Viéte :

sin(n—+ 1) ) . . .
T= (2x)" — Gy 1 (22)" % + Cpg o (22)" ™ — o (7). . . (23)

La relation (F) est donc démontrée.
12. Remarques. — 1. Bien que les polynomes X,, X;, ..., X, aient des
coefficients fractionnaires, la quantité

X0X7l -+ xlxn—l e A XnXO

est un polyndme a coefficients entiers.

(*) Sur quelques développements de sinnx et de cosnx. (NOUVELLES ANNALES DE MATHEMA-
T1QuEs, 1883.)
De cette formule de Viéte, trop peu étudiée, on conclut encore les propositions suivantes:

- . 1
1e Si 'on fait x + — = %, la REDUITE de

T g g e ¥ -1 =10

est
n— n-1 zn—2+£n__2)_.(n—_5)z”—4_ =0,
1.2
2 On a, identiquement,
n—1 . (n—2)(n—3) . . )
1— sin®p cos®e + —— sin¢cos'e — -+ = sin? ¢ + sin?"~Zpcos® + -+ + cos* .

1.2
Tome XLVI. b
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. Nous avons cette triple égalité :

ol =

II. Soit o = Z, auquel cas x =

(n—2)(n—3) _ (n—3)(n—4)(n—>) N

[XeXo+ XX, g+ + X X Jt = 1—

1 1.2 . 1.2.3
sin (n + 4)% (24)
=————=+1, —1 ou 0().
2
sin —
5

13. Discussion d'une équation. — L’égalité (23), a laquelle on n’a pas
fait suffisamment attention, croyons-nous, permet de décomposer, en fac-
teurs, la quantité ,

f(@) = XX, + XX, + - + X, X,.

Mais, préalablement, discutons I'équation

I
=

(2x) — Cpey, 4 (26)"% + Cg, o (22)"F — (25)
1° Si n est émpair, elle a une racine nulle. -
20 Cette racine étant mise de cdté, pour ainsi dire, les autres racines sont,
deux & deux, égales et de signes contraires.
3° A cause de la relation (23) ces racines sont données par la formule

x = =t cos

I . . . . . . . . o e (26)

n -+ 1

(*) Le résultat est + 1 lorsque n == 6n' ou 6n' + 'l; il est —1 quand n==6n"+ 3
ou 6n' + 4; il est nul, enfin, si n = 61’ + 2 ou 6n’ + Dans la Note citée, nous avons
considéré le cas de « = 0. Si I'on se rappelle que, pour z = }

X, =41—“ 3" — (?)257‘-4_,_ <n('; - 1)) -2 _ i(n) %

(premier Mémoire, p. 13), on trouvera remarquable, peut-étre, la formule

+1
[XOX,; -+ X1Xn—l oo 4 an0J1= g—- 1 ‘
2

(=
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dans laquelle £ doit recevoir § ou 3’2;" valeurs consécutives, suivant que
n est pair ou impair (*).

4° Pour abréger et simplifier, supposons n pair. Alors le premier membre
de I’équation (25) est égal a

9

T -

2" | 2% — cos? - ) '<ac2-— cos’—) oo \ % — cos? .
n+1 n+ 1 n—+1

3o Changeant x en 3, on a donc, identiquement, lorsque n est pair :

2
n
. -7
s . 27
"G,y 42" 34+ Cp_g g "= (xﬂ—ltcos”-—) (x2—4c0s‘ ——) .o\ x®—4cos? (27)
’ . n—+1 n—+1 n+1
6° Posons
n
-
P2 9
a=2c0s b=2c0s —> ... h=2cos 5
7+ n—+1 n—+1

et nous aurons, entre les fonctions circulaires a, b, ¢, ..., h, les relations
suivantes :

_ — %) (n—3 — 5 (n—&)(n—5
2a2="T‘, 2&62:%'5__), Ea*W:(" °)(;'.2.:)(" ) .. @)

A coup sur, ces relations ne sont pas nouvelles; mais je les crois peu
connues.
Si, par exemple, n = 6, on doit trouver :

7 2 3n
& cos77 + cos’7 + cos27 =35,

S 27 2r 37 3z T
& [cos‘i cos277— + cos? r cos27 + cos’7 cosii =6,
x 2 57
8 cos® =+ cos® — cos’ — = 1.
7 7 7

(*) Lorsque « est nul, le premier membre de I'égalité (23) se réduit & n + 1. On ne peut
donc point faire k = 0.
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En effet, ces valeurs s'accordent avec celles-ci :

9 27 b (i%3 1
COS — 4+ COS— + COS — | —= —
*7 7 7 ’
2r A b7 6 Y 27
4 | cos = cos — + cos — c0s — + €0S — €OS — |=— 2,
7 7 7 7 7
8 2r bhr 67 i
— « COS— CAS — =
oS c0s =1

auxquelles conduit la théorie des équations bindmes (*).

14. TueoremE (**). — 1° Si n est pair,

D)

T 3
) 62— cos?
7

XOXn -+ Xlxu--l 4 X"Xo =2" (a:g—-cosg - ) (x‘z — cos?
1 n+1

n +

20 Si n est impair,

n—I1
: 2r 2 7
T ) (x*—— cos® —) (:ﬁ—- cos? (H)
n—+1

XX, + XX, _j+ o+ X Xo=2x (oc”——cos2
. n+1 \ n-+1

18. Application. — Soit n = 7. (H) devient

2 (XoXs + XiXs + XoX; + X.X,) = 2% (a:ﬁ— cos? g) (x" — cos? %) (xg—— cos’ %ﬂ)
Or:
1 5
XoX; = R(@?Qx’ — 693x° + 3152° — 35x),

1
X|X5 =

ﬁ(ﬁgi:ﬂ — 3152® + 108x° — b),

1 , 1 .
XX = E(Sac2 — 1) (63x® — 70x® + 18x) = 16 (189x" — 2732% 4+ 115x° — 15x),

1, 1 ;
X:X, = E(Eix" — 5x) (35x* — 30x® + 3) = T (17827 — 25832° + 10525 — 9x).

(*) Cours d’Analyse, pp. 276 et 285.
(**) Evident par ce qui précéde.



SUR LES FONCTIONS X,. DE LEGENDRE. 13
Le premier membre de I'égalité & vérifier est, en conséquence,

(1 024a™ = 1 836x® + 640x° — 64x) = 8x (16x° — 24x* + 10x* — 1).

| =~

D’un autre coté :

, T V9 41 3n V2 —1 b 1
cos? — = ,  COS

8 213 8 ,va 0 8 2

Donc le second membre égale
1 1
2% (ac‘— x?+ g) ( ’——é) = 8x (8x*— 8x* + 1) (22> — 1) = 8x(162° — 2hu* 4+ 102> —1),

comme le premier.

16. TuiorEME. — On a, entre n + 1 fonctions consecutives, la relation

1 1
Xn-l-l + — XoX,,.A -+ - X]X,,__g + e+ X”_!XO
2 3 n+1 i
] | | . (K)
=x xﬁxn +‘_xlxn—l + _Xix,._g + e+ —— X”Xo
2 3 n—+ 1 ’
Si I'on combine, par multiplication, les égalités
1
—— =1 + Xz + X2+ + X, " e, L L L (16)
V1 —2xz + 2*
_ 1 . .
VIl — 9%z + 22 =1 —xz + 3 (Xo — xX,)2* + §(X' — xX5)2* + - ( :
1 V.. (18)
+ —— X — X, )2 4 e
n+1

et qu'on égale & zéro le coefficient de 2***, dans le produit, on trouve la
relation indiquée.

17. Remarques. — 1. Si n est pair, tous les termes du premier membre
sont divisibles par x.
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II. Quand n est ¢mpair, le premier membre est encore divisible par x,
bien que les termes

1 1 : 1
Xn+l7 _xoxn—l [ XQXn—Zn e — Xn lxo
2 T n+ 1

n’admettent pas ce diviseur (*)

18. Suite. — Essayons d’évaluer chacun des polynomes

1 1 1 :
Xox,, -+ § X,X,,__,; -+ ’5‘ ng” 9 + e A mano = Sn’ . P (29)
'xx o+ lxx —1 X X, = 4 S 30
— 4+ =X X,y + e+ =8, . . . . ..
2 04>, 5 | 1 + 0 9 ( )

ou, du moins, de former les équations auxquelles ils satisfont.
En premier lieu, il est clair que la fonction génératrice de S, est le
produit des quantités

u=Xp+ Xz + -+ X2, 0 0 0000 (B1)
/‘zudz-:Xz +1X,z2+ +-1—X 24 . (32)
o 2 ne i 9 ¢ e e .

.
0

u représentant == Autrement dit,

+ 22"

u/ udz=2 S,z . . . . . . . . . (3%)
. 1

On déduit, de celte égalité,

2 du : d — * S n -4,
u + d—z~ U Z-—-z ny, 43" 7%,

1
0

*) Si 'on exprime que la somme de ces termes s’annule avec 2, on retrouve la relation
b

1 1 1
Cﬂn,n -+ - Ci,l : Cin 2 n—1 + CL,% . CQn—l, w2t Cﬁn, n= 3 Czn.|.z, nly o . (B)

n-+1 n n—1

dans laquelle, on doit se le rappeler, n est un nombre entier quelconque.
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puis, par élimination de l'intégrale :

1 du
- — S, 12" = nS, 42",
o udz 2 ! 2 *
ou
1 du ° *
= E' S,_iz" = (1 — 22z + z? 2‘ nS,_ 412"
D’ailleurs,
du s )
P u’ (z— x);
donc enfin
1—(z —2x) E S,_12" = (1 — 22z + 2% 2 nS,.2" . . . . . (34)
1

Identifiant les coefficients de 2", on trouve cette équation aux différences :

(n+ 1S, —2n+Mx8S,_, +nS, =0 . B (9]

Si I'on part de S, =1, S, = 2«, elle donnera, de proche en proche, les
valeurs de S,, S;, ...
Considérons, en second lieu, la quantité

o 1 1
S"=§X0x" +—5~X]X”_| + . 4

XXe « .« « . . . (30)

n -+ 2

En opérant comme ci-dessus, nous trouvons, successivement :

2 o0
u/ uzdz = 2 S, 2"+,
1]

0

z ©
u’z — v’ (z — x) / uzdz = 2 (n + 2) Szt
0

[]

z—(z—x) 20 Sz = (1 — 22z + z’)E (n + 2) S z"+;
[
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puis I'équation aux différences :

n+2)8,,—(2n + 3 xS, +n+1)8S,,=0,

ou
m+1S,—2r+ NS,y +nS,_,=0 . . . . . . . (M

Cette fois, les valeurs initiales sont

S‘ —-§ s Sg = E"xf
19. Remarques. — 1. Les relations (L), (M) sont semblables 4 celle-ci :
(n+ 11X — 20+ NaX, +nX,,=0 . . . . . . . (3

I1. Si, dans cette égalité (3), on remplace X, ., X,, X,_, par leurs
valeurs, déduites de I'équation (K), on obtient la relation

x [(n +1)S,— (2n + xS, + HS,,_,] — [(n + 1)S, — (2n+1)xS,_, + nS,’,__,] =0,
conséquence de (L), (M). Nous ne pensons pas que la réciproque soit

admissible.

11

INTEGRALES ET SERIES.

20. THEOREME. — On a, entre deux fonctions consécutives, la relation

® 1
/ % [nxX,, +(n+1— 2nx2)X,,_,] =0. . . . . (V)

a2t —

]

Dans le Mémoire intitulé : Sur un développement de U'intégrale elliptique,
nous avons démontré les relations suivantes :

n*P, —8(3n* —3n + 1)P,_, +128(n —1)}*P,_,=0, . . . . (38)

P, 2 °° X, dx
2 - o . . . . ... (306)
8 Pl

-~ 1
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Il en résulte, immédiatement,

=) d, .
/ e [#*X, — (30 — 50 + 1)2X,, +2(n — 1)’ %X, ] = 0.

TV gt —

Mais, par la relation (3),

X, =2n"—n)aX, , —n(n—1)X,_.
Donc
® dx

w—1) [ ———
Va1

{—@m—1)aX,_, +[2n—2) z* —n| X, | =0;

1

ete.
21. TutoriMe. — En supposant

n—I1 X, + 4”_’(n —21) (;1. — 3)

1 Xdx * X dx
— = — . . .« . e .. (P)
V1—a? . Vgt )
1

0

X = 4"X2” and 4_71-—1

-6 T %y

on a

En effet (*):

22. Remarque. — Pour simplifier la relation (P), il suffit d’employer

celle-ci :
© X, dx . 1Y, dy -
VT =1 Vg

1 [

(*} Sur un deéveloppement de U'intégrale elliptique . . . , formules (21) et (26).
(**) Loc. cit., formule (28).

Tome XLVI. c
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Si P'on appelle V, ce que devient Y, par le changement de y en x, (P) se

transforme ainsi :
X —V,)dx
V11—t

0
23. Application. — Soil n = 2, auquel cas
X = 16X, — 4.X, = 2(35* — 552" -+ 4).
De plus,
LR
3 9y == 5(” - _l/ ),
ou

1
é (5 — J"I).

M dx o
—(140x* — 1512* + 13) = 0.
. Vi — ot

0

V,— -

On doit trouver

Or, si I'on fait  =sing, celte intégrale se réduit a

1.3 1 . 103 151
140.27_13/l-§+lo= 2 —T—'—M:O'

24. PROBLEME. — Développer V1 — 22z + 22,

Aux solutions exprimées par les formules

*dX, !

VI — 2z + =1 —az + (1 —«* R 17
T ( ) , dx n(n+ 1)’ (17)
. 100 zn-i—l
VI—2rz + 22=1—az + 2 (Xu.a —xX,) , (18)
1 n+1
|
nous pouvons en ajouler une troisiéme, fransformée de la premiére.
En effet,
dX n(n+ 1)
)t ———— (X, =X, ) . . (4
( * dx 20 + 1 K 0 @



SUR LES FONCTIONS X,, DE LEGENDRE 19

Par conséquent,

@ a4
V1 —z +22=1—u2xz — X, — X, . .
24 K 1) 20 + 1 ()

28. Remarque. — Si, dans les séries (18), (R), on identifie les coeffi-
cients de z"**, on retrouve la relation connue :

(n+NXpp — 20 + N X, +2X,,=0;. . . . . . . (3)

ce qui devait étre.
26. Cas particulier. — Soit z = 1. La formule (18) devient
VIT =)=t oK + 2 X+ o X X+ o X, 4o X
(—x)—+—2- °+'§" Z 2+"°——x|:0+§ 4+g 2+"'], . (57)
et la formule (R) :

1 1

— 1 . 1 .
..5-—/— 2(1—-:1:)—_:-1—.—5)(‘+—X,+—}x5+---(). o0 e (58)

1
A 3.7 5.9

27. Suite. — Comme vérification, cherchons les deux sommes :

1,
A=|x0+§X_]+gxi+'"l e e e e e e e (39)

1. 1. 1
B=;Xo+g}‘l+zx2+"‘ Ce e e e e (40)

&

1° La formule

z2—x + V1 — 2z + 2 Ew z"H
/i

£ -

1 —x b "l

(22)

(*) A propos de ces développements, il n’est peut-étre pas inutile de rappeler que, d’apres
la formule de définition,
—_r
Vel - )
(Premier Mémoire, p. 60.)

=14+ X, + X, 4 Xg+ oo
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donne, toul de suite,

A=,(°.[’l+\/i_2_—x]. N 1))

20 11 est clair que

" 1 1 1
—fd_z___:_xoq- =X+ =X5 + o,
VI—2z 42 2 3 4

! zdz
B= _
. Vi—%z+ 2

0

ou

L’intégrale indéfinie se décompose en

S — d N —— _—
VIi—2xz+2+x / i =V1 —2xz+z’+x-f.(z—x+ Vl—2a:z+z’).
Q

V1 — 93z 4+ 2°

Donc

B=V2ol —u)—1+xL{ [1 +\/1%w] B )]
Ces valeurs (41), (42) rendent identique I'égalité (37).

28. ProBLEME. — Développer, suivant les puissances de z, la fonction

1 s —x 4+ 24+ V1 2z 4 2
2V — 3z + 2° x—z+V1—2xz+z’.

. Lyl 1 — .
Lorsque z=0, la fonction se réduit 4 5 ¢. :Tg Soit donc

o Il —(x—2)u 2.

e N Az,

{ 1 +(x— 2)u uzo " (43)
avec la condition

1 1—x
A=l
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Prenant les dérivées, on a

=Y nA — o — 2: Az ().
1

zZ

Le premier membre égale

[ (x._z)‘;:] [1 ——(a:—z)u 3 +(::—-z)u]
=[u — (& — 2] [1—_%2)%] = 2u.

Ainsi I'égalité (44) devient

4 L -]
= - nAz" ' —u(x—z A z"
u=y 3 nt, @—n)3 A
ou

@ @®
1=(1—22z+ 2 2 1A, 2"t — (x — 2) 2 Az, .
1 0
Il en résulte A, =1 + Ax, puis la lo¢ de récurrence :
(mn+1)A— (2n + 1)2A, +nA,_, =0,

semblable & celles que nous avons déja rencontrées (**).

(*) La dérivée de
Ag+AZ A2+ oo

est

ey

Ay 20,2 + A5 4

2: nA,zn—t,

c’est-a-dire

21

(45)

S)

(**) Dans son Mémoire sur les fonctions de Legendre (JourNAL DE REsaL, t. I) M. H. Laurent

considére la quantité

B, = n[.(“ \/1+m+Qn(x]

« Q,(z) désignant un polynéme entier en x de degré n en plus ». Aprés avoir démontré
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P4
29. Suite. — Soit, comme ci-dessus,

1 ,—‘:Jc+2:-0-\/1-—‘2:1cz+zQ QA
=Y Az k
(AR (43)

——
VT — 2%z + 2° x—z+ V11— 9%z -+ 22

La fraction égale

(—z+2z2+V1T T2z + 2)
1 — x?

Vi g

i:—x +z+l/1—2mz+z’]2<.)
5

donc P'égalité précédente peut étre écrite ainsi :

1 , =%+ 2+ V1 =2z + 2 _ EQA - (16
VI =2z + 2* - o
Posons
_pmwresVITEERE
= V1—= ’
ou
y_ 1
d_z—\/d—sz+z’.

quelle satisfait & Iégalité (S) (A étant remplacé par &), M. Laurent cherche la fonction géné-
ratrice de E,. 1l trouve ‘

F

1 T—z—V1— %%z + 2

21 —2z5+20 w—z+)1—2%542°

Cette conclusion me semble inadmissible, pour deux motifs principaux :
1o Lorsque 2 =0, F doit se réduire & &,. Or,

1 x—1 —_ 1 11—z
F=§-€ T+1’ '='°=§°€ 1+a
9 Si z=1, la fraction devient
21— V=8 _~Vi—s—V3
s 1+VIT—7 —Vi—z+l2

Le radical est réel quand x est moindre que I'unité. Mais alors la fraction, étant négative,

n’a pas de logarithme réel.
(*) Ce calcul, bien usuel, est plus simple que le précédent (§ 28); mais j’ai voulu me

rapprocher, le plus possible, de 'exemple traité par M. H. Laurent.



SUR LES FONCTIONS X,, DE LEGENDRE. 23
L'équation (46) prend la forme

dy .
y£= E"A"Z .

Intégrant, nous avons

© zn-H
-yt + C-—E ,,
b -1
Pour z = 0, 4
2 _[’ 1—a]?
Y =[ \/m] ;
donc

et, finalement,

S —x+z4+V 11—z -+ 2 J—w+z+\/fl—°2x;z...z‘2 PR—
£ X L= ;22 A,
0

l +x | —x nel’ (T)

formule remarquable.

30. Autre développement.— On tire, de I'égalité (46),

1 1

N P P T o A —
V1 — 2z + 2° VI -2z 27

LVT=)+ 3 a4z

Le premier terme du second membre, étant développé, devient

LVT=D S X2,

Ainsi

! Ll—z+z+ \/l‘—&.’xz )= Ew (A, +x,£.0V1 —a?)]zt . (U)

V1 —92xz +2*

31. Remarque. — D’aprés la formule

£ —x4z+V1 - Qx4 2 Ew AR

S (2

n

1—x b n o+ 1
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le premier membre de I'égalité (U) est

n+l

@®
3y X [f(l—x + X —] L(1—a) E X, z" + S X,z" 2 X, —
0
Posons, comme ci-dessus (§ 18) :
1 1 1 |
Sy = XX+ g XX+ 2 XXy b e XK L (29)
nous avons, au lieu de (U) :

4—-x)2 Xz~+2 s,,_.z_E |A, + X, £(VT —a¥)]e

A_X.f(\/d_'_i)—'-s,,_,(')‘ N 173

32. Cas partz’cuh'eré. — Si I'on suppose & = 0, les relations (T), (U)
sont remplacées par

puis

n+l

[£.G+VT+ ’)J’ﬂE As

(T')
‘/ .{(z»l/l-i-z) EA’Z".......(U’)

A, représentant ce que devient A, pour x = 0. Un calcul fort simple (**)
donne

A=0, Al=1, Aj=0, A= 2 M=, A 4t
=Y, 1= 1, 3 =0, 3 — 3 +=V, 5—'"‘5'5,
Ainsi
_ 22 247 2.4.6 2
. 1% N2 7 - .. .. "
[Ll+Vi+D)P=a—z g + == 3 5574 ()
1 2 2.4 2.4.6 .
—-(°(z+\/4+z)—z——z+ et o (1Y)
VI as 377 3.8 3.5.7

*) On trouve §; =1.
(**) Déduit de la lot de récurrence :

(1) Aprr +nAp 4 =0.
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Ce n'est pas tout : on sait que

- 12 1.32° 1.3.5 7
2\ —— —_— s — — e . . .
LoVl )=z o+ T~ s 7 ()

Donc :

1° La série (T'") est le carré de la série (48) (*);
2° La série (U'") est le produit de la série (48) par la série

1 1.3 1.3.5

1 ——2 — 2 —

2 2.4 2.4.6

développement de (1 + 287 (M),
23. ProBLEME. — Développer la fonction

s l—xz4+V1— 2z + 2
’ 2

(49)

Cette fonction s’annulant avec z, on peut supposer

R
y=2 B,z".
i
D’ailleurs,
z—=x

—r e — S——
dy V1T 2zz + 2 . 1 L—2 4+ \/4—2xz+z’_
dz l—aza VI—22z+2¢ V1—%2z+21—az+ VI—25z+2°

ou, aprés quelques réductions faciles,

dy 1 1
a@_1 R N )
dz 2 |V'1 — 2z + 2°

Le second membre est la somme de la série

X, + Xoz 4+ oo 4 X, 2" 4 e

(*) Cette propriété ne différe pas, au fond, de celle qui a été découverte par Clausen
(Traité élémentaire des séries, p. 203).
(**) De 14 résulte une identité numérique, inutile & rapporter.

Tome XLVI. d
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15 .
Donc B, =_X,; puis

1 —az+ V11— 22z + 2° w "
— = X —. . . ...
£ 3 3, % v)

34. Autre développement. — La combinaison de cette égalité avec

1 ® '
——— N (1)
V1 — 9%z + 2* E" : ,
donne
1 1 — Vi —2xz + 22 ® © "
I S xzZ 4+ + 22 xnan x 2.
Vi — 92z + 2 2 o ' ?

Dans le second membre, le coefficient de 2" est
)

1 1
S; == Xlxn—l —+ '; xixn—ﬂ + o+ ’_ ang N . . . . . * (49)
9 3
Par conséquent,
1 1—xz+V1—9%z+ 2 w
- - =Y S (V)
ViI—2xz + 2 2 !

ou, ce qui est équivalent (30) :

1 ;dz 1 L]
_ dz —1|=3se (v
VI — 2xz + 22 2V — 2z + 2° 1

o

Autrement dit :

Si Uon suppose la fonction

| *dz | |
V1—2uz+2°, Z | V1—25z + 2
0

développée suivant les puissances de 1, le coefficient de 2" est la quantité S, (*).

{*) Cette proposition m’a été communiquée par M. Hermite, dans une lettre dont jai
déja parlé (Sur quelques intégrales définies, p. 4).
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35. Suite. — Cherchons, comme nous ’avons fait pour les quantités S,,
S, (§ 18), I'équation a laquelle satisfait S;.
La relation (V') étant écrite ainsi :

2z dZ ® .
u/ 7(1;—1):208,;, A (1)
0 .
il en résulte
/ .3 ©
(u/ d_z(u_1)+g(1‘_1)=2 nS,z"";
1

dz z z
0

puis, par I’élimination de l'intégrale,

Tdu (.., u ' ®
- 2‘ S,z +;(u— 1)= 2‘ nS,z"1.

Le calcul effectué plusieurs fois donne ensuite

l o @
| ——=(1—22z+2)Y 08,z" +(z—x) Y Szt
u 1 1

Remplacant le premier membre par

zn+l

@0
Xz 4 2‘ (X — Xoamy) ——

et identifiant, on trouve enfin

Xn+l_ xn—l .

(n+1)S,1y — (2n + 1)aS, + nS,_ = Y

W)

~ Cette loi de récurrence est, on le voit, moins simple que celle qui se
rapporte aux quantités S,, S,.

Liége, 21 septembre 1885.



UNE RECTIFICATION.

Dans mon Rapport sur le Mémoire de M. J Deruyts (*), par suite d’une incompréhen-
sible distraction, j’ai écrit
—_— x zn (tl’)
V1 2%z + o 2
De 13 résulte que la formule

/Hﬂ[nxn+ n—1)Xu—4] P, 1iv=—(—l

est fausse.
Voici comment ce passage doit étre corrigé :
On a
1 1 ®
= i . 5
0 D, (1 Xz (20)

11— 2z:v+z’)§
Donc la formule de M. Deruyts :

/"“ dz £ 1+x £i+9)
. = +z
7, (l—?za:+z’)§ 2 z(1+z)

devient
z(1 + 2) (1 + TZ A4 5 - - ).{°— dwz m+D)Xzr=—2 L1 +2. . 4 (2)
—14
Dans le produit des séries
1422+ 2% + - + 272" o0,

X, +2X,3 + 2X,3? 4 o+ (0 + 1)X,,8% + o0y

le coefficient de 2" est le polynéme
A, =Xzt +2X 3"t e =0+ D)X, (™). . . . . . . . . . (b)

L’égalité (a) est donc transformée en

+1 1 25
/ .(".—?dw[A,,z+(Ao+A,)z’ vot-(An_ +A,_)z" +---]=—2[z—%+?—~--:l: — ]

-1
"+ s 1+x
/ (Ao + Ana) £

-t

Telle est la formule qui doit remplacer celle de la p. 525 du Bulletin.

Par suite,

d—-2 1)
w_;(—)..........(c)

(*) Bulletin ne 6, p. 524 (1883).
(**) A impression, le radical a été omis. Ex: outre, dans I'intégrale citée, I'exposant doit tre > 3 etnon %

(***) 11 est visible que
A, = 2An—1 + (n+1X,.




