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PROBLEMES

ET

THEOREMES DE PROBABILITES.

A la page 90 de.ses Recherches sur les probabilités des ]ugcments,
Poisson donne la solution de ce probléme :

On sait qu'une wrne renfermait m boules, blanches ou noires; on en a
tré une blanche; et l'on demande quelle est la probabilité de lextraction
d'une nowvelle bouls blanche, la premiére wayant pas été remise dans l'urne;

aprés quoi il ajoute :

« Cette probabilité est donc indépendante du nombre m, ... et toujours
» égale @ 2. » ‘

Ni l'illustre Géométre, ni ses successeurs, n’ont songé, parait-il, a géné-
raliser ce remarquable résultat. On lira donc peut-étre, avec intérét, la
solution d’un probléme dont celui de Poisson est un cas forl particulier, et
la démonstration d’'un théoréme nouveau, qui supprime les longs calculs
nécessités par le théoréme de Bayes.
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-

I.

FORMULES PRELIMINAIRES.

1. Le coefficient de x*, dans le développement de (1 — x)="*+" est

(m+1)(m + 2)...(m + «)
1 2 xR

Par conséquent, si I'on mualtiplie (1 — &)=+ par (1 — )= "™ *", le
coefficient de x”, dans le produit, sera '

2 Cm+.’x. x X Cm’+o’.', Al y

pourvu que
a4+ o =P,

Et comme ce coefficient égale aussi G, /4,44 ,, 00 A
. 2 Cm+.7:,a X Cm'+z’,a' = Cm+m’+p+l,)1 . (a -+ d’ = P) N N M M - (A)
2. Plus généralement, considérons le produit
(,] _ w)—(m{-l) X (l . x)—(m'-i-i) X (,l _ x)—(m"+|) X .
composé de f facteurs. Il est clair, sans nouveaux calculs, que

2 Cm-i-w.m X C1u'+d', o X Cm"-l—o:", o x e = CH—,H—[—I,,: . LR . . . (B)

(s=m+m +m" + .., p=a+ao +a. )

3. Remurques. 1. Si la somme donnée, s, est décomposée en d’autres
parties n, n/, n'', ..., on aura

2 Cn+t7-,cn X Cu'+a'. o X Cn"+a", o X oo = 2 Cm+.x,.x X Cm’+.x'.uc' X Cm"+ac". o X o= C8+p+f—l,p‘
II. Si, dans les formules (A), (B), on attribue, aux quantités m, m/,

m'y ., ad,d!, ..., des valeurs positives quelconques, on peut obtenir
des formules de sommation, relatives aux intégrales eulériennes.
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4. Application au triangle arithmétique. Ecrivons ainsi la formule (A) :
k=p )
E_ Cm+lr, m X Cm’-'-,r—k.m' = C1n+m'+p+l,p; . . . . . Lt ('l)
k=0
et, pour plus de clarté, prenons un cas particulier; par exemple :
l m=3, m'=15H, p==t.

La relation (1) devient -

Cs,s X Gy 5 + CL..’: X Cs,z; + Gy 5 X Gy + Ges X C(i,li -+ C7,3 X Gy = Ciz,45

ou
X126 -4 X 56+ 10X 21 + 20 X 6+ 35 X1 =715,

4
5 10|10 | 5
6 15|20 | 15| 6 | 1

7 |21 35/35 |2 | 7|1

8 | 28| 56|70 |56 |2 | 8| 1
9 | 36 | 84 (126126 84 |36 | 9 | 1
10 | 45 120|210 | 252|210 |120| 45 | 10 | 1.
11 | 85 | 165|330 | 462 | 462|330 | 165 | 55 | 11 | 1
12 | 66 | 220|495 | 792 | 924 | 792 | 495 | 220 | 66 | 12 | 1
13 | 78 | 286 | 715 |1287/1716|1716/1287| 715 | 286 | 18 | 13 | 1

Les premiers facteurs sont les cing premiers termes de la quatriéme
colonne. Les seconds facteurs sont les cing premiers termes de la siziéme
colonne, ceux-ci étant pris dans ordre renversé. Enfin, 715 est le cinquieme
terme de la onziéme colonne, et 11 =4 4 6 + 1.

Ainsi : ,

Ayant pris, dans deux colonnes, un méme nombre n de termes, on ren-
verse ['une des colonnes : la somme des produits des nouveaux lermes cor-
respondants est le n*™ terme d'une nowvelle colonne. Le rang de celle-ci
surpasse, d’'une unité, la somme des rangs donnés.
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5. Suite. Prenons six termes dans chacune des huit premiéres colonnes,
et renversons les quatre derniéres. 11 résultera, de cette opération, le tableau
suivant :

1] 1| 1 | 1 [126] 252|462 1716
10 2|3 | 4 |70]|126]210[792|
1|3 10 | 35 | 56 | 84 | 330
1| 4|10 |20 | 15| 21|28 [120
1|5 (153556 7]|8
16 20 |56]1|1]1]1

Faisant les sommes et les produits indiqués, on trouve, conformément a
'une des remarques ci-dessus (3) :

1 X 1716 +1 X792+ 1 X350+ 1 X120+ 1 X8+ 1 X1=1287,
11X 462 +2X210+ 3X 8%+ 4X 28+ B3XT7+ 6Xx1=1287,
1X 252 4+3%126 4+ 63X 56+ 10X 21 + 15 X 6 + 21 X 1 =1287,
1X 126 +4 X 70 + 10 X 35420 X 15+ 35 X B + 56 X 1 =1 287.

La premiére propriété est due 4 Pascal; les autres sont, peut-étre, nou-
velles (*).

(*) Dans le remarquable Mémoire intitulé : Recherches sur plusieurs ouvrages de Léonard
de Pise, M. Edouard Lucas s’énonce ainsi (p. 38) :

« On peut, par analogie, arriver 4 la formule générale

(A) « o o oL Ch=Cn(Cu)Pr
Le second membre, développé, devient
» [ pp—1) n-2 =
Cop+ 5 Cop + =g Cmop+ e+ Cue

Donc, si 'on change de notation,

p(p—1)
1 9

.-

P .
Conyn = Cm—p,n -+ ]‘ (Jm—p, -1+ Cm-pyn—2+ -+ Cm--p. n—p-

Autrement dit :
k=p
Cp,k X Cm—p,u—k = Cm.ﬂ 5

k=0
et, en particulier,

1 X Cos 4+ 4 X Co3+4 6 % Coz+4 X Co 141X 1 = Cys,4,
ou ’

1 X126+ 4 X 8446 xX364+4X9+1x1="7T15.

La formule (A"), de M. Lucas (formule bien connue), et les applications qu’il en fait, sont
donc différentes des nétres.
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1.

PROBLEMES ET THEOREMES.

6. ProBLEME 1. Une urne A contenait, primitivement, s boules. On en a
tiré, aw hasard, m boules blanches, m' boules non blanches. Quelle est la
probabilité d'extraire, de lurne modifiée, une nouvelle boule blanche (*)?

1° On peut faire, sur le nombre de boules blanches contenues dans A,
avant les tirages, s — (m + m') + 1 hypothéses ; savoir :

m, m+1, m+2, . ....m+k, ..., s—m

Suivant le théoréme de Bayes, la probabilité, =,, que 'urne renfermait
m - k boules blanches, est proportionnelle &

Cm-[-/x, » X Cs —m—kym' 3

donc
Cm by m X Cl-——m- ky m’ Ak ‘
B ‘=.t—m—::f' = ( )' * " : ° : c (2)
o Cm+k, m X Cx»- m—ky m'
k=0
ou, si I'on pose
s—m—m'=p: . . . . . . . .. .. 3

Cm-l-l‘, m X ( m'p—k, m'
k=, ’

~
2 (-‘m+l,m X C’))'-I-]l—’l', m'
=

=

T, =

ou encore, d’aprés la relation (1),

Cm-i-l-‘,'m x C‘m’+y-l.~, m'
=2 L
“m-m'-p1, p

(*) Nous supposons, une fois pour toutes, qu'une boule sortie de I'urne n’y est pas
remise.

(**) Nous faisons abstraction du facteur constant C,p,.., qui entrerait aux deux termes
de la fraction.
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2° Si, parmi les p boules qui restent dans I'urne, % sont blanches, la
probabilité de la sortie d’une de celles-ci est =+ Conséquemment, la proba-
bilité totale cherchée a pour expression :

D> 5
P= ;/.Zo ke,
ou, par la formule (4),
l k=p
P— — — N KCovityn X Congpmpomrs

P Cm+m'+p+4 W k=0

ou plutot, le premier produit étant nul :

,1 k=p

P=——— ¥ kCoriyn X Corptyur = = = - - - . (B)

])(Jm+m Hpt,p I t
3° Ona:
pC1rl+rn'+p+l,p = ("n + 'n, -+ ;-)) Cl,:»+pn'+p+l.p—l s kcm-l-k, m = (rn -+ ll) Cm+l», m44e
Par suite, la formule (8) devient

p_ m 4+ 1 t=p

-+, m-1 p - kymt )
(ﬂ’l —+ "n' -+ 2) Cm+1n'+p+l, p—1 k=t " " b

puis, si I'on fait k=h + 1:

m -1 h=p-1

7 m4-R4-4, m4-1 'm'+p—4—h,m' - . . .
(m + m 2) Cm+m’+p+l,p-l h=0 ' (

4° Par la formule (1), dans laquelle je change p en p—1, men m -+ 1:

h=p—1

C

m--h4-14, m+1 X Cln’-l-p—l—h, w = Cm+m'+p+{,p-4-
h=0

5°¢ Finalement,
m + 1
T m+m 42’

quantité indépendante de s.
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Nous' pouvons donc énoncer la proposition suivante :

7. TueoreME 1. 8¢, d'une urne A, contenant s boules, il est sorti m boules
blanches, m’ boules non blanches ; la probabilité de lextraction d’'une nou-
velle boule blanche est éqale a la probabilit¢ d’extraire une boule blanche
d’une urne B, contenant m -+ 1 boules blanches et m' + 1 boules noires (*).

8. CoroLLAIRES. I. Ayant pris, au hasard, dans un tas de cartes, n caries,
parmi lesquelles se trouvent ¢ carvreaux, la probabilitc de tirer un carreau,

c—+1
du reste, est —-

1. Un naufragé, abordant une ile inconnue, rencontre deux Blancs et
un Noir. Quelles sont les probabilités qu’'il rencontrera, soit un troisiéme
Blanc, soit un second Noir?

’ 2

ponse : o -
Réponse : 3> -

II. Lorsque m=m' + 1, P=3 (*).

9. Remarque. En général : si un long calcul améne un résultat simple,
il est inutile. Cet aphorisme, dont nous avons fail souvent usage (***), est
applicable & la question actuelle. -4

Considérons, en effet, 'urne A, d’ou sont sorlies m houles blanches,
m' houles non blanches. Aprés cet événement observé, 'urne renferme
-s — m—m' boules, de diverses couleurs, en proportion inconnue. L’événc-
ment attendu est la sortie d’'une boule blanche, de I'urne modifice.

La probabilité P, de cet événement, ne sera pas altérée, si les causes dont
il dépend subissent des modifications inconnues ().

Nous pouvons donc metire @ part, sans les regarder, 1 boule, 2 houles,
3 houles, ... et méme (s— m — m' — 1) boules : P n’aura pas changé.

" (*) Le Calcul des Probabilités, de M. le général Liagre, renferme (p. 104) un énoncé dont
la derniére phrase est identique a celle-ci. Mais mon savant Confrére et ami suppose que
le nombre s est inconnu. Nos deux propositions sont donc distinctes.

(**) Dans le probléme cité au commencement de la Note, m' = 0, m == 1.
(%) Journal de Liouville, t. VI, p. 18 ; Un nouveau Principe de probabilités ; etc.
(") Un nouveau Principe de probabilités (BuLLETIN DE 1’AcAbimie, 1877T).

Tome XLVI. 2
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Mais alors I'urne A est remplacée par une urne auxiliaire ou fictive B,
contenant, primitivement, m -+ m’ 4 1 boules, et d’ow il est sorti m boules
blanches, m' boules non blanches.

On ne peut faire, sur la composition de B, que deux hypothéses :

m blanches, m' + 1 non blanches;

m + 1 blanches, m’ non blanches.

Les probabilités de ces hypothéses sont proportionnelles aux nombres

m(m—1)... 1. (m" + 1)m' ... 2,
(ma+1)ym...2.m (m—1)...1;

ou, plus simplement, proportionnelles &

m +1, ma+1
Ainsi, =, =, élant ces probabilités :

m' 4+ 1 m + 1
Ty= oy B
m-+m' + 2

Tmaem +2

Mais, évidemment : la premiére hypothése est incompatible avec U'évene-
ment atlendu ; la seconde le rend nécessaire. ‘

En conséquence, la probabilité cherchée, P, est égale a la probabilité =,
de celte hypothése principale. Autrement dit,

m + 1

P — . . . . . . . . . . (C
m+ m' + 2’ (©)

comme ci-dessus.

10. ProsrimE 1. Une urne A contenait, primitivement, s boules. On en
a tiré, au hasard, b blanches, n non blanches. Quelle est la probabilité P
dextraire b' blanches, n' non blanches, de 'urne modifie ?

La méthode classique donne, au moyen d’un long calcul que nous sup-
primons,

C ", bt Cu n'yn'
p o e X G, ' (D)

Ch+b'+n+n'+l yorgnr
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Pour vérifier cette formule, appliquons les considérations précédentes.

1° Soits = b + b' ++n + a'. Nous pouvons, en vertu du nouveau prin-
cipe, remplacer A par une urne B, auxiliaire ou fictive, renfermant ¢ boules,
blanches ou non blanches.

2° De B, il a été extrait b blanches, n non blanches. On peut donc faire,
sur la composition primitive de cette urne, les s — b —n + 1 hypothéses
suivantes :

o —n blanches, | o—n—1 blanches, l o —k blanches, b blanches,

c— b non blanches.

oo oo

n non blanches; | n+1 non blanches; k non blanches;

La probabilité =,, de I'hypothése quelconque, est proportionnelle a

Ca'—k,b X Ck,ﬁ'
Donc A
ck=h=cf:_‘:‘*'°xc"'” N 1))
Y Cots X Cin
k=n
3° Soient

k=n+g, c—b—n=0b4n"=p.

Le dénominateur devient
: 9=pr

2 Cn+g, n X Cb+p—g, be

P=t
—D’aprés la formule (1), cette somme est
Cl'+n+p+l, p = Cb+b'+n+n'+4,b'+n'- v
Ainsi, au lieu de la formule (7), nous avons

c C
mm rt X B8

‘ Cota,614m
4° Parmi les 0’ 4 n' hypothéses ci-dessus, une seule est compatible
avec I'événement attendu : c’est celle qui répond & k = n 4 »'. Mais alors
cet événement devient certain. Donc P = =, ., ou

Corsrr X Cor ot
N £)

Cb+b'+n+n'+l, b’
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. Cas particulier. 1. b=b'=1,n=n'=0 (") :

p_Cou_2
—EJ—-%.
H.b=n=0,0=n"=1:
p_ 1 1
TG, 5
Hl. b =0 =n=n"=1:
p_Cﬂ,GCQ‘I_Q
T G B
WV. b=0 =n=n"=p:
p LGl _ [(P+1)(p+2.. %] ™

T Cipprzy 1.2.3 .pX(2p+2)(2p +3)...(4p + 1)

12. ProsrimE 1. Une urne A contenait, primitivement, s boules blanches,
nowres et rouges. On en a tiré, au hasard, a de la premiére couleur, b de la
deuxiéme, ¢ de la troisiéme. Quelle est lo probabilité d’extraire, de lurne
modifiée, a' blanches, h' noires, ¢’ rouges ?

Appliquant le nouveau principe, je remplace s par

a+b+c+d +V +c =0

Alors le probléme revient & celui-ci :

D'une urne B, contenant s boules, on a extrait a blanches, b noires,
¢ rouges. Quelle est la probabilité que l'urne contient encore a' blanches,
b’ noires, ¢’ rouges?

La probabilité que B renfermait, primitivement, A blanches, u noires,
v rouges, esl proportionnelle a

C},a X C/J.,[, x C*).c == C).,).-a X C/J., M=t X CV,V—c‘ . N . M - ‘ (9)

(*) Probléme de Poisson.
(**) Si p croit indéfiniment, lim P = 0; conclusion évidente a priori.
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Dans la formule (B), je fais

a=Ai— Q, a'=y.— b, o =y —c,
m=aq, m' =0, m' =,

=3, p=0G+ux+y)—(@+b+c)=a + b +c.
En vertu de cette formule, la somme des produits (9) est
Ca+5+c+3+ﬂ'+b'+c'—4, alpbipet T Ca-+g' arelrpect

Donc, = étant la probabilité de I’hypothése,

C),l—a X C,l.,,u.—b X Cv,v-a

CO‘+2, a'4-b'c'

T =

Drailleurs, la seule hypothése compatible avec I'événement attendu est celle
qui répond a '

ri=a+a, p=b+b, v=c+c.

En conséquence,
Ca-l-a',a' x Cb+b’,b’ x Cc-l-c',c'

~ -
(-‘0'+2. a'4-b'-c!

P=

(E)

~13. ProBuime IV. Une urne A contenait, primitivement, s billets, por-

tant les numéros 1, 2, 3 ... f. On en a tiré, au hasard, « numéros 1,
B numéros 2, ..., 6 numéros f. Quelle est la probabilité d’extraire, de l'urne
modifice, ' numéros 1, 8’ numéros 2, ..., 6' numéros f?

Soient '
(e+a)y+E+p)+ v +@+6)=0, . . . . . . (10)

d +f o+ e=p.

Sans nouveaux calculs, nous pouvons, de ce qui précéde, conclure la
formule générale :

p_ Corwa X Cprpp X o Cor0p. (F)

Co‘+f-—l, 4
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puis la proposition suivante :

14. TueoreME II. Un événement observé, E, peut toujours étre assimilé
a la sortie de p numéros, parmi lesquels « numéros 1, g numeéros 2, ...,
6 numeros f, d'une urne A, contenant s billets, numérotés 1, 2, 3, ..., f.

De méme, U'événement attendu, E', peut étre assimilé a Uextraction, de
celte urne A, modifice, de o« numéros 1, 8 numeéros 2, ..., ' numéros f.
Cela posé : '

1° Le nombre s, connu ou inconnu, peul étre remplacé par

c=(x4+a)+(f +p)+ - 4+ (064 6);

2° La probabilité P, de E', est égale a la probabilité quune urne fictive,
d’owv seraient sortis les ¢ — p premiers billets, en contient encore p.
3° Cette probabilité est donnée par la formule (F).

Spa, juillet 1884.

ADDITION.

1. M. Mansion, mon jeune et savant Confrére, m’a fait observer que
Poisson, non content d’avoir appliqué le nouveaw Principe, I'a formulé et
démontré. On lit en effet, dans les Recherches sur la probabzlzte des juge-
ments (p. 231) : .

« Une urne A renferme un nombre ¢ de bhoules, dont ¢ boules blanches
» et b boules noires, de sorle qu'on ait ¢ + b =¢. On en extrait d’abord
» au hasard un nombre / de boules, successivement et sans les remettre,
» ou toutes a la fois; ensuite, on en extrait de méme un nombre p. oum +n
» d’autres boules; je dis que dans cette seconde opération, la probabilité
» d’amener m boules blanches et n boules noires est indépendante du
» nombre et de la couleur des boules sorties dans la premiére, et la méme
» que si [ était zéro. »
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Cet énoncé est suivi de deux démonstrations, assez peu claires. Du reste,
Pillustre Géométre ne semble pas s'étre apercu de 'importance du Principe,
car il lui donne, simplement, le nom de Lemme.

2. On peut modifier une chose, soit en I'unissant a une chose de méme
nature, soit en supprimant quelqu’une de ses parties. Dans le premier cas,
nous dirons que la modification est additive; dans le second, qu’elle est
soustractive.

Ceci admis, le nouveau Principe n’est pas applicable si les modifications
subies par les causes de I'événement attendu son! additives (*).

Soit une urne A contenant 3 boules blanches, de telle sorte que la proba-
bilité de la sortie d’'une boule de cette couleur égale 1.

Si I'on introduit, dans A , une nouvelle boule, dont on sache, seulement,
qu'elle est blanche ou noire; la sortie d’une blanche, de I'urne modifiée,
n’est plus certaine, et la probabilité de cet événement devient :

174 3 7
§h+ﬂ=ﬂw

3. De méme, si une urne contient 3 boules blanches et 8 boules noires,
et que I'on y introduise une boule inconnue, mais noire ou blanche ; les
probabilités

‘sont remplacées par

;A4 3\ 1 ,1(9 8y 17
=il Bmg vt T

4. ProsLeME V. Une urne A contient a boules blanches, b boules noires,
¢ boules rouges. On y ntroduit n boules, blanches, noires, rouges, en

(*) Un nowveau Principe de probabilités, p. 1. .
(**) La formule générale est
P= 3n+1
an

n représentant le nombhre des couleurs données.

'
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proportion inconnue. Quelle est la probabilité d’extraire, de l'urne modifice,
a boules blanches, b boules noires, ¢ boules rouges (*)?

Posons
e+b+rc+n=s, rA+u+v=n

Le nombre des systémes de valeurs des inconnues 1, 4, v est, comme

I'on sait, _
Cois,s = N.

Cela posé, un calcul fort simple donne cetle expression de la probabilité
cherchée :

P= NC, i Ecn-}-l 2 X (Jb+/J n X Cc-[-) v

u, par la formule (1),

P=1Cx+n+2n
N C.
ou enfin, si n surpasse zéro :
. 1.2 s+n+2(s+n+1)...(s+3)
T+ 1)(n+2) s(s—1)...(s —n 1)

9. Remarques. 1. Cette probabilité est indépendante des nombres a, b, ¢ :
elle est fonction, seulement, de leur somme et du nombre n.

II. Le probléme peut donc étre énoncé ainsi :

Une urne A contient p. boules, de trois couleurs. On y mlrodmt n boules,
de mémes couleurs que les premiéres; puis, de {urne A modifiée, on tire p.
boules, pour les placer dans une wrne B. Quelle est la probabilité que B
sera composée comme Uétait AP

1.2 (e + 2n + 2) (e + 20 + 1) .o. (& -+ 4 3)
(n+1) n+2) (p+n)(p+n—1)..(n+1)

() Cette question compléte la remarque sur les modifications additives.

Liége, octobre 1884%.



