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QUELQUES

THEOREMES D’ARITHMETIQUE.

1. Tutorime 1 (Théoréme de Lionnet (*)). Sou
S, =174+ 2" + 5" 4 . 4w,
P Etant un nombre entier, plus grand que zéro. Si le nombre n, supérieur

ap- 1, est premier, il divise S
On a

p*

n(n +1
5, =2

D’apres les hypothéses, n surpasse 2 : u est émpair, et au moins égal a 3.
Donc ’
S;=JIL.n.
Supposons .
Se=NC.n, S;=N.n, ..., S, =N .n:

il s’agit de vérifier que S, est un multiple de ».

(") En 1842, M. Liounet, alors Professeur au Collége Louis le Grand, publia, dans le
premier volume des Nowvelles Annales de Mathémaliques, le théoréme auquel nous croyons
devoir donner le nom de notre vénérable ancien collégue.
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Or, la relation générale (*)

p+ S (p+ 1)y p+1

(n+'l)[(n+'l)"—'l]= 3 - 13 ,,_.+o--+——T—-S,. Lo (1

devient, par ce qui précéde, et & cause de (n 4-1)'— 1 =0 . :
(p+DS,;=J.n. . . . . . . . .. (2

Le nombre n, étant premier, doit diviser p + 1 ou S,. Il surpasse p -4 1;
done i divise S, (**).

2. Tutkorene 1. S¢é n 1 est un nombre premier, supériewr ¢ p + 1,
i divise S . ‘

Le nombre n 4 1, supposé premier, surpasse 2; donc n est pair :
S; = (n - 1). Si toutes les sommes S,, S;, ..., S, _, sont des multiples
de n + 1, I'égalité (1), dans laquelle le premier membre est divisible
par n - 1, donne

(p+DS,=NC.(n +1);
ete.

3. Tuioreme HI. Si n est un nombre premier, la quantité S, _, est un
. N
wmltiple de n, diminué de Uunité.

On a

Su—l — ,ln»~l + 2/1—4 4 e 4 (” - ,l)n—l + nn—i.
D’aprés le théoréme de Fermat,

e e (=T =+ (n— 1) = M.n— 1;

done
Sc=IM.n—1 . . . L)

(*) Cours &’ Analyse de I'Université de Liége, p. T0.
(**) Cette démonstration ne différe pas de celle qui a été donnée par M. Lionnét.
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4. Lemme L. Sin est un nombre premier, égal ou inférieur a p (*), et

que Pon fasse
p=(n—1)q+r,

on «, si v west pas nul,
SI' = Jr( S0+ Sr;

el
S,=JL.n—1,
ser = 0.
De
’]__—_‘ln_._Qp_._“_ - /‘ﬂ+(,t_,])r;+”:,’
on conclut
S, =142 oo fr o n— 1)+ Mn. . . ()

Mais, par le théoréme de Fermat :

[T =M .on+1,
[ =1C.n + 1.

Donc¢, en multipliant par /7 :

fr=JI.n+ (7
puis :
V2 + =1 =M.t + 1"+ 2+ - (n—1y. . . . (6)

Cela posé, si # n’est pas nul, on peut ajouter »” au premier membre,
n" au second ; et I'on a
S,=Jd.n+sS, . . . . . . .. .. ()

Si r — 0, le second membre de I'égalité (6) a la forme Jiu .0 4 (n—1)
= JIL.n — 1. Donc, ajoutant #” — 9 .n :

S,=M.n—1 (™. . . . . . . . ... (8

(*) Nous venons d’examiner le cas de n =p + 1.
(**) Quand n =2, la démonstration est en défaut; mais la proposition subsiste. En effet,
1"+ 2=0.2+1=910.2—1.
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3. Lemme I1. St n<-1 est un nombre premier, égal ou inférieur ap+1(%),
et que lon fasse :
p=nq + 7,
on a, str' n'esl pas nul,
S, = (n+ 1) + S,.;

el
S, =NC(n+1)—1,
sir' = 0.

Un simple changement de lettres donne, pour le premier cas :
[ =0 n+1)+1,
frr=NC.(n+1)+1,

[P=.(n+ 1)+ ",
S, =M @w+D+S.. . . . . . . . . .9

Si, au contraire, ' =0 :

fr=f"=JT.(n+1)+1;
puis
S,=MNC-(n +1) +n,
ou

S=M.n+1—1 . . . . . . . . . . (10

6. Tucoreme 1V. 8¢ n est un nombre premier, supérieur a 2, et tel que
n — 1 ne divise point p, S, est multiple de n.

Dans I'égalité (7), r est le reste de la division de p par n — 1, reste qui
n’est pas nul. Ainsi, 7 < n—1, ou n>r + 1. D’aprés le Théoréme I,
S, =JIL. n. Donc aussi

S,=J.n.

TuioreME V. Si n est un nombre premier, supérieur a 2, et tel que
n—1 divise p, S, est un multiple de n, diminué de I'unite.

*) On vient de voir ce qui se rapporte an + 1 =p + 1.
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8. Tueorime VI. Sin -+ 1 est un nombre premier, supérieur a 2, et
tel que n ne divise point p, S, est multiple de v - 1.

Mémes démonstrations : II suffit de remplacer la relation (7) par la rela-
tion (9), et le Théoréme I par le Théoréme II.

9. Remarque. Le Théoréme Il est un corollaire du Théoréme VI; ou
plutot ces deux théorémes n’en font quun. En effet, d’aprés le second :

17+ 2 4 o= (R— 1) 0" = I (n + 1),

si 0+ 1 est premier el que n ne divise point p.
Changeant n en n — 1, on a celte proposition :

174+ 2 4+ oo 4+ (0 —1V=J.n,

sin est premier el que n — 1 ne divise point p. Ajoutant n” au premier
membre, on retrouve le Théoréme II.

10. TueoreMe VI S¢ n 4 1 est un nombre premier, supérieur a 2, et
tel que n divise p, S, est un multiple de n + 1, diminué de Uunité.
Cetle propriété est comprise dans le Lemme II.

11. Lemme 1. a étant un nowmbre tmpair; soit

S{a?, p)=14" 4+ 2" + 3 + .. + (a¥)".
On « ' ‘
S(a%p)=IN-«*+ «**S(a,p) . . . . . . . . (11)

Pour fixer les idées et simplifier I'écriture, prenons a = 5, a=4; de
maniére que :
SBELP)=1"+ 2" + 5" 4 ... + 625",

Décomposons le second memhre en B groupes, composés, chacun, de
125 termes, savoir :

1" 20 e - 25%, 1260 4 4277 + -0 - 2507, 2517 4 2527 4 ... 4 3757,
376" + 3777 + - -+ 5007, 5047 - 502" + ... -+ 6257,
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On a, par la formule du bindme :

1267 == NT . 125 + p. 128217~ + 17,
127" = NT .25 + p. 125,201 4 97,

250" = MU . 1252 + p.125. 125" 4 1257;
puis, en observant que 125% est un multiple de 625 :
1267 4 1277 4+ -+ 4+ 250" = JNTL.625 + p 125.S(125,p — 1)+ S(125,p). . (12)

De méme :

251" 4+ 9B + o 4+ 375 = L. 625 + p.250 S (125, p — 1) + S (125, p),
376" 4+ 577" 4= o 4 B00» = L. 625 + p.575 S (125, p — 1) + S (125, p),
5017 + 502" + ... 4 625" = JIU . 625 + p.500S (128, p — 1) + S (125, p).

Conséquemment :

174 2 e o 6257 = INT.625 + p. 125 (1 +2 + 5 + 4)S(128,p — 1) + BS (128, p).
La somme 1 4 2 + 8 4 4 =="est un multiple de 5 (*). Donc

S (625, p) = JIT.625+ 5 S(125, p),
ou
S (3, p)== I . 5 + BS (¥, p) (™).
De méme :
SO, p)=JI . 5 + 5S(5%p),
S(8% p)=JIL . 8® 4 5S (3, p)-

Eliminant S(5% p) et 8(5%p), on a

S (8% p) = JIL. (59 + 5 S(5, p).
C. Q. F. .

' P . . . a—1)a
*) Dans le cas général, cette somme devient 4 +2 + 3 +--- + (a—-l)—:( 3 e __ M .a,
puisque a est impair.
(**) En général
S (%, p)=NV.a + a §(a*1, p).
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11. Lemme 1V. Soit a un nombre pé'e'mz'er, supérieur a 2 :

10 Si a— 1 ne divise point p, S(a*, p) = 9N .a*;
90 Sia — 1 divise p, S(a% p) est divisible par a*~ ", mais non divisible

par a’.

1° D’aprés le Théoréme IV, si a— 1 ne divise point p, S, — oL . a. Consé-
quemment, la relation '

S(*,py=J.¢* + "' S(a,p) . . . . . . . . (1)

prend la forme
S (a% p) = JIU. a* + . % = JIL . a*.

2¢ Si « —1 divise p, S(a, p) = IM.a — 1 (Théoréme V). Donc

S(a%,p)=JIL.a" + O .« — a*"' = V. 0" — a® ' = N .a*"".

En outre, la premiére partie de S(a”, p) est divisible par «*; la seconde ne
Iest pas.

‘

12. Lemme V. a, b, ¢, ... g étant des nombres impairs, premiers entre
eux, deux ¢ deux, on a ‘

S (ube...g,p)=NC.a+ be...g.8 (a,p)
=MNC.b +ac...qg.8(0,p)

Considérons seulement trois nombres, a, b, ¢. Un groupement analogue
a celui qui a été employé ci-dessus (10) donne

S(abc,p)i:[l" 2P +;z’] + [(a 4 )Pt (2(4)”] + [(2a e T R (5a)"] +
+ [(abe — aP + (abe — « + Ay + - + (aho)?].

Tome XLVI. b
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Chaque groupe est un multiple de @, augmenté de 1" - 2° + ... + a”
= S(a, p). Dailleurs, il y a bc groupes; donc

S(abe,p)=INT.a + bc S(a,p). . . . . . . . . (12
=NT.b + caS(b, p),
=JIU. ¢ + abS(c, p).

13. LemMe V1. Les mémes choses étant posées que dans le Lemme V :

1° Si les sommes S(a,p), S(b,p), S(e, p), ... sont, respectivement,
divisibles par a, b, c, ..., la somme S(abc... g, p) est divisible par abe ... g;

2° Dans le cas contraire, S(abe ... g, p) w'est point divisible par abe ... g.

1° Soient:
S(ayp)=JN.a, Sb,p)=IN .0, ...

Les relations (12) deviennent :
S(abe, p) =NC.a =NV.b= I .c
Donc, par un théoréme connu,
S(abe, p) = I (abe).

2° Si, dans la premiére de ces relations, S(«, p) n'est point divisible
par a, S(abc, p) ne 'est pas non plus. Donc, etc.

14. Tueoreme VIII. Soit n=a*h’¢..., a, b, c,... élant premiers, iné-
goux et impairs :

1° Si aucun des nombres a—1,b—1,¢—1, ... m divise p, S, = 1 .n;

2° Dans le cas contraive, S, west pas divisible par n.

15. Corollaire. Si les nombres n, p sont impairs, et que p soit premier,

S,,=Jl;b.n.
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16 RemaRrQUE. Si Ion applique au nombre 2 les considérations précé-
dentes, on trouve, en observant que S(2,p) =1’ +2"=JR.2+41:

1o S(2%, p)=ow.2 1. (A >1);

90 Soit n =2*a*b?c”.... Si aucun des nombres a—1,b—1, c—1, ...
ne divise p, S;= M. (4);

3° Dans le cas contraire, S, n'est poini divisible par %.

17. Vérifications. 1. n=3%5"=1128, p=3. Ona

1125 . 1126\?
S; = (—0—) =1125%.563% = L. 1125.

- ‘

I n=3%5— 1125, p— 4.

La formule
. n(m + 1) (2n + 1) (30° + 50 — 1)
= 30

devient, dans ce cas particulier,

11254426 2251 [T 1125 — | .
5, — 125U ~5£ J 755652251 [O1C. 1125 — 1]:

il est clair que le second membre n’est pas divisible par 1125.

HI. n=58%"7=8178, p=>5.
On a

S 875*.876° [N . 875 — 1]

y = 5 — 875%.876.75 [JIL.875 — 1] = JIL. 875.

IV. n=5%7=2815, p=4.
D’aprés ces valeurs,

875.876.1751 [T . 875 — 1]
30

S, =

= 175.146.1751 [)IT. 875 — 1]:

le second membre n’est pas divisible par 875.
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/. n=2.57T = 1750, [)_5
Par suile,
1 .
Sy = 55 17507 AT513[2.4750° +- 21750 — 1]

1
= —875%.1751%.5 059 001 = 875%. 1751, 101‘)667—-Jn, (

3

]
J

|3

VI. n =2.58°7T=1750, p = 4.
On trouve

1 v
Sy = 251750 47515501 [ 1750 — 1] = 1754751 . 167 [JR- 1750 —1]:
ce nombre n’est pas divisible par %.

18. TutoreMe 1X. S¢ n est un nombre premier, supérieur a 2, et tel
que n — 1 ne divise point p + p’, la quantité

S=1"(n— 1) +2n—2) + . +m—11" . . . . . (1)
\

est multiple de n.
Le terme général est

[Tn— Y =["[Men + (—fy]= I .0+ (—1)fr.
Donc

'S=3r(,.n+(—4)”'[1"*”"+2”+"'+--o+(n—'l)"+"] Mmoo (— 1) [y — 07¥7']. (12
D’aprés le Théoréme IV, S, ,=IC.n; puis S=J . n.

19. TueoreME X. Si n est un nombre premier, supcrieur a 2, et tel
que n — 1 divise p 4 p', la quantité S égale un multiple de n, diminué
de (— 1),

On a, par le Théoréme V :

S, = .0
Donc
ST IR .0 — (— 1)

20. Remarque. S est une fonction symeétrique de p et de p'; consé-

quemment,
S=JV.n—(— 1y (*).

*) p+p' estpair; donc p et p’ sont de méme parite.
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21. TutoreMe XI. S n est un nombre impair, el que p, p' soient de
parités contraires, n divise S.

Dans le second membre de la formule (11), la somme de deux termes
également éloignés des extrémes est

[P — [P+ [ — [P =0+ ["[(— 1) + (= 1) =IT.n,

parce que le bindme entre parenthéses est nul. D’ailleurs, n étant impair,
la somme S est composée d’un nombre pair de termes. Donc-enfin

S =9I .n.

22. TukoriMe XII (Théoréme d’Hermite (*)). n étant un nombre entier,
et x un nombre quelconque,

1 —1
E(x)+F,_(a;+;t) R E(a:—o—n " )=E(nx) (13)
Si 'on évalue 4 moins de %, on aura
/~ p + 1
a+]—2x<a ’T, “ (14)

a étant la partie entiére de x (**), et 5 une fraction proprement dite.
De 1a résultent les valeurs suivantes :

, 1 o —p— :
E(x)=a, E(x+—)=a, oo E(x+n—p—l>—a,
n—1

n— n+1—p

E(x+ p)—_—a+'l ), E(w-i- )=a+*l, ....,E(x+ )=a+1.

n n

(*) Lillustre Géomeétre a bien voulu me le communiquer.
" (*) Elle peut étre nulle.
(***) En effet, les relations (14) donnent

n—p__
m+T'5a+1.



14 - QUELQUES THEOREMES
Donc ’

1 n—1
E(ac)+E(x+—)+----n—E(1:+-
n n

)=(n—p)a+p(a+ 1)=na+p. (15)

Et comme, d'aprés les relations (14 ), nx est compris entre na + p et
na + p + 1, le second membre de I'égalité (13) se réduit a E(nx).

23. Tueoreme XII. Si Lon conserve les dénominations employées dans
le Théoréme XI11, et que Uexposant k soit un nombre entier, on aura

[E(x)] + [E (ar + %)]k o [E (x + "—;1)]k=(7;—p) |E(@)]* + p[1 + E(x)] ('1.6)
Méme démonstration.

24. Corollaire. Si x est compris entre 0 et 1 :

|_E(ac)j“+|:E(x+%)]k+---+[E<x+’l:4)]k=ﬁ(72x). BT

En effet, E(x)=0; donc le second membre de I'égalité (16) se réduit
ap= E(nx)

25. Remarque. La fonction de k, formant le premier membre, est inde-
pendante de k. :

26. Tueoreme XIV. Si le nombre entier n croit indéfiniment, lu quantité

fl[ 1\ n—1\’
—x"+<w+—)+---+ L+ ——
n n n
tend vers

}—):—1 ( + A — ] ().

(*) Probablement, cette propriété n’est pas nouvelle. Quoi qu’il en soit, comme je I'écri-
vais, naguére, & M. Hermite : « depuis cinquante ans, j’aurais dd la découvrir ; mais on
« pense rarement aux choses simples ».
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En général,
1 1 +1
(x 4 nd)tt — arH = 4 -;_ dS, + (P;FQ)P S,y e+ d : oS, 4 ndrH (),

7)+4§+_1_

eer - .
1 =, n

Si donc 0=":
: p+18, (p+1pS

o ! — — e

(2 +1) ‘ 1 = 1.2 »?

La somme S,_, est comprise entre na’~' et n(ax +1)"~"'; donc

lim 221 = 0. De méme pour tous les termes qui suivent le premier. El

comme le nombre de ces termes est constant, on a

(x + 1)+ — o —(p 4 1) lim .
: n

27. Corollaire. Si n croit indéfiniment, la quantité
(:2 (n — 4)"

\n n

o

]‘
) P
n

tend vers .
p+1
28. THEOREME XV. «, £, 7, p, ( 6lant des nombres entiers, soil
A= Pt =2 6 ot — ey - (B L Ly

Le nombre A est la somme de deux carrés : 1° si o + 2 1 5* est un

carré; 2° si pq est un carre.
1° Multipliant les deux membres par (o* + »*)?, on trouve
)% (19)

(ai + ?/2)2A= i(a‘l —+ ?/Q)Qp —_ [(“‘2 4 ﬁ? e ?/2)?/2 - a‘)ﬁ‘i]qz 2 + [l'aﬂp??/i(ai + p? 4+ ?/2
D’aprés I'hypothése, le second membre est une somme de deux carrés;

donc A, divisant cette somme, est aussi la somme de deux carrés;
20 L’égalité (18) équivaut &
A=l +)p — (B + »")q] + &aBpgs
et la propriété est démontrée.

(*) Cours d’ Andlyse, p. 70. Ici, la notation S, représente
LV = (T A4 0P 4 (T 4+ 20)P 4 e 4 (m+ n— lf)‘)l'
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29. Remarques. 1. Généralement, (o + ,*)*A est la somme de quatre
carres.

I1. Si P'on suppose

p= (az + ﬁ-.' + '}/2)‘}/;‘, _ a?pﬁ, qg= (a‘z + ,}/2)2’

chacun des nombres A, («* + *)*A devient une somme de trois carres.

30. Tueoreme XVI. Soit

B=(a + o%)%p? + 2 [(oc2 + B+ oY)t — a"’ﬁf-’]pq + (e . L (20

1° Si pq est un carré, B égale la somme de quatre carrés;
20 Si, en outre, & + B + y2 est un carré, B égale la somme de dewx
carres.
Pour établir ces deux propositions, il suffit d’écrire ainsi la derniére
formule : '
B=[(+2")p—(+ g + 4’ -+ § + 2)2pg.

P. S. (Septembre 1884.) M. F.-J. Lionnet, cité au commencement de cette Note, vient de
mourir & Paris.



