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AVANT-PROPOS.

En commencant ce nouveau Mémoire sur les fonctions X, j’avais pensé
quil se composerait de quelques pages : il en contient plus de cent! Les
Géométres qui, aprés avoir ln mon premier travail, auront encore la patience
de lire celui-ci, reconnaitront (je I'espére du moins) que la théorie créée par
Legendre est, pour ainsi dire, inépuisable. S'ils veulent en perfectionner les
diverses parties, ils rencontreront, certainement, des formules et des théo-
rémes remarquables, souvent inattendus. Pour ma part, je suis tenté¢ de
croire que, malgré les travaux de Legendre, Laplace, Poisson, Jacobi, Bauer,
Heine, Laurent, Ascoli, ... ce qu’il reste a trouver Uemporte sur ce qui est
connu.

Parmi les résultats, trés nombreux, contenus dans le Mémoire suivant, je
mentionnerai ceux-ci :

TA+BV "TTcosx J
0 (B — AV —1 cosx)

+1 T '
/ dx/ dwcos [Vx — Vit —1 cosw] = 2,
1 0 -

x =0,
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: : dx,
Si a, b sont deux racines de > =0, on a

/ "X, dx = 0,

/+l d(xn -+ Xn+l) . 01 - zn+l
VI —2zx + 2 11—z

-1

1 2 dX, z'!

V1I—%mw+ 21 —zx s dx n(n -+ 1)

z— x4+ 11— 2z + 2° © o gnH
log = ¥X, )
| —x “ "n+1
o dx 22— x + V1 — 92% + gt —
/ ]()g = QV‘L)-lOg j(] + Z)H-z (1 — 9)1—:‘
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1.2.5...n ;
X, =Y ° (wt — 1)) (2a),
0(1.2...3)*1.2.3...n— 24

+ Jog (1 d 2
/ og (1 + x)dx - zg[log‘g_(l5z)log('l+z)],

03
% (I —2zx + 2%):

/ 5 de 1§ o /“ Xsudx
—_ — == )2 ’
y V1 — 2%sin% 24, “ VI — a?
. T {1.5.8...2n— 1\?
arc smx = § 20 ( 9 ‘47—5,;—) (x2n+l'—xﬁn—4)'

Liége, 19 avril 1882.



SUR

LES FONCTIONS X. DE LEGENDRE.

I. — Discussion de gquelques séries.

1. Dans un premier Mémoire, j’ai démontré, au moyen de la formule
de Jacobi, que la série

14X+ X+ X . L L L L 1)

est divergente (*).
Cette proposition , évidente lorsque x = = 1, se vérifie, de la maniére
la plus simple, quand x = 0.
En effet, dans ce cas : ,
1.5
X,=0, Xg=—1 X;=0, X‘= 0, X5=0(..).

2.4

Donc la série proposée devient

| (1)*+ (1.5)2 ('1.5.5)’ o
+2 ‘2.4+“2.4‘.6+“"""...(-)

(") Mémoire de I’Académie royale de Belgique, collection in-8°, t. XXXI, année 1879, p. 63.
Dans les notes ultérieures, la lettre M. renverra au méme Mémoire.
(*) M., p. 10.
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D’un autre coté (*) :

0e . (1.3\,  [13.5)
NVew (22) o S ;
[1 * (2) o (24) o ('2./:,‘6) o ] 2

_ ;e . 3 AT dp - « o
Ainsi, la série (2) représente - J sy Et comme cette intégrale est infinie,
la série est divergente.

z d
™
Fi(c) = /2—————— -_CP.-_—.'a
. V1 —¢isintp 2

]

2 -Remarque. Les termes de la série (1) sont, en général, respecti-
vement moindres que les modules (**) des termes de la série

1+X‘+XQ+"'+X11+"" . e e e e . (4)

laqueile est convergente (***). Par conséquent, la convergence de celle-ci
doit provenir, surlout, de I'ordre dans lequel se présentent les signes des
termes. Il parait difficile de le déterminer a priori, méme quand x est
positif ().

3. Exemple. La série
1+(1>* (1.5)’ (1.3.5)*
— — + DY
o) T \ea) T e T

est divergente, tandis que la série

-—
AN
-
(1]
ot

1 1.
1 —— N
27 2.4 246

s g gy
est convergente, et a pour limite v ( )

(*) Lecenbre, Fonctions elliptiques, t. I, p. 65.

(**) ¥appelle module de X,,, la valeur absolue de ce terme.
(***) M., p. 6.

(") Cependant voici un indice, tiré de la relation

(4 1 Xn it — (20 4 1)2X,, 4 1Knoy =0 :

pour toute valeur positive de X, une variation est suivie d’une permanence.
() M., p. 60. Ces deux propositions résultent, d’ailleurs, d'un théoréme sur Ia formule du
binéme, que j'ai démontré autrefois (Comptes rendus, t. XLV).
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4. Autre remarque. Si, dans la formule (3), on suppoée P= 1,

elle devient -

’ (1)* (1.5)= (1.5,5)1 2 7 do
1 - '6 + “_ U " b -—f —_—
‘ 2 2.4 2.4.6 LI Vs sin’p

ou, par une transformation simple,

GG =T V)

Et comme
F(\/a)_ﬂ - ,,-(‘,), 1(1.3)* 1 (4.5.5)*
! 2/ 9 2\a) Tat\aa) T leae TP
on a cette relation entre deux séries : .
. (4)= (1.5)z ('|.5.5)2 ap +1(1)* 1(4.5)2 4(1.5.5)’ '
[ —_ — g eer = —— | { —| - —| — —_ — e
2) T \2%) T \2ws Vel T2l T E\e) Tw\ese T ] (®)
5. Généralisation. Le méme -calcul donne

| ('l)’z' (11.5)" ’1.5.5)’06+ 1 1_’_(I)2 c (4.5)’( c )’ 6
o) “ \au c—(Q.‘lf.G _V1+c? 2) 1ve ' \24) \i+e +] (6)

-
-

6. Une série numérique. En général (*),

w= 5[~ slfe-stae—]

Donc, a cause de

E,(l)::_[% cospdp=1:
'2___1 ('I)‘ 5(1)’ 5(1.3)’
o=\ e P e o - (D

(*) LecENnDRE, t. I, p. 65.
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D’un autre coté (*),

e g G ®
W—+§+ﬂ+246+..
Eliminant 2, on trouve
1\ 1\ 1.3 \? 1.3.5 \* ‘
—x(_ __ 7 15— T
! 0(2) * 7(2.4) +“(2.4.6) * b(ue.s) M ®

résultat curieux.

7. Remarque. On déduit encore, des égalités (7), (8):

e

Ce développement, peut-étre connu, a quelque analogie avec une remar-
b b A

quable expression de 2, due & M. Bauer (**), et sur laquelle nous revien-

drons.

8. Série trigonométrique. Plus tard, nous emploierons la somme de la
série

:l+5qcosq>+5q’cos’cp+---+(°2n+4)q‘coan>+w: e o (1)

commencons donc par déterminer cette somme ou limite S (***).
On peut écrire

N (9 v 4 etV T oV T __ "
—20(2111-1)qe‘? ! 2n+i)qe? ! qu?V'
pourvu que, dans le résultat, on supprime la partie imaginaire.

(*) Mélanges mathématiques, p. 157.

(**) Journal de Crelle, t. XLVI, p. 110; Nouvelle Correspondance mathématique, tome IT,
page 271.

(***) La condition nécessaire et suffisante, pour la convergence, est que (e module de q sott
inférieur @ Uunité.
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Or, par la formule du binéme :

1
1 — getV ="

1

e oV .
L) 20(” + 4)‘7 ¢ ? ! (1_qe?'/:‘)a’

Ew qn eu?l/j _—
0
donc
2 1 [ qe?V-'_‘

S = — —t _2;
() TS {1 g

ou, par une transformation usuelle,

(e gV — g

‘S
(1 —2gcos + g

Le numérateur, développé, devient
1 4 (epV=1 — 2-#V)g + (eV =1 — 2)¢* + e Vg,

La partie réelle de cette expression étant

1 — gcos@ + g*(cos’@ — 2) + ¢q°cos @,
on a, finalement,

1 — qeosp — ¢*(3 — 2¢05’Q) + ¢*cos@
S = ‘2 - 'l n S Q ==

9. Limite d'une autre série. Considérons la suite indéfinie

(x — X)) + (xXg — Xg) + -+ +(:rx"—xn+l) + oo

y

dont plusieurs Géométres se sont occupés.
A cause de (**)

> 1

iR

V" VI —a)

(*) Une marche de calcul, différente de la précédente , m’a conduit au méme résultat.

(**) M., p. 60.

- -

(12)

(13)
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on a, immédiatement,

Sex K= = [ == 1]

0 Vﬂ(l;w)— Vaiu—ux)
ou

za(xxn—x,+,)=1—-\/';x.-. N (1%

10. Remarques. — 1. Il est visible que le méme procédé doit réussir
pour toute série dont le terme général est

u, = onn -+ A4X"+| b pEC I o Akx,,_l_,‘;

k étant une constante, et Ay, A, ... A, des quantités indépendantes de n.
Soit, par exemple,

U, = xn - gxxn-H + xu-l-?'

La limite de la série est

S='1——:—2$[‘1——1]+[-_1—'_— 1—1‘];
Vel —ug) V2(1 —1) Vo(1 —x)

¢’est-a-dire

S=V2(l —x)— (1 — ) ().

II. En particulier,

zw(xx,,,,.—x,,)=—\/1;’—'x. L ()

III. On verra, plus loin, que

oXpps — X, = (n + 2) f"x,,,,.dz.

() Si x =1, S se réduit a 4.
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En admettant ce résultat (*), nous avons done

Er(n + 2) ;_/‘IX,,_I_ldJc = v : ; T

ou, sous une forme plus simple,

E:(n+‘.’.)‘—flx.\’,,+4dx=1—\ N (1))

2

IV. D’aprés les formules (14), (16), les séries

(@ —Xy) + (X, — X5) + (@X; — Xg) + +- v = (2X, — X)) + - oy
[dx-c— e_f_‘x,dx+3[lx2dx+--- + (n+l)£X,_dx o,

composées de termes respectivement inégaux, ont méme limite.

11. Autre méthode. 11 ne sera peut-étre pas inutile, au moins comme
vérification, d’appliquer, a la série (13), une méthode moins élémentaire
que la précédente.

La formule de Jacobi (**):

1 7 -
X, =- r—Vat—1coso)ydo, . . . . . . . . (17
,, 72“0/ ( ( w)tca, ( )
donne
Vil —1 [ _ _
xX, X"+l=—i——/ (x—V a* — 1 cosw)" cos edo.
™
[1]
Conséquemment

. © \/x‘l —1 T ® ‘
§= 2 (mx"— XYH-') == —__/. CoSs wrlwz (.’x‘ — '/;1;2 — 1 cos (O)"",
) v

3
0 '0

(*) Facile a vérifier.
(**) M., p. 16.
"Tome XLIV. 9
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Le module de z— )/ 1 /1 —a2cosw, égal a —l—l/ac?—l-(l-—w‘z)cos‘%,
est moindre que 1, excepté pour = = 1. Donc, ces deux cas étant exclus,

@
—_ 1
E(Jc -V v — % cos w)" = — 5
v 1—x+V—1V1—glcosw

puis, par la suppression du facteur 1 — x :

vV 7 d
i f

™ o Vii—x +V—1) |+ &z coso

En général (),

/7’ €05 wdw ) x ()| A )
A+BV "1coso BV -1 VA 4+ B

0

Dans le cas actuel :

A=V1—2x, B=V1+zx;

donc I'expression précédente se réduit a

2 1—ux
T |1 —\/- .
V1+x\/—_'l[ \/ 2 ]

Substituant dans la formule qui donne S, on trouve :

1 —x
S='|—\/ 3 5

comme ci-dessus.

(") Voir plas loin (32).
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I, — Intégrales définies.

12. Préliminaires. Nous prenons, comme point de départ, la relation

2 + 1 /‘H X dx ' )
= e e e e e
2 VI T+ 2 ’ : :

—1

démontrée a la fin du premier Mémoire.
Changeant z en 22, on a

zinH z /‘““ X drx
== S — . . . . . .. ’18
n+1 2 VI—22z + 2 18

—

puis, en prenant les dérivées des deux membres :

1 1 a
2 = §‘[“""[(l — 22°% + 2Y) 7+ 22%(x — 2% (1 — 22% + 2%) 77X, du,
ou

1 +1 1 — 2z
2" =3 / — X, dx;
(1 — 272% + 2%)2

-1

ou enfin, par le changement de 2z en z,
z" ;1 /+‘ X, de ‘ (1)
1—2 24 (1 —2zx + z"')g I S

13. Applications. — 1. La formule (18) donne

L@ it + dax )
2 2 9 = z —__— 2 xll b
o 2n +1 VE— 2% 4 2¢ 0

1

ou (9)

1+ 2z +H dx 1
log1 =z : )
—=z 4 V1 —22% 4 2 Vgl —x)
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ou encore

e

.
—1

SUR LES FONCTIONS X,.

dx

V(L —x)(1 — 22% + z¥)

formule dont la vérification est facile.

Ve

4

II. Par un calcul tout semblable, on obtient

et,siz =1:

valeur connue.

HI. Soit encore, dans la formule (19),

-1

-

dx

1%

| + z
log -
1 —z

,—

9

Ve

-1

dx

Vil — a?

(1 +x) (I —22% + 2%

=,

2=V2—1=arc tg’S—T

Il résulte, de cette hypothése :

2=3—2V32, z—=17—-1219, 1 —22% + 2t =212 — 13 — x);

puis

(*) Pour vérifier ce résultat, il suffit d’employer la transformation connue :

L’intégrale devient

-1

+1

dx

V(i +2)(3 —x)

1+a sin? ¢

53—ax  cos’p
x

2arc(lg=1)=3

= Zarctgz;
z

=30

’

(19)
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IV. De la formule (B), on déduit, par exemple,

1 ’I/'“ dx X X X
— T — —_— +- —+ e of,
(,l_z2)2 2_| (1—223:4—22)%[ ’ : ¢ ]
Or,
XO+X|+XQ+X3‘+X‘,+"'='—1*—_,
V2l —ax)
Ko Xy o+ Xy — Xyt ov v —
Vail + x)

donc I'égalité précédente se réduit &

1 1 + dx [ 1 1 ]
— oy + N
(=20 g 1—2x+20: LV1—x Viax

puis &

11— xg)%(d — 2zx + zﬂ)% (=

H T =2 +V1 + a)de INE) "
/ Coe e (20)

—1

Il est clair que I'on pourrait multiplier ces applications.

14. Fonction de Bessel. De la formule de Jacobi (17), on conclut

E” X, 1 /”d ®(x — V'a®*—1cosw)”
—_— —— 5] .
1123...n 7o Y 1.2.3...n

La seconde somme a pour valeur

-V =1Vi=seo —. ¢=[ cos (V1 — acosw) — V' " Tsin (V1T — 2 cos ®)]-

De plus, il est visible que

T N
f sin (V1 — % cos w)do == 0.

[

R g S
f”cos V1 —acosw)do =2 f’ cos (\/1 — x*cosw)dw,

)
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Conséquemment, I'é gallle ci-dessus devient

facos Vi—a? cos:a)dw._—c 2 (21)

3.
L’intégrale

T
/200s V1 — zlcosw)do= /‘2 cos (sin a cos ) dw,
0

considérée par Fourier (*), I'avait été antérieurement, parait-il, par
BesseL (**), dont elle porte le nom.

15. Suite. En général :

2p T
¥ 2

f cosadw =
2.3...9 P ,

9y —
cosy = ? (— 1)” ._j___p_i

6...2p

o] :!

Si donc y = /1 — x%cosw, le premier membre de Iégalité (21) se
transforme en
1.3.5..2p—

T @0
z — 1 —
327133, 2p24-0 gp A==V

et, aprés une réduction visible, cette méme égalité se réduit a

5 Xn - v (l_xi)p
e e p—— @2
Srrrint len) (2.4.6...2p)" (22)

16. Remarques.»— I. Si 'on fait 1 — 2 = 3, la combinaison des
formules (21), (22) donne

2p

. ) t
2 = —p—_— . ..
[ ¢0s (L cos w)dw 3 20( ) (2.4.6...2p) =

Ce résultat s'accorde avec celui que donne Fourier (***).

(*) Théorie de la chaleur, p. 378.
(**) Voir, dans le Journal de Borchardt (1859), un Mémoire de M. Lipscuirz.
(***) Loc. cit. Le [acteur = a été omis.
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II. Le changement de z en — 2, dans la relation (22), conduit & celle-ci :

* X, ° (1 — x?p
_— "—-—-:‘—" —_ ) — e e 2
2,,( Y 25..0 Eo( ) (2.4.6...2p)* @4

III. Par suite,

Yy > (—1)X, — z%)?
€ S‘ | 9 5 2 c) 3. 2 (._ .) /‘_ 6.. p)‘z
_2 T (25)
- /2 sV 1T—2 cosw)do..
) /
IV. On peut encore observer que
(I X, Xg x:, "+ ) (] Xl X2 xz )
k + JE— + + e 1 — — + —_—— e
1 1.2 123 1 1.2 123
£ ’I —_ x? 3 2
- 32 ('— ,])p 9 ([ . ) z} ’
) (2.4.6...2p)
ou
X‘ X3 X5 2 1 1 — ot (' —_ .’172)2 2
— — —_— e | A ] — -+ —_—
1 123 12345 % 2.4 ;
X, X, X, 2 . (-6)
=|l +—+ -+ 5
1.2 1.254  1.2..6

identité d’ou I'on pourra, peut-éire, tirer des propriétés numériques.
17. TukoriMe. A, B étant des constantes quelconques (*), on a

A+ BV — tcosz '
dr=0. . . . . . . . . (Q
(B—AV — lcosx)?

La formule connue

d dx T : . o .
/ — L@
. B—AV —1cosx VA4 B

0

(*) Néanmoins, B ne doit pas étre nulle : hypothése B = 0 rendrait indéterminée I'intégrale.
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donne, si 'on prend les dérivées relativement aux paramétres A, B :

VT /” wordr LA (9
7 (B—aAV —1cosxp? (A* 4. BY):
ka dx B
— == - e e e e . (29)
J (B—AV —tcosx)* (AT B

Multipliant par B, par A, et ajoutant, on a le résultat énoncé.

18. Remarques. — 1. Des mémes formules (28), (29), on conclut
encore, par le changement de A en —A :

7 A+ BV —1cosx AB
dx =21 —— . . . . . . (30)
5 (B4 AV —1cosx) (A? + BY):

Il. Le second membre est une fonction symélrique ; par conséquent

TrA+BYV —Tcosx B+ AV — lecosx '
[ — iy ](u:(); T
(B+ AV —tcosx)* (A + BV — Icosx)

0

pourvu que A et B soient différents de zéro.

I1. On a

/”" cosxdx 1 /”’A + BV — fcosx — A d
A+BV —1fcosx BV —1 7 A+BV —tcosx

(1]
T .
= 1__|:1r—A / dx :,
BV —1 . A+BV — (cosx

0

Donc, par la formule (27):

T cosxdx ™ A
o - [1— 0 ] .. (32)
y A+BY —1cosx BV —1 LAY + B?

]
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19. TaeoreME. Si S est la limite de la scrie
+ (x — V2 —1cose) + (r—\/mz— 1cosw)? + - i— (x —V'x’— 1 coso)” + -,

on a
/.”Sflco=—n—_..........([))
Y Ve —a) :

0

La série étant une progression,

1 1 1
f—a+Va—Teoso VIi—aVIi—az—V—1VTxacose

S—
Donc, par la formule (27),

P g
/S(Iw: _1 —ﬂ._—.
< Vi—az Vo

0

20. Tueorime. Si S, est la limite de la série
1+ 2(x—Va? —1cosw) + 5(x — Vet —1cosa) + -+ (n + 1) (x =V 2 — 1 cosw)” + - -,

on a

(rd ’
/s,dw=+. 1
’ V2l —u)

0

D’aprés une formule connuce, dont nous avons déja fait usage (8),

1

Sl= ——— 5
(t —x+ Vet —1cow)
ou
1
S, = C . (33)
'I—x[\/i—x—\/—l\/i—o-xcos'ch’ ,
Donc,

dw
Sde= p— .
/ 1—-'"/ [\/1—1‘— —1\/1+xCOSw]’
Tome XLIV.

(52
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Si, dans la formule (29), on fait B=}1 —x, A = V1 4 2, le second

membre devient = '/";“”. Par conséquent
: )

2’2

/'”S‘dw = _’_ -—ﬂ—_
% Vii—gx 2V2 ‘
21. Remarque. D’aprés les formules (D), (E),

T 1 4
‘[ S,dw=§.0/‘ Sidw,

ou ,
T
S (98 — S)de=0.
/ .

Par conséquent :

Si S, est la limite de la série

on a
. . x
‘['Szda=0. N 1))

292. THEOREME. Si S est la limite de la série

_ [cosa
1 +5
A\CO

scp) CosQ + 5(

@ sd
/ i —0(). . (D)

v cosgVsinfa— sin'g

(-()Sa)3 _
-] c0s3@ + -
cosQ ¢ ’

cO0So
§

2
c0s2¢ + 7(
3

on a

Nous avons trouvé

o0 1 P S B 5,
S== (20 +1)g"cosng = L —qeosg— g (5—2cos’9) + ¢ cose.
0 (1 —2gcosp + ¢*)*

(12)

-

(*) On suppose « compris entre 0 ct 7, exclusivement.
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. 19 Cos & *
Donc, si I'on prend ¢ = cos s )

2 3
COS"a Cos " a

1 — cosa — (3 — 2cos? “+ —
? cos’Q  cos’p

cos*al* ’
| —2cosa 4 —;
cos’q

S=

ou, moyennant quelques réductions simples,

— 5cos’a + cos’a + (1 — cosa + 2cos’a)cos* @
[(1 —cosa)* — (1 — 2 cosa)sin’p]*

8§ = cos’p

Le numérateur égale

1 — cosa — cos’« + c0s®x — (1 — cosx + 2cosa)sin®¢

= (1 — cosa)sin*a« — (1 — cosa + 2cos*a)sin’q.
Par conséquent, I'égalité (F) devient

o cos pdo (1 — cosa)sin®a — (1 — cosx + 2 cos’a)sin’@p -

- =0. . (3
. V sinte — —-sin’cp [\t — cosa)! — (1 — 2cosa)sin’@]* (35)

Soit

sin@ = sinasin 6.
Il résulte, de cette transformation bien connue :

s od
cos pdo _w,
Visin'a — sin’e

(1 — cose)sin®a — (1 — cosa -+ 2c0s°«) sin* @ = sin’z[l —cosae — (1 — cosa + 2cos’.z)sin’o]

= sin’a[{1 — cos«)cos’0 — 2cos’asin’¢],
(1 — cosa)! — (1 — 2cosa)sin’ @ = (1 — cosa)* — (1 — 2cosa)sin®xsin’o

= (I —cosa)[1 —cosa—(1 — 2cosa)(l +¢05)sin® | = (1— cosa) [(1 - cosx)cos’ + 2 cos’asin).

(‘) Daprés les hypothéses failes sur «, la quantité ¢ est une fraction proprement dite; et I'on
peut appliquer Ia formule (12).
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L'intégrale précédente se réduit donc &

sin®a /:—f (1 — cosa)cos®9 — 2cos®asin®6 i

(f— cosa)?, [(1 — cosa)cos’® + 2cos*asins]®
)

Celle-ci a la forme

T 9 .
3 g*cos’s — p?sin®0

(q*coss + p?sin*e)*

7 . T
T sin?6dy A B cos?odn
(p*sin®0 4- gPeos®0 4 piq’ J (p*sin®0 + ¢*cos’)*

Conséquemment,

7 q*coss — p’sin’o
TR - do =0;
(¢* cos*® + p*sin®e)?
et la relation (F) est démontrée.
23. Autre intégrale définie. Soit
e
Apy= / cos” x cos gxdux ;
0

p, q étant des nombres entiers (**).
De

€08 qx = ¢osq — lxcosx — sinqg — lxsinx,

’

(*) Bierens pe Haan, t. LXVIL

r 1
Ckpgt

(**) Plusicurs Géomeétres ont trouvé I'expression de /%cos"xcosqxdx; mais, si 'on s’en
rapporte au savant Recueil de M. Bigrens pe Haaw, aucun d’cux ne s'est occupé du cas ot la
limite supéricure est =, ce qui est assez extraordinaire. La méthode suivanle, bien connue, est
celle dont nous avons fait usage en 1840. (Journal de Liouville, t. V, p. 113.)
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on déduit
. W —/xcos”x sing — 1 asinadu.
L’intégration par parties donne

[cosP*! rsing — 1z . A
S ! q ]0 + +1 PHig- 4

n
/ cosPxsing — 1 xsinadr == —
o p+1

Et comme le terme intégré est nul, 'équation ci-dessus devient

_pP—q+2

A
Pe p+1

P+, g1

Il résulte de celle-ci, par un calcul fort simple,

=‘p—q+°..’p——q+4-.”p+q

x
cos”’Hxdx.
p+1 p+ 2 pP+q5

A

»a

La nouvelle intégrale est nulle, évidemment, si p 4 ¢ est impaiwr. En
outre, le second membre est nul, encore, dans les cas suivants :

qg=p +2, q=1p —|-‘4.’ q=p + 6, .....
Donc, pour que lintégrale représentée par A, , ne soit pas nulle, on doit
avorr
p—q=JN2

Quand il en est ainsi,

155.p+q—1

T z
/ cos” i xdx = 2 f 2eos"tadr =« ;
e [ 2.4.6...p+¢q

et, en conséquence,

=T(p—q+2)(p—q-#4)...(p+q) A35...p+qg—1
(p+N)(p+2)..... (P+9 24.6..... p+q

A

»na
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Le second membre peut étre considérablement simplifié.
En premier lieu, la fraction

(p—q-v—‘.’)(p—q+/¢)...(p+q_)= 1 =(1)L;‘! 1
2.4.6... 2.4.6...(p— 2 —
p+q) L6 p—gq) N2 oo P—Y
2
D’autre part,
| 1N -
l.5.5...(p+q-—4)=(;) .2.6.10...2p + 29 —2;
puis, par une transformation bien connue (*),
N\ 4+ +q
4|.5.5...(pv+q—'l)=(_—2) (p2q+'l)<p2 +2)...(p+q).
Enfin,
P+4q )(p+q )
+1 +2]...(p+7q)
9 9 y
= =(7’+q+1)(”+q+2>...p.
(p+Np+2)...(p+q) 2 2
On a donc
(p—q+?.)(p—q+4)...(p+q).4.5.5...p+q—'l
p+)(Pp+2) (P+49)  246...p+q
pP+q P+q .
w( 2 +1)( 2 +2)"'P 1\?
=(§) - =(5) € rei
1.2.5...0—1 oonT
9
puis
™
Aﬂ:q=:ﬁcp'u’

ou

T ™
/ cos” x cos qxdx = —C
o

or AL

(") M., p. 11,
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24. Remarques. — 1. Lorsque p =q, la derniére formule, ou le calcul
direct, donne

™

T
[ eostxcosprdr—=—; . . . . . . . . . (37)
o

9r

résultat connu.

II. 1l résulte, de cette valeur,

00 l7t’
. s DT == 2
20 J eostreosprde=2m, . . . . . . . . . (38)
5 ,

mais non
T ©
S d.’l‘EOCOS”.T cospx = 2.
0
En effet, la série

1 + cosxcosx -+ cos’x cos2x + €os’x Cos 3T + - - -,

convergente tant que x est compris entre O et = (exclusivement), devient
divergente pour ces valeurs extrémes. Le mot somme n’ayant plus de sens,
on ne peut, légitimement, intervertir les signes /" et 3.

II. Cette méme série, peut-étre trop peu remarquée, offre une particu-
larité assez curieuse. o
Considérée comme un développement de la fraction

1-—gqgcosx

_—
1 —2¢gcosx + ¢*

dans laquelle on prendrait ¢ = cosx, elle a pour somme, tant qu'elle est

convergente 3 .
1 — cos’x

1 — 2c¢os*x + cos’x

Ainsi, pour 0 < x < T,

1 + C0sx COST + 05" X OS2x + €OS* L COSIT ~+ - -+ 4 €OS" X COSNT + -+ - = | (*): (39)

(") Traité élémentaire des séries, p. 77.
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la somme est constante. Mais, quand on prend cosx = = 1, cetle somme
devient, brusquement, infinie. C'est & cause de cette discontinuité que

I'équation

S [Thede= [Tae 3 f

0%

n'est pas applicable (*).

IIL. — Propriétés d’une intégrale.

25. La formule

Zin+ z T+ X, dx
=i/ Y ( £.)!
2n+1 2 V2% + 2 ‘
peut étre écrite ainsi :
9 it /"“ dx X,
193, T VT o et 1252

d...2n+ 1 21

et la formule de Jacobi, de cette maniére :

X, 1 /7" [l/r — Vet (:osa;]”l

—_ — do.
1.25...2n =% 1.2.3...2n

Par conséquent (les séries formées étant toujours convergentes),

9 ,.‘2u+l S‘
it A -
:20 1.2.3...90 +1 2z.r+z"' -’a o’
) X" 1 T |
20(—1)__1.2.3...'.'n=;./ dwcos[l/x—‘/:c’—dcoso];. ... (40)

() Note sur les fonclions X, p. 5.
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puis,

sinz 1 +H dx d —
2 = - / S — / deocos [Vx — Va1 COSG’] ’
z .7 V1 — 22% + 2zt %

-1

> ol d Vi — 1
/ i / dwcos[l/a: — Vi cosco]= 2 s"zlz; - (4)

J V1= 22 + 2§

ou

et, si 'on suppose 2=20 :

+ n
/ dav/ dcocos[l/a:—\/x’—lcos@]=2n. N ()
0 -

%

26. Suite. Soit

; .
/ dwcos [Vx—l/xﬂ—icow]==x: Ce e e . (43)
[]

la relation (41) devient

/ + Xdx 9 sinz m
= 27 Y s o e o o« o . (1
V11— 2% + 2 z’

-1

ou, ce qui est équivalent,

z!n

+1 L L
f Xdo X, 2" =7 3 (— ) ——— . . . . . . (4B)
0 0

1.25...2n + 1

Identifiant les deux membres, on trouve I'’égalité suivante, a laquelle
satisfait l'intégrale X :

H A
XX,,dx—:.(—i)"-f—:: . e e e (46)
1.23...2n +1 _

27. Remarque. Si z =1, 'équation (45) devient

+1 xd —
/ ad =9V 2sin(arc=1); . . . . . . . (47)
pf'} ‘/'l—-T

Tome XLIV. . | 4
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ou, approximativement (*),

+H
/ Xz __ 7 476 64.
Vi—x

)

28. Suite. Afin de simplifier la formule (43), je pose (**)

z=pcosp, V1 —a’cosw=psing.

Jobtiens ainsi :

¢ 1 —2? . x
= ———COS @ = —
8¢ x v P cosq’

xdg

V=V ZTVI—2coso— Ve (cos?—-\/:_lsin 9), do= — ;
2 2 cosp V cos’p — a*

puis, en supposant toujours x = cosa (***),

+o
X = cosa / o cos [\/c_os_af (cosg —V " 1sin 2)]
cosp V'sin’a — sin’g cosp\ 2 2

En général,

cos(a — bV — 1) = cosacos(bV — 1) + sinasin(b V' —1)
=[(¢ + e )cosa + V' —1(e" — e)sina).

(*) On trouve, par les Tables de Callet,

log. sin(arc = 1) = log. sin 37°17'24”,8 = 1,925 011 2
% log. 2 =0,4515450
log. = =0,4971499

0,873 706 1

nombre corresp. = 7,476 64.
(*) M., p.30.
(***) M., p. 14.
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La formule précédente devient donc

@ d '
-X=005u/ ? (e* +ePeosa; . . . . . (48)

¢  cospV/sin’e — sin'g

pourvu que I'on fasse

a=\/cos“cos— b-—\/cosa' N 1))
cos P c0s @

Telle est, sous forme d’intégrale définie réelle, la somme de la série

X, X, X
. I RTINS
"[l 1.2 1.254 1.2.3..9n " ]

29. Remarques. — 1. Si, dans la relation (46), on remplace X par ce
développement, on trouve

“xd 2 | 1) 1 +£d 2@ ) X,
A —1P——-=—1"——f 2 S (— 1) ——
=ies 1.23.. 20+ 1Y, ( 1.2.5...

—1

Or:

e . +1 . + 41
X, X, dx =0, / X,.dx—gnﬂ / dz=2, X dxr=0 (p> 0)

1 e e}
Donc I'égalité précédente est vérifiée.

II. La formule (48) devient illusoire lorsque « = Z. Mais, si I'on reprend
I'équation

‘_/‘Qcos(\/1 x cos:.:)dw_—e S i T, 5 (21
et que 'on y introduise cette hy Othése, on trouve
q p
5 d _ﬂzw_jn_.i__. (80)
[ cos (cos &) de 2 o( ) 2.4.6..200° 7 T T 7

résultat compris dans celui de Fourier, dont nous avons parlé.



28 SUR LES FONCTIONS X,.

30. Suite. Multiplions par dz les deux membres de I'équation

T+ Xdx 9 sinz . m
= 2r s e e e e e

‘_[ V11— 2% + 2 z

et intégrons entre 2 =0 et 2 = -4 oo . A cause de la formule connue

®gin 2
/ dz=z,
P z 2 ‘

nous aurons, en intervertissant 'ordre,

+1 @ d
/ Xdx / "—__f: =
/ Y Vi—2% + 2

Si I'on fait

Pintégrale relative & 2z se transforme en

1 /,, do R
- ——F—F—  =F,(¢).
2/ V1= sinto

Par conséquent, on a ce résultat simple :

L+'XF,(c)dz=n2(‘*). R 1))

IV. — Propriétés des fonctions X,.

31. Considérations géométriques. Regardons X,, X,,... X,, ... comme
les ordonnées d’'une suite de courbes C,, C, ... C,, ... (**). Ces courbes

(*) LeGenDRe, t. I, p. 9.

(**) On ne doit pas oublier que
c= l/‘—:-—a: = Cos !

= o
2

(***) A cause de X,==x, C, est une ligne droite.
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paraboliques rencontrent I'axe Oz en des points dont les abscisses sont
comprises entre — 1 et -+ 1; aprés quoi chacune des courbes s'éloigne
indéfiniment des deux axes. Dans l'intervalle considéré, chaque ordonnée

varie entre +1 et —1 (*).

32. Suite. AMB étant un arc de la courbe C,, supposons que I'ordonnée MP

7

0 P T

soit maximum ou minimum. Les rela-
tions (**)

dX
— 2 ’l..._-
(1 —) dx

n—1 mxn)’

A—=

=@n+1)(X,—X, ),

. . ) ax,,
jointes & la condition —* = 0, donnent

Xn—i = X,,_,_, = mxn.

Ainsi, quand X, est maximum ouw minimum, les courbes C,_,, C,., ,; se

(*) Propriété connue. Dans son célébre Mémoire sur les intégrales définies (JournAL pE
v’EcoLE poLyTECHNIQUE, XIX* Cahier, p, 146), Poisson se borne A dire : « on démontre aisément ».

La proposition énoncée résulte, par exemple, de I'égalité

47X, = Can, n 08N + Can—3,_y - Cg,;.€0S (N — 2)& ~+- -+« 4= Can, , COS ez,

démontréc dans notre premier Mémoire (p. 15). Effectivement, le maximum du second membre,

dont les coefficients sont positifs, répond &
cosne=cos(n —2)a=-... = 413

auquel cas « = (), ou x = 1; d'ou résulte X, =1.
En outre, on voit que

Con,n + Con 2,n1.Cy,, + Con-¢,n-2.Cy,q 4 Con,n = 4";

relation connue (Journal de Liouville, t. 1V, p. 95).
" M., p. &
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coupent (*) en un point R, situé entre le point M et le pied de Uordonnée MP.

o . . X,
33. TuEoREME. Si a est une racine de —°=0 ("), on a

_[“x,,dx=o............(59)

On sait (***) que

—l aX,
/ X, dzx =
n(n +1) dz ’

Si donc % = 0, l'intégrale est nulle.

=0,0na

34. COROLLAIRE.

SXde=0. . . . ... ... .. (5

(*) Si ces lignes se touchaient, on aurait , simultanément :

aX,—, _ n(2X g — Xn) Xty _ (n +1)(Xp — 2Xp4y) dX,_, _ Xty
' dz T oz

dr 1—ar da 1— g2
puis
n(@Xp_y — Xp) = (n+1)(X, — 2Xp+,),

ou
(2n 4+ )X, =[n + 1)X54, + nXny)2;

condition contradictoire avec la relation générale
(2n + )X, = (n + 1)X,4y +nXpy,
sauf pour x === 1.

(**) D’aprés le théoréme de Rolle, chacune des équations

X a?X,
"=0, el =0, .....
dz

a toutes ses racines réelles. De plus, ces racines sont comprises entre — 1 et -+ 1.
(***) Note sur les fonctions X,,, p. 6.
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35. Remarques. — 1. Supposons, pour plus de simplicité, que a, b

: soient deux racines consécutives.
Considérons, comme précédemment,
la courbe C,, dont I’équation est
y=X,. Soient A, B les points déter-
minés par x=a, x=>0, points pour
lesquels les tangentes sont paral-
leles & Ox. Lintégrale /°X,dw
représente la somme des aires des
triangles AA'C, BB/C, la premiére
étantregardée comme négative, Cette
somme étant nulle, il s’ensuit que les triangles AA'C, BB'C sont équivalents.

1

II. La derniére proposition (34) est, en quelque sorte, conjuguée de
celle-ci : ‘

a'y b’ étant deux racines de X, = 0, on a

b dxn—l —0 (')

mn-|-l

36. TuEorEME. Si l'on suppose

F(x)= /"x,,dx ,
on a

n(n + 1)F(x) = (x*— 1)d):’.

d

(54)

Ce théoréme est celui que nous avons rappelé tout & I'heure (33), énoncé
d’'une maniére différente. :

37. Ce méme théoréme, auquel nous avions peu fait attention I'année
derniére,, nous parait intéressant. Il permet, en particulier, de former X, par

(*) M., p. 4d.
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la méthode des coefficients indéterminés. D'ailleurs il résulte, tout naturel-
lement, de la formule de Rodrigues.

38. Application. En négligeant un facteur numérique , on peut prendre

db (2 — 1)
F(x) =-(xdTl-= (2" — B2® + 102° — 10x* + B2 — 1)"",
ou
F (x) = 5 040x® — 8 400x* + 3 600x* — 240,
Donc
dX, dF
—2 — —— — 151 200z* — 100 800z* + 7 200,

dx dx?
. dXy )
(z*—1) —= 151 2002° — 252 000x* -+ 108 000x* — 7 200.
Or, conformément & I’énoncé, ce polynome ézale 3OF ().
) ) p v g

39. Intégration d'une équation linéaire. v = F(x) est une intégrale de
P’équation

’ (1—x’)3c1—2+n(n+i)v=0, N (:149)
plus simple que celle-ci :
dX
d [(1 — ¥ 7 "]
i B n(n +1)X,=0,

dx

a laquelle satisfait X, (*).
Appliquant les principes connus, on trouve, comme intégrale générale,

v=F(x)|:h+lc/.[Td(zWJ. JERIIR . (36)

(*y M., p. 7.
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Soit, par exemple, n = 3. L'équation (83) se réduit a

d*v
(1 —xﬂ)a?- + 120 =0.

En méme temps,
: F(x) = Ba* — 62* + 1.

Done, par la derniére formule,

v= (Bx*— 6x® + 1) Iz+k/——dL_ .
(Bac* — G 4- 1)

40. TuioreMe. Deux fonctions conséculives satisfon! a la relation

+ d(X, + X, 1 — g+
( +‘)_=9 N ()
Yi V11— 2zx + 2 1—z
De la formule
2 2n+1/’+‘ X, dx )
2 e \/d—%zx+z2’ S
on conclut
1 H 43X, + BXe + -+ (20 + 1)X,
142424 oo 42" == dx.
. Vi1 — %20 + 2°

Le numérateur peut étre remplacé (*) par

dX,
(1 + x) _de‘ —(n+ DXy,

ou par
X, . dX,

dx dx ( )

La formule (G) est donc démontrée.

() M, p. 1.
(**) En vertu de la relation

dXrny dx,,
e ———(n+1)X gy =—
= ( ) Xnt1 =

conséquence des égalités (8), (9). (M., p. 5.)
Tome XLIV.

<
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41, Taekoreme. Trois fonctions, X,, X, 1, X,, salisfont a l'une ou @
Lautre des éqalités

“_/4+‘x,,(1(x,,+x"+,)=2, (pLnat). . . . . . . (87
SURAX, A X) =0 pSaa). oL (8)
La relation (G) étant écrite ainsi :

1 ©
/ d(X,,+X,,+,)E X,0=2{1 + 2 + 2"+ .- +2"),
1 0

il suffit, pour vérifier le théoréme, d’identifier les deux membres.

42. Remarques. — 1. La formule (88) est comp'rise dans celle-ci :
XX, de = 0.
a

II. Si n et p sont de méme parité, tous les termes de Xp%f sont de degré
impair. Par conséquent, Iintégrale correspondante est nulle, et I'équa-
tion (57) se réduit &

}[:HX,,JX,,H =2. (p<n+1)

Ii1. Semblablement, si n et p sont de parités contraires,
SR X, =2 (p <L+ 1)
“1

IV. Dans le second cas, le nombre p, moindre que # -} 1, est inférieur
a n; car la différence (n 4+ 1)— p est, au moins, égale & 2. On peut donc
résumer ainsi les résultals précédents :

Sin—p=I.241,0na

SURAS, =2 . . . . ... ... (H)
—1
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43. Exemples. — 1. n =15, p = 2.

+q 1 15 H
/ E(Sxef—fl).g(515w‘—210x’+15)dw=m/ (B — 1)(21x* — 14’ + 1)du
—1 -1

9 — 4l —" ——1

5 5

15 ( 42 21 14 )
=2,
8

IL n=25,p=4

+y 1 13 !
/ §(55w‘—50x’+5)-5(3'15.70‘—%0124-1 5)dcc=5 /(35.70‘—50x’+3)(2|.1:‘—14x2+1}dx
o]

—1

15 1 .
=5 (7552%— 1 120x°® + 518x* — 724 + 3)dx
“¢
15 (245 518
= (22 160+ — 2% + 5| =2
32\ 5 5

. n=6,p=1.

+1 1
_/ 16 (1 586x® — 1 260x° + 210x)xdx =

(198 — 252 + 70) = 2.

D] =

44, Tukorime. La fonction X, satisfait @ la relation

M — (20 + 1)xz + (0 + 1)2?
~ Xde=0 . . . . . . (K
“ (1 — 2zx + 2%
On a . .
1 + X, d:
z"=§(l—zﬂ)/. ——L——_ N € 1))

Yy (1 —2zx + 2%
Cette expression doit étre identique avec celle-ci :

1 + X,d ‘
z”=:—(2n-~|-'l)/ e e N TS
2 Y V1— 2+ 2°

Donc
Yy —2— (20 + 1) (1 — 2zx + 2

— X, dx=0;

2 (1 —2zx + 2%z
etc.
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45. COROLLAIRE

+1
/ [nil-}-{ﬂ"——(‘.ln+ 1) 45,
dx '

—1

d ]de_o. .. (39)

Le premier membre de I'égalité (K) peut étre mis sous la forme
/ " X Aoy St
— (2 + 1 1)21]X 2.
J [n— (20 + 1)z + (n + )z] o acz e

Le coefficient de 27, dans I'intégrale, est donc
I dX, dX aX,_
f I:n ((/_lx“ —(2n + 1)z Exi + (n+1) d—,a:‘] X.dx.
46. Remarques. — 1. Si p est inférieur a n, la formule (89) est com-
prise dans un théoréme de Jacobi (*).

1I. Soit p—=n. Alors 22

o est du degré n — 1, et

A%yt dx

n

Par conséquent, I'équation (59) devient

H[dX, dx,
/ n o (9n 4 N)r2 | X, de — 0;
dx dx

—1

mais celle-ci est encore réductible.
En effet :

o +1 S
n / X, dX, = n[X,,X,,“] —n / X, dX, = 2n,
1 “

—1

+
(2n + 4)/ xxhdxn=6 (@n-+1)[ #X: ]——("n-H / X2dx=(2n+1)— =( 2n+l)/ Xid.

'} =

(*) Journal de Liouville, t. I1, p. 106.
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Donc, finalement,
Q

1
f Xidx = H
/4 2n + 1

formule de Jacobi.

III. Il en résulte, en particulier,

+1 ™
/ (I =X+ X=X+ Yo =3 (60)
1
47. TuroriMe. On a, entre deux fonctions consécutives, la relation
z X -;X,,_
SRdr =TT (o)
/. n -+ 1

Cette égalité, dont nous avons déja fait usage (10, III), résulte, par
exemple, de celle-ci :

z x2—1 dX
X _—_— Y, . . ..
_/,‘ Az n(n + 1) dx O (62)

combinée avec cette autre :

(1)
(1 - a’ﬂ) d:l,‘n = n(X,,_,, - acX,,) (“) ot oot (65)

48. Remarques. — 1. Dans la Note, jai démontré la formule

Ezn+l/zxndx=1—-zx-Vl—szw—z?.. N (- 1)
1 )

Au moyen du théoréme précédent, nous pouvons la simplifier. En effet, le
premier membre se transforme en

2

z z3
E(xxl—l)+g(xxg-—xl)+...+

zn+|

"+ i(xxn _xn-i) i

(*) Note sur les fonctions X, p. 6.
(*Y M., p. %
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Par conséquent,

i

V l—22m+z2=1——zm—E(xX,,—-X,,_,)L———
1

b
n+ 1

ou

zn+2

. 63
n -+ 2 (03)

Vi — 2z 4+ 22 =1 — 25 — 3 (aX,y — X,)
[
II. On peut encore, pour développer le radical, employer la relation (62).
On trouve ainsi :

© dX,, zn-l—l

VI—2%x azi=1—zz + (1 —a}) Y — ——
Y dx n(n + 1)
.

(66)

III. D’aprés I'égalité (63), ces deux développements sont ddentiques ;
ce qui devait étre.

IV. Pour démontrer la formule (68), il suffit de prendre les dérivées des
deux membres, par rapport & z (*). L'équation dérivée est

@

zZ—x ,
— =z + > (X, — X,z
Vi—2x + 3° 20 ’
ou
(g —x) EX,_z” = + E(X“ — xX, ) 2"
0 0

elle est vérifiée par 2 = 0; et dans les deux membres, les coefficients
de z"*! sont égaux.

V. Dans I'égalité (66), transposons 1 — zx : le premier membre devient

2*(1 — x?)

1 —2x 4+ 2° — (1 — z%) = .
V1—2%+2°4+1—zx

(*) En effet, cette équalion a lieu pour z=0.
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Nous trouvons donc cette formule simple, qui n’avait peut-étre pas été
remarquée : '
1 ©dX, z!

—1 —_— . . . . . . L
VIi—2%x + 22 +1—zx y dx n(n+1) it
49. TurtoreMe. On a, entre n fonctions consécutives, la relation
dX, dX,_ dx,
. X, X x %
n—1 dX, " dx Y de Xo-t dx
— = + e ———— L (67)
nn+1) de  @m—1)n  (n—2)(n—1) 1.2
Dans ia Note (*), nous avons donné la formule
X, + Xor =X /"Xt + X, f X,z + -+ X, [ Xydx,
— 1 —1
Or,
e —1 dX
S Xz = e (62)
a p(p +1) dx

Au moyen de cette valeur, on trouve, toutes réductions faites, I'éga-
lité (67).

30. Exemple. Soit n = 4. On doit avoir

5d¥, 1 X 4 dXs 1 dX,
45 dx 3.4 'dx 2.5 “dx 1.2 ° dx’
ou
5 (35a3 '15x)—l(151'5—5x)+1(5x3 %) + - (5a® — 3a);
0 % P 2 ’

ce qui est exact.

(*) P. 4.
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V. — Iniégrales et séries.

51. Intégrales définies. Reprenons encore la formule

z" 1 -+ X,,dx
y 2:.5/ S ()
—% (1 — 2z + 2*)2

—1

Si, comme précédemment (13), on la combine avec les égalités

1+X,+X,+X54+-0 00 = _l
V'l — )
1
1—X4+x2—x5+---"=——-—_,
Vo +«
on obtient ces deux intégrales (*):
+ d Ve
/__x Ce= - B ()
Y VIi—z(d—2x+zp (=21 —2
-+1 d 2 ry
/__x = :/2 R (1)
Yy Viazg(l—2a + 22 (1—2)(1 +2)

-82. Suite. Développons, suivant les puissances de z, les deux membres
de I'équation (68). Elle devient

el Vl —x 1 dx

-+ (l -3 dX _ 0
/ i Y Zet=22(1 +2) Y pzvr
4 :

(*) Elles n’en font qu’une : on passe de la premiére formule 4 la seconde, en changeant,
simultanément, x en — x, zen — z.
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Donc :
(B dxn o = .
‘_,/ Vm_—nVL (mpair) . . . . (70)
/+l ﬁ("_=(n+4)|/§. (nimpair) (*) . . . (1)
e V1-——17

83. Remarques. — 1. Si n est pair, la derniére formule donne

H >
dXpis =(n+ 2) ‘/23
4 Vi—=
de sorte que
+ — X vyl
/' W= %) oV pair) . . . .. (1
I Vii—=z

Si, au contraire, n est émpair, on a, par la formule (70),

+1 _
/ X =(n+1)V2;
Y Vi—x :

et, en conséquence,

1 X —
/ d(Xus X_”) =0. (n dmpair). . . . . (13)
) VIi—x

II. Les intégrales

/*‘d(xl—xo) /Hd(xe—x.’) /*‘ d(X; — X,)
Vi—x ’ Vi1i—x ’ V1i—% '

— —1 -1

(*) On peut comparer ces expressions avec celle-ci :

/’*‘ X, 213
dr = Iy
‘/——1__11 n+1

—1

démontrée dans le premier Mémoire.

Tome XLIV. 6
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constituent la suite périodique
2V3, o0, 2VZ, o0, .....

$4. Vérifications.

v . 1 ‘
Xi—Xo=x, Xg—X4=6(5x2—2x——1), X;—X2=§(5x3—5x2‘—5x+1), ceeny

(Ba® — 2x — 1)dx, .....;

| G

d(X,— X)) =da, dX—X))= 3z — )z,  d(X;— X;)=
puis, si I'on fait = 1 —2:
d(X, — Xo) = —2dt, d(X,—X,)= 23— 2)udt, d(X;— Xy)=— 5(51'— 86+ 2)udt, ...

Les intégrales deviennent :

WAL —Q/W(w—e)dt, 3/‘/2(5;4-— 8+ Q)dl, . .... ;
0 o ‘ ) .

0

c’est-a-dire :

212, —2(2V2—212) =0, 5(4 Ve — ?‘/-2—4— el/é) =22, .....

55. THEOREME.

+ 1.2.3..n . .
Xoamde =20 —8m8 ———. . . . . . .. (74)
“ 3.5.7...2n + 1

En général,

o ’ 1 » +1 dny
P e — l — 2\ Y *
/ yXnla 4.2.5...n.2"/ (== g4 O

-1 —1

pourvu que la fonction y, et chacune de ses n premiéres dérivées, reste
continue entre X = — 1 et.x = -+ 1. '

(*) Jacomt, Journal de Lioyville, t. 11, p. 106.
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Si I'on suppose y = ", le second membre se réduit &

1 +1 .
571-/: (1 — a®dax;
ou, si I'on fait x == cosa, &
2 Nz 2 2.4.6...2
2 e = o
2" 2'3.5.7...2n + 1

elc.

86. THEOREME. S¢ n el p sont de méme parité, et que p ne soit pas
inférieur @ n (*), on a

+'Xx"doc=2 pp—1) ..... . (p—na1)
" p—n+1)(p—n+3)..(p+na+1)

(78)

=1

Ce théoréme, généralisation du précédent, se démontre presque aussi
facilement.
D’abord, par la proposition de Jacobi,

+ —t)(p—n 1 +
an,dx=P(P 1 0)5 - n ;+ ) (1 — =*)"arda.

.
- —1

En second lieu, la nouvelle intégrale équivaut a

R e I
n + —_— =
1 pon—t 2 B35..(p—n— 1
/(1—0)"0 Ty — . o5 188 (p—m— 1)
) P(p+n+o) (1)’12”“ 135 ... (p+n+1)
2 2

1.2.3... n. 2"

T (p—n+Np—n=+3)... (p+n+4)(“)'

Substituant, on trouve le résultat énoncé.

(*) Si ces conditions ne sont pas remplies, I'intégrale est nulle.
(**) Pour éviter ce petit caleul, javais pris, dans le Traité de M. Berirand, la valeur de
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B7. THEOREME.

X, wds 2 —1[135.. .30 =5\
/ wotde 2 —1f e N ()
4 VI & 2n | 246...9n—2

Si, dans la relation

(n +1X, 0 — 20 + 1)xX, + nX,_, =0,

on change n en 2n—1, on a

(Qn -_ 'I)XQ”_Q -+ QnXg” = (4”/ - 1).’L‘Xg,,_4;

I'intégrale
z

f 2 sin2n+ cosP " ada ;

[

mais, n’arrivant pas 4 un résultat simple, j’en conclus I'inexactitude de la formule donnée par
ce savant Géométre. En effet, d’aprés cette formule (15) (p. 133),

1.2.4 4

3.5.6 48

z
/ % sinfaxcos?ada =
0

Or, si 'on fait le calcul directement, on trouve

z 8
f 2 sindwcos?ada = — ,
o 108

Du reste, un exemple encore plus simple suffit. Si, dans la formule de M. Bertrand :

1.3.5...2n —1.2.4.6...2m

z
f % sinm+1 peostnxdy = ,
o 1.3.8...2m + 1.(2m + 2) @2m ~+ 4). . .(2m + 2n)

on fait m =0, n =1, on obtient

: 3
b /’ sinzcostzdr = — }
(]

o] =

et il est visible que le premier membre égale
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et, par conséquent,

H Xon_odx X, dx X Xy sadz xdm
(Qn—i)/ o "z/ -—2—_(/m — 1)/ n
‘% Vio e VI—u?
/"" X, dx (1.3.5..‘2n—4)’ ) 7
J Vies \24.6..2n A
/+4 X,,_gda 135...9n — 5)’
—— 2 T | —— e e H
o Vi—a? 2.4.6...2n —2
donc le premier membre de I'égalité ci-dessus devient
—_—\2
35...2n—3 — 1\
z(————l 5.5 2 ) [271 — 1+ 2n (271 -) ],
2.4.6...2n —2 2n

(1.3.5...2n—5)’ 2n —1
2.4.6...2n 2n

Or,

ou

(4n — 1).

Supprimant le facteur 4n —1, on a I'égalité (76).
58. COROLLAIRE :

+
‘/4 — x? d-vx%,_l =T (78)

M —1 (1.5.5.. 2n— 5)’
2n 2.4.6...92n

-1

On le déduit du théoréme, soit en intégrant par parties, soit en diffé-

renciant I'expression
Xg”_‘ ‘/’i —_ x’;

59. Sommation de séries. La formule de définition :

—-EXZ"

Vl—?za:-;—z .=

(*) Bauer, Journal de Crelle, t. LVI, p. 110. Cette remarquab]e formule sera démontrée
plus loin.
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donne

/‘z dz —wa zn+l
Y V11— 2zx + 2 b

ou

z—x+V1—2%x +2*
log T2 -3%x,

7
1—ua Y n 1 (79)

Ainsi déja, I'on connait la limite de la série

2 3
z

z+ X, oY “+ ng +
Mais, si 'on remplace le radical par son développement, on arrive a un
résultat plus intéressant. En effet, la formule

X, 2"+
—_— —_— —_ —_— . - >
V1—2zx + =1 —z2x+ (1 ac’)z & nn 1) (66)
étlant écrite ainsi :
z— Vii—az 2 ® dX nt2
x -+ x+z=1+z+(1+x) n 2z ,
1 —=x f dx (n+1)(n+2)
il en résulte, au lien de Pégalité (74),
. ) dX ' zn+2 % 0 zn+l
log {1 1 iax =9Vx ) M
og {1 + 2+ ( +.’lv)2o e P L) 20 o (M)

60. Suite. Cette relation générale en donne d’autres, si I'on attribue a x
des valeurs particuliéres.
Soit, par exemple, x = 1. On a (*)

((lX,,+,) () (n+2)
dx |-— 2

() M., p.9
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Par conséquent,
. u+l

3.5

log%d +z+2z"1L2
0

ou

n+l

Iogd—z 2 n+1

formule connue.

61. Autre développement. Dans I'équation

z—x+V1—2zx + 2° 2 z"“

log (79)

1—=x

prenons x = 0. Le premier membre se réduit a log(z --1/1 + 22); le second
membre, développé, devient (*)

Ainsi
log (z + 1+z_’)=§——'—+.—'——'———+--- ... (80
62. Remarque. z =)/ — 1sing change cette formule en

. . 5 Cy , .
__ sing 1.smcp+1._55mcp+l.5.5 sin"g
1 2 3 2.4 5 2.46 17

développement connu.

63. Suite. De I'égalité (79), on conclut encore, en prenant les dérivées
par rapport a x :

z

+ 1+
: V1 —2zx + z? 2‘” dx,
z2—x + V1 — 2% +2? 4 3 dx

zn-H

(*) M., p. 10.
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R représentant le radical, le premier membre se transforme en

R(z—2+R)—(1 —a)(z+R) 1—z—zx + 2+ (z—1)R

R(1 —x)(z—a + R) - Rl —x)iz—ax + R)
[l —z—zx + 22+ (z — )R][z— 2 —R] 11—z —R
- R(1 —2)(a®— 1) "~ R(@*—1)

Par conséquent,

1—zx ¢ dX, z"+
T =(a—1) :
V1 —2z + 22 7 dx n+ 1

(81)
64. Remarque. L'équation (79) est la méme chose que

>z d ) n-+1
/ - =2X,,z—.
V1 — 22z + 2° o n+d

0

I1 résulte, de celle-ci :

/‘ zdz E“dX,, P
/ 25 & ody na1’

(1 — 2zx + 2%

Donc, a cause de la formule (76):

1 — zx
(x—4)/ = —1.
1—”)zx+z) V1 — 2z + 2°

Ainsi, lintégrale contenue dans le premier membre est algeb; tque. Ce
résultat ne nous parait pas évident a priori.

65. Une identité. Si, dans la formule

z—x+ V1 — 2 +2° ® gt
1 = ¥»X N ¢
8 1—x =" 1 (79)

on fait 2 = x, elle se réduit a
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ou, ce qui est équivalent,

o x2p+l wn+l

Eo"n+1 (82)

v 2p+1

Cette égalité est identique : les coefficients des mémes puissances de x, dans
les deux membres, sont égaux entre eux. En effet, ces deux membres sont
les développements d’'une méme fonction.

Cette simple identité fait découvrir de nouvelles propriétés des poly-
nomes X,. ‘

66. Suite. Soit, en effet,
X,=a + bx + ¢x® + «. 4+ kx4 ...y

et, par conséquent,

2p—n .
- d x] .

1
1.2.3...2p —n [d“j’-"

0

D’aprés cette expression, le coefficient de 4 **, dans le second membre
de I'identité (82), est

1 d#-X,
2 o L,
= (n+1)1.23...2p — n L

Au moyen de la formule de Rodrigues, le dernier facteur se transforme en

1 [dr—1y]
2°.1.2.3...n de |,

Donc, finalement,

1 n=2p | d?p (m2 _ 'l)" .
.3 ! — = o e
2p+1 %= 21.2.3..n+1.1.2.3...2p—n % 0

(‘) Pour les valeurs de n inférieures & p, les dérivées sont nulles: on doit donc les négliger.

Tome XLIV. , 7
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67. Remarque. Cette nouvelle identité équivaut a
2Copitp— 27 'Cpan1 Coppips + 27 7Cpyn0.Coprape — + o Gy, =27, . . (84)

Dans celle-ci, les fonctions X, ont complétement disparu.

68. Intégrales définies. La formule fondamentale

+ X, d: 2
/ i =- o 0.9
J VI—2zm +2 2n+1

donne, par intégration,

+ _ e T—
/ X,,d.rlogz %4+ V1 —2x+z _ 2 )
4% 1—x (n+1)(2n + 1)
puis ,
/""‘ dx logz—x+\/1—2zx+z y” znH .. (86)
VI1—2 1 —x “ (n+ 1)2n +1)
. 1 . 2 1
La fraction ;——a— égale g 75—z Donc le second membre se

transforme, successivement, en

zn+l

Eon—o-'l

bl

241
—2\/22 + /fl/OzS(Vz)

0+ 1 2 41

_ — 1
2V 21log(1 — 2) + 21/ 2z log 4+ ‘/;.

— 2z

Cette derniére quantité égale
2V 2log|(1 + V/2)V- (1 — 2=V}

en sorte que notre formule (86) devient

H g - 1T — 222 + 5° —
/’ x log z a:+|1/ ’ 2L+ Z =2\/21053(1 + VMV — 2V (N)
V1—x - .
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ou, par le changement de z en 22 :

g 2 1 — 9252 i _
/ x logz x + 2°x + 2z =2V 2log{(1 + )+ (1 — z)~*|. . (87)
Vi—z I—a

69. Remarque. Si z tend vers 1, la quantité (1 — z)'~* tend aussi

vers 1. Done
/+|V4dx ]OD‘ (l : \/1 2 x) 4V2-log.2. o (88)
— w —

70. Suite. Dans (M), attribuons & z la valeur cose + J/— 1sine, qui
annule le radical. Nous trouvons

V—1 © X
log 1_021:: 20 [cosn+1)a+i/—1sm(n+4)]

Le premier membre égale log(l/—-—d) + log. cot £ . Par suite :

1 1
=sina+§X4sin2a+5X,sin5a+-u, S (1)}

[T}

1 1 1
log.cot§a=cow+§X.c052a+-5x2cos5a+~--. e (90)

La premiére formule, peut-étre nouvelle, a de I'analogie avec I'une de
celles qui ont été données par FouRIEr :

1 1
=sin« +gsin5cx +gsi115a e

N

Comme celle-ci, la notre est en défaut pour « = 0.
71. Remarque. On sait que

1 1 1 1 .
log (‘.’ coséa) =cosa—§cosﬂa + gcos5a —Zcoséa A+ oo (M)

(") Mélanges mathématiques, p. 224.
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De celte formule, combinée avec la relation (85), on conclut

1 1
—lov<251n§a> =—-(X4 + 1)cos 2« + = (Xg—d)cos5a + - (X3 + 1)cosbo + .- -

72. Autres relations. En combinant les formules

1 % 4 ® dX,
—_— —_—EX"zn, _E H n
V1i—2x+22 9 (1 —2mx + 22 < do
1 —2x °
—_——— = )} 2" CcosN
1 — 222 + 27 25 *

on trouverait d’autres relations, la plupart connues (*).
Par exemple, il est clair que

@ dX,, \ [ @
(- zx)E M — Ean".Ez”cosna.
6 dx 0 0

Dans le premier membre, le coefficient de 2" est

o _dX,

= 1)X,.
" (n + 1K,

Dans le second membre, ce coefficient égale

Xocosna + X;co8n — o + o0 4+ X, c080 + X,
Par conséquent,
(n+1X,= EX,,cos(n — p)a,
0

ou

-1

2 X, cos(n — p)a (**) .
1

(91)

(92)

() Dans le premier Mémoire (p. 8), nous avons indiqué une conséquence des deux pre-

miéres formules.
(**) On ne doit pas oublier que x = cosa. -



SUR LES FONCTIONS X,. 53

73. Vérification. Soit n = %. On doit avoir

4X, = cosdax + X, 083 + X;€0820 + X;cosa,

ou

' 1 1
(382" — 302 + 3) = (8x*— 8« + 1) + x(4x®— 5x) + 5(590’— 1)(2x2—1) + 5(590’— 3x)x,

ou
C Mzt — 8x® 4 1 = (3x* — 1)(22* — 1) + Bat — Bu?;

ce qui est exact.

74. Suite. Si 'on suppose

1_—__sz+22=1+1\42—|.-!§222+--.+Anz"+...,‘ . (95)

on trouve, a cause de

1

=1+ X2+ X2 e+ X2 ]
1—2zx +2*

A” == XOX,, -+ X4X"_4 [ pECERI o X”_1X4 -+ XnXo. I (94‘)
D’un autre coté (72),

(1—zoc)2A,,z"=2z"cosna.. N (1))
[ 0

Identifiant, on a donc
cosno=A, —XA,_1. . . . . . . . . . . (96)

Ainsi, le cosinus de n« s’exprime, assez simplement, an moyen des fonc-
tions X,.

75. Remarques. — 1. D’aprés les formules (94), (96):

cos no = Xo(X,, — xX,—y) + Xy(Xpmy — 2Xpg) + o0 + X, (X, — 2X,) + X3
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ou, en vertu de la relation

1 9 dx,._{
- = (z*—1 :
Xu xxn—l n (x ) d.L
1 dX,_, 1 dX,_, 1
= (x—1)| = ki T Coe
COS N (x ) [n dw + n 1 Xl d-'l: -+ ~+ 9 xn—ﬂ] + Xn (97)

Par exemple,

- 1 1 1 1
B (g — - 3  x(13x2— o 2 - 5=
cosBa = (x 1)[5.8 (140x* — 60x) + 4..2.'17( Ba*—3) + 5.4(590 1)6x -+ i (B SJD)]

1
+3 (632® — 70x° + 15x),

ou
1 3 1 1
16x® — 202° + B = (x*—1) 5(7.%" — 3z) + §(5x3— x) + 5(5305— x) + Z(5x"—- 5x)

1
+3 (632® — 70x° + 18x),
ou
6522 — 28 = 4(Tx* — 3) + 3(8x* — 1) + 4 (32 — 1) + 2(52* — 3);
etc. |

II. Si, dans I'équation (96), on change nenn—1,n—2,..., 1, on
obtient

A,=cosna + cosn — lacosa + cosn — 2wcos’a + + -+ +cos"ex; . . (98)

et, par conséquent,

XOX,, -+ X{xn_l et xn-lxl —+ XuXO
(99)

= COSNa + €SN — 1 2 COS & + €OS N — 2 COS%t 4 +++ + COSx.COS" ‘2 + €OS"a.

76. Intégrales définies. On a dxr = — sinadx. Donc
S XX, XX+ o X Ko
—1

d n—1 n 1
=f [cosno + cosn — 1 acosa + «++ -+ cosa.cos" ' & + €os"a|sinade.
0
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Il 'y a deux cas a considérer :
1°. Si n est émpair, toutes les intégrales

+1 +
Z’ XX, dex, _f‘ XX, dx, .....
sont nulles; et I'égalité précédente se réduit &
/‘” [cosno + cosn — Tocoso -+ v 4 cos”a]sinade =0. (n tmpair) . . (100)
“0 .

20, Si n =20/, la seule intégrale qui ne soit pas nulle est

! 2
S Kdn = :
/4 n+ 1
Ainsi
z _ . 2 .
/ [cosno + cos — 1 aCOSa 4 « -« + cos"u]s1nada=m. (n pair). . (101)

0

77. Remarque. L’avant-derniére formule est une simple identité : &
cause de n ¢mpair, chacune des intégrales

T . T —_— . xr .
f cos na . sin adle, f cosn — 1acosasinade, ..... f co0s" asin ada
0 0 0

est nulle (*).
Mais, si n est pair, il n’en est plus de méme ; et la formule (101) en donne
une autre, assez curieuse.

78. Une sommation. Ecrivons d’abord ainsi cette formule (101) :

T -
J® [cosna + cosn — dacosa + - + cosa. €0s" & -+ €Os™ ] sin ade = *);
0 n+1
(*) On a
sin(7 — «) =sin«, cosn(r — o) =—cosnx, cosn— 1(r — x)COS(7 — a)= — COSN — 1,CO0S«, ...

Ainsi, les éléments de chacune des intégrales sont, deux & deux, égaux et de signes contraires.

(**) En reprenant la discussion précédente, on voit que, n étant pair, les elemems de chacune
des intégrales sont, deux & deux, égaux et de méme signe.
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puis sous la forme abrégée :

n z
2 a—p 1
2 cos pa. ¢os"?asin ada = ,
) n+1
0

puis encore sous celle-ci :

1

n X! . '
2 / €0s pa . X" Pdy = .
o n+1

Par une formule de Lagrange (*):

COSPa = UpX? ~+ AP + XP~ 4 - ..

Donc

k|
Qy Qg (5
/ cos po . £ P = + + H oo
’
[

n -+ 1 n—1 n—3

et, au lieu de la formule (101) :

p="[ (1) Uy g

+ -+ “+
n+1 n—1 n—3

] =oen,

=0
ou enfin
1 p=n ,1 s1:7|=n 1 r=n
N e N 4 =0 . . . .
n o+ 1 ,,=o° n—i",;oz n—52p=0“ (102)

79. Exemple. n = 6.
Les valeurs de @, sont (***): 1, 2, 4, 8, 16, 32;

» ty » —1,—3,—8, —20, —48;
» a, » 1, 5, 18;
» a6 » _4.0

(") M., pp. 21 et 27. Les coefficients désignés par a,, as, a;, ... sont fonclions de p.
(**y L’intégrale [ ‘anda, égale & #Z , détruit le second membre.
¢ M, p. 28
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L’identité (102) devient donce

80 24
—— + ——1=0;
5 3
ce qui est exact (*).
VI. — Nouveaux développements de X,.

80. Pour ordonner, suivant les puissances croissantes de x, le poly-
néme X,, on peut employer, soit la formule de Rodrigues, soit celle-ci :

2n+1 T

X, =— % cos”@(xcosp + V' — 1sing)ydo (*). . . . . (103)
i3 .

1°. On a:

). w—pr
1.2.53...p

x%,

(x‘z— 4),,=(_ ,')n(,l _ xz)n= (—'l)" 20“(— 'I)

n—1). .n—p+

dr(x?—1)" \ n 1
( ) — (=13 1y I 2p(2p — 1) ... (2p —n + 1)x¥ ",

da"

pourva que 2p soit égal ou supérieur d n.
Par suite,

1 . N '
x" = G‘;; (— ")"-H’(J,,' P Cgp’ ne 2%, (n 5- b ; 5) o . ('104')
(*) D’aprés cette application, ¢/ semblerait que les quantités

Sa,, Za,, ey, ...

sont divisibles, respectivement, par les nombres tmpairs

mais cette propriété n’est pas générale. Les valeurs de ao, s, a;, ... ont été mises sous une
forme simple, par MM. Baner, VILLARCEAU et RoNkar. (V. C. M., t. VI, pp. 100 et 226.)
*) M., p. 12. '

Tome XLIV. 8
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2°. De
(V' —1sing + xeosg) = 3 C,, (V' — 1) *sin""pcosquxs,
0
nous déduisons, au lieu de la formule (103),

2n+l 0 T .
X, = Y C, (V=) [2sin"tgcostipdp, . . . . . . (P).
0 0 .

™

-n — ¢ étant pair.
D’aprés une formule connue,

R4 I\"1.35..n—q¢—1.135.. n +q—1
2 §in"~1g cos™ 1 gdp = — - (—) ;
B/ ¢ Pe=3"\2 1.2.5...n

done

X, =3 45";71.5.5...n—q—1.'l.5,5...n+q—d
’ 1.23...9.1.2.3...n—q

at . . . (108)

81. Application. Soit n — 6. La derniére formule donne

1.3.5.1.3.5 1.3.4.3.5.7 1.1.3.5.7.9 1.3.5.7.9.11
X;=— — + x* — _ xt 4 x8
1.2.3.4.5.6 1.21.2.3.4 1.2 5.41.2 123.4.56
5 105 315 231
_— 4 —x— —— x4+ — f;
16 16 16 16

résultat exact (*).

82. Remarques. 1. La comparaison des valeurs (104) et(105) montre
que la fraction
138...n—q—1.138...n4+qg—1
1.2.35...9.1.2.3...n—¢q

est réductible a

4 " *h
(5) Co,2xa. Cppg,n (7)-

\ 2

(*) M., p. 10. ,
(**) Cette propriété n’est pas nouvelle.
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II. Par conséquent,

1353..n—q—1.135...n+q—1 _(l)" 123...n+4+9¢q
o n—gq n+q'

1.2.3...9.1.2.3...n—¢q Y ey 1.9 123
23...9.1.23... g 128

La nouvelle fraction représente le nombre des permutations, avec répé-
tition, de q lettres a, de "= lettres b, et de "5 lettres c. Soit ¢(n,q) ce
nombre de permutations. Alors la formule (105) prend la forme abrégée

X, =g S )T gnglt . . . ... . (106)

Ill. Comme x =1 donne X, =1, on a lidentité :

> (— I)""_:qcp(n,q)=2". B C L1 7))

Soit, par exemple, n = 6, auquel cas :

123456 19348678
o — 20 n, 9) = 2220015 _ 1o
*m0)= 153123 ’ om )= o254 ’
1.25.4.5.6.7.8.9.10 1.23.4.5.6.7.8.9.10.11.12
_ — 460, 6) — = 924,
o) = 054112545 @(n 6) ¢

1.2.3.4.5.6.1.2.3.4.5.6

On doit trouver
— 20 + 420 — 460 -+ 924 = 64;

ce qui a lieu.
IV. Entre ¢(n,q) et o(n,q + 2), existe la relation

‘ (n+ g+ Nn—g) |
P(n,q + 2) = ¢(n,9) G ey > o a9

qui facilite le calcul des nombres o.
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V. Le polynéme

S (— 1) * @, g

est celui que, dans le premier Mémoire (*), nous avons représenté par P,.
Conséquemment,

(1 + @ — [ﬂz(a + oyt — ) + [”(':'2”]2“ oyt — g — = (1 — )

o (109)
=3 =17 ol g

/

Au moyen de cette identité, le premier membre est développé suivant
les puissances croissantes de X. '

83. Autre développement de X,. Reprenons la formule

R 1 [ S T e

]S(x-i-d Y = 1) e e (—1)" (7). (110)

Le second membre est le coefficient de °, soit dans le produit de

R = [
par
1+ Ta—1)+ i Gl PR
soit dans le produit de
n(n—1)

n
(x + 1)t~ + 1 (x + 1) —x— N)t" + (x + 1) — 1722 4 - ..

1.2

(*) Pages 6 et 15.
(™) M., p.13.
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par

n,o nm—1),

1ot + .
1 1.2

Le premier prbduit égale
[+ 1)+ 1] [1 + @ — 1] =[(= — 1) + 2zt +1]";
et le second :
[@+ Nt + (@— D]+t =[(@ + 1) + 2t + (& — 1)]".

Si I'on se rappelle la formule

1.23...n

ohBeY —
12 02 502, 700  (@+fry=n)

(a+b+c)"=2

on trouve, comme terme général de chacun des deux développements,

1.23...n
(1.2...2.23...0— 22

(mz _ 1))\ (Qx)n—z)\.

En conséquence,

123 .. »
X — “ (@ — 1P . ... ()
D02, 223 n—n

Pour les applications numériques, cette nouvelle formule est préférable a la
premiére.

84. Exemples. — 1. © =:

' 125... '3 1.23.... 5\
2K, =1 — — Bt (3)—
14423..n—2 % 191921923...7n _4
ou v
1.23...n 123...n

X —=on . TO T gnevg =43t ... (112)
14.1.23...n — 2 1.24.24.23 ... n— 4
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II. z=3:

125...n

1.23...n
6"482 4 ...,

111423 ... —2

6"%8 +

27X, = 6"+
1.21.2123...n — 4

ou, plus simplement,

1.25...n ' 1.23...n
572 4 F692 4 .. . (113)
1.24.24.23...n — 4

X,=3"+

111423 ...n—2

donne

' N 1.23...n
Xn= (\/-_) E n__ . o . . . (']'1/“)
3 S22 n—2

88. Vérifications. 1° Soit n = 5. Par la formule (112) :
18Xy =92% — 20.9%.3 + 30.2.3' = 92.

Or, la formule (26), du premier Mémoire, donne

48Xy = 3*— 28 3 + 100.5* — 100.5% +- 25.3 — 1 =343 — 2025 +2700 — 900 + 75 —1 = 92.

2° De la formule (114), on tire

1 1 17 1
X:—\/_— = — _——
=3 S+ 20+ 50] = = z

D’un autre coté :

Xy = = (63x* — 702° + 15x),

donc, pour x =)/ — 1 :

1
8
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86. Remarques. — 1. On a, identiquement,

n|? nin — 1)]* n]?
3 — | = 57;—1 7 571—2__._.:'__. _ 5 1
[4] +[ 1.2 ] 1]°7F

123... 123 ...
o " gnig 4 " P S (L 1:)
114.2...n—2 1.24.24.25.....n— 4

1.2,3...
p— n 27632 4 .....

1.2.3.1.2.34.2...n— 6

II. Comme on vient de le voir (85, 1°), la formule (112) est pl.us
commode que la formule (26) du premier Mémoire.

IIl. Lorsque x == 5, la relation

(n+ )Xo — (20 + 1)2X, + nX,_, =0

B,

devient, si I'on y fait X, =7 :
(n+1)B,y — 2(2n + 1) B, + 162B,_,—0. . . . . . . (116)
Les valeurs initiales étant By=1, B, — 2, on trouve

B,— —2, B;=— —28, B,——74, B,=92, B,=132, B,—3656,
By —— 4826, .....

Toutes ces valeurs sont entiéres, attendu que

n]* n(n — 1) n]?
B, =35"—|-| 3" _— 5”_2—"'--': - .
i i ke el L L

87. Autre développement de X,. Noas avons trouvé, ci-dessus (73), les
formules

ny

cosno = X, (X, — xX,) + Xi(Xoot — X, 0) 4+ o + X, (X, — 2Xp) + X

1 dX,_ 1 IX,_
cosna=(x2_1)[_ ' X‘( 2 +..-+:;.X”_{|+ X,,

n dx n—1 dx
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et d’autres semblables. Ainsi, cosna est développable suivant les fonctions
X,, X,_1, --+s X, X Réciproquement, la fonction X, est développable
suivant les cosinus des multiples de o. En effet, la formule

47X, = Cqy, €050t + Cop_5, 4.Cq c08(n -— 22 + Co,_4 ,_5.Cyoc05(n — &) + +--

+ (g, , cO8 R (*)
peut étre écrite sous la forme abrégée
X, =G,cosna + G, qc08(n — 2ax + G, jcos(n —4)a + .--5 . . . (117)

le dernier terme étant G, ou G, cos«, suivant que n est pair ou impair.

88. Expression des coefficients. 11 est visible que :

2 1 2n(2n—1)...(n + 1)
G =—C = b
nT g T gint 1.2...n
1 1 (2n—2)(2n—3)...n 2
Gn--2 =2‘.’n——4C2""2v”—1'Ca" = Qin—1 1.92... (n__ .|) ,]_’ “'18)
1 ol (2n—4)(2n—3B)...(n—1) 4.3
Gt =gt Ot Cr = o = 0 Ty 19

v

Si n est pair, le second membre de I'égalité ci-dessus a un terme du
miliew, égal a C,,,%. C,l,%; done

'G.,=i[c,,‘%]?. o ()

Si n est impair, il y a deux termes du miliew, égaux entre eux, et
dont la valeur commune est

Coa, . C._y, 2-4cosx.

Conséquemment,
1
6= Cppner € pmte o . L (120)

nH == 3

(*) M., p.15.
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89. Remarque. D’aprés les valeurs précédentes, et la condition X, =1

pour « =0 :
1° Chacun des coefficients G,, G,_q, G,_4, ..., est une fraction propre-

ment dite ;
20 La somme de ces fractions égale lunité.

90. Intégrales définies. Si, dans Pégalité (117), les coefficients étaient
inconnus, on les déterminerait par les formules

9 4 9 T JE— 92 7" -
G,=—- X, cos nada, G,,_,=—/ X, cosn—2adr, G, ;= - X,cosn—4ada, ...
LB T T

ou plutét par celles-ci :

2 + X, dx 2 X, dx
G,=- - cosna, G, o=-— ——cosn — 2a,
' Y V1 —a? T Vii—a?

2 + X, dx
G, ,—— — cosn—da, ...().
T Vi — gt

91. RemarQuE. Si n est pair :

Go =1 /—H ——xn(lx -
T Vi —a?

—1

ou

H X di = :
i v N (L 1)
Vi—g ¥ e

Cette formule ne différe, qu’en apparence, de celle de M. Bauer, dont
nous avons déja parlé (37) (*).

(*) x=rcosa donne

dz = — sinada,
ou
dz
da = — .
V11—

(**) SiTon change n en 2%, on-a, en effet :

(n+i)(1p+2)...2n_4n 1.5.5...2n—1 2.6.10...4n—2
1.2...n T " 246.. 20 1.2.3...n

Tome XLIV. 9
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92. Suite. Supposons n impair, et représentons par 0, ce que devient
X, quand on y remplace x par cosé. Nous aurons

2 /7 2 x - 2 4
G"=_/ ©, cosnods, G,,_2=—/ ©, cos(n—2)eds, ..., G.,-:—/ ©, cosods;
™ 0 ki3 e T s
el .
puis, au lieu de la formule (117) :
2 n -
xn=_/ gl‘do[cosnacosne+cosn—?acosn—29+ ---+c05acose].
- .
0

Par des relations connues :

€OSNa COSNO -+ COST — 20 COS 1 — 26 + - - + 4 COSa COS O

_ 1 [sin (n+1)(0+a)+ sin (n + 1)(6—«)]

& sin (6 + «) sin (6 — a)

4

Nous avons donc ce théoréme curieux , mais peu pratique :

A T Tei A s e
X,,=—/ @"[em(n+1)(e+ )+sm(n+1)(6 ):Ido. )

27 . sin (6 + a) sin (6 — «)

VII. — Suar une autre fonction.

93. Soit
dX,  dX,.
= [5
= (123)
D’aprés les valeurs de X, X,, Xy, ... :
. 3 1
Vo=1, V,=3x+1, V,z=c—)(59::2 + 2x — 1), V5=—5(35w5+ 152 — 18z — 3),
) ) (124)

1
V‘=§(515x‘ + 140x® — 210x* — 60x + 18),
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Divisant chacun de ces polynémes par celui qui le précéde, on trouve :

1. 1 5 1 1 7
V4 =(5x+ 'I)Vo, V2=§ (bx -+ :) V; ngo, V3=5<7x +g) V,—g_V,,

1 1 9
V‘=Z 91:""‘ i V3—:/‘Vg,

Nous sommes donc conduit a la proposition suivante :

94. TukoreME. On a, entre trois fonctions consécutives, la relation

] Vn—l ____2"’ - ' V 2. . . . . . (Q)

Toam—1 "

1 1
=—(2 1
v. n[(n+ )ar:+5‘m_,1

Pour la vérifier, j’observe, d’abord, que

Xn - Xn-H

V,=(n+1) ().

Par conséquent, I'égalité (Q) devient

2 —1)(n +1)X, — X,1)
=[(2n + 1) @n — )x + 1] X,os — X,)— (20 + 1) (n — 1) (Xo_s — Xoy);

ou, par un convenable groupement des termes,

@n — 1) [(n + 1) X, ;(m g—n)X, ] =(2n + 1) [(20n — 12 — )X, — (n — 1) X,4).
Or:
(n+1)Xpy + 0X,_, = (20 + NxX,, aX, + (n—1)X, = 2n —1)xX,_,.
Donc
(20— 1) [(2n + 1)xX, — (20 + 1)aX,_ )= (2n + 1) [20 — 1)aX, — @0 — 1)aX,_];

ce qui est identique.

() M,p.8
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95. Refmarques. — 1. Daprés 'équation (Q), si I'on divise V, par V, _,
le reste de la division (abstraction faite d’un facteur positif) est —V, _,. De
méme, en divisant V,_, par V,_,, on obtient, comme reste, —V,_5; et
ainsi de suite. D’ailleurs Vo = 1. Conséquemment, deux polyndmes consé-
culifs sonl premiers entre eux.

II. On peut appliquer, aux polynémes V,, V, _,, ..., V;, V,, le théo-
réme de Sturm.

1. La relation (40)

X, dX,
1 43X, + 83Xy + -+ + (21 + 1)X"=‘—'-l+—+~‘
dx dx
donne

V.= @+DX, . . . . . . .. (125)

IV. En conséquence :

pour x = — 1,
Vo==x@m+1)();

pour x = + 1,

V,=(n+1)"
V. Les quantités

\ Vl7 VZ, R Vn—h Vu

0
produisent ces deux suites de signes :

r=—1, 4+ — + +=

=+ 1, + + -+ 4+ -,
VI. Léquation V, = 0 a n racines réelles, inégales, comprises entre

et 41 ("),

() M., p. 39.
(**) Voir, dans le premier Mémoire, la discussion de X, = 0.
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96. Une intégration. Quand x =1, 'équation (Q) se réduit a
@en— 1)V, —4nV,_ + 20 + 1)V, ,=0. . . . . . . (126)

Celle-ci admet, comme intégrale particuliére, V, —= (n + 1) Pour former
l'intégrale générale, il suffit d’observer que

Vn- Vn—l Vn-l - Vn—-‘l V1|—2 - vn—z

== = = ...=const.
27 + 1 2n — | 2n —3
On trouve ainsi
V,=a(n+ 1)+ b.
97. Remarque. La relation
(n+NXpy— (20 +N)aX, +2X, ;=0 . . ... . . (127)

devient, si x = 1 :

(n+ 1) Xy — X,) =n (X, — X,_;) = const.

L’intégrale générale de celle-ci est

X,,=a'(~l +%+ %++%) + b
Donc, au moins dans le cas de  — 1, I'intégrale générale de I'équation (127)
est plus compliquée que celle de I'équation (Q) (*).

98. Fonction génératrice de V,. Soit I'égalité connue :

" dx,  dX, X,
~=— o —Z + - +
(’l — 920 + zz); dx dx dx

1 ..

(‘) Dans son Mémoire sur les fonctions X,,, M. H. Laurent a donné l'intégrale générale de
Iéquation (127). Journal de Resal, t. I.
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Si I'on multiplie par 1 + z, elle devient (123) -

1+ 1z
——=Ve+Viz+ .+ Vzi+. .. ... 0 (128)

(4 — 2z + 2°p

La fonction demandée est donc — % .
(1 — 2z + 2%)2

99. Euxpressions de V,. Elles résultent de la définition (123), combinée
avec les expressions de X,. Prenons, par exemple, la formule de Rodrigues :

1 d» (x?— 1)
X, = )
" 123..n da°
Elle donne
1 du+l (.’172 . 1)» dn+2(x2 — ,1)n+l
V — -
"= H 193 n(m+ 1) [2 K P g™+ ]

La quantité entre parenthéses est la méme chose que

d iz — ) drH[2(n 4 1)z (2 — 1)7] _ dr+ (@ —1)" (& + 1)]

2n+1) — g 2(n +1) g
Conséquemment,
' 1 dn+t [(xz — ’l)" (17 4+ 1)]
V,= .
"2 23...0 doc™+ (129)

100. Application. On doit avoir

v o d e =) 1)]
°7 8.6 dx* ’

Or,

(x* — 1 (x + 1) =2 + 2* — 32®— 3z* + 32® + B —x — 1.

La dérivée quatriéme est

7.6.5.40° + 6.5.4.532® — 3.5.4.3.2¢ — 3.4.3.2.1,

ou
24 (352° + 184 — 18x — 3).
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Donc
1
Vs = 3 (382> + 1B8x® — 18x — 3);
comme ci-dessus. '

101. THEOREME.
S Vdw=2 . . . .. (130)

—4

En effet, le premier membre égale [X, 4+ X, ,1]",.

102. THEOREME.

SUVde =201 . .. L (131)
=]
On a
+ + [dX dX,,+,)
2 . n
J Vidx [ (dx - (dX, + dX,.)
dX dX,,_,_,) +1 /'+i (dzx d‘zx‘ ‘) .
= — — X, +X - a .
[(xn + xll+l) ( dx + dx ]—‘ ) ( n+ .ﬂ'l-l) dx2 -+ dw dx

Pour x=-+1, le terme intégré égale 2V, = 2(n 4 1)* (95, IV); pour
x=-—1, ce terme est nul. En outre, d’aprés le théoréme de Jacobi, la
seconde intégrale est nulle. La proposition est donc vérifiée.

103. THEOREME.
L*‘vnvn,dx=2(n'+4)ﬁ. nZn). . .. . (152)

Cette propriété se démontre comme la précédente.
104. Application. Soient n = %, n' =2; et, par conséquent,
3 N 3 9 2
\AS T (318x* + 140x® — 2102* — 60x + 15) (bx® + 2x — 1).

Si I'on néglige les termes de degré impair, qui donneraient des intégrales
nulles, on peut écrire '

VoV, = 16 (318x° — 2172* + 352% — 3).
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Donc

-+

(265 — 217) =18 = 2.5%

®] w

1 217
8 5

=1
108. Remarque. D’aprés les deux derniers théorémes,
SV = V) Vpde =0, (T ). S (133)
/.y n n n <

106. THEOREME.
/_;‘”vnxrdx-_-a(*). (PSn. . . . . . (134

D’aprés la définition (123), le premier membre égale

f+l de (xn -+ Xn+l) = [xp (Xn -+ XTH")]t: - p./:.’.‘ (Xn -+ Xn+l) w”_‘d-’l'.
1 —

Le terme intégré se réduit & 2; la nouvelle intégrale est nulle; donc, etc.

107. Tuiorene. Si f(x) est un polyndme entier, dont le degré ne surpasse
pasn, on a
[“"V,,f(x)dm=2f(4) ™. . . .. ... .. @®
Soit

flx)=A@? + APt 4+ oo - A,
D’aprés la proposition précédente,

£+‘Ynf(x) de =2 (Ao + A, + - + A) =2f(1).

(*) Un cas particulier de cette formule a été donné par M. H. Laurent (Journal de Resal,
t. 1, p. 385). La fonction @(x,z), de M. L. (ou de M. HenE), se réduit, pour z =1, & notre

fonction V,,.
(**) Ce théoréme, qui comprend ceux quon vient de voir, nous semble remarquable. Du

dX, . dXep . .
= d; , et que l'on intégre par parties.

reste, il devient évident si I'on remplace V,, par
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108. Cororraires. — I. 87 f(x) est un polyndme entier, du degré n :

./+‘(Vazn+V”“zu+x+...)/'(x)dac=‘2 iz/‘(n) C e .. (13B)

—1

1
1L

P

+ z
/ _”_z_ Vo — Vg — e — V,.__,z""] f(x)de =2 ri)  (156)
(1 — 2zx + 2°)2 1—z

-1 )

Le premier corollaire résulte, tout de suite, du théoréme. Pour démontrer
le second, il suffit de se rappeler que

.'1+z -4
————3=$Vz*’ . . . . . . . . . '128
(1 — 2zx + 22 <7 12

109. Remarques. — 1. La formule (136) détermine, fort simplement,

l'intégrale
/+* f@dr
. (1 —2zx + z’)g

et

II. Si f(x) se réduit & une constante, I'égalité (135) devient, en vertu de

la relation (128),
/“‘"‘ dx 2 157
s =1_"F = o (137)

4 (1 — 2zxx + 272

110. Liaison avec une auire théorie. De la formule

ST Vdz =212, . L (13))

—1

on conclut

+1 [ @
/ dx 2 Viz" =2 E (n + 1)’z
0o . 0

-1

pourvu que les deux séries soient convergentes.

Tome XLIV. 10
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La seconde somme a pour va]eur ( )- Par conséquent,
Vaks 0 1
/ dxS Vi —o X (138)
4 =z

oy ,. 4 . . .
Voila donc un rapprochement, assez inattendu, entre deux questions bien
eppr . 1 ,
différentes. Ce n’est pas tout : la fraction ;= égale

2 /‘7’ sin (sin@) sin 2¢dg

*k
e~**f — 2z cos (sing) + ze? (-

T e
]

Donc

g sin (sin @) sin 20do
yue=tS o
/ dx 2 3" y e~ — 2zcos (sin'Q) + 2?7 (159)

e

111. Remarques. — 1. La formule (132) est en défaut si 2 =—1,
bien que le second membre s’annule pour cette valeur extréme de z. En
effet, la série

1 —22 45> — 4%+ ...

est divergente.

1I. Cetie méme formule peut en donner d’autres qui exigent, comme
celle-ci, une attention sérieuse. Par exemple, multiplions les deux membres
par dz, et intégrons entre — 1 et 0. Nous trouvons

+1 © V? 1
dx — )y —L—= ="
f IE.,( )n+1 2( )

-1

Or, ce résultat est absurde, pour la raison indiquée & I'instant. Si, effecti-

(*) Mémoire sur une suite de polynomes entiers, p. 1.
(**) Ibid., p.17.

(*** /‘0 143 /2( —u)du [1 1]’_1  ete
(1 —‘.)7 = u? 4_4. ’
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vement, on remonte a I’égalité (131), on trouve

+ 1 1 1 ' -
[V§—5V§+3V§—---i 1V,’,:Idac=2(1—‘.’.+5—-~-:i:n4-1).

n +
24

112. Une intégrale définie. Dans la formule

/“ [—Lg— Vo—Viz — oo — Vn—tz"_l] /(x) dx =2 z f(l ) (1 56)

“ (1 — 2zx + 2% 1—=z

supposons f(x) = V,. Nous avons

41 V”dx p=n— 4 +1 z"
(1 +2) ———=2 z”f V,,V,,da:-q—2(n+1)21

] .
4 (1 — 2zx + 2% =0 ol —=z

La premiére somme est (132)

201 + 2%z + 3% + ... n%],
ou

1+2z—(n+12" + (20® + 2n — 1)z — p2n+?

2 (,l — z)3 (*)'

Le second membre de I'équation précédente égale donc

1+ z—(n+ 172" + (20° + 20 — 1) 2" — pn’z*? , 2
9 — + (n 4+ 1) s
(1 —2) 1—z
ou
2 G n+-1 n4-2
(4—_7)5[1 + 2 — (20 + 3)2" + (2n + 1)z,
Par suite,
+H V.d ) 2 ,
/ e —~ = =7 (4’ pre [1+2z—(2n + 3)z" + (20 + 1)z"¥*].  (140)
Y (1—2zx + 2% -

*) Valeur connue, aisée a vérifier.
b
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113. Remarque. Le second membre, infini pour 2= == 1, se réduit & 2
lorsque z = 0; ce qui devait étre (130).

114. Autre intégrale. Nous la déduirons de la formule

2
/ X,log.{1+1x) dac——(—l)"_'—(n—_._—” )

laquelle suppose n > 0.
Pour n =0, le premier membre devient

‘/‘-I-l |0g-(| -+ m) dr =2 (lOg.Q . 1) (n‘).
21
Ainsi :
i + 9
/ XolOg(I -+ l')dx = 2('03-&)—— 1)9 / X‘ log(1 +x)d_r= T_
‘_1 )

<, .2
-+ 2
/ Xolog:(l + x)dox = — 33

-1

Si I'on multiplie par 1, 3, 5, ... , et que I'on fasse la somme, on a (93, II),

H 3 5 on + 1
V, log.(1 + z)dr=21l0g.2 — 2[1 — — + —=— o' 4+ (— 1)) —|.
J & (1 + a)dr=12log [ tatas Y n(n+4)]
La fraction
2n + | 1 1
S L. ;
n(n + 1) n n+ 1
donc la quantité entre parenthéses se transforme en
1 —1 +4 + 1! 1) !
—_f —_— _— e ———— ——e e + (—1)*
2 3 3 ( n+1
Conséquemment
+ 1
v, log.(1 log.2 + (— 1) Ce
S Vetostt 2y <o g2+ (—r-r ). (141)
¢y M., p. 58.

(*) Vérification facile.
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113. Remarques. — 1. Si n augmente indéfiniment,

. +1 e
lzm.‘/_: Volog(1 +x)dr=2log.2 . . . . . . . (149)
I

/+1(V,,—Vo)log.('l+x‘dx=2 [(— 1)1 " _:_1 + I] .. (143)

‘/+‘ (Vs —V) log.(1 +x)dx =

-1

Par exemple,

R

III. De méme,

2(2n + 3)

+ ‘
(Vo= Vlog 1+ b = (= 1 Gy

(144)

—

116. Autre intégrale. La formule (141) donne encore

+ S, 2log.2 z & 7
J log.(1+x)dm2° v,z =4_z—9[1—§+%———+...]_

sa . ' 143
La premiére somme égale

log.(1 4 2); donc

/+4 log.(1 + z)dx z[loc (A—2)log(1+2)] . . . (148)

Yy (1 —2x + z’)g 1—

; la série est le développement de

1 -2z + "’ﬁ

En particulier,
‘/"'“ log.(1+x)dx 10 V31009
— == 03.2.

1 (5 +x)5 9

Il est clair que I’on pourrait, indéfiniment, multiplier ces applications.

VIIEL — Fonctions circulaires ou elliptiques.

117. Deéveloppement de —= \/ -. Si, dans I'équation de définition :

1
V1—2zx + 2*

@
= 2 an",
v
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on suppose z — &, on a

— 2«,}”" C ... (146)
— x? 0 )

. . L) ’ 1 ’ L
Ainsi, la quantité — est développable en une série dans laquelle le

Viz
coefficient de x" est X,.

118. Remarque. Si I'on remplace le premier membre par

Iéquation devient identique; en ce sens que les coefficients des mémes puis-
sances de x, dans les deux membres, doivent étre égaux entre eux (*).
Par exemple, le coefficient de «° dans

Xix 4+ Xox? 4+ Xpa® + Xt + Xgxb + Xa®
¥ 6V 9y

égale -15—6 En effet, ce coefficient se compose de

5 30 15 b 40 — 30 —5
2 8 8 16 16 ’

119. Autre développement. De

d

zn+t
VY — 2zx + 22 E“ ’
on conclut, en prenant les dérivées,
| —zx *
———;=2 m+DXz*; . .. L .. (147)
(1 — 2zx + 272 0

(*) Voir ci-dessus (63).
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puis, en supposant z = x :

1 ®
=3 n+1)Xx" . . . . . . . . (148
Ve 2 (148)

120. Remarques. — I. Les deux sommes

2 X, x", 2 (n+1)X,a",
0

[

sont ¢dentiques. Ainsi, le coefficient de % égal a
est égal, aussi, &

En effet, cette seconde quantité se réduit a 1—56
II. Les formules (147), (148) donnent, par soustraction, l'identité

Ezzx,,a.-":(),. R L 1))

assez curieuse.

11 Pour la vérifier, remplacons X, par

l / (x + vV aVi—® cosw)"dw.
Ed
0

Nous devons trouver

© T —_ —
2/ n (@ +xV —1V1T —zlcoso)do=0,
1

]

ou
T 0 —
/ de n(@®+ V' —1V1 Zgcos o) = 0.
. |
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La nouvelle somme est

24+ zV—1V1__zlcosw x zxz+V—1V{i—xlcosw

(1 — 2t — 2V 1 V1 — % cosw)? A= (VT—F—a 1 cow)’-

Ainsi, « étant compris entre O et 1, 'égalité précédente devient

T x4V 1V = xtcosw

p— — do=0;
5 WVT—=2—zV —1coso) ’

ou, sous forme abrégée :

/” A+ B\/Ecow do—0;
s (B—A V—Jcow)’

ce qui est exact (17).

1V. Nous avons trouvé

1 =
X,= (—.— 1) ® o(n,q)a .
Au moyen de cette expression, on déduit, de I'identité (149):
ng(n,0) — 2(n—1)p(n—1,1) + 2 (n— 2)p(n - 2,2)—...

n n

121. Un développement de Z. La formule (146) donne

+1 d,: @© +1
/ il 2 X, z"dx;

— |/”-—-5;2 L

ou (85) |
i ® 1.2.3...n
=92 JEE—————
i 20 1.3.5.7..2n+1

(*) Dans celle-ci, n est pair.

(106)

(150)
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Donc
N R (1.7}

122. Intégrale elliptique. De

1

.
s ——— anz",
VI—2za+28 =2

on conclat

+ dx 3 + X, dp
i / P ... (182
/ VIi— 2Vl —92zx + 2 2o : V1 x"( ) (152)

=1 —1

Le premier membre se transforme, aisément, en intégrale elliptique. A cet
effet, posons & == — co0s 26; d’ou

der=2sin26do, 1—2zx + 22=(1 + z)* — 4zsin%, clc;

puis
/+4 dx 9 z de _ 2 z de ’
v V(l—a)(1 —2zx + 2%) / V(142 —4zsin 1+ z/ V1 —¢*sin%
] ]
4z ) ,e . 00, .
en supposant ¢ — ——. Ainsi déja, I'égalité (152) devient

z de % + X,.d
2 4 =2zzn/ L. (183)
1+2 V1l — c*sin% 0 V1 —at :
0

-1

4zsin!0]—{-

Il semble nécessaire, pour aller plus loin, de développer [4_(7Tz7

(*) Trés probablement, celle expression n’est pas nouvelle : on ne compte plus les dévelop-
pements de = et de ;r Dans les Mélanges mathématiques, j'ai indiqué le moyen d’cn former
des infinités.

(**) L’intégrale

H Xonp1dz
1 VTi—o

cst nulle.

Tome XLIV. 11
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Mais, par un hasard heureux, ce calcul prolixe est inutile. En effet,
Véchelle de Lagrange donne, immédiatement (*),

z do z ]
/2—___—=(4+2)/2£‘
V1 — ¢*sin% V1 — 2%sin%
[} 0

Nous avons donc ce résultat remarquable :

H X, dx

z de 13
3——'-:;)222"‘/' Ce e e e e (S)
V1i—zsine =5 V1 — gt
[]

-1

123. Suite. Le développement du premier membre étant (1)

x i+<|)’z,'+(|.5) . +(l.35...2n—1)’% '
2 2 2.4 2T 24620 )5 T

il s’ensuit que

/H Xy (‘l.3.5...2n—|)’
\/I—xﬂ_”' 246 ...20 /7 ¢ (134)

-1

formule due & M. Bauer, et qu'il a trouvée par une méthode complétement
différente de la nétre (37).

124. Développement de WL_. Supposons
—
1 S“f .
V‘—ﬁ:_u‘cg,,xg,,. N ( 153

Le procédé habituel donne

HOOX,, -+
/ 2 dx = Cg,, xéudx == Cﬁn ——2'— ’
J, VI — 2 I, : dn + 1

(*) Lecenpre, t. I, p. 80.
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ou
dn + 1 X,
Cyp=—75— / ———dx;
2 Vi —

—1

c'est-a-dire,

T 1.3.5...2n—1\?
G =gln 1) (W—>) (156)
Ainsi,
2 1 3 (1.5.5...271—1)2
— / l —_— xn. L . . . 155
"l/l—x 20 in =+ 1) 2.4.6...9n ) ™’ (157)

T
Ce développement, trés remarquable, est di aussi & M. Baver (*).
125. Développement de arc sinx. L'égalité (1553) donne, tout de suite,
are sinx—-—-:j:Bg,, ya " Xund.
b
Pour simplifier le second membre, j’emploie la relation

dXZn-H dAzu—l (.,,
dx

(4n + 1) Xy, =

Il en résulte

/ X,,,dx = n + l_‘(znﬂ - xZn—l] )

car les fonctions Xy, ,, Xg,_, S’annulent avec x.

(*) Journal de Crelle, t. LVI. Je n’en connais pas qui soit plus converqent
(*) M., p. 6.
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On a donc cette formule, que nous croyons nouvelle :

, g (1.38...3n—1\?
aresin =g 2“ (m) (Xanir — Xput) () o . o o . (D)
126. Remarques. — 1. Le second membre peut étre écrit sous cette

forme :

. 1\ 1.5 5.5\
f [ ) 00— () o (55

puis encore sous celle-ci :

x[3 1?7 1.3\* 14 1.5.5\%15 ’
5[@"** (5) % (55) 5+ (553 % ]

En conséquence, la formule (T) devient

, =[3 1\ 7 1.3\t 1
arc smx=§‘[—2X, -+ (g) 4-‘—2X5+ (ﬂ) @'As -+ "‘:l [ (158)

II. Lorsque x = 1, cette égalité se réduit &
L3 (I)’ 7 +.(|.5)=M N (|.5.5)=|5+ 150
=g*Glrtled e\ w0 - - - - (199)

1I. Si l'on transpose 2, et que I'on supprime un facteur commun, on
trouve :
1 (5)'41 (5.5)*|5+
= — o |- _— —_—] e .;
VY B VA S

puis, de la méme maniére :

6t \6/ 8 10? ’
. 45+(7)=19 (7 8)’25
=g \8 102 10/ 1227

(*) Pour l’appliquei', on doit supposer X_,% 0.
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127. Intégrales elliptiques. — Suite. De la formule

zn+2

Vi — 220 42" = I—za:+2X—xX,,+,) B (-3

n+ 2

il résulte

H VI — 2% + 2° /"“ 1 — 2x f Zn+? /'“X,,— a*X,,_Hd
dr = dx + ' X
\/1—00 0n+‘2_ l/,l_mz

La premiére partie du second membre égale . De plus, si n esl impair,

/ T X — oK Ko dx =0;
B Vi1i— g ’

et, si n est pair, celte intégrale égale

X,.
2/ —Z s oy IV
Vi

Remplacant n par 2n, nous avons donc, au lieu du second membre,

2
. 4 Ew P /‘xen—wxgn+1 dx
s+ 1 Vii— g

Si, dans le premier membre, on fait x = — cos20, il devient

T . ) T
Z - . 7 . 4
2 /2 doV'1 4+ 2% + 2z c0s20 =2 (1 + 2) '/‘2 do \//I — __z_ sin’.
() - . (1+2)

Pour simplifier la nouvelle intégrale, j'emploie la relation connue (*) :

BF, (¢) = 2E, (¢) — (1 + ¢)E, (¢).

(*) Fonctions elltpuques (t. 1, p. 8%). Leoendre écrit ainsi, pour le cas général :

b’F (¢ ?) = 2E(c, o) —2(1 + )E(¢/, #) + 2csing,
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En y faisant

, a2z
=5 C=Ie
Jobtiens
(1 + 2)E, (¢') = 2E, (z) — (I — 2% T, (2);
puis
] g "X,.—.’JL‘X,,
9E, (z) — (1 — 2% Fy(2) § -2-2, — 2‘/1 :“dx. <. (160)
—X

128. Intégrale de deuxiéme espéce. La derniére formule, combinée avec

celle-ci :
- ! Xﬁnd‘r
F,z=zf"/'—,........s
() E., /[ o= (8)

donnerait le développement de E, (z). Mais nous aurons un résultat plus
simple en procédant comme il suit.
On déduit, de I'équation (160) :

dE X, —
9 ___‘ + 2z2F) — (1 —2* )ﬂ — 2 2n+1 / Xon — 0Xou11 dr.
dz Ve

Or:
dE, 1 dF, I

= (E—F),

a0z o Tz- == m [El —_ (l -_ 22) F‘] (.).

Le premier membre de notre équation devient donc

2 1 1
~ (B —F) + 92F, — ~ [E, — (1 —2)F.] =~ [E, — (1 — 2))F)

avec la condition :
cos 24/ = Acosy — csin®y.

Si I'on suppose ¢ = =, on » ¢/ =7 ; et 'équation précédente devient

26°F, (c) = 4E, () — 2(1 -+ 0)E, (¢');
ete.
(*) LecenprE, t. I, p. 62. Il résulte, de la seconde formule, que I'on peut développer E, sans

passer par les calculs effectués dans le numéro précédent. Néanmoins, ces calculs ne nous
paraissent pas inutiles.
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87
Par suite,
© 1 X —
E=(1 —&)F, + Y 2"+ / oo — ot g,
0 f Vi—at
Il est visible que
3 X - - X n
( --z*)F‘=f + 2 Z+e aaad 2 dx;
2 0 A Vii—a?
donc, finalement,
S ! Xonio — xXs,
o e R
2 0 A Vi—o

129. Intégrale définie. Le développement du premier membre étant

o[ 3

ket 1.55...2n — 1 2
— gzo(ﬂn + 1)( )z.z"‘“’,

246...22 + 2

on trouve, en identifiant,

Y aXo — Xa 1.3.5...20 — 1\
/ e 22 doe = (20 + 1) 1535...2 i
/ V1—a? 2.46..9m +2/ 2

ou

1, . . .91 _ 3\
/ 2Xp,y Xon dx — (20— 4) (1 3.5...2n 5) ™ .
Vi—a? _ 2

/ 2.4.6...% (161)

130. Remarque. Celte formule est une conséquence de ces deux-ci :

' Xpixde 20 —1(1.38...2n —5\%x .
i A —— %, . .. .. (1)
- Vi—2 2n 246...2n —2

D 135...2n — 1\!x
Vi V2.4.6...20) 2 - (77)
° 1—2x tYe
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IX. — Développements des fonetions (*).

131. TuiorENE. Ay, A, ..., A, étant des coefficients quelconques, on a

A" + Azt e oo - A

I +1 dx
=3 Y Sy (20 +1)AX, + (20— 1)AX, , + - +A,]. . (162)

< T oo 3
2 <, — 2z + z*

En effet, d’aprés la formule

z"=c')"‘+"/+‘ X
2 Vi— 9 4+ 2° A

-1

les deux membres sont identiques.

132. CoroLLAIRE I.
1 + V,dx

2 g = - 163
2. V1 —92zx + 22 (163)
133. CororrAIre II.
+1 l _
/ Y o V(™ . . . L. (168)
-1 ‘/"—x

(*) Ala fin du premier Mémoire, on lit :
« Une puissance entiére de z (et par suite une fonction quclconque de cette variable) est
» égale @ une intégrale définie, de lu forme

/~+4 f(X)dz
p————}
Sy V=242

Le présent paragraphe est destiné 4 justifier cette sorte de prévision.
(**) Voir, ci-dessus, la relation (130).
(***) On peut comparer cetle formule avec celle-ci :

C >
22
S wae=

donnée dans le premier Mémoire (p. 62)
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134. Turoreme. Si a es! une racine de léquation

Aozu_‘_Alzu—l_'_ oo o+ A =0’

n

on a

—1

135. CorowLare 1. L'intégrale

+1 d.’lf . .
—~[(2rn + 1)AX, + (20 —1)A X, + -+ -+ A)]
Sy V1 — 22 + 2 '

s‘annule pour n valeurs de z.

136. Application. Soit, pour abréger,
CP(Z) = 2% — 62 + Ilz—6=(z_|)(z__9)(z__5);
de maniére que
Ao=1, A=—6, A2=>’”, A;=—6,

a=1, b=2, c=13.
On a (162)

T dx .
?(z) = [7X5— 50X2 -3 55Xl —_ 6]7
Y, Vi—2zx 4+ 2 _

ou

1 +1 dl .
p(z)==1 (3Ba® — 902 + 452 + 18);
/. Vii—vzx + 22

puis, en faisant z =a, b, ¢ :

H o odx
f ————— (38%° — 902* + 45z + 18) =0,
1 ‘/’l — &

Ho dx .
/ ——— (352° — 90x® + 43x + 18) =0,
-1 V 5 — 4x

o odx '
/ ———— (352® — 90x* + 45z + 18) = 0.
-1 \/5 — 3

Tome XLIV. 12

H dx "
—————[(20 + DAX, + (2n—1)AX,.  + .- +A,]=0. .
V11— 2ax + o ’ _ "

89

(165)
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137. CoroLLARE II. L’intégrale

H oV dy

.V G—sz-c-z"

s'annule quand z est une racine de léquation

2"t —1=0,

autre que lunilé positive.

138. Application. Soit n = 3. On a trouvé (93)

V;=35x® + 182 — 152 — 3.

De plus, I'équation z* — 1= 0 a pour racines : =1, = V— 1. Par con-
séquent :

+1 d
/ L (380°+132’—15x—3) =0,
—1 ‘/1 —+ X

H (.
/ V—f(asxw 1822 — 18z —3) = 0.

—1 X

139. Suite. Les propositions précédentes peuvent élre énoncées d’une
autre maniére.
Le polynoéme

@2r+NDAX, +2n—1)AX,, + -+ A

n

est une fonction entiére de 2, du degré n. Réciproquement, foute fonction
entiére de x, f(x), dont le degré est n, peut éire mise sous cette forme (*).
Ainsi déja, Péquation '

M)=2n + 1)AX, +2n—NAX, ., + -+ A, . . . . (166)

(*) Proposition connue, presque évidente (voir, par exemple, le Calcul intégral de BERTRAND).
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est identique, si le facteur ) est convenablement choisi (*). Cela posé :

1o L'intégrale |
/ +H f(ﬁ) da
/. Vi—2uzx + 2°

est

2 2
;cp(z)=;(Aoz"+A,z"“+~-~+A,,). ..o (167

20 Les coefficients de ¢(z) sont rationnels ow irrationnels, en méme
temps que ceux de f (x).
3o Cette intégrale s'annule pour n valeurs de z.

140. Remarque. On a, par le développement du radical,

C-) Vel ! )
;q:(z)= [l@)de[1 + Xz +Xp2? + .. + X 2"] . . . . (168)

—

11 est donc inutile de mettre f(x) sous la forme (166).
141. Application. Soit
f (x) = 3Bx® — 90x® + &Bx + 18.

La derniére formule donne

%q;(z)=/+‘f(x)dw [1 +xz+3—2(5x’——1)z’+%(5w3—5x)z3:|.

(") Dans X,, le coefficient de x” est -‘:—nCz,,,,,. Si donc f(x) = apx"® + - -+ + a,,

Cin.n Ao

)=(°.)”+1) on ’;‘.
0

Ce facteur ) se réduit & I'unité lorsqu'on prend

9n

Aym———ro 0
T @ 1)Cann
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Les intégrales successives étant (aprés suppression des termes nuls) :

+1 +t ' :
/ (—90x® + 18)dx = — 24, / (35x* + 45%?)dx = 44,

1 —1

1 Ee| .
;/ (— 270x* + 14hx® — 18)dx = — 24,

<

-1

1 ? 41 .
3 / (1752% + 120af — 1382%) dx = 4;

il vient donc, en supposant A =1:

9 (z) =2 (*— 62" + 11z — G):
ete.

142. Autre expression de ¢ (z). Supposons
¢ (z)=Byz" +Bz"' + ... + B

ne

En appliquant, & chacun des termes de ce polynéme, la relation

227 /‘*“ X, dx
1 — 7
—1

3
(1 — 2z + 2%)2

nous avons

o 22 /“f'BoXu +BX, , + - +B

n
- dx;
2y (1 — 2z + 292

+ X
2,:P(Z)e=/ ¢ (X) i
Y, (1 — 2+ 2P

¢ (X) représente ce que devient ¢(z), quand on y remplace z? par X,

(B)
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143. Remarques. — 1. Si 'on prend ¢ (2) =1— 22, on a
- /+l 1= ) dax
(1 —2zx + 2

+1 1 — g2 A .
sde=_ . . . . . . . . (169)
(1 — 2z + 2% 3

ou

-1

Ainsi, celle intégrale est indépendante du paramétre contenu dans lo diffé-
rentielle.

II. De '
+ () dx
/ _ﬂ)_i=2<p(z)(~), N (1))

7y (1 —2zx + 2%p

AR gy

70 (1 —2zx + 2%

on déduit

puis

/"‘" [2zx — 22% + (1 — 222 + 27)]

4 (1 —2zx + z“)g

f(x) do =2 [22¢ (z) + 9 (2)];

ou, plus simplement,

[ o
Donc, l'intégrale est une fraction rationnelle, facile & déterminer.
\44. Prosrims. Sommer la série
¢(0) +— al A iq>”(0) b 2}‘ —@M(0) - ey L (A7)

9 (x) étant une fonction donnée.

(*) Nous supposons » =1.
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Soit F (x) la somme cherchée. On a, par la formule de Jacobi,

1 (n) L¥ 4
F(x)=—2 cp_(O)_/ (x—V'a® — 1 cosw)"du;
e 1.2.3...n) »

uis, en intervertissant I'ordre des opérations
puis, ’

F (o) =1 ‘/\”do 2" (x— V'2* — 1 cos ®)” CP(") o).

w s 1.2.5...n

La nouvelle somme représente le développement de ¢ (x — Vw2 — 1 cos ©).
Donc enfin

F(m)=:—r/”qa(a:—\/ac’-—4coso)dw R )

145. Application. Soit ¢ (x) = €. La série proposée est

1+ XX X
1 1.2 123
Par suite,
1 4 _
F (a:) == - / C’—V_”/’-”W’”do’
r
ou

1 - < —
F(x)=;e’/ cos V1 — o cosw] do;

0

résultat connu (21).
146. Autre application. Prenons

pla) == (1 — )"
Alors '
¢0)=1, ¢ 0)=1, ¢'(0)=1.2, ¢"(0)=1.23, ...;
puis
Fle)=1+X,+X;+ X5+ -+
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La formule (V) donne

1 4 do
F(x)=_ S —— ’
i 1l—z+V_ 1V —2coso

ou (27)
1 1

F(z)= = ;
VA—ap+({1—2a) V2(1—ux)

ce qui est exact.

147. Intégrales doubles. Soit la formule de Mac-Laurin :

2

) z ’ "
PR =00+ ¢ (0)+1i£¢ (0) 4o

1—2z /*‘ X, dx ®)
z" = —_— . e e e e
2 (1 —2zx + z’)g’

—1

La relation

appliquée & chacun des termes du second membre, donne

2 80y 90 Xl

1—z? 11.2.3...n /, (1_sz+z2)§
ou, en admettant toujours que les signes puissent étre inlervertis :

¢ (2) A da v X9 (0)
2 ==
/ (

1—2z? | — 2z + %) < 1.2.3...n°

On vient de voir que

2 X,9"{0) 1 ” -
21.2.5...n=1—r[ ¢lz—Va'—1cose)do . . . Y

0

Conséquemment :

z 1 +1 d s _—
"‘P_(_)ﬁ:;r/‘ __x__/‘ q;(a:—\/avz-lcosw)dw. .. (W)

1 (1 —2zx + zg)% 0

Ainsi, toute fonction d’une variable z peut étre représentée par une intégrale
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définie double. Sous ce rapport, notre formule rappelle donc, jusqu’a un

certain point, la céiébre formule de Fourier (*).

148. Intégrales simples. Soit encore

2

z K .
9E)=9(0)+ 7 9(0) + ;5" (0) + -

Prenons la formule

2 4+ 1 + X
= - du
) '_-_"T
2 Vi — 9z + 2

Il en résulte, immédiatement ,

smd [l

2, Visoma 2
en posant -
@ I+ 1
K=Y ———— g (O X
r% 2‘01.2.5...ncp @X,

(X)

(171

Ainsi, comme nous I'avions supposé (**), toute fonction est exprimable

par une itégrale définie, de la forme indiquée.

(*) Bien cntendu, je ne prétends, cn aucune facon, assimiler la relation (W) (plus curieuse

qu’utile) & I'une des plus belles découvertes de I’Analyse moderne.
(**) M., p. 63.



ADDITIONS.

Sur Pégquation (23).

On lit, dans la Théorie de la Chalewr (p. 3178) :

0

Par conséquent, les deux formules s’accorderont, si I'on a

LI 3
3 cos (¢ sin u)du = cos (tcosw)do .
[] 0

Soit

*
I
N

Le premier membre devient

.4
%/ % cos (tcos o)deo.

Or, cos (— »)=cosw; donc

aT 4 T
1 *+7 g
- cos (lcosw)dw = co0s (1 cos w)dw;
2 /
_Z 0
2

et 'égalité (2) est démontrée.

T . tz tt tﬁ '
/ cos(tsmu)du:w[1—-2—2+(2.4)2-_— (“2,/;.6)“_'_."] ™ -

(2)

(*) Afin de rendre la comparaison plus facile, nous effectuons un changement de lettres. En

oulre, nous corrigeons des fautes typographiques.

Toue XLIV.
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Dans un Rapport sur une Note de M. Le Paige (*); et, postérieurement,
dans les Notes d’Algébre et d’ Analyse (**), nous avons considéré la série
,L.‘Z a{.‘ wﬁ

1 .____;_ S SR
METANTIET IR TICNET

D’aprés la formule (23), si la limite de cette série est désignée par S, on a

S = _/ cos (2z} — 1cosw)dw;
ki3
0

ou, sous forme réelle,

T

S=1./E c‘l,lcosw_i_e-‘lxcosw (lw‘
4 0

Sur la relation (102),

Pour l'obtenir directement, on peut procéder comme il suit.
D’aprés une formule connue, dont la vérification est facile,

sin(n + 1)

08" + CoSa. €0S" ‘o 4+ 08 2. €Os" 2 4= -+ - €08 (N — 1)x COS &t + COS™x = : (*,
sina
ou
=n .. sin(n 4+ 1)
N cos ke cogt e = ———— | (1)
= sina

k=0

(*) Bulletin, mai 1876.
**) Mémoires in-quario, lome XLII, p. 12.
{(***) Le premier membre ne différe pas de

- XX, + X, Xuog+ -+ Xoa X, + X, X,
(99); ainsi
sin(n + 1)a
T

XX, + X, X1+ -+ + Xpu X, + XnXo = -
sl

relalion connue, qui résulte de la définition des polynomes X,.
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D’ailleurs,
cos ko = aycosfe + age0s % 4 costra + oo (Y).

Substituant, on a, au lieu de I'égalité (1),

_ ‘ sin (n + 1a
cos”azao 4 cos™ 2/}(2(12 + cos"“aza,, Hee=— R )]

Multiplions par sinade; puis intégrons entre O et 7. Nous aurons, si n

est pair :
I 1

._____.?ao <+ -

1
n -+ | < n— 1 3

-
2a2+ \a,‘+---=0.
n— 3=

Cette démonstration, fort simple, m’a ét¢ commaniquée par M. VAN DE

\

Bera, professeur 4 I'Ecole polytechnique de Delft.

Sur la formule (8S).

Au développement de la fonction F,, donné par cette formule, .on en
peut substituer d’autres, qui dépendent, plus immédiatement, des poly-
nomes X,.

Premiére méthode. Si, dans I'équation de définition, on change z en 2%

on a
,] @

V- 2xzt+ 2t %

et, par conséquent,

= dz © P ’ .
/——___2___4_=§“x,,2 T ()
- V=22 + 2z o - 20 -

0

Prenons la transformation connue :

1
z=tg§cp(2)

(") M., p. 27.
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Il en résulte :

1 — coso | te9 1 + cos’p 7 — do

1 + cosp’ (1 4+ cosg)?’ 1 4+ cosop’

/’ dz 1 ¢ do
7 VI — 92 4 2 2 1 +x )
g 1— 3 ?

sin®g

C—

Si donc, comme nous I'avons supposé constamment,

X = COS &y
l'égalité (1) devient

tgﬂn-c-l ; (P

F(costa, @) -—22 S

)

et, lorsque o =7:

0

X
Fi(cosfa) =23 o——
0

En d’autres termes (*):

1 1 : 1
—2§I+ —coso + ——(3cos’x — 1) + —— (3 cos’xe — Fcosa) +
/ \/4—ws ,asmcp 3 2.5 2.7

Remarque. Lorsque « = Z, cette relation se réduit a (**)

i do T 44 113 1155
/ —_— =2l —— - - — — =4 . |
. \/'l—%sin’cp 5 2 9 2.4 135 2.4.6

0

Le développement est hien plus convergent que celui-ci :
[, 1(1)’ 1 (1.5)’ 1 ('I 5.5>’+
- —_ - —_— -+ — | — vee |
o T2la) To\ed) T ¥ \aus

() M., p. 10.
(") M., p. 10.

-»‘.(6)
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Seconde méthode. De la formule

B}

—

b I )

i N
LN

103
Py
[
i
@,
=]
o
<o
+
o
S
w
<&
=
.
(~3
—
1

: V(1 — x%)(1 —2z)
on conclut

z
2

z dz 2 o z?p-i—l s
f S == 2 - / (x*sin® + cos®0)"ds;
V=221 —2) =5 p+ 1y

0

ou, en posant
N

r

) z

2, 9.9 2
- x2sin?d + cos?o)Pdf —= ————:
,,,0/ ( / 2°T(p + 1)

/z dz N, | N, N,
=24+ — 23 + 2’ + z +
v V(A —a) (1 — 7)) 2.3 245 2.4.6.7

0

On sait que (**)

Ni=1+2x% Ny=3+ 2x> 4+ 32%, N,=15 + 92® + 9z* + 15x°,

N, = 105 + 60x? + B4x* + 602° + 10825, .....

Par conséquent

¢ dp . I+ a? 5 + 2z + 32t
——— =5sing + sin’p + ——————
245

J VTt 2.3

et, en particulier :

2 3 4+ 2?4+ 3at 15+ 9x® 4+ 9xf + 1528

+
2.4.5 2.4.6.7

| + x
P

& .

Fi(x)=1 +

()]

Remarque. D’aprés la formule (9) :

z
Flo)==-Y —— / 2 (cos®s + xsin’0)Pdo. .

77‘0’2’7“‘1 '

9. @

(*) M., p. 31. Elle est presque évidente.
(**y M., p. 27. Nous avons changé N, en N,.

sinp + ..o}

101

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)
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Dans I'intégrale, le coefficient de & est

T . —_— ——
z 1.2.3 ... 1.5.5..09p — 2k —1).1.3.5...2k —
c,, /%osﬁl"”‘esin”'ﬁc{0= 3 p ] 758,402 2k —1).1.3.5..2k — 1
“ 1.23.. k123, p—k2 ' 2.4.6...2p

#138.2p—2k—1 135..2k—"
2 946..9p—ak 2462k

Si done le second membre de I'égalité (13) est développé sous la forme

Ag+Ax® o+ oo =A™+

on a
_§=°° 1 1535...2p—2% —1 1.35...2k—1
ALl 94 6... 9 —9k 24.6...2k

Et comme

- p 1\? 1.5.5...2k—1
—_— —_— 2 DR e e 'ik- LY
F‘(x)_vz[1+<2>x+ +< 2.46... 2k )“ " ]

I'identification donne

135... 2% — 1= 25 1350 — 2k —
2.4.6 ... vy l 24.6...2p — 2k

Si, par exemple, k£ =3 :

15 1 11 113 1 1.5.5
—1r=—+——+——+— -~ +
96 7 92 1124 132

Nous trouvons donc, sans les avoir cherchés, une infinité de dévelop-

pements de = (¥).

(*) Ces développements résultent, au fond, de la relation

1 ek_%(i _ e)_%de _ T+ T3
Tk +1)

b
0

combinée avec la formule du binéme.
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Séries logarithmiques. La relation (8) équivaut a

Il résulte, de celle-ci :

/ ¢ f}zw N (1)
S VI —( ? 271 P+2

|+ 2%z + ac‘z 0

On trouve, aisément, que le premier membre a pour valeur

(1 +x)?

4log :
x 1+ac2—-—2x2z+2x\/('l—oc*z)(l-—z)‘

Par conséquent,

1 (1 + x)* & Nz
- log e — 2 5 (16)
T4 g — 2%+ 22V (1 —2%) (1 — ) ¥ Xr(p + 2)
Remarque. Lorsque x = 1, cette formule générale se réduit a
§° P H
—log(1 —2)= *)s
et, quand 2 =1, &:
11 1+ p 142% 34+ 222+ 3x* 15 + 92 + 9xf + 15a°
— log — —+ —+ - can [
xSl —g 2.2 245 24.6.4 - a7
Enfin, si 2 = x, on trouve
— 1 & N, (22t — x)
log(—w+l/1+x+x)=§z—"—— (18)

20 (p + 2)

(*) La somme des coefficients de N, égale 2°T'(p + 1).



ERRATA.

Page B9, lignes 11 et 13. Au Lieu de : 460, lisez : 1260.

3 L 2
— 85, ligne 11. Au lieude : 232" / Xendx, lises : ECznf Xund® .
[ [

ERRATA POUR LE PREMIER MEMOIRE.

2

. . a’|t n
Page 13, équat. (26). Au lieu de : [1—] , lisez : [1_] 3.

— 29, parag. 44. — (A — V1 —a cosw), lisez : (1 — V11— z?coso)n.
1 1
— 46, parag. 68. — (@*—1)3 5 (6321 — -+ +), lisez : (@ — 173X, = §(63.1;“ —)
2
— B8, équat. (147). Aprés : ————, ajoutez : (n>0).
n(n +1)

— 63, ligne 10. Au licu de : formule est, lisez: série est.



