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AVANT-PROPOS.

———R O R ——

Le Mémoire que jai 'honneur de présenter a I’Académie a pour objet
étude de certains produits indéfinis, déja considérés par Euler, Jacobi et
Legendre; Parmi ces quantités, appelées quelquefois produites continues , les
plus simples et les plus importantes sont celles que lillustre inventeur de la
Théorie des Fonctions elliptiques a désignées par «, o', 8, #'. En combinant
de diverses maniéres, soit ces produits, soit leurs développements en séries,
on trouve, sans les chercher, une multitude de théorémes relatifs 4 la Par-
tition des nombres ou & la Théorie des nombres proprement dite. J’en citerai
quelques-uns :

Quand un nombre w'est pas pentagonal, il admet autant de décompositions
en un nombre pair de parties inégales, que de décompositions en un nombre
impair de parties inégales ;

Soit N un multiple de %, donné. Soit n un nombre pair, infériewr d N.
On décompose n en une somme de puissances de 2, et Uon fait \,— =1,
selon que le nombre des parties est pair ou impair. Enfin, supposant
N—n=2%i,0n a '

n=N—2 B N
3, 20 =k =
n=0 2
le signe 4 répondant av cas ow N est la somme d'un nombre impasr de
puissances de 2
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L'excés du nombre des valeurs paires de x (zéro excepté), satisfaisant a

L équation
4o + by? + (22 + 1P = (20 + 1)2,
' : L, 2 1) (— 1)n — 1
sur le nombre des valeurs impaires , est% ;
etc. '

.

Si 'on groupe convenablement les facteurs simples d’un produit indé-
fini P, on pourra, dans certains cas, décomposer P en d’autres produits
indéfinis A, B, C, ...; puis, si 'on développe en séries P, A, B, C, ..., on
aura une série égale @ un produit de séries. C'est ainsi que Jacobi a trouvé

la célébre formule
(i __(}‘2___ q4+ qlo_{_ qN o )5=/‘ . 5q2+ 5qu_7q12_|_ e

ou «>=s; d’ou il a tiré de nombreuses conséquences. En suivant la voie
indiquée par ce grand Géométre, j’ai obtenu Auit nouvelles décompositions
de s : ce résultat semblera peut-éire curieux, si on le compare & ce qui a
lieu pour les polyndmes. Ces diverses décompositions, et d’autres encore,
conduisent a des théorémes d’Arithmétique, plus ou moins intéressants.

La derniére partie du Mémoire est consacrée a la sommation, au moyen
d’intégrales définies, de séries remarquables, dont les Fundamenta nova
contiennent de nombreux exemples. Ces suites, dont les termes sont des

d

fractions telles que

1_f'mn> ont pour type la célébre série de Lambert. Quel-
ques-unes des sommations obtenues donnent des relations simples entre les
intégrales elliptiques et d’autres intégrales définies.

Ge Mémoire, déja bien long, aurait pu, pour ainsi dire, étre indéfini-
ment étendu : les questions dont il traite me paraissent inépuisables. Jose
espérer qu'il sera favorablement accueilli par les Géométres.

Liége, 11 octobre 1871.



RECHERCHES

.QUELQUES PRODUITS INDEFINIS.
L.

FORMULES PRELIMINAIRES.

i. Je rappelle, dans ce premier paragraphe, un certain nombre de défi-
nitions et de formules connues.

T T
—_ d l—‘-
oK f ., s_x— - C R kr=1, . (1)
VI — 12 sin’e . Vit — k™ sin®g _
0 0
- -
g=c¢ “, g=e “, . . (2)
1 1 14
a=0—q) (0 =) (1 —¢) - =2% "k, )
1 3‘ 1 1
= (i) (g (1= ) o= 2 (O b @)
™
. 1 1 1
p=(l+q)(1+¢) (1 +¢) - =2 (kk') "¢¥, (%)
[ S 1
F=00+@(U+g)(+q% - =2 & (kq) ®, (6) ()

(*) Alapage 97 du troisiéme volume de Lecenore ( Traité des Fonctions ellipiiques), la valeur
de B’6 ne contient pas le facteur k.
I
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=1, . . . . ...
@(x)=a’HT('l—2q9"“‘cos?+q‘"‘9)a e

\ 2
O(x)=1 —ﬂqcosﬂ—x-+ 2¢* cos -E_Qq"coss_"f_,_ -
® &) @

1
H(w)=2a'qzsinﬂnr(4—2q"cosf£+q‘”)’ B ( (U W)
(2]

3nx Bra Trx
H (x) = 2¢° [sm————q sm—2—+q sm)—w—q 51n2—w+-~],. N (K
O0)=1—2¢+2¢*—2¢° +2¢*—---=0a, . . . . . . . . . . (12
GG%=‘—2¢+2W—2ﬁ+9¢“—~*=wﬂ+wﬂﬂ+qml+¢%»q--(wl
Q@) =14+20+20" +2° + 2%+ =B, . . .. (14)

@ 1 1
H(§)=WW‘—qﬁ—q“+q*’+qf°—-~) = V2 (1+ ¢) A+ ¢) 1+ g%y . (18)

1 1
H(v) = 2¢* (4+q2+q°+q”+q“°+---)=2a’p'2q7 R € ()]
/‘_2(’+0q__2q +Qq‘ﬁ__...= ?—‘fﬁ: e e e e e e e ('17)
T™
%6
1429 +2¢" + 2¢° +2¢" + ... = — . . . ... (18)
™ .
. ok
1+ ¢+ ¢° + ¢" + q2°—|—-~-=q‘ —s ... (19
2
‘ \ ,
1o g+ @+ ¢+ g+ =g \/IVE=2, 0 00
ki3 o
_1 © o
:l_ q_q5+ q5_|_ qw__.-..=q 8 —‘/Ick,=E-, . . . . (21)
ki3
4+2q2+9q3+2q“+2q5’+~-~=\/i(1+k’), . L (22)
™
20, —
1—2¢"+2¢°—2¢"+2¢* — .= Y/ =VFk,. . . . . . . . (%)
™
3
A N
4—5qi+5q"’—7q”+9q?"_...=a”'=q_7(§)2\/2kk’, oo (24)

(*) Ces définitions, adoptées par M. Berrranp (Calcul intégral, pp. 640 et 642), différent
de celles qu’emploie LEGENDRE,, d’aprés Jacosr. L'illustre auteur du Traité des Fonctions ellip-
tiques suppose (t. ITI, p. 104) :

Or) = 0‘1—]-4 (1— 2q2""1 c0s 2 & + g+—9),
A) = Hiz)= 2oc’q° sin a:j (1 — 2g* cos 2 -+ gi").
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4 ! 4
\/i [+ 29+ 2¢* + 2¢° + 29" + -] = \/i, (1 + 29"+ 2¢"%+ 2¢"°+ 2¢"°+-- ], (25) ()
w w

M+ ¢+ ¢+ 9%+ ¢+ - VT — 1—2q+29"—2¢°+2¢*— - -

‘/E= ? = ’
2q 14 2q +2¢+ 2¢° +2¢*+ - - 1+2¢+2¢"+ 2¢°+2¢"+ .- - (26)
P 1—2 2+2 8__9 4s+2 2___ ... 1 —qg— S g g — gt — ...
VT — q .q,s “79 ‘Iw _ q ‘]5 ‘IG ‘Il” ‘I‘H L)
1429 +2¢"+ 2¢° +2¢"° + - - 1+q+ ¢+ +q¢"+qg"%+ ...
\/W=2%ll — 3¢+ B¢ —7¢" + 99— --- 8

(1 + 2q + 2¢* + 2¢° + 2¢"° + --~)5,
(1+29+2¢*+2¢°+ ) — (1 — 29 +2¢*—2¢°+ -} =169 (1 + ¢* -+ ¢° + ¢" + -}, (29). (")
(1+29+2¢*+2¢°+ ) + (1—2¢ +2¢*—2¢°+ P = 2 (1 +2¢°+2¢°+2¢"+ )%, (50) (**")
(1+2¢0+2¢*+2¢°+ - — (1—29+2¢" —2¢°+ - P =8q (1 + ¢* + ¢+ ¢*+--)". . (51)

1L

DEVELOPPEMENTS DES PRODUITS «, «’, 6, 8 ET DE QUELQUES-UNES
' DE LEURS COMBINAISONS.

2. Développement de B3'. Si ¢ (n) représente le nombre des décomposi-
tions de n en parties positives, entiéres, inégales, il est visible que

=g (1 +g) (A +q) = Zemg . ... (32) (")

(*) Cauvcny, Mémotire sur la Théorie des nombres (1830, p. 614). Cette relation, conséquence
des formules (2) et (8), y est énoncée ainsi :

ir1 HE
« a [§+e—"’+ g4 4o g—90% ] =b [§+ L S e ...]

si
ab=7. y

(**) Cette identité, qui équivaut & la relation
(38 — a8 = 16¢3"*,
a été écrite autrement par Jacos! (Fundamenta nova, p. 90).

(***) Celle-ci résulte immédiatement d’une formule donnée par Cauvchy (Comptes rendus,

t. XVII, p. 530).
(***) On suppose @ (0)=1.
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. , 7 1 \ . 1 ..
3. Développement de - D’aprés la relation (7), - =pgg'; ainsi

ll o .
—= ¥ emq. . . L . . . . . . . . (33
o 0

A. Développement de . Soitg, (n) le nombre des décompositions de n en
parties impaires, inégales ; alors

=1+ q (1+¢) (1 + ¢"- _2 Q) g . . . . . . (34)

5. Développement de 6'. De méme, ¢, (n) désignant le nombre des décom-
positions de n en parties paires, inégales,

B=0+¢)(1+¢)(1+q° ——2 e, (n)g" . . . . . . (38)

6. Remarque. Le produit 3/, qui renferme seulement les puissances paires
de ¢, se déduit de 83’ par le changement de ¢ en ¢*; donc

(3’=2:cp(n)q’",. e 1)
et

. , . P (2") = (n)§
relation évidente.

7. Décomposition de ¢ (n). Dans le produit des séries (54), (35), le
coefficient de ¢” a pour valeur

@ () + @i (1)@ (0 —1) + @i (2)@y (n—2) + -+ + g (n — 1) @, (1) + @ (n).
lionc , quand n est pair, on a, d’aﬁrés la formule (52),
P ()= (1) + @i (&) @ (n — %) + ¢:(6) 9, (0 — 6) + - + @ (0 —— 2) ¢, (2) + @i (n); (57)
et, quand n est émpair,
e =0 ()¢, (n—1)+¢(B) @ —3) + - + ¢ (n—2) 9, (2 + ¢ (n). . (58)
Soit, par exemple, n = 413. La Table III donne

e(13)=18, ¢ (1) =1, ¢ (3) =1, (B)=1, :(7)=1, @ (9)=2, @(l1)=2, ¢:(15)=5,
%(12)=4‘7 (P,,(’10)= (8)—2’ CPP((’)—‘Q @1)(4 1, P (Q)—'l
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ainsi,

18=1.4.+1.3+1.24+1.24+2.1 +2.1 4+ 3;

ce qui est exact. -
8. Développement de «. Si, dans le produit £, on change ¢ en — ¢, on

obtient «; conséquemment :

, -

o ==

=(1—= =) (A —g) =2:@(n)(——q)". C .. (39)

o

(5/

9. Relation entre les nombres ¢, ¢. Le produit des séries (52), (59) doit
se réduire 4 1; on a donc ce théoréme :
La fonction _
) —e e —1)+¢,(Qopmn —2)— .- ¢ (n)
est nulle pour toutes les valeurs de n (*).
Par exemple,

e(15) — (1) @ (12) + 9:(2) ¢ (11) — 9: (3) @ (10) + ¢; (&) @ (9) — @: (B) @ (8) + @: (6) @ (7)
— @ (7) @ (6) + ¢:(8) ¢ (5) —¢: (9) @ (&) + 9:(10) 9(3) —:(11) 9(2) + :(12) @ (1)
—¢:(15)=0;

ou (Tables I et IIT)

18—1.15+0.12—1.10+1.8—1.6+1.5—1.4+2.3—2.2+2.2—2.1+3.1—3=
18— 15—10+8—6+5—4+6—2=0.

10. Développement de oB. Ce produit résulte de «, par le changement de
¢ en ¢*; donc

/] o
B=g=U—g) (1= =g =3 ame. . . . 60

11. Relations entre les nombres .. Reprenons les formules

=1+0()g+e@)¢+a@B) ¢+ a@)g+ -, . . . . (3L

e=1—o)g+a@FC—a@C+a@gd—-H . . . . (39
PB=1—oN)F+a@2¢—a@) ¢+l g¢—- . . . . (40)

(*) Dans cet énoncé, et dans tous ceux du méme genre, il est toujours sous-entendu que »
est un nombre entier.

Tome XL. 2
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Il en résulte que 'on doit avoir, identiquement,
S (=am ¢t =[1+a@ ¢ +al ¢+ Y=l g+@@) ¢+ 15 ()
puis, suivant que » est pair ou émpair :

+ i (n)=¢;(2n) + ¢;(2) ¢;(2n— 2) + ¢; (4) @; (20 —4) + o 4+ @, (20 — 2) ¢;(2) + @:(2n)
—[@:(1) pi(2n— 1)+ :(3) (20— 3) + -+ + @ (2 — 1) @ (1)] . . (42)

Par exemple :

— @i (9)=2[e: (18) + 9:(2) P:(16) + o, (4) ¢: (14) + ¢:(6) & (12) + @, (8) s (40)]
— [9:(1)@(17) + 9:(3) @ (15) + 9,(5) 9, (13) + 9, (7) @, (11) + : (9) 9, (9) + -]
?(10)=":(20) + @:(2)q( 18)+q9,( <Pn(10)+fP‘( )i (14) + i (8) @ 12)+<P.(10)<Ps (10)
+ 0 (12) ¢, (8) +
—2 [CP.' (1) :(19) + 9:(3) ¢; (47) + @ (5) @ (15) + @i (7) @; (13) + @, (9) @; (“)]'

En effet, ces deux égalités se réduisent a (*)

—2=2[8+1.34+1.3+4]—[1.5+1.44+1.341.244+24+3+4+15]
=2.15 — 52,
2=7+1.5+1.3+2.34+2.24+5.24+3.14+58.1+7
— 2[1.64+1.5+1.4+1.5+2.2]=146—2.22.

12. Remarque. Si I'on suppose

o a=f(q)s - « « .« . . . ... (4D
on a, par ce qui précéde,
) p=f(—q) «B=fl@); . . . . . . . .. (44)
puis ‘
fQft—p=Frg; - - . . . . . . . . (43

relation qui nous sera utile plus loin.
13. Développement de a!. 1° Euler a trouve( *) cette formule remar-
quable :

. 2L
=1—q90—¢)(1—¢)- —2(—1)’(/“ R 1)

(*) Voir la Table 111.
* Introduction d I’ Analyse, p. 250.
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2° Représentons par n, le nombre des décompositions de n en un nombre
pair de parties inégales, et par n; le nombre des décompositions de n en un
nombre impair de parties inégales ; nous aurons, comme on le voit sans peine,

aa’=2:(n,,—1zi)q". N 0 7))

14. Conséquences. D’aprés ces deux expressions de o' :

1o Si le nombre n west pas pentagonal,, il admet autant de decomposztzons
en un nombre pair de parties inégales, que de décompositions en un nombre
impair de parties inégales ;

20 Si le nombre n est pentagonal, c'est-a-dire, s’il est compris dans la
formule n = 5122:': Ly Pexcés du premier nombre de décompositions sur le se-
cond, est (—1)';

3o Le nombre total des décompositions de n, en parties inégales, cest-
d-dire ¢ (n), est impair ou pair, selon que n est ou w'est pas pentagonal ;

4o St le nombre n est pentagonal,

1 1 :
n, )[cp(n) (——1)‘]; ;= §[cp(n)-——(—l)] e (48)
5° Dans le cas contraire,
n,,=n,-=%cp(n) N )]

15. Developpement de o!. Cette fonction se déduit de as! par le change-
ment de ¢ en ¢*; donc

d=1—) (1 —¢)(1 =) =3 (T =", —n)g* . . (30)

0

16. Relation entre les mombres . Ecrivons ainsi les formules (46),
(39), (s0) :

a“l=',1 _ q_q2+q5+ q7_qlﬂ_qls+ q‘22+ qiﬁr,_,qs\“__q‘o_'_ q-'“_._ q57__...’ (54)
a=1—0()g+a@2)¢F—oB) @+ q4)g—- . . - . . . . . (39
al=,1_qz_qs+q|o+qa4_q2¢_qso+qu__’_quz_qm_qso_'_”_‘ . (52)

Dans le produit des deux derniéres séries, le coefficient de ¢" est

(— 1) [@i(n) — @i (n— 2) — @ (n — &) + @; (R —10) + @; (n —14) — @ (n — 24) — ---].
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Comparant avec le développement (04), on a cette proposition, analogue -

4 un célébre théoréme d’Euler (*) :
La fonction

@(n) — @ (n—2)—@/(n—4&) + ¢ (n—10) + ¢, (n — 14) — .-

égale (— 1)~ ou zéro, selon que le nombre n est ou n'est pas pentagonal.

17. Développements de o/3'. 1° Par les formules (36), (52) :
'/-'[3' — (l _ qa_ q4+ q10+ q‘l/i__ . _,) 2:(])(71) qEn .
20 A cause des définitions (4), (6) et de la formule (1) :

a'ﬁ'=4—q‘—qs4q2°+q’s—q‘“—q“”+q“s+~~~

3° De

dft=1+ @+ ¢+ ¢+ "+,
4 -
-ﬁ—/ =] 20 (_ d)n CP‘ (,n) qin’
on conclut 3
WB=01+ ¢+ ¢+ ¢+ )E (— 1) ¢ (n) 7.
0

4° Les relations (21), (52) donnent, semblablement,

a'ﬁ'=(/| —q— qs_'_ (]6+ qio___ ...)an;(n) (]” .
o

(56)

(*) Parmi toutles les démonstrations de ce théoréme, la plus simple est peut-étre celle qu’a
donnée Lasey, dans ses Notes sur UIntroduction ¢ I’ Analyse. Voici comment on_la peut pré-

senter :
De A—2)(1—a?) (1 —a%). .. =1 —2— a4+’ + a7 —

on déduit, en prenant les logarithmes et les dérivées,

1 2z 3z 1420 —B5%4 — 725 4

+ + + = -
l—x 1—a® 1—2° l—z— 224"+’ —

puis, en multipliant par x et développant le premier membre :

» 42 —52° — T+ ...

:1;+3a=2+4a;5+Tw‘+...+myn+...=

Enfin, chassant le dénominateur, et identifiant, on a :

/n —/(n—i)—f(n—?) +L/,i11—5)+/‘(n—7)—~~‘=zél'o ou == n.

l—z— 224+ 2+ 2
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3° Si I'on change ¢ en — ¢, on trouve
A =1+q+o+ ¢+ q*°+~-)§]:(_4)ncp(n)qn. N (.14

8. Relations entre les nombres p. 1° D’aprés les valeurs (s3), (54):
La fonction

pm)—oe(n—1)—enr—2)+¢n—>B)+o(n—T7)—¢(n—12)— ...,

nulle sin west pas le double d'un nombre pentagonal, se réduit a (— 1) dans
le cas contraire, c'est-a-dire quand n = 30> /.

2° La comparaison des valeurs (54), (56) donne cet autre théoréme :

La fonction

p)—e(n—1)—9(n—35)+ p(n—6)+o(n—10)— @ (n—15) —---,

nulle sin west pas le quadruple d'un nombre pentagonal, se réduit & (— 1)
dans le cas contraire, c’est-a-dire quand n = 2/(3/+1).
19. Relations entre les nombres ¢,. Elle se déduit des formules (34), (s3) :
La fonction

oi(n) —@i(n—1) — ¢, (n — 3) + ¢; (n — 6) + ¢;(n — 10) —

n—

nulle si n wWest pas le double dun nombre pentagonal, se réduit ¢ (— 1)
dans le cas contraire.
20. Vérifications des quatre derniers tkeoremes

1o @(15)— <P.4° — (M) + @ () + p(1)=4—5—2+ 1+ 1=1=(—1)¥3,
' (l) (0 — (7)) + (1) =2—2—1+1=0;
2 @(1)—@(10)— ¢ (9) + ¢ (6) +@(4) =12 —10 — 8 +4+2=0,

(14)—0(13) —p(12) + 9 (9) + ¢ (7) — (2) = 22 — 18— 15 +-8+5 —1=1=(—1)%%;
3° q;('lvi)—cp(IO)—_cp(S) +o(B)+o(1)=12—10—6 +5+1=0,

9(20)— @ (19)— 9 (17) + p(14) + ¢ (10) — @ (5) =64 — B4 — 38+224+-10 —5 —1 = (—1)};
A @(11) cp,(lO)—cp,(8)+cp,(o +¢()=2—2—2+1+1=0,

e:(14) —9,13)— (1) + 9 (8) + ¢, (4) =3 —F — 2+ 2+ 1 =1 = (— 1)

21. Remarques. 1. On a, simultanément :
s =1—q—@+ @+ —¢"— "+ ¢+, . . ... (8]

a'-——"]——qz---(]"+(]w+(]u—(]%—'(]50+(]“"‘"" T, (52)
W =1 — = P P P e (54)
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Mais, par les formules (), (4), (6):

5}

s

1/p\ L 1 _ 1 1\E 5 -
! =P (_) k=k2q ¥, o =2° (-) (kk')Pq *

__‘. w\z L B
RUTE

Si donc I'on suppose ¢*=g¢,, et que l'on représente par w,, k,, k| les

valeurs correspondantes de «, k£, &', on doit trouver

ou, plus simplement :
1 1 1 11 1
P kikT = ok kT, kk, = 2 (k&Y.

En effet, ces relations s’accordent avec les formules connues :

/c‘—:+i§a Is,-—?-ll\/Tkkp oo.='1—-;iw, w;%(1+k')w'.
II. Soit
ad =@ (q); -
alors v
“=0o(¢), “B=e¢(). .
puis
b2 el
?(q) (@)’
et, en vertu de la relation (7),
o Lo@T
 e@eld)

(58)°

- (89) ()

(60)

(61)

(62)

(65)

II. L’équation (45), qui caractérise la fonction f, devient en vertu de la

valeur de «,
[e@F=9@o(—9e() -

22. Développement de—- Cette fonction est égale au produit
oo .
M+g+F. )l +@+¢+-)A+¢F+¢"+-)...

(*) LecenprE, t. III, p. 99.

(64)
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Par conséquent, si ¢ (n) représente le nombre des décompositions de n en

parties entiéres, positives, égales ou inégales, 4

1 -
;;:20211(1@)11"‘ Coe e e L (6)

23. Relation entre les nombres ¢. A cause du développement de aa’ (51),
on a le théoréme suivant :

La fonction
) —dm—1)—ym—2)+¢y(n—5)+$n—T7)—--

est nulle pour toutes les valeurs de n (*).
24. Développement de >+ Soit ¢, (n) le nombre des décompositions de n

en parties impaires , égales ou inégales ; alors
1 L e ,
—=p=3d%me . . . . ... (66)

25. Remarque. D’aprés la formule (52),

. . in)=0o(@); . . . . . . . . . . . (67
ou, ce qui est équivalent : -

1l y a autant de décompositions d’un nombre n, en parties impaires , égales
ou inégales, que de décompositions de n en parties inégales (**).

26. Deéveloppement de%-l Si, dans la formule (65), on remplace q par ¢*,
le premier membre devient— (15); donc

=3 d@me" . . ... (68)

27. Autre expression de—- Elle résulte, immédiatement, des formules

(65), (66), (67) :

0 . (69)

—_—— . .

(*) On suppose ¢ (0) =1.
(**) Eurer, Introduction & ’Analyse, p. 252.
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28. Relations entre les nombres ¢, ¢. 1° D'aprés les égalités (52), (69) :
p)=¢ ) —yr—2)—¢®n—4 +¢@-—-10)+$n—14)—- . . (70)
2° Si l’oﬁ identifie les deux valeurs de%, on trouve
Y=g +pn—2)p (1) +or—8Y2) + o —6¢yE +--. . (T)

29. Seconde expression de «. Si I'on divise, membre & membre, les éga-
lités (68), (65), on trouve
Sbmer

résultat qui est d’accord avec 'une des remarques ci-dessus (21, II).
30. Relation entre les nombres ¢,, ¢. La comparaison des formules (39),
(72) donne le théoréme suivant :
La fonction
Yn)— o ()P —1) + ¢ (2P (n—2) — ¢, (5) § (0 — 3) + -

égale zéro ou (g) , swant que n est IMPair ou pair.
31. Vérifications des trois derniers théorémes. D’aprés la Table III :

1 g (15) — ¢ (1) —$(9) + ¢ (5) =101 — 86 — 30 + 3 =18 = (13),
(14— g (12) —g(10)+ g (4) + $(1)=138 — 77 — 42 + B+ 1=22 = (14);
2 9(15) + @ (1) ¢ (1) +¢(9) Y (2)+ (MY (B) +¢(B) ¢ (4)+9(B) ¢ (3)+9 (1) (6)
=18+12.1+8.2+5.34+3.5+2.7T+1.141=101=¢ (13);
9 (14) + 9 (12) 4 (1) +9(10) § () + ¢ (8) Y (5) + 9 (6) § () + (4) ¥ (8) + p(2) ¢ (6) + ¢ (7)
=22+ 15.1+10.24+6.53+4.54+2.7+1.11 +-15=135 ={ (14);
3 4 (13) — ()4 (12) + @2 (1) — @ (B) 4 (10) + o, (&) Y (9) — @i (B) ¢ (8) + :(6) (7)
= @) 4 (6)+:(8)  (8) — i (9) ¢ (4)+ @ (10) ¢ (3) — s (1) (2)-+:(12) $ (1) —i(15)
=101 —1.77+0.56 —1.42+1.50 —1.22 4-1.15—1.11 +- 2.7—2.5+ 2.3
—2.24+3.1—3=0,
(1) — (1) (15) + ¢:(2) (12) — 9:(3) (1) + @ (%) Y (10)— 1 (8) ¢ (9) + 4:(6) $(8)
— (N Y(7) + @u(8) § (6) — ¢:(9) ¥ (8) + @(10) § (&) — (1) § (3) + :(12) ¢ (2)
— @(13)P(1) + i (14)
=135—1.1014-0.77—1.56+1.42—1.504+1.22 —1.15+2.11—2.7+2.8
— 2.3+ 5.2—3.1 +5=15=1¢(7) '
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32. Développement de%~ Les fonctions «, 8 ne différent que par le chan-
gement de ¢ en — ¢. Donc (66), (67):

=ap'=2:(— 1yeme . . « . . Ce . . (T3)

| =

33. Second développement de . On a

1
a=@=(l—q+(f P+ )= gt — ) (I — @+ gt — )

Un produit partiel quelconque a la forme

(__ q)n. (_ q‘z)b (_ qS)c F— (__ ,l)a+b+c... qa+2b-|-3c+~'~ —_— (_ ,l)u+b+¢+... qn.

Ce produit égale = ¢", suivant que le nombre a 4 b 4 ¢ 4 ---, des parties
de n, est pair ou ¢émpair. Donc, dans le développement cherché, le coeffi-
cient de " est égal & lexcés ¢, du nombre des décompositions de n en un
nombre pair de parties, égales ou inégales , sur le nombre des décompositions
de n en un nombre impair de parties, égales ou inégales. Autrement dit,

4 0
o= = Q% . . . . . . . ... (T
o 2, & (74)

34. Remarques. 1. La comparaison avec le premier développement (39)
donne cette relation :
g=(—1q®) . . . . . . . .. (75)

II. Si np, n; sont les nombres dont il s’agit, I'on a

T+ 1 =Y (n);
et, par conséquent,

=g 40 + (1P a@], m=g[@—(ram@] . . 060
IL ¢ (n) et ¢ (n) sont de méme parite.

(*) Nous avons trouvé, ci-dessus (14), des formules analogues & celles-ci.

Tome XL. 3



14 RECHERCHES

35. Développements de o' . Ils se déduisent des développements de «',
par le changement de ¢ en — ¢ (8). Ainsi (46), (47)

. s Es
=3~ =), . . . .. ... ()
a'p_—_zz (np—mn)(—qy. . . . . . . . . . (78
36. Remarque. D’aprés la formule (s1),
u,ﬁ___,]+q__qe_qs__q-/__qm_‘_qw+qzz+‘q2«3+qss_qw_qsn_“, .. (79)

Les termes de cette nouvelle série semblent donc, a partir du troisiéme,
se succéder par groupes de quatre termes, alternativement négatifs et positifs.
C'est ce qu'il est facile de vérifier.

37. Développement de e/ 3. On tire, des formules (12), (14), (17), (18) :

ok’ w /20
aﬂa'=\/“°", a'§2=\/g(f; S .. (80)
™ ™

ool = %\/k";..........(sa)

™

puis, de celles-ci,

ou, en vertu de la formule (25),

’
o

aa’p=_—_—_1_Qq%+2qa—2q‘3+2q52-——-n. Lo e (82)

’

38. Remarque. La fonction
wp=apXod=1—q)1—¢)(1—¢") - X(1—¢) (1—¢) (1 —¢)...;

donc, dans le développement de ce produit, les coefficients sont £ 2 ou zéro.
Cette propriété a de I'analogie avec celle dont jouit le produit .

39. Relation entre les nombres . Les développements de «3 et de o
étant (10), (15)
S.=0emet, =g =gt gt

le coefficient de ¢*, dans le produit, est

(=1 @i(n) — (=) gu(n—1) — (1) pi(n—2) + (— 1) s (n—B) + (—1 )" " s (n—T) — -,
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ou
(—1)" [¢: (#) + @: (n — 1) — @ —2) —g;(n—=8)—q(n—T7) —g:i(n—12) + -]

Identifiant cette quantité avec le terme général de la série (s2), on a ce
nouveau théoréme :
La fonction

o(n) +@(n—1)—i(n—2) —q;(n—8) —g;(n —T) — -+

égale 2 ou z6éro, suivant que n est ou west pas carré ().
Par exemple :

@: (16) + @, (18) — ¢; (14) — @; (11) — o 9)—e(4)+o(1)=8+4—3—-2—2—1+1=+2,
: (28) + : (24) — ¢: (23) — 9. (20) — 9: (18) — ;(15) + 9,(10) + ¢; (3)
=124+11 —-9—7—5—-3+2+1=+ 2,

0: (24) + ¢;(23) — : (22) — 9: (19) — ¢: (17) — @: (12) + 9. (9) + ¢: (2)
’ =11 4+9—-—8—6—5—3+2+0=0.

40. Remarque. Le produit «'5® est décomposable en «'8 X ; donc, a
cause des formules (1), (34) et (77):

4+2q+2q“+2q9+~--=[|+q—q2—q5—q’—---]E:@;(N)q"-- - (83)

Identifiant les deux membres, on retombe sur le théoréme précédent. [Ad.] ()
4. Autre relation entre les nombres ¢;. Sil'on décompose ax'S en X o',
et que P'on ait égard aux formules

B=1+oMqg+aR¢F+aB) ¢+, . . . . . . . . (34)
1“I=,1_q_q2+q5+q7__qw_qls+q22+qzs_,“,. .. (5])

on trouve la proposition suivante :
La fonction

o) — ¢ (n—1)— @i (n—2) +¢; (n—B) + ¢, (n—T) — ¢, (n —12) — @; (n —15) +
égale 2 (— 1) ou zéro, suivant que n est ou wWest pas le double d'un carré.

( “) Le terme général est (— 1)*~' ¢, (» — «), @ désignant =—"— 3k :F L

(**) Nous indiquons ainsi les additions au texte primitif.
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Exemples :

¢ (8)—@(T)— @u(6) + u(3) - (1) =2 —1 — 1 +1+1=2=2(—1),
?:(18)—@i(17)—:(16)+:(15) + ¢, (11)—:(6) - ¢: (3}=8—B—B+5+2—1 —1=—2=2(—1},
¢(16)—@:(18)—q; (14)+, (11)+ ¢, (9) —¢;(4)— @ (1)=B—4—5+2+2—1 —1=0.

42. CoroLrARe. Sil’on combine les deux derniers théorémes, on en con-
clut un autre, assez simple, que I'on peut énoncer ainsi :
La fonction

@i (n) — @i (n — 2) — @, (n — 12) + ¢; (n — 22) + @; (n — 26) —

égale 1, ou (— 1), ou zéro, suivant que n est un carré, ou le double d'un
carré, ou un autre nombre.
Par exemple :

?: (16) — ¢, (

o; (25) — ,(23)—@,(’15 )+ ¢(3) =12—9—3F+1=1,
© i (18) — ¢ (16) — ¢, (6) =5 —B —1=(—1),

@ (24) — 9:(22) — ¢, (12) + ¢, (2) =11 —8 —3 +0=0.

14)— ¢ (4) =8 —3—1=1,

43. Seconde expression de ad'B. Des formules (54), (65), on déduit

4+¢,(4)q+¢.()q+¢-(5)q+ C . (8)

S ST PRIy Py

A4. Relation entre les nombres ¢, ¢ D’aprés cette derniére valeur, com- -
parée au développement ci-dessus (s2) :

p)=y¢n) —2y(n—2) +2y(n—8 +2y(n—18)—-.. . . . (8Y)

4%5. Développement de 5 Nous avons trouvé
PP -

B—=1+0(1)¢+0@) g +B) ¢+ ) - . « . . . (36)
;—/:1+4}('1)q2+4/(2)q‘+k[1(5)q°+~--. o e .. (68)

Par suite .
P

B A A o e A ey ... (86)
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A, Ay, . A, ... étant des nombres entiers, définis par la formule

A=)+ o= (1) o= Y@+ o) (0 —1)+ Y(u). . (87)

46. Calcul des coefficients A,. Le produit des séries (s2), (s6) doit se
réduire a I'unité ; donc
A, =2[A 4 —A_ +A_o—A, _+-], - . . . . . (88
formule plus commode que la précédente. Les premiéres valeurs de A, sont
Ag=1, A, =2, A;—=4, A;=8, A, =14, Ay=2%, Aj=140,
A, =6k, Ay =100, Ay— 1Bk, A,— 232, A= 354k, Ap— 504,

A= 728, Ay—1 040, Ay— 1472, A;y— 2 062, ....

A7. ldentité remarquable. En vertu de la relation (7),

pl— al
_'—aa'Xa'ﬁ
Mais
wl =1 —q—@ + ¢+ q —q® — ¥+ g%+ -, (51)
a,p___,l_'_q__qz__qs_q7__qn+q15+q22+.”, (79)
a’=4-—qg—q‘+q’°+q“—q“—q“°+q“+'~-~, (52)
%.—;4—2q2+‘.’q8—2q“+2q”—2q5°+--~; s (8
donc

(1-q~—q’+q"+q’—qﬂ—‘lw""122"‘"‘) +q—q— ¢¢ — q —q%+--) % (89) (*)
=(1—¢—q¢"'+¢°+¢"—¢"— ) (1 —2¢°4-2¢°—2¢"*+- 29— )

48. Développement de «'@'. Par les formules (5), (¢) :

o 1 ®
aa'p':—a=q s\/;‘/m; . e e e . . .. (90)
donc (21) |
a«’ﬁ’=%='l—q—q3+q“+q‘°——qf5—q"+--~ N . 1))

(*) On arrive au méme résultat si ’on emploie les formules (60), (61), ...
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49. Développement de o'36'. 11 est donné par la derniére formule, dans
laquelle on changerait ¢ en — ¢. Ainsi :

’

a’ﬁp'=%=4+q+q5+q°+q‘°+q’5+q‘“+-~ P O )

50. CoroLrArEs. I. Dans le produit des fonctions
== (U—¢)1—)(1—¢).., F=(0+@)(U+¢)(1+q)...,

le coefficient de " est (— 1)" ou zéro, swivant que n est ou n'est pas trian-
gulaire.

II. Dans le produit des fonctions
d=1-¢)1—¢)(1—¢)., F=0+90U+g)U+7)..,

le coefficient de q° est 1 ou zéro, selon que n est ou w'est pas triangulaire.
31. Relation entre les nombres ¢,. Comme

w=1—q—@¢+¢+q— -, pF=1+0,(1)¢+¢(2)¢+¢3) ¢+ -,

il s’ensuit que :
La fonction

)= —1)—pn—2) +pn—8) + o (n—T7)—-,

nulle si n west pas triangulaire, se réduit ¢ 4 1 quand n est triangulaire
pair, et & —1 dans le cas contraire.

32. Relations entre les nombres . 1° Si n= 2n/, les termes ¢, (2n'—1),

9, (20" —38), ¢ (20 —T), ... sont nuls. En méme temps, ¢, (2n') = ¢ (n'),
9, (20 —2) = o (' —1), ete. Rempla(;ant n' par n, on peut énoncer ainsi
la derniére propriété :

La fonction

p(n) —9pn—1)—@n—06)+¢(m—11) +¢(n —13) — ¢ (n —20) —

se réduit a1 ou & zéro, suivant que 2n est ou west pas triangulaire (*).

(*) Le terme général est (—1)'p(n—»b), b rcplesentant— Br=F1), (5!’ —lou; (5l2 + 1),
sclon que [ a la forme 40, &' — 1 ou &' + 1.
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9° A cause de
=1 ==+ ¢ =, =140 g+02)+9(3) ¢+,

on conclut, de I'égalité (92), cet autre théoréme :
La fonction

p(n)—en—2)—on—4)+on—10)+@(n — 14) — ...

se réduit & 1 ou & zéro, suivant que n est ou west pas triangulaire.
83. Relations entre les nombres ¢ et ¢. 1° On a (52), (c8), (92) :

@ I] @
B =30 a, =3 Y0 q" W=t g+ g g s

et, par conséquent :

p@2n)=¢ )+ (n—3)+¢(n—5)+ l{/(n—~'l4)+¢(1z—48)+¢(72555)+/,,,’ (93)
p@n+l)=¢@n)+Jn—1)+¢(n— 7)+q;(n-—10)+up(@—22)+q;(n_27)+..._ (94)

Par exemple :

¢ (72) =4 (56) + ¢ (35) + ¢ (31) + ¢ (22) + ¢ (18) + 4 1),
¢ (T1) = (35) + ¢ (54) + ¢ (28) + ¢ (25) + ¢ (13) + 4 (8);

36 552 =17 977 + 10 145 + 6 842 + 1 002 + 385 +- 3,
32 994 = 14 883 +- 12 510 + 3 718 +- 1 958 + 101 + 22;

ou (%)

ce qui est exact.
2° Si I'on fait usage de la formule

E: ¢ (n)g”

= — ’

A 7,/ n
| 2 e0)q
on trouve, avec la méme facilité,

ﬂ\'a

[M+o(1)g+e(2)¢ + Y=l () g+ @)+ ]+ g+ gt r-e); (95)
puis

$@) +¢(n—1)+$(n—3)+ ¢ (1—6)+ - =p(n) +p(1) p(n—1) +¢(2) ¢ (n—2) + - + ¢. (96)

(*) Voir Tables II et 11
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54. Développement de f;- Si I'on suppose

£

=14+Bg+Bg>+---Bg"+--, . . . . . . . (97

on conclut, des relations (1), (68),

B=o.(n) +a(n—2d()+q(n—4)¢(2) +--; - . . . . (99
et, par la formule (91) : |

B,—=B, +B,s—B.i— B+ By +By— . . . . (99)

Ainsi, les coefficients B, sont des nombres entiers. A cause de B, =1, la
derniére équation donne, successivement : ’

B,—1, B,—1, B,—2, B,—3, By—4, B;=5, B,=7, B;=10, B,=13, ...

35. Remarque. Si les nombres B, étaient connus, il serait facile d’en
déduire les nombres ¢,. En effet (54), (52).

B_lreMera@erel@ero 0
o 1 — qg_ q¢+ q’°+q“—- qu_ q30+ )2

donc, & cause de la formule (97) :
®: (n) = Bn_ Bﬂ—? —_ Bn—L -+ B,._lo -+ B,.-u— Crt. o e e e ('101)

36. Développement de—- D’aprés ce que nous avons fait observer plu-
sieurs fois, :
Ll —Bg+ B — B F . . . . . . . (109
o

87. Développement de- On a trouvé (8), (31) :

«=3 (= rame, =3 (—1reme;

[ -

donc
§=4,_Ciq+czq2—..._—_]:qu":F.“‘, [ S (405)
pourvu que : )
C,=q(m)+pm—1)0() +0,(n—20(2) +..-+0®). . . . (104
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58. Calcul des coefficients C,. Au lieu d’employer la derniére formule,
on peut faire attention que, d’aprés les relations (51), (79), on a

“_ ]_q_qe+qs+q7_q42_qw+q22+ (105)

@ ‘l+q—q“—q‘——q’—q“+q"+q”+-‘-’

et, en conséquence :
La fonction ‘
Cn - Cn—l - Cn—2 —+- Cn—5 -+ Cn—7 - Cn— 12

n—1

nulle si le nombre n west pas pentagonal, se réduit a (— 1)~ dans le cas
31
contraive, c'est-a-dire quand n = = (*),

On trouve, en appliquant ce the01eme :

=2, C,=2, C; =4, C,=6, C; =38,
Co—12, C—16, Co— 22, Cy— 350, Co=140, ...

39. Relation entre les nombres ¢, ¢,. La série (105) est le quotient de

e=1—oMNqg+a@¢—aB ¢+, . . . . . . (39
par
p=1+oMg+a@+a@B) ¢+ . . . . . . (3)
Conséquemment
e(n)=0C, —C @ (1) + C,s9; (2) — C,esps (3) + +-- ¢, (n), . . . (106)

C,,C,_,,C,_,...C, étant déterminés par la formule (104).
Si par exemple, n =4 :

ou (Table III)
1= 4+1+24+2]— [l + 1 +2]+0—[1 +1] +1;

ce qui est exact. Du reste la relation (106) est beaucoup trop compliquée
pour que I'on en puisse faire usage.

(*) On peut comparer ce théoréme & I'un de ceux que nous avons énoncés dans lc n° 18.

Tome XL. - 4
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60. Développements deé- 1e Les fonctions «, 8 ne différant que par le
changement de ¢ en — ¢, il en doit étre de méme pour les fractions ;—”; —g- '

Ainsi ' .
’ | C (07

c=14+Cqg+Cg+ - +Cq" + -,

/A

E___"+(/"‘(12_“]5"‘7'7“‘7‘2"‘qls“"]‘n*"',. ... . (108)
” 'l"1]_(]24‘([5"'(]7—(]m—'q15+(]2;’+"‘
E;_"+q7i('|)q+q’i(2)q‘i+@e(?)0_s*’"‘. L (h09)
« d—e()g+ ¢ —e(5) ¢+ -

20 A cause de la formule (72), et de la relation entre « et 3,

E=i+‘1”(')‘]*‘4’(2)’]2"“1"’(5)‘]0“‘"'. S L (10)
w A—¢()g+ )¢ —dE)g@+ -

61. Autre relation entre les coefficients C,. D’aprés les formules ( 405), (407),

C” _ CIC,,_| s .CQC"_Q — o= Cn =0.. . . . . . . (" 1 I)

Cette équation, qui peut servir a calculer C, quand n est pair, devient,
dans le cas contraire, une pure identité. Voici, je pense, la raison de ce fait :

Le produit des séries (105), (107) a la forme P*— Q%¢*, P et Q représentant
des fonctions paires de ¢. Pour rendre ce produit égal a 1, il n’est donc pas
nécessaire d’attribuer des valeurs déterminées aux coefficients C,, C;, C;, ...
Autrement dit, ces coefficients restent arbitraires ou indéterminés (*).

62. Remarques. 1. La comparaison des formules (109), (110) conduit 2
celte conséquence assez curieuse : la fraction (100) ne change pas de valeur,
si 'on y remplace les nombres ¢, par les nombres ¢.

(*) L’égalité dont il est question dans le texte, est

(14 Cog* + Cygt + )P =1+ ¢ (G, + Cq* + Cyg' + - )%
Posant
C, 4+ G2+ Gyt 4+ =0Q,
on a, par la formule du binéme, '

1 1 1.3
q C.q° C,.0f Lo=1 — 20 — —— %02 [} 5__...;
+ G + C,¢* + +2qQ 2.,ti +2.4.6qQ

relation d’ou l'on tire, successivement :

1 1 1 1 1
50— 50 Go= g0 — 7 GGy i ete. [4d)

1
Cz=§C1, C‘=2
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II. Si, pour abréger, on écrit ainsi les équations (10s), (109), (110) :

ﬁ_B BI BII
’/-——A_A/_A”
on a
AB'—A’B, AB'—A"B.
Or,
A=, B =2§;
donc
AB =oad/B=1—2¢" +2¢*  —2¢®+ ---, . . . . . . (82
ou

[1+0(1) g+ ¢+ (3) ¢+ ] (1= g— '+ '+ g — ) =1 —2¢"+2¢°—2¢" -, (112)

relation déja trouvée (41).
III. De méme,
A—ar, B —— s . . . . . ... . (63
donec AB'"=1, ou

[LrgMg+ry@e+ - Jl—g—g+grg—-]=1, . . (U3

comme ci-dessus (22).
IV. SiTon suppose 3=F (¢), on a P —¥(—q), puis

F()F(—q)=1. . . . . . . . . . . (i14)
Ainsi,
’ AII
Flg=5 Flo=3 Flo—=75

sont troas solutions de cette équation. La solution générale est donnée par la

formule
P+ Qq
P—Qq

F(q)=

dans laquelle P, Q désignent, comme précédemment (61), des fonctions
paires de q.
V. Si I'on prenait
F((I)=P.+Q4q, F(_‘I)=P1_Ql’[,
la fonction paire P, serait déterminée par la formule

Py=V1+ Qi
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mais cette solution est comprise dans la premiére. En effet, I'identification
des deux valeurs de F (¢) conduit a

J
2

P
Py = +Q(] Ql=‘2_—-Q2 >
qu- P — Q'

ete. (*).

63. Développement de;‘ Des formules (54), (40) :

- 1 -
p=3 et Z=3 = 0ame,
on conclut : '
—5,-:1 +Dg+DyP+ - +Dyg" -, . . . .. (1Y)
pourvu que I'on suppose
D= () —@ ()i (n—2) + ¢ (2) s (n—4) — @:(B) s (n—6) + - . . (116)

A Autr . B, B _
64. Autres expressions de 5+ 1° 5="22; done (79), (s4) :

15

N R/l M/l e S (V1
(5' | — q&_ (]8 4+ q20+ qas_ qw__ qr,o 4 ..

2¢ Les égalités (15), (13), divisées membre & membre, donnent

U+ @)+ )+ ¢ 1—2¢" + 24" — 2¢* + -
M+ A+ +qgY . 1—@— ¢+ g%+ —

>

—

d’out, par le changement de ¢* en ¢ :

i —2¢+ 2¢® — "q‘s + -

(118)
4—‘1“‘1 + ¢+ q°

D]@

(*) Par cxemple, on satisfait & I'équation (114) an moyen de
F(o)=V1+¢ +¢%
mais celte égalité peut étre inise sous la forme

1+V1+q 4+ g%

F(g) =
9= 1+V——-—q
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3° Nous avons trouvé

;—'=1—2q2+278—2(1’8+2q52—"',' Cee e (82)
E__treMgrea@cC+eBe+— (o

o ,'_(]2_(]4_‘_(]10_'_(]1@_(]24_(150_._”.
Conséquemment,

1 — 2¢°+ 2¢9°—2¢"5+2¢**— \
3E'= 11— qq+ q({"+ qq P [M+o)g+e@q+--]. (119)

ko Silon aégard & la relation (112), on peut éliminer le second facteur.
De la résulte, au lieu de la derniére expression,

[ —2¢*— 2¢* + 2¢® + 2¢%— -- -] .20
[l _(Iﬂ_qa_._ (]10+ qla_ ] [l_q_q2+ q!i+ (17__ _I
4
5° Enfin, des formules (54), (56), (40), (75), on déduit encore :

P
5

B_1+o)g+92) +aB) ¢+

o tretre@ag'+oG) + (. e

_ =) ¢+ 9(2) (1‘—@.(5)(1 + o
l—e()g+oe@)7—90() ¢

63. Identités remarquables. 1° Si I'on égale les valeurs (117), (118), on
trouve, en changeant g en —¢q :

1l—g—@*+ ¢+ — Y+ q+ ¢+ ¢f + - ‘
I —4¢+7+4q @ +4+1q CoL (122)
=(1—2¢°+2¢°— 20"+ ) (| — *— @+ ®+ ¢®— ).

2° De méme,

(=g e =) (= =g =) |
(1 —20°+ 24°—2¢"+ ) (I — g — ¢+ ¢* + ¢"— ).

I

3o Il résulte, de ces deux égalités,

g+ ) —g— ¢+ g ) 2 (124
= — P O ) (L= — P O B — ). /
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66. Remarques. 1. La valeur ‘commune des deux membres, dans la
premiére identité, est o' X %'= o,

II. D’aprés les formules (51), (52), la valeur commune des deux pro-
(luits suivants est az'*

III. Enfin, dans la derniére identité, la valeur commune des deux mem-
bres est (20), (21), (7) :z—;=a’2ﬁ’.

67. Relations entre les coefficients D,. Elles résultent de la comparaison
des formules (115), (117), (118) :

1° La fonction

D,—D,  —D, 5+ D, o+ Dy_sg — -

n—I

nulle s n west pas pentagonal, se réduit, dans le cas contraire, i (— 1)'™';

2¢ La fonction
Dn - Dn—l - Dn—s -+ Dn—G -+ Dn—lO -

nulle sinwest pas le double d'wn carré, égale 2 (— 1)7 dans le cas contraire.
On trouve, en appliquant I'un ou l'autre théoréme :

D=1, Dy=—1, D;=0, D,—1, Dy=0, Dy=—1, D;= —1, Dy=2, Dy=1, Dy=—2, ..

68. Développement deg'g,- Si I'on fait

%—:l——El([+Eg(]2-—~"‘j:E"qn:F'”’ .b.. ... . (12B)
les formules (36), (73) :
) 1 5
F=trog@+o@ g+ =l—¢)ire@r—eBq~+

donnent
Ei=gom+e(l)on—2)+02pn—4 +9(B)e(r—06)+--- . . (126)

69. Relations entre les nombres E,. 1l suffit de les énoncer :

1° La fonction
En - En—l_ En—‘)+ En—5+ Eu T En—l'z_ ce

égale (— 1) ou zéro, selon que n est ou West pas quadruple d'wn nombre
pentagonal ;
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2¢ La fonction
En - QEn—‘I -+ QEU—S - 2En—ls + -
égale 1 ou zéro, suivant que n est ou w'est pas triangulaire (*).
Les premiéres valeurs sont: :

Ei=1, By=2, B;=3, Ei=4, =6, E,=9, B;=12, E;,= 16, £, =22, Bo=29, ..

70. Valems de l/— I/k V1+ k', ete. 10D’ aprés les formules( )et(s),
la fractlon est égale a l/_ Conséquemment (35), (27) :

5__’1'—(]—(]2+(]5+¢]1—(]'2—(1w+“'

ﬁ_4+q—qﬁ—¢"-—q’—q""+q'”+-~

=1+ —a() ¢
L+ ,(1) g+ :(2) 9" + 9:(5) ,

='l*da(')q+¢(2)q—v(’)'l+“' S a2
1+d(N)qg+y@2) ¢+ G+

1 —2¢% + 2¢° — 2¢"° + 2¢% — - --

_—

VE =

q+..

_4+2q+2q‘+ 2¢° + 29" +

_’l—q—q5+q°+f]'°—f1”——--~. i
—'l+q+q5+q°+q'°+q”+~-~ /

9¢ On trouve, avec la méme facilité, au moyen des formules (o), (v), (56),
(54), (117), (118), (121) :
33l o) ¢+ e@¢ +eB)g+

1 1p/ .
. \"/'IE___QZ §_=22
Te="1 1+¢,(4)q+¢,(»)qz+cp,(3>qs+...

11] q_q+q +q q°°+...
BT Y = _q B N R T

— é%'—@(l)q+<P(‘2)q°‘—q>(5)q“+--~

1—o(M)@+0(2) ¢ —@(5) ¢+
2“1—-f1—q Rl Ml Al A
1 1—2¢* + 2¢° — 2¢"® + 2¢% — ---

3¢ La comparaison des formules (26) et (50) donne ces valeurs simples :

\/4—;_lc—’='l+2qf’+‘2qs+i)(/“3+--o, . (129)
2 1 +29 + 2¢* + 2¢° + ---
T—% 1 0 g

\/‘ F gl dra?eqv 0 44] (150)
2 1+ 2¢ 4+ 2¢  +2¢°+ - -+

*) De la résulte que E, est smpair dans le premier cas, pair dans le second.
n C 2
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ko Des égalités (19), (22), on tire, semblablement,

\/ k_gal v @+t ) g5
1+ Kk 1 +2¢°+2¢°%+ 2¢"%+ -+

5° Ce n’est pas tout : en partant de la valeur de }/% (26), et en faisant usage
d’une identité connue, que nous indiquerons tout a I’heure, on arrive & ces
deux autres formules :

Py Pl g+ P+ ¢+ g 4
‘/k_=-2qa/ q q‘ q9 "qw
1+ 29 + 2¢* +2¢° + 2¢"° + ... . (152)

gl

I+q+q’+q“+~--‘

6° Enfin, celles-ci équivalent &

14+q+¢ +¢° +..

g

P P 6 12

Pt g [4d.] (153)
1 +2¢+ 2¢*+ 2¢°+ - ..

Tl g P+

- : k
71. Autre expression de \/m Des formules connues

[

® i ® —/c_'H(E)

cos ama_\/l—;—k—, »cosamo=\/ - ——
o3

on conclut, & cause des valeurs de H (g), C] (i;) ([):

b _ gl o @=qe gt — e paa (15
1+ L 1— Qq‘ “+ 2(]’6— 2(]5‘5 4 e

72. Identités remarquables. 1° Rappelons d’abord celles que nous avons
citées ou démontrées précédemment :

3 4 4
\/0_[1 4+ 2¢ + 2¢* + 2¢°+ 2¢" + ... ] = \//i [+ 2¢" + 2¢" + 29" + 2¢" + -], (28)
(24 @
(1420 + 208+ 2¢° + ) — (1 —2¢+ 2¢* —2¢° + - )*=106q (| + ¢* + ¢" + ¢" + )%, (29)
(1+2¢+ 2"+ 20"+ )+ (1 —2¢ + 2¢* — 29"+ - '= 2 (1 +2¢*+2¢°+2¢"+ .-, (30)
(14+29+ 26+ 2¢°+ .2 — (1 — 20 + 2¢* — 2¢° + - )= 8¢ (1 + ¢* + ¢+ ¢* + )%, (31)
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(4—q—q+q+q— Vl+q——¢— ¢ —
=1 —¢—¢"+ "+ ¢"— ) (1 —2¢°+2¢°—2¢" +2¢"—
A—g—¢+ ¢+ q—- )(l+q+q+q+q
=01 —2¢"+ 2¢°—2¢" + -..) (I —¢*—*+¢*+¢®
A==+ ¢+ q =) —¢— ¢+ "+ ¢ —
=1—2¢0"+2¢* — 29" + .. )(I—q—q + ¢+ gV —
(L g+g e ' g ) (L —q— ¢+ ¢* +q"
=0 ==+ ¢"+ ¢ ) (I —¢'—q +q7°+11
(l—q—¢+¢+q¢— )1+ °‘(1+°’51‘+‘2(1°+9¢°+
=0+ == —q — ) (1 =20+ 2¢°—2¢"+2¢"—
(1 +q+ @+ "+ g+ ) (1 —2¢°+ 20" 2" +2¢"—-..
= —q—@+ ¢+ ¢°— ) (1 +2¢ + 244+ 2¢° +2¢'—-

2° Le changement de ¢ en — ¢ donne

M+qg—g—q' —¢—
=(1—2¢° + 2¢° — 2¢"° +
A+q9—¢—9¢—q—-
= —2¢"+ 2¢" —"q‘“+
M+9g—¢—q¢—
=(l—g—¢+¢+q-
M—qg—¢+¢ +4"
=1 +q+ ¢+ ¢ +¢°+.

=)
-)
)
)
)
=)
)
=)

l—q—¢+q +q"
1 — ¢ —

(

(

(=@ —q¢" +q°+q"*—
(M+qg+¢+q+q°+ ..
(
(
(
(

1—2¢ + 2¢'— 29"+ 29—
l__c)q —+- C)q

1 —2¢*+ 2¢°

]..‘)q.; ‘J(I.__Qqq_’)q —.

7t gt gt —

— 298 4+2¢%—..

c)qls_'_Qqsz_

29
ST
§. (122)
; (123)
; . [4d](127)
| ; [dd] (127"

%. (135)
2. (136)
;% . [4d] (137)
) % . [4d] (138)

3¢ Ces relations, combinées deux a deux, conduisent a celles-ci :

A—qg—¢+ ¢+ g —F=(
U+ g—¢=¢—q—-)=0
(1— qa__ q&_'» q|o+ qu_

=(—q—¢+ "+ ¢"+
= (1— 2¢°+ 2¢°

B_qus_'_‘c_)q.'ﬂ_._“)z:
M—g—¢++q—
=1 —q*—¢* + g0 g

(1—2¢*+2¢

(") LEGENDRE, t. III, p. 112.
Tone XL.

_ qz__q4 + q.m + qm_
__qa__‘qc_kqln_'_ (]‘
=+ g+ ¢+ ¢+ g+

— Qq‘ls_'.. .
(1—2q+ 2¢*—2¢°+ -
)+ g—¢—¢—q —
o

| — 0(14_‘)(]

)
=) (
) (1=
=)

. gqﬂ - C)qs__ ths

‘Dq9+ Oq“‘__

~ob

), (139)

14 2¢ + 20"+ 2¢°+2¢"+ - ), (140)
(=0 +q'+q—q"— )

1+ —¢—¢'— ¢ —q"— )

V=" =+ ¢+ ¢"— ),

) (1 +2g+ 2¢*+ 2¢° + .

;UM)

)- (142) (")
[4d.] (145)
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4° On sait que

M+qg+gar ¢+ V=00 +F+¢+q¢"+-) (1 +2¢9+2¢+2¢°+ --), ('144) )
M—qg—@F+¢+ - P=01+@+¢+¢%+ ) (1 —2¢ + 2¢*+ 2¢°+ --); (143) (")

donc, 4 cause de la relation précédente,
(1+q+ ¢+ ) A—q - @+ g+ )= + @+ ¢*+ ¢+ ) (1 —2¢°+2¢°—2¢" + ---); (140)
puis, en vertu de I'égalité (124) :

N+ g+ ¢+ "+ ) (I —2¢° + 200 — 29" + -) } (147)
=(’l _ qz__qé + qm - qu___ )(l __qa__qs_'_ ([«zo+ qzs__ )

5° Le changement de ¢* en £ ¢ donne ensuite :
AM+qg+¢@+¢+q¢°+- )1 — 2+ 9q‘—2q"+ .
=1—qg—¢+¢+q— )1 —¢—q¢"+¢"+q"~

)
=)
A—q—F+ ¢ +q"— ) (1 + 2 + 2¢* + 29" + - )2 . (149)
=l +9—¢—¢—7¢ ) (1 =g+ g"+g"— ),

| % . (148) ()

6° Des égalités (144), (145), on tire, par soustraction,

(,|+qo " (]'0+(1‘28+ (]56+"') (q+q5+q‘5+q2‘+q“"+~-') L us0)
____(,] "'(]2 . qc 4 (];24—4]20-'-"') ((]+q9+q25+‘]‘9+(18|+"‘)5

ou, en désignant par 7, ¢/, des nombres impairs :

Eo @EEF % EO g — 20 ¢iFN X 20 TP ( §: 1))

() Leeenore, t. III, p. 111. La formule (144) donne les valeurs de Vi rapportées ci-des-
sus (132).
(**) La relation (148) équivaut &
20k

ool oo =o' B3 >

ol == V/ka :

et celle-ci est une conséquence des formules (3), (4).

ou a
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T L'identité (144) peut étre écrite ainsi :

[ ? PR R
(q”+q"+q" +q° + ) =(q‘+q‘+q‘+q‘+ --~)(1 +2¢ + 2¢° +- 2¢° + )5
ou, par le changement de ¢ en ¢° :
(4@ + g%+ g Y =("+ ¢+ ¢+ ¢®+ ) (1 +2¢° + 2¢™ + 2¢™ + ---). (152)

8° Faisant la multiplication par 1, réduisant, puis supprimant le facteur 2,
on trouve :
(q2+qis+qso+qss+ ) (¢]8+ q “+- q 2 q129+ . .)=2qi2+i'i L (455)

Dans cette nouvelle relation (*), 7, ¢/ sont des nombres impairs, mégauz.
9o Si I'on ajoute membre & membre les égalités (144), (445), aprés avoir
élevé au carré, on trouve, eu égard a la relation (50) :

+q+¢+¢+¢"+ - )fr(l—g—@+¢ +¢"+ ) ) (154)
=2(1 + ¢+ ¢ + ¢+ " + (1 + 2¢° +2¢° + 2¢° + - %

10° Les mémes relations (144), (145), combinées avec (29), donnent
Ut g @b g P = (— g — g g - P =16g (1 -+ g+ g+ g™+ )5 (158)
ou, ce qui est équivalent,
@+ + "+ "+ P — (=" — g%+ ¢ + - f =16 (g + ¢" + ¢"+ ¢ + - ). (156)
11° On a aussi, d’aprés les formules (144), (145) :

U+ g+ @+ g+ g+ )= (=g =@+ ¢+ ¢"—
=+ ¢+ +q"+ -y [(1 +2¢ +2¢* + - p— (1 —2¢ + 2¢* — )

c'est-a-dire (51) :
gt @rg’ s ) — (=g =g+ g =8 (1@ P g (10 gt g (15T)

(*) Elle ne différe pas de I'identité (31).
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relation que I'on peut conclure encore des égalités (154), (158). La valeur com-

mune des deux membres est ¢ * Ic (1—*).
12° En vertu des deux exple_ssmns de '}/ m(m), (134), on a

(4 q* g0+ g2+ ) (1 —2¢% + 29— 2% + ---) ; . . [4d)] (158)
=1 —¢*—¢*+ ¢+ ) (1 +2¢* + 2¢° + 2¢"° + ---).

73. Remarque. Daprés les identités (127°°), (149), les produits

(A +q+ ¢+ ¢+ q°+-) (1 —29°+2¢° — 29" +2¢*—...),
(1—q—q5+q‘5+q‘°—---)<(4+2q+2¢j‘+ 2¢° +2¢"5+ -+-),
(1 g—g— =g =) (1= ¢ = ¢+ ¢° + g =)

1 1 1
sont égaux : leur valeur commune est o == 2¢"* (kk' ). [Ad.]
74. Formes diverses de g£'. 1° Nous avons trouvé (66) s (72):

S0 3 bing
Be'=Q o(nq Pff=gs——"
0 2, boog

20 D’aprés les formules (3), (6),

5
s 7
ﬁ@ —9 oklzlcl q, — \/ vk
2k Vq

Vk (1 ¢+ ¢+ g ) (L + 29 + 200+ 2¢° 4+ 1)
2\ g (1 —2¢ +2¢" —2¢" + --) ’

Mais (26)

ou, a cause de la relation (144),

V'k __‘:l+q+(/5+q°-|-...2 , (159)
Qk’\ya-— 'l——‘.»‘q+“2q‘+2'q°+...]" R

Ainsi : ’ ‘ .
, l+qg+¢+¢ + -7
pf,:[ ].......(160)
1 —2¢+2¢*—2¢°+ ...
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3o D'aprés la Remarque ci-dessus (713), on a aussi

e [1—4—F+ ¢+ — Ad.] (161) (°
e e - [Ad] (t61) ()

4o La relation (7) peut étre écrite ainsi :

’

Done, par les formules (s0), (52) :

Nttt 6
l—g =+ g+ g —

B’

5o A cause de lidentité (159), on peut remplacer cette formule par
celle-ci :

| — g — > 5 T ... :
7 g ' ik Mk | Y C [}
1—2q + 2¢*—2¢° + -+

6° Si I'on divise le cube de 38’ (160) par le produit des deux derniéres
valeurs, on trouve

A g (164)

A== g g gt —
753. Autres identités. La ‘com‘paraison des valeurs (160), (464)‘ donne
(== + ¢+ g"—P=+q+ ¢+ ¢+ (1 —2q9 +2¢" —2¢" + ---); (165)
et; par le changement de ¢ en — ¢ :
=@ —¢+q°+¢"— - P=0 —g— ¢+ ¢+ ) (1 + 29+ 29" + 2¢" + ). (166)

76. Valeurs de (88 ). Elles résultent des formules (162), (163), (164),
combinées deux & deux ; savoir :

)2__'1—-(]2—(]‘+¢]’°+q“_"'_4+q+q5+q6+qw+.“- .. (167)

(28 —'I—Qq.-i— ‘2q“—9q9+---—’l—-q—q2+q"+q7—---

(*) Cette valeur résultc encore de 'identité (127%¢). [4d.]
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77. Développement de (88')*. Si I'on suppose
BBy =1+6Gqg+Gg*+ - +Gyg"+--,. . . . . . (168)

les nombres entiers G, sont déterminés par les propriétés sulvantes, ana-
logues & plusieurs des théorémes ci-dessus :

1° La fonction
Gn - QGﬂ—l -+ 2G1l—2 - G")Gﬂ——B -+ 2C’n—ls -

se réduit & (— 1) ou & zéro, suivant que n est ou West pas le double d'un
nomnbre pentagonal (*);
20 La fonction
Gn - Gn—l - Gn—2 -+ Gn—s -+ Gu—7 -

égale 1 ou zéro, suivant que n est ou n'est pas triangulaire.
78. Relation entre les nombres G, , 9. Dans le premier membre de I'éga-
lité (168), le coefficient de ¢" est

G=9m)+o(r—1N)o()+o(r—2e@)+ p()o(r—1)+¢(r). . (169)
79. Valeurs de (88')°. 1° Par la formule (160),

1+qg+ ¢ +q¢ + ¢° + - 170
4% J— e e e e e e
(pp)_l—2q+2q‘—2q°+2q’°——--- 70

2° De méme, & cause de la formule (161) :

1=g—g+q+rq—- Ad] (171
3 — R T .
) =gy ap— a7 [4d.) (171)
3o (BB ) = (m')s - Mais

a®=1—3¢*+5¢°—Tq® +9¢® — -5 . . . . . . . (24)

et, par le changement de ¢* en ¢ :

(0P =1—5¢+8¢°—T7¢°+9¢"° —---5 . . . . . . (172
donc

1 —5¢*+ 8g° — T¢® + --. 173)
ns e e e e e
(pp)—1—5q+5q5-—7q“+--- (

(*) Conséquemment, G, est ¢mpair dans le premier cas, pair dans le second.
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80. Nouvelle identité. La comparaison des formules (170), (173) prouve

que .
(1+q+q3+q6+qlo+...) («1__5q +5q5_7q6+...) % ) (174)(.)
=(1—29 + 2¢* — 2¢° + ---) (1 —3¢" + B¢° —T¢"+ - --).

81. Deéveloppement de (88')°. Si

Ey=1+Hg+Hg+ - +Hg -+,

les nombres entiers H, sont, évidemment , définis par chacune des propriétés
suivantes :

1° La fonction

H, —2H, +2H, , —2H, , + -

égale 1 ou zéro, suivant que n est ou west pas triangulaire;

2° La fonction

H,— 3H, , +5H, s — TH, ¢ + 94, o — -,

nulle si n west pas le double d'un nombre triangulaire, se réduit a
(20 + 1) (— 1) dans le cas contraire, c’est-a-dire quand n = I (I 4 1).

82. Relation entre les nombres ¢, H,. 11 est visible que

H=Y¢@e®)e(), - - . - . . . . . (175

le signe Y s’étendant & toutes les solutions entiéres, positives ou nulles, de
I'équation
TH+Y+2=N . . .« « « - .« . . . (176)
83. Remarques. 1. A cause de o33’ = 1, les propriétés démontrées dans
les numéros (74) et suivants, comprennent celles qui se rapportent alix déve-
loppements de %>%>l—s, a,a’,a°. Par exemple :

'l—q_q?“' q!;‘_*_ q7_“' ,I._Qq_}_c_)qu_aqo_‘_ l_qi___ qb_._qm_'_ql@_“. (177)
o = = = > (1
1—qt—q*+ g0+ g*— - ,l_q_q‘z_'_qs_'_qv_m 1+¢q +qz+qc+q40+
e N2 2 20— g g (78
1— ¢ — ¢* + ¢ + ¢ — .- L q+g+q°+q°+ -
a5=4_2’]4—2‘14_2‘]94—2‘]”—“;: L — 59 +5q5_7q6+>"'. e .. .19
1+q¢g+ ¢ 4+ ¢+ ¢°+... 1 —35¢°+ 5¢°— 7¢"%+ ...

/
() La valeur commune des deux produits est :T (xo)? = a%a®.
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1. Si I'on change ¢ en —q, /5 se transforme en (8); donc, par les
formules (160), (161), ... :

1

ap’—_— |_=|:,] _q__qa‘_._qs_'_qlo_m]'i=1_q2_qc+q10+qu_’q‘u_m
B 1429 + 9¢* + 2¢" + - lvqg—¢—¢—q¢—q¢"+ - A(180)
_ 14—+ = Mg —g g —g "
1 —¢—q¢"+ ¢+ g — . 14+ 29 + 2¢* + 2¢° + -
(ap/)2=iq= 4—q—q‘+:1‘°+q:—~~ _1 —q—qz + '+ g0 — - ,
B oA+2q+ 2+ 20+ e g—¢—¢—¢q —-  (18))
=1 =G+ G — - £ G F e,
(ap,)s=l= l—q—@+¢+q"—- 11— ?:q“r 5’ — 7¢"+ -
g 1+ 2¢ + 2¢* + 2¢° + - 1+ 39 — 5¢ — 7¢° + - (182)
=1—Hg+He— - E£Hg 5

etc. :
84. Formes diverses de «'®>. 1° Reprenons les égalités

w'B=1—2¢"+2¢*—2¢"® +---, . . . .. . . . (82
dBf=1+qg+@F+¢"+-y ..o (92)
w'f =1 —q—¢+q¢+q+- . (W)

Comme («34')* = 1, le produit des premiers membres est «'°; ainsi
B=(1—2¢"+2°— 20"+ )l +q+F+ ¢+ )l —g— F+q°+ ). (185)
20 A cause de I'identité (146), cette formule équivaut &
W= —2¢" +2¢"— 29"+ (1 + @+ ¢+ g% )5 . . (184
ou encore, a
o= (1= 20"+ 20° — 2¢" + ) (1 — "— ¢* -+ ¢+ ¢"— ) (1— ¢*— P+¢"+ "+ --); (18B)

en vertu de la relation (147).
3° On a trouvé

(1—2¢*+ 2¢°— 2¢"+ 29 — -+ ) = (1 + 2¢ + 2¢°+ 2¢°+ ---) (1— 2q + 2¢*—2¢°+ ---) ; (142)

donc la formule (184) devient

a*=(1+ 2¢ + 29"+ 2¢°+ ) (1—2q + 2¢*— 2¢°+ - --) (1 + ¢*+ ¢°* + ¢ + ). (186)
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4° Par les formules (12) et (20) :
a';=(4 “+ q.4'- C++ Pl —2¢ +2¢"—2¢°+ ). . . . (187)
3¢ De méme, par les égalités (14) et (a1) : |
at = (1 --q—q5+‘ )+ 2+ 2¢°+2¢°+ ). . . . (188)
6° On tire, des formules (15), (15) :
(1 —2¢"+2¢°—2¢"+ ) (1 = " —¢"+ "+ " — ) =" (1+ (f)'('l + ) (1+¢7)
ou plutot

Mais -

B =1—=2¢" +2¢"— 2+ ) (| —*— ¢+ %+ ¢® —-). . . (18Y)

%:1—2(124—Qqs——ﬂq's+2(ﬁ‘2—~--; N € )]
done

25 = (1— 2¢*+ 2¢"° — 2¢%+ ) (1 — 2¢° + 2¢° — 24+ -+) (l-; P— "+ ¢+ *—-). (190)

7° Nous avons trouvé

aa'='l“"(1—(12+([5+(17—(]”——~", . (51)
pol =1+ q— @ — @ — %+, (TT)
;z'ﬁ"——_l-—(1"—(184—(120—{—(["’8——-([48——“;; . (54)

donc
===+ ) A== =) (L =" = P+ "+ g% ). (191) ()
8° Comme (75) |

=1+ =¢—¢—¢—¢"+ ) (1 = —¢"'+¢" +¢"—),
et que
%=1—q—q3+q°+q'"—..., @)
il S’ensuit
=g = —¢ =" ) (1 =g —¢" v " ) (I —q =@+ g ) . (192)
=(1—q—¢+¢+¢ —q¢"—) (1 = — ¢+ ¢"+ ) A + g+ ¢+ ¢+ ). [4d] (193)

(') Cette égalité (191) ne différe pas de la relation (64). [4d.]
Toue XL. 6
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9 D’ailleurs .

10° Enfin

W= — 3+ B — T+ 9 — - . L (24)
B (P e g L (38)

85. Remarque. 1l résulte, des douze expressions précédentes de /%, que la
série (24) est décomposable :

1° De sept maniéres différentes, en trois facteurs inégaux ;

2° De trois maniéres différentes, en deux facteurs égaux et en un facteur
différent des deux premiers ;

3° En trois facteurs égaux.

Ce résultat parait assez curieux, surtout si on le rapproche de ce qui a
lieu pour les polynomes (*).

86. Formes diverses de (ad')’. Elles résultent des formules précédentes,
dans lesquelles ¢* est remplacé par ¢ ; savoir :

(aa’)=(1—2¢ + 20" = 2"+ - F (L + g+ ¢+ ¢ + )
- ('l . q_q2+q5+ q7_ ) U—‘Q(]"‘ 2q4_2q9+ ) (1_,12,__ (1""’1“_)"‘(1“-— )
= (1—20*+ 2¢* —2¢"%+ ) (1= 24+ 2¢* — 2¢°+ ) (1—  — P+ (P +q— ) } (194)
=1—3¢+ 5" —T7¢" + 9¢"°— -
=(1—=g—¢+¢"+q— )

87. Formes diverses de (Ba'). Le changement de ¢ en — ¢ donne
B P=(1+29+2¢"+ 20"+ -V (1 —q— @+ ¢+ )

=1+ q—¢— " —q"+ ) (1+ 20 +2¢"+ 20"+ ) (1 —¢— ¢* + ¢+ ¢H—-)

= (1 —2¢"+ 2¢* — 2¢"5+ --) (1 + 29 +2¢*+ 2¢°+ ) (1 + ¢ + ¢+ ¢®+ ¢+ ) | (195)

I

14+5¢—5¢°— 7¢°+ 9¢""+ ..

=(1+q ___,12_ qs_ (17_ )

88. Developpement de «'*. 1° Pour essayer de le former, rappelons-nous
qu'un terme quelconque de o' a la forme (— 1) ¢™*7' (50).

(*) Il est bien vrai qu'd une série dividende et & une série diviseur données, correspond tou-
jours une série quotient. Mais, quand les deux premiéres séries, méme supposées trés-simples,
sont prises arbitrairement, la troisiéme, si tant est qu’on en puisse assigner le terme général, .
est, presque toujours, fort compliquée. Ici, au contraire, chacun des facteurs est aussi simple
que le produit. :
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D’aprés cela, si I'on suppose

=1+ L+ Lt + .+ Lg"+ -, . . . . . . (196)

=Bl )+ B=xl), . . . . . . . . . . (197)
on a
L= (=1, . . . . . . ... (198)

le signe ¥ s'étendant & toutes les sclutions, en nombres entz'eré, de I'équa-
tion (197)

On peut I'écrire ainsi

Un + 2= (6L F AP+ (6 £ 17: . . . . . . . (199)

il s'agira, dans chaque cas particulier, de décomposer 24n 4 2 en deux
carrés (*). Cela posé, suivant que [ et /' sont de méme parité ou de parités
contraires, (— 1)™ = =-1. Donc enfin

Le coefficient L, est égal @ Uexcés « du nombre des solutions de l'équa-
tion (199), dans lesquelles 1 et 1' sont de méme parité, sur le nombre des
solutions dans lesquelles ces inconnues sont de parités contraires.

89. Application. Soit 2n =80, 12n +1—=481=13.37. Les mé-
thodes connues (**) donnent :

481 = 16* + 15°= 20"+ 9°,
2.481 = 962 =317 + 12 = 29°+ 11?;
puis
l=38,1=0; l=0,I'=3; l=35,1=2; |=2,1=35.
Dans chacune de ces quatre solutions, / et /' sont de parités différentes ;
donc L,,= — 4 : le terme cherché est —- 4¢™.
En effet, si 'on multiplie par elle-méme la série

T == " = = ==, (B2
on trouve, comme seuls produits partiels contenant ¢* :
IX—¢%, ¢"X—q¢°, —¢" X q¢°, —¢* X1
(*) I est facile de voir que sj a® + 0* =24 n + 2, les nombres entiers «, b ont nécessaire-
ment la forme 6u == 1.

(**) Voir, par exemple, un remarquable travail de M. GenoccHi (Nouvelles Annales de Mathé-
matiques, to XIII).
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90. Relation entre les coefficients L,. Des formules

a;=|—q2——(]"+(1’°+ e S (133

=1 =3¢+ B¢ —Tq "+ 9¢¥— -, . . . . ... (24)

jointes au développement de o'* (196), on conclut le théoréme suivant :

La fonction
. Ln - Ln -1 Ln—2 -+ Ln—b’ -+ Ln—7 Tty

nulle si n west pas triangulaire, égale (21— 1)(— 1)" dans le cas con-
traive, c'est-a-dire quand n = ;2 (2 1) (*).
91. Relation entre les coefficients L, et les nombres ¢. A cause de
1

ol = o3 % .y

1+ L +Lyg*+ - + L+ o = [/I—5q’+ Bq*—T7q"+ ] [I + ¢(1)Aq2+ $(2) ¢*+ ], (200)

et, 'par conséquent,
=) —3ym—1)+5y(n—3) —T¢m—06)+ -« . . . . (201)
Au moyen de cette formule et de la Table III, on trouve
| Li=—2, Li=—1, L;=2, L;=1, L=2, Li=—2, ,=0,
Li=—2, Ly=—2, Ly=1,...
92. Autres expressions de «/*. 1° De

vl =1 —q— @+ — 0 L (BY)

f-=«|+q+q5+q6+q‘°+---,. N 1))
o

on déduit
=1 —qg—@F+ ¢+ =N+ g+ ) L (202

20 Senriblablement, si 'on part des formules

=1 —¢— @+ O+ = — ", o (B4)

2P P2 2P e, . .. (82)

G

() On a ainsi une relation entre les nombres de solutions de 1'équation (199), relatifs aux
valeurs successives de n;ce qui est assez remarquable.
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on trouve
ot (L= = o 0 g g ) (1= 27 2¢°— 9] . (203) ()

93. Autres théorémes sur les coefficients L,. 1° Dans le second membre
de P'égalité (202), un produit partiel quelcenque a la forme

o OSPEX 2O
(._,])Aq 2z (1 2

done
n= 322+ 20 +1),

ou
B b= F AP +3@D ) . (204)

Par suite :
Le coefficient L, égale lexcés du nombre des valeurs paires sur le nombre

des valeurs impaires de 4, satisfaisant @ U'équation (204).
2¢ La formule (205) donne, avec la méme facilité, le théoréme suivant :
Le coefficient L, égale deux fois Uexcés ¢ du nombre des solutions de

léquation
120+ 1 =061 +32y? . . . . . . . . (208)

dans lesquelles x et'y sont de méme parité, sur le nombre des solutions dans
lesquelles ces inconnues sont de parités contraires (**).

94. Remarques. 1. Ainsi qu'on a déja pu P'observer ci-dessus (91), les
valeurs de L, croissent trés-lentement. Cette conclusion résulte surtout du
développement de «'*, prolongé, par exemple, jusqu'au terme ¢**°. On
trouve :

wP=1— 2" — ¢ + Qq“ + ¢+ 29— 29" —2¢"—2¢" + ¢ + 2¢% + 3¢*— 2¢% + 2¢*
— 2% — 24— 204 — ¢*® 4+ 207+ 2% — 2% + 29 + ¢ + 2¢™ + 2¢°°—2¢%®— 2¢™
+ 2¢7— 209" — 4™ + ¥ — 2¢” + 2" +2¢""+-2¢' %+ ' — 2% +-2¢"+2¢"2—2¢"*
— 2" — 2 +-2¢"P— 4P —2¢"P— ¢ 4+ 2¢"? - 20— 2"+ 2¢ -4 B+ ¢ 24"

__2q463+2(1470_2(147-2+2q17s_2q431_2q430_2q133_2q492+Qqaoo+ - (206)

(*) Ces deux expressions de «' s’accordent avec I'identité (122).
(**) Cet énoncé suppose y différent de zéro. Dans le cas opposé, c’est-a-dire quand n a la
forme [ (3 == 1), 2¢" doit étre augmenté de (—1).
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II. Dans ce développement, les seuls coefficients émpairs sont ceux de
9" ¢ ¢ ¢, ¢, ... A cause de

= — Pt O = — O

ce résultat était nécessaire.
95. Expressions de «*4'. Nous avons trouvé (65), (66), (84%) :

B =(+q+¢@+¢+¢"+- )l —q¢g—¢F+ ¢ +q¢"— ), . . (207
o e e e e A e e e e L )
o*f = (1 —2¢*+ 29" —2¢%+ ) (1 ~ ¢*— ¢+ 24 ¢ —--); . . (189)

donc, par I'identité (146),
B =+ + ¢ g ) (1 — 20+ 2¢° — 29"+ 297 — ). [4d] (209)

96. Développement de o'*3'. Les maniéres les plus simples de le former,
consistent & partir des formules (207) ou (208). Si I'on suppose

2n

=1+ PyP+ Pyt P, L (210)
on aura, soit '

. P,, (19,, =2 (_ ,])I+t'q(ue¢t)+2(5t'aq:t'),
soit .
' N V4 ).()‘+|)+).'()"+n
p"qeu____,E(_“ 2 q 2 2

Par conséquent, si I'on considére les équations

Yo+ 1y 20+ 1)
+_

E

M=0Glxl) +23BE*xl), 2=

2 2
que I'on peut écrire ainsi :
2+ 3=(GlF 1)+ 2(6I* =12, . . . . . . . (211)
8n -+ A=0+ 2+ 1P+ 0=22 . . . . . . . (212

on a les deux propositions suivantes :

1o Le coefficient P, égale Uexcés du nombre des solutions de I'équation (211),
dans lesquelles 1 et 1' sont de méme parité, sur le nombre des solutions dans
lesquelles ces inconnues sont de parités contraires ;
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20 Le coefficient P, égale Uexcés du nombre des valeurs de X , satisfaisant
a léquation (212), et ayant les formes by, by —1, sur le nombre des autres

valeurs de cette inconnue.
97. ArpricaTioN. Soit 2n = 130. Les derniéres équations deviennent

1863=(6l=1+2(60'F 1), B2l=( + ) 4 1)} + (0 — V)

521 est un nombre premier, de la forme 4u -+ 1. Conséquemment, ce
nombre est décomposable, d'une seule maniére, en une somme de deux

carrés. On trouve
A4+ ) +1=20, »— ) =£11;

puis ces deux systémes de valeurs :

ry=18, )V =4; r=14&, M =15.

D’apreés le second théoréme, on a Py;= 2. En effet, dans le produit des
séries

1+q+q3+q"+q‘°+~-+q"°+q““+---,

’l-——q——q3+q°+q’°—-'-+(]”°+q”‘6—--',

le terme P%q'so: qxo % q1~20 + q|~20 % qto.
Prenons maintenant I'équation

1363 = (6L 3= 1) +- 2 (60 = 1)".

On y satisfait par
I=38,1=3; [=6,0=2;()

done P, = 2. D’ailleurs, si I'on fait le produit des séries

102 e __

,l_(Iz_qc+qio+q|4_qab_(lso+q4t+qsz_q7o_qso+q +q o

4_q4_qs+q20+qzs_q£a_qeo+qas+q105_.

on trouve
Pesg™ = (— ¢ X — q") + (+ ¢"* X + ¢%).

(*) 1563=29"+2.19 =57 + 2.13.
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98. Développement de («/'6"* — a*5'). On a

fl+(f_;_(l°+(1'9+(12"+....=a/ﬁ'2. PN (lG)

De Ia résulte que la formule (209) équivaut &

W =2+ ) [P — Pt — P ] (213)
Soit

Q=1+~ ¢+ ¢"+ ) (P ¢*+ q's—q”—o— ) = P Qo o QM+ e (214)

Un terme quelconque du produit a la forme ¢***+ x (— 1) ~'¢*". Par con-
séquent, si 'on pose
2 =ux(x + 1) + 27,
ou
8+ |l =2+ 1P+22y);, . . . . . . . . (215

on voit que :

Le coefficient Q, égale Uexcés du nombre des valeurs impaires sur le
nombre des valeurs paires de y, vérifiant U'équation (215).

99. Remarques. 1. D’aprés I'expression de o'’ :

Si le nombre n est triangulaive ; ou, ce qui est équivalent, si 8n + 1 est
carré (*), P,=1—2Q,. Dans le cas contraire, P, = — 2Q,.

II. On a vu, précédemment, avec quelle lenteur croissent les coefficients
des puissances de ¢, dans le développement de ' (94). Le méme fait s'ob-

serve dans la série . En effet, le calcul direct donne

Q= (]e + (14_(110_‘_ q13+ (1~zo+ ,[ﬂ__q‘zs_*_ (laz_ f[“ e q43_|_ (156"‘ ,[ss_._ qsu__ (]“

102 106 108 1o

"% +q|1-z_q114_([
19

4+ q70_ q72_q78__ (135___ ([83"',(190_'_ (Isvﬁ_‘_([xm__ ¢ +q 150

160 16¢ 168

— g _‘_g_)([m_._qls-z_(l 192

_ (['“__([‘“._(1“3_._(/1504_(1"5‘4_(] +q ._(1‘-'00 4

Ainsi, pour toutes les valeurs de n qui ne surpassent pas 100, Q,= =1
ou 0, excepté Q,, = 2.
100. Veérifications. 1° Sin= 87, I'équation (215) devient

687 = (2 + 1)* + 2 (2y)~

donne 8n + 1 = (20" + 1)*. Alors Péquation (215) est vérifiée par x = 1/,
y="0. Quant & I'équation (212), on y satisfait par » = 2" == n’.

oo W4 1)
( ) n= )
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On n’y satisfait que par £ =3, y=9; x=12, y =3 (*). Donc Qg;=2.
20 L’équation (212) est, dans le cas actuel,

697 = (» + 2 + 1)t + (0 — V)

Le facteur 17— 4%+ 1%; le facteur 41 — 5% 4 4% Pour décomposer 697
en deux carrés u?, 0% il saffit de faire (**)

v VT (VT VT =) (=)
en attribuant a ¢ et ¢/ les valeurs 0, 1. On trouve ainsi

u=16, v=21; =24, v=11;
puis
1=18, Y =2; 1=2,2 =18; =17, ' =6; r»=6, »=1T.

Aucune des valeurs de 2’ n’a la forme 4u ou la forme 4u—1; donc (96)
p87=_ 4‘="—2Qs~1-
30 L’équation (211) est, pour n = 87 :

2091 = (6/ = 1) + 2 (61 5= 1)%

Le premier membre admet quatre diviseurs de la forme 8. 4 1 et quatre
diviseurs de la forme 8z - 3. Conséquemment, le nombre des solutions
est & - 4 —=4 (***). En effet :

2091 =43+ 2.1 =537+ 2.19 — 20+ 2.25 = 13"+ 2.51;
puis
=7, 1—=92; 1=6,1=3; =5, —4; (=2, —=5.

Dans chacun de ces systémes, / et /' sont de parités contraires ; donc (96)
Pg-, = 4‘.

(*) Le nombre 697 =17.41 :il a donc quatre diviseurs, tous de la forme 8x+1. D’aprés un
théoréme démontré par M. Genoccur (NVowvelles Annales, t. XIII, p. 167), le nombre des solu-
tions de I'équation considérée doit étre [-;; ce qui est exact.

(**) Voir la Note de M. Genoccau. : )

(***) Nouvelles Annales, t. XIII, p. 168. Ce nombre de solutions serait réduit, si les valeurs
de {, I’ n’étaient pas entiéres; circonstance qui ne se présente pas dans 'exemple considéré.

Tone XL. 7
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101. Autre expression de (o 3> — «/*6'). Des formules (56), (50), on con-
clut, & cause de ¢ (n) =mn, + n; (13, 2°) :

f—a'=2 2: n;. g™

De plus
b a'p’=1—q‘—q8+q’°+q“——q“—-~- .. L. (54)

Done '
uzﬁlz_ a/ﬂﬁ/= 9 (] _ qi__ qs + (1% &+ qzs_ v ) Ewni' q‘z". .. [Atl.] (2] 6)

0

102. Remarques. 1. La comparaison avec les séries (215) ou (214) prouve
que
Q=n—n—2—m—4)i+n—10), + (n —14);—--- . . . (217)

II. Sil'on connait le nombre des solutions de I'équation (213), on en
pourra déduire, au moyen de la derniére formule, combien U'inconnue y a
de valeurs paires et de valewrs impaires (7). [Ad.]

103. Valewr de («/ 8" + o/*8'). 1l est visible que

@B B =21 — ¢ — ¢+ P — . )E“° n,.q™ . . . [4d.] (218)
0
104. Vérification. Soit n— 72. La formule (217) donne
=72 — 70, — 68, 4+ 62, -+ B8, — 48, — 42, + 28, + 20,— 2,;

ou, d’aprés la Talle I :

Qr=18176— 14964 — 12288 + 6 697 + 4 404 — 1 455 — 713 + 111 +32— 1= —1;

valeur déja trouvée (99, II). [4d.]

(*) Dans le Paragraplie VI, nous reviendrons sur ce sujet.
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111

SUR DEUX AUTRES FONCTIONS NUMERIQUES.

105. Définitions, propriétés fondamentales. Soient

= {p-+1)

A+ +a)..(+a)=3 " fo,pa, . . . . . (219)
'1 ) n=x
—x)1—ay)...(1 -_xp)=2”=oF(">p)w"- Coe e (220)

Il.est visible que :

1° f(n, p) est le nombre des décompositions de n en parties inégales,
non supérieures d.-p;

2° F (n, p) est le nombre des décompositions de n en parties égales ou
iégales , non supérieures a p;

3o Si p devient infini, f (n,p)=¢(n), F(n, p)=1¢(n);

4° Si I'on suppose p > n, les fonctions numériques f, F ne différent pas
de ¢, ¢; c’est-a-dire que

f(n,n) = (n), F,n)=4¢@). . . . . . (221) ()

106. Propriétés de la fonction F. 1° L’égalité (220) peut étre écrite ainsi :
(a? a4 o) (a4t ) (Bat o7 ) L (P e 2 ) =E F(n,p) a™**. (222)
n=0
Par conséquent :
1l y a autant de maniéres de décomposer une somme n en parties égales
ou inégales, non supérieures ¢ p, qu'il y en a de décomposer n -+ p en
p parties apparienant, respectivement, aux progressions :

(*) Par exemple, le nombre des décompositions de 6, en parties inégales, non supérieures

a9, ne différe pas du nombre des décompositions de 6 en parties inégales. Autrement dit,
£(6,9)= o (6)= 4.
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1, 5,9,15, 17, 21,...,
Lp+1, 2p+ 1, 5p+1,...

Ce dernier nombre est d’ailleurs celui des décompositions de n + p en
p parties, égales ou inégales (*); donc :

1l y a autant de maniéres de décomposer n en parties égales ou inégales,
non supérieures  p, qu'il y en a de décomposer n -+ p en p parties, égales
ou inégales (**).

'2° Si I'on multiplie par 1 — 27 les deux membres de I'égalité (219),

le premier membre devient 3 F (n,p—1) 2"
n=0

D’ailleurs, dans le nouveau second membre, le coefficient de x" est
F(n,p)—F (n—p, p). Conséquemment,

Fn,p)=F@n,p—1)+Fm—p,p). . . . . . . . (223
Ainsi :

Le nombre des décompositions de n, en parties qui ne surpassent pas p,
égale le nombre de décompositions de n en parties inférieures a p, augmenté
du nombre de décompositions de n — p en parties qui ne surpassent pas p.

107. Relations entre les nombres ¢, ¢, F. Euler a démontré (***) les
égalités

3 6

X X X

('l+oc)(1+x2)(l+x5)~--='l+4__w+(l_m)(d__x2)+“_x)('_xe)(l_w5)+---,(2"24)

! ' x xt _ 2’ -

1—x)(1 —a*) (1 —a?) ... =i+ 1 —x+ (1—=x)(1 —=x% - 1—a)(1 —a*)(1 —2a?) e (228)
I en résulte

o(n)=Fn—1,1)+Fn—3,2)+Fn—6,5)+ -+, . . . . (226)

y)=Fn—4,1)+Fn—2,2) +F(n—3,3)+ -5 . . . . (227)

puis ces théorémes :
1° Le nombre des décompositions de n, en parties inégales, se compose du

(*) Mélanges mathématiques, p. 512.
(**) Introduction d I’Analyse, p. 244.
(***) Id., pp. 239 et 245.
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nombre des décompositions de n — 1 en parties qui ne surpassent pas 1,
augmenté du nombre des décompositions de n — 3 en parties qui ne sur-
passent pas 2, augmenté du nombre des décompositions de n — 6 en parties
qui ne surpassent pas 3, etc. ;

20 Le nombre des décompositions de n, en parties égales ou inégales, se
compose du nombre des décompositions de n — 1 en parties qui ne surpassent
pas 1, augmenté du nombre des décompositions de n — 2 en parties qui ne
surpassent pas 2, augmenté du nombre des décompositions de n — 3 en
parties qui ne surpassent pas 3 ; etc.

108. Remarque. Le second membre de Pégalité (225) peut étre écrit sous
ces diverses formes, différentes de la premiére :

1 x? x® o
11— (U—ag)(—w)  (—m)(—a)(—a)  (—m)(—a)(I—2)(A—ay
,l x3 x&
I—a)(—2)  —n)i—a)(—a) (- —a)(—a)(—a)
/l wl

(=n (=) (i—a) " (=) (=)= =)

Conséquemment,
Y (n)=F(@m,1)+Fn—22+Fn—35,35+Fn—4i+ |
— F(n,2) +F(n—5,5)+F(n—4,4)+---(
= “+ Fn,3)+Fn—4,4)+--- ) - (228)
F(n,/n)—e—-nj

109. Relation entre les nombres F. On conclut, des derniéres égalités,

Fn,p)=Fr—1L,1)+Fn—2,2)+ .- +Fn—p,p). . . (229) ("

Par exemple, le nombre des décompositions de T, en parties qui ne sur-
passent pas 3, égale le nombre des décompositions de 6 en unités, augmente
du nombre des décompositions de 5 en parties qui ne surpassent pas 2, aug-
menté du nombre des décompositions de & en parties qui ne surpassent pas 3.

(*) Cette propriété résulte aussi de la relation (223).
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Ces décompositions sont :

T=1+1+1+1+1+1+1=1+1+1+1+1+2=1+1+1+1+3
=1 +1+14+2+2=14+14+2+3=1+2+2+2
=1+35+5=2+ 2+ 3;

6=14+1+1+14+14+1;

B=1+14+14+14+1=1+14+1+2=1+2+ 2;

b=14+14+1+1=14+14+2=14+5=2+2.

Ainsi, _
F(7,3)=8, F(6,1)=1, F(3,2)=3, F(%,3)=14;

et 'on a, en effet,
8=1+35+ 4

110. Remarque. La derniére relation est une conséquence de lidentité

2 P
- i - (230)

: 1 x x
(1—x)(1 —a?)...(1 —a?) T1—z " (/l—x)(*l—xg)-k (1—a)(1—a”)...(1 —x)"

111. Relation entre les nombres F, f. Si I'on divise membre a membre
les égalités (219), (220), on trouve, en observant que f(n,p) =0 si n sur-

p(p+1)
passe 3

.
.

n=oo

1 B EEDF(n,p)oc" Ny
(1—2a) (1 — a9 ...(1 — x%) Toa=

E f(n,p)x"

n=0

251)

11 est visible que le développement du premier membre esty F (n, p)x™;
n=0
donc

N=o n=x» . nN=xn

2_0 F (n, p) x*™ X 24 [(n,p)a"= E_o F(,p)e", . . . . (252)
puis o
F(n,p)=/'(n,p)+F('I,p)/'(n—2,p)+F(Q,p)f(n —4,p)+ -+ . . (235)

112. Relation entre les nombres f. D’aprés la remarque précédente,
P’égalité (219) peut étre remplacée par

n=x

A+a)(t+2y)...(t+)=3 flr,pa~. . . . . . (234)

n=0
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Le premier membre égale (14-x) ... (14 2"=") x (14 *); done
(1 + x")? [(n,p—1)a"= 2_ f(n,p)x;
. 1;—0
et, par suite,
f(n,p) =f(n,p—1)+f(n—psp— 1, - - . . . . (23))
théoréme qu'il est facile de démontrer directement. On peut 'énoncer ainsi :
Le nombre des décompositions de n, en parties inégales qui ne surpassent
pas p, est égal a la somme des nombres de de’composz’te’ons denetden—p
en parties inégales, inférieures a p.
113. Autres relations. 1° On tire, de la derniére égalité,

/'(n,p):/'(n—-2,1)+/"(n—5,2)+'~~+/'(n——p,p—'l); N ¢ {0
/’(n,p)=f(n,p—»‘l)+f(n—p,p—2)+f(n—2p+4,p-—5)+/'(n—5p+5,p—4)+-~,

c’est-a-dire

f'(n,p)=2a=p—f[n—(a—,])(\z];—a'FQ):p——a].. ... (287)

a=l1

Par exemple,
£(56,11) = [ (36,10) + [(25,9) + [ (15,8) + [(6,7);

ou, d’aprés la Table IV :

68 =29 + 22 + 15 + 4.

2° Dans le développement du produit (14 ) (1+ %) ... (14-2F), les
termes également éloignés des extrémes ont méme coefficient ; donc

/'(n,p):/'[’iglzi!—)—n,p] ...... ... (238)

114. Remarque générale. 11 est évident que les séries d’Euler (224), (225)
peuvent servir & développer les fonctions elliptiques «, ', 8, 8'.. Par exemple,
le changement de x en ¢ donne d’abord

B8 =1+ ‘I‘ - 4 _ q . + 2?‘0 y -, (239)
1—q (1—q)(1—¢) (1—q)(1—¢)(1—¢") (1—9)(1—¢)(1—¢)(1—1¢)
LI S 9 ¢ -, ¢ e (240)

o’ 1—q (1—q) (1—qﬂ)+(‘l—q)('l—q*) —¢) (1—q)(1—g)(1—¢)(1—1¢") *
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puis, par la substitution de —qetqg®aq:

, q ¢ q q"
of =1 —— : i e, (@41)
= L T U =) (1+q>(11—q*>u+q“>+<|+q>(l-—qﬂ><l+q°)<1—q‘)+
1 q 7 ¢ q*

/_I_ + 2 2 PN 9 5 —5(242)
2 1+q (1+9(1—¢) (1+q)(1—@)(1+¢) (1+q)(1—¢")(1+¢)(1—¢")

, 7 q q" q°

=’1 t ,245
T T ¥ Y s e ey i Y e Y
1 7 7 7 q°
=1 _ — - (244
T T U =) = 0—) U= (- a—ga—g)

. Parmi les identités déduites de ces formules (*), nous citerons seulement
celles-ci :

[t ek (l—q)rlg—q“)*('l—q)('l Z_q*)('x—cff"'"j
o e e A T T <f|—q)<'l—q-ff><"+“f)+”
= [4 " _1_ ¢ —q)q(l 7 U= —qr(l“) =g " (245)
% "_4Lﬁ(lwﬂl—qﬁﬁ(':+q><'l—qqﬂ><1+q3>+":
=1+ _q_},z* (1_(,2)(](. — T i—pa zq‘) (ro
X |1 ,lf’_qﬁ (1_qﬂ)q(v|_q4) - (.._(mliqq (1—¢) +

(*) Elles ne différent pas, au fond, de celles que nous avons démontrées dans le Paragraphe I1.
On peut d’ailleurs en trouver beaucoup d’autres en combinant les premiéres avec des formules
données par Jacosi, LeGeNDRE, DinicaLET,... Si, par exemple, on suppose £ =1 dans une rela-
tion des Fundamenta (p. 180), on obtient ce développement :

9 gt 7° q'6

=1 +
g +1—q“ (1-q*)('l-q‘)+(1—q?)(1—q*)(l—q°) (l~q‘2)(l—q4)(1_'qu)(1——q“)+ ’

puis, & cause des égalités (238), (243):

[1-0— 7 -+ ¢ —+ i + ]
1-¢ (1—@0—¢) (—g(—qh—gs

x[H AN R ¢ +]
t—g (- —qh  (1-¢)(1—g"(l—gY ,
a_ q° N qv “
1—q (1—q@u--q¢) (1—¢)(1—¢)(1—¢%

=1+

identité assez remarquable.
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[4 q 7 ¢ . q"
1+q (1+q(1—¢) (l+q)(1-q)(4+q5) I+ (—g)U+¢)(1—q)
_ qz q‘ qc qs 4 . -
x_Hi—q =) —g) = —)0—g) A—O) 00— (—¢)0—g)
— N qL qﬂ qM , qw + ) ‘_
Xf 1— ‘+( —i—g) - )(1—¢)(1—¢") (1—¢)(1—¢" ) (1—g™)(1—q") (246)

=[1——L & 7 i + A ]
L 1+q (1+q)(1—¢) (+q)0—A)(+F) 1+q(—@)(A+g)(1—q)

x.r] qz qo qlz . qeo +m_
U =g =g —q‘) (1= ) (1—¢")(1—¢°) (1—)(1—¢") (1—¢")(1—¢")
‘,-/—. qz 3 qe qﬂ | qeo __T
<! 1+¢* (1+¢)( -—q‘)+(1+q’)(4—q‘)(1+q°)+(1+q’)(1 —¢ )1+ ) (1—¢")

115. Autres identités. La relation (246) exprime que

U , 1
off X — XBi=—
*y

b X B X (2f);-

Celle-ci, dont la vérification est facile, peut étre écrite sous ces deux formes :

o) X3 $ () g X3 e () g
—2 (— 1)y (n) " XE o (n) q?"xz (=1)o(n) ¢™;

2 o (n) q‘"——E qon)qa"xy — 1)o@ g™ . . (248)

. (247)

Ces nouvelles identités ont d’assez nombreuses conséquences; mais nous
croyons ne pas devoir les énoncer (*).

" Observons , seulement , que la relation (71) pourrait étre déduite des deux derniéres. [4d.]

Tome XL. S
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IV.

TABLES DES NOMBRES ¢, ¢, f, F, ...

116. Construction des Tables I et II. Je reproduis d’abord, d’aprés
Euler (*) : 1° une table indiquant le nombre des décompositions de n, en p
parties inégales ; 2° une table donnant le nombre des décompositions de n en
p parties , égales ou inégales.

Si ces nombres sont désignés par (n, p), [#, p], on a, comme I'on sait (**):

,p)=(n—p,p—1)+(n—p,p), . . . . . . . (249)

[n,p]=(n+j-ﬂp—2—2,p). Coe e e (250) ()

Ces égalités supposent n S 2p (****).
Il est visible que

-

o(n)=(n,1)+ (n,2) + (n,3) + -+
= (n,1) +(n,3) 4+ (7,8) + .-+,
mp=(m,2) 4 (1, 4) 4, 6) oy [ oy

Y (n)=[n,1]+ [n,2] + [#,3] + --- »
m=[n,1]+ [1n,3] + [n,8] + -+

-

-

np=[n,2]+ [n,4]+ [n,6]+---.

De simples additions ont donc fait connaitre les nombres ¢ (), ¢ (),
N;y My, N, Np, 0U du moins une partie d’entre eux.

117. La Table II est limitée & n =36, p=13. Pour y inscrire les
valeurs de ¢ (), n;, np, & partir de n —14%, nous avons fait usage des théo-
rémes démontrés dans les numéros 22, 27, .... L’'un d’eux suppose connues
les valeurs de ¢, (n), contenues dans la Table III.

(*) Introduction d I’Analyse, p. 252.
(**) Mélanges mathématiques, pp. 62, 63.
(***) Draprés cette relation, les nombres de la seconde table sont les mémes que ceux de la
premiére. Aussi EuLER les a-t-il fondues en une seule.
(***) Meélanges, p. 64.



SUR QUELQUES PRODUITS INDEFINIS. 55

118. Construction de lo Table 1II. Le calcul des nombres ¢, (n) repose
sur la relation

@i (n) —@i(n—2) —9:(n — &) + @i (B — 10) 4 ++- =(—1)"~" ou zéro,

établie dans le numéro 16. Il a été soumis & diverses vérifications.

119. Construction de lo Table IV. Cette table, qui contient les valeurs
de f(n, p), a été calculée au moyen de la relation (255). Soient n=13, p=T :
a l'intersection de la ligne horizontale 13 et de la colonne verticale 7, on
trouve le nombre 8; donc f (13, 7)=8. En effet, il y a 8 décompositions
de 13 en parties inégales, non supérieures & 7 ; savoir :

746, 74541, T+4+2, T4+3+2+1, 6 +5+2, 6+4+3, 6+4+2+1, B4+-4+5+1.

120. Remarques. Les nombres placés dans la p*™ colonne verticale sont
les coefficients des puissances positives de x, dans le développement de

(1+x)(1+42)...(142f). La somme de ces coefficients est 22— 1 (*).
Par exemple, si p =6 : '

14+14+24+2+3 +4+4+4+5+5+54+0+4+4+44+34+24+24+1+1+1=65.

121. Construction de lo Table V. Elle résulte de la formule (223), com-
binée avec les relations (229) et (253). On tire de celle-ci, par exemple :

F(36,17) = f(36,17) + F (1,17) f (3%, 17) + F (2,17) f(52,17) +---- + F (18, 17);
ou
F(36,17) =416 +1.343+2.280+3.226 +5.179+7.140 +11.108 + 15 . 82
+22.61+ 30,48+ 42.32+56.22 +77.15 +101.10 +-135.6 +176. 4
+ 231.2+297.1 4 384
= 416 + 343 + 560 + 678 + 895 + 980 + 1188 + 1230 + 1 342 + 1 350
+ 1344 +1232+ 1155+ 1010 + 810 +704 +462 + 297+ 384 =16 380 (**).

(*) A partirde p =9, les colonnes sont incomplétes.

(**) Plusieurs des nombres compris dans la table V ont été soumis & des vérifications sem-
blables.
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TABLE 1. (Suite.)

1 2 3 4 5 6 k4 8 9 10 11 n; "y #(n)
37 1 18 96 | 225 | 285 | 136 28 1 380 380 760
38 1 18 102 | 249 | 291 | 163 38 2 432 432 86%
39 1 19 108 | 270 | 333 | 199 49 3 491 491 982
40 1 19 114 | 297 | 377 | 233 65 5 857 5586 | 1113
41 1 | 20 120 | 321 | 427 | 282 82 7 630 630 | 1260
42 1 20 127 | 381 | 480 | 331 | 108 11 13 3 | 1426
45 1 21 133 | 318 | B840 | 391 | 43t 18 805 805 | 1610
44 1 21 140 | 411 | 603 | 484 | 164 22 908 908 | 1816
45 1 22 147 | 441 | 674 | 832 | 201 29 1 1024 1024 | 2048
46 1 22 184 | 4718 | T48 | 612 | 248 40 1 1152 1152 | 2304
47 1 23 161 | 514 | 83 | 1709 | 300 52 2 1295 1295 | 2590
48 1 23 169 | 851 | 918 | 811 | 364 70 3 1455 1485 | 2910
49 1 24 176 | 888 | 1014 | 931 | 436 89 5 1632 1632 | 326%
50 1 24 18% | 632 [1145 [1087 | 522 | 116 7 1829 1829 | 3658
51 1 25 192 | 672 (1226 (1206 [ 618 146. 11 2048 2049 | 4097
52 1 25 200 | 720 {1342 (1360 | 733 | 186 15 2291 2291 | 43882
53 1 26 208 | 764 (1469 (1840 | 860 [ 230 22 2560 2560 | 5120
54 1 26 217 | 816 |1602 | 1729 {1009 | 288 30 2839 2889 | 5718
55 1 21 225 | 864 | 1741 | 1945 [ 1175 | 352 41 1 3189 3189 | 63178
56 1 27 234 | 920 | 1898 | 2172 | 1367 | 434% 8% 1 3384 3584 | 7108
57 1 28 243 | 972 | 2062 | 2432 [ 1579 | 523 13 2 3958 39589 | 7917
58 1 28 252 (1033 [ 2233 | 2702 | 1824 | 638 9% 3 4 404 4404 | 8808
59 1 29 261 {1089 | 2418 | 3009 (2093 | 764 | 123 5 4896 4896 | 9792
60 1 29 211 | 1484 | 2641 | 3331 (2400 | 919 | 4187 1 8440 8440 | 10880
61 1] 30 280 | 1215 [ 2818 | 3692 | 2738 {1090 | 201 11 6038 6038 | 12076
G2 1 30 290 | 1985 | 3034 |4070* 3120 | 1297 | 252 15 6697 6697 |13 394
63 1 31 300 (1350 [ 3266 | 4494 | 3539 {1527 | 318 22 T424 T42% | 14848
64 1 31 310 | 1425 | 3507 | 4935 | 4011 | 1801 | 393 30 8222 8922 | 16 444
65 1 32 320 |1495 | 3768 | 8427 | 4526 [ 2104 | 488 42 9100 9100 | 18 200
66 1 32 331 | 1875 [ 4033 | 8942 | 5102 (2462 | 598 38 1 10066 | 10066 |20 132
67 1 33 341 | 1650 | 4319 | 6510 | 5731 [ 2857 | 732 5 1 11125 | 11128 | 22230
68 1 33 352 | 11735 | 4616 | 7104 | 6430 | 3319 | 887 97 2 129288 | 12288 | 24376
G9 1 34 |- 363 | 1815 (4932 |[7760 | 7190 | 3828 {1076 | 128 3 13565 | 13865 | 27130
7o 1 3% 374 (1906 [5260 | 8442 | 8033 | 4417 | 1291 | 164 3 1496% | 14963 | 29927
71 1 33 385 [ 1991 | 5608 |9192 {8946 {5066 | 1549 | 212 1 16496 | 16496 | 32992
v 35 397 |2(87 [ 5969 |9975 | 9953 | 5812 | 1845 | 267 | 11 . 18176 | 18176 | 36 352

* La Table d’Euler donne, au lieu de ce nombre, 4 007.
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TABLE IIL
1 |2|3|a]|]53|6|%|8|9|10]|11]|12|13 n; np ¥ (n)

1] 1 1 1

2 1 1 1 1 2

3 1 1 1 2 1 3

al 1 2] 1 1 2 3 5

5 1 2 2 1 1 4 3 T

6| 1| 3| 8| 2 1| 1 5 6 1

v |1 3| 4| 3| 2 1 1 8 1 18

s|1 4 518 3 2l 1 1 10 12 22

9 1 4 1 6 5 3 2 1 1 16 14 30
10 1 5 8 9 1 5 3 2 1 1 20 22 42
11 1 8§ 10| 11 10 T 5 3 2 1 1 29 21 56
12 1 6] 12| 15| 413 11 1 5 3 2 1 1 37 40 1
13 1 6| 14| 18| 18 14 1 1 5 3 2 1 1 52 49 101
14 1 T) 16| 23| 23 201 18] 11 7 5 3 2 1 66 69 133
15 1 T 19| 271} 30 26 24| 15| 11 T 5 3 2 90 86 176
16 1 8! 21 ) 3| 37 35| 28] 22 18} 11 7 5 3 113 118 231
17 1 8| 24| 39| 41 4% 88| 29| 22| 415] M 7 5 151 146 297
18 1 9| 21| 41| B1 88| 491 40f 30] 22| 15 1 71 190 193 385
19 1 9] 30| 84| 10 T 63| 52| 41 30] 22 15| 11 248 242 490
20 1 10 | 33| 64| 8% 90| 82| 70| B4 42| 30| 22| 18 310 31T 6217
21 1 10 | 37| 72| 101 110] 108] 89| 73| B85 42| 30| 22 400 392 792
22 1 11 40| 8% | 119 136] 4131| 416] 94| 18| 86| 42| 30 491 505 1002
23 1 11 4| 9% | 14 163| 46%| 146] 123; 97 6| 56] 42 632 623 1258
24 1 12 | 48 | 108 | 164 | 199| 201 186 487 4128 99 m 56 182 793 1878
25 1 12| 52 | 120 | 192 | 235| 248] 230| 201 46%| 431] 4100| 77 985 913 1958
26 1 13 | 56| 136 | 221 | 282 300 288| 252| 212| 169] 483| 101 ) 1212 | 1224 2436
27 1 13 | 6L | 180 | 285 | 3831| 364| 352| 3818 267| 219] 172| 134} 1512 1498 3010
28 1 14| 65| 169 | 291 391| 436| 434 393 340 278| 224 174 1851 1867 3718
29 1 14| 170 | 185 | 333 | 4B4| 502| B28| 488| 423 355| 285 227 2291 2214 4 565
30 1 18 | 78 | 206 | 377 | 532| 618] 638 98| 530| 445| 266] 290) 2793 | 2811 5604
31 1 18 | 80 | 225 | 427 | 612| 733| 764 1732| 653| 560] 460 373| 3431 | 341 6842
32 1 16 | 85| 249 | 480 | 709| 860 919] 887 807| 695 582 471| 4163 | 4186 8349
33 1 16 | 91 | 270 | 840 | S11[1009|1090|1076| 984 863| 728| 597] 5084 | 8089 | 10143
34 1 17 | 96 | 297 | 603 | 931|1478|1297|4 291| 1204|1060 908| 747] 6142 | 6168 | 12310
35 1 17 | 102 | 321 | 674 | 1057|1367| 1527|1549 1455|1303| 41446] 938] 7486 | 7427 | 14883
36 1 18 | 108 | 351 | 748 | 1206|1579 1801|1845| 1761|1586] 1380|1158 | 8972 | 9005 | 47977
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' TABLE IIL
ol e | 0| gt | v e | wm || 2 | e [0 | et | i) | 00 | %)
1 1 0 1 1 0 1| 10| 354 0 6 | 49 0| 54
2 1 1 0 2 | 1 1)l20] 6 | 10 1 621 | 42 | 64
3 2 0 1 3 0 2 |21 ]| 76 0 8 192 0| 76
a 9 1 1 5 2 2 || 22| 89 12 8 | 1002| 36 | 89
s 3 0 1 7 0 3 || 23 | 104 0 9 | 1283 0 | 104
6 4 2 1 1 3 4 || 24 | 122 15 | 1 ass| o1 | 122
v 5 0 1 B[ 0 5 || 25 | 142 o | 12 | 1958 0 | 142
s 6 2 2 2 | 5 6 || 26 | 165 18 12 | 2436 | 101 | 4165
o 8 0 p) 30 0 8 || 2w | 192 0 12 | 3010 o0 | 192
10] 10| 3 2 @ | 1 10 || 2s | 222 922 :16 318 | 135 | 222
11 | 12 0 2 56 | 0 12 || 20 | 26 0| 17 | 4563 0 | 26
12| 4 3 | u 15 || 30 | 296 % 18 | 3604 | 176 | 296
13| 18] o 3 101 | o 18 || 31 | 340 0| 2 | 6si2]| 0 | 840
14. 2 | 5 3 138 | 13 %2 |32 | 8% 32 | 23 | 8340 | 231 | 390
5| o 0 4 176 | 0 o1 || 33 | ws 0| 2 [10148 0 | w8
16| 32| 6 5 9231 | 22 32 || 34 | 512 38 | 26 [412310 [ 297 | 512
17 | 38 0 5 9297 0 38 || 35 | 388 0 29 |14883 0 | 588
1s| 4 | 8 5 385 | 30 46 |36 | 668 | 46 | 33 |17971| 385 | 668
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TABLE 1V. — VaLEuRs DE f (n, p).
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N ™ = ® © % F © & ® o o o @ B
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APPLICATIONS.

122. De combien de manicres 23 est-il décomposable en cing parties
inégales ? _

On cherche, dans la Table I, le nombre situé dans la ligne 23 et dans la
colonne 5 : 18 est le résultat demandé. En effet,

23 =1+2+5+4+153=14+24+3534+54+12=1+2+53+04+1l=14+24+5+T7+ 10
=1 4+24+534+84- 9 =14+24+44+54+1l=1+2+i+64+10=1+2+4+7+Y
=1+24+53+0+9=14+2+8+7+8=1+50+4+3+10=1+3F+4+6+

=1 +54+4+7+8=14+3+54+6+8=14+4+35+6+ T=2+3+4+5+9

=24+3+4+6+8=24+3+b+6+7.

123. De combien de maniéres peut-on décomposer 11 en sept parties,
égales ou inégales ?
D’aprés la Table I, ce nombre est 5. Effectivement :

11 P+1+1+1 —.l-l+]+5='l+’l+1+‘l+|f|—‘.)+/1:='l+l+‘|+'l+’1+3+5

I

=i+l 4+ 14+ +24+24+5=14+1+1+24+24+2+2,

124. De combien de maniéres le nombre 9 est-il décomposable en parties

inégales 2
La Table I donne ¢ (9)—8. On a, en effet,

9=9=14+8=24+T7T=54+0=4+5=14+24+6=14+3+85=2+35+4.

125. De combien de maniéres peut-on décomposer T en parties, égales ou
inégales ? ,
On trouve, Table I, ¢ (7) = 15. Dailleurs,,

T=T7=1+6=24+5=54+4=14+1+53=14+244b=1+3+5=2+2+5

=1 +*l+'l+4=1+l+‘2+5(‘)=1+“2+2+2=1+'l+1+4+5=1+1+14—2+2

=1 +1+1+1+1+2 =1+ 1+14+1+1+1+1.

(*) Dans I'Introduction « I'Analyse (p. 251), cette décomposition manque.
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126. Quel est le nombre des de'composz'tz’ons de 36 en parties impaires,
inégales ?
D’aprés la Table 111, ¢,(36)=233. En effet,

36=1+58=5+33=0+51=7T+20=9+27=11+25=15+25=15+21 =17+19
=1 4+534+84+27T=1+53+7+2=14+3+ 9 +25=14+53+11+2=14+54+15+19
=l +5+154+17=14+5+ T4+25=1+54+ 9 421 =1+54+11419=1+5413+17
=1 4+7+ 94+ 190=1+T7+M+17=1+7+154+15=14+9+11+15=345+ 7 +21
=34+5+94+19=53+3+M+17T=5+5+15+18=5+7+ 9 +-17=3+7+11+15

=53+94+MM+13=8+7T+ 9 +15=50+7T+11+15=1+3+5+7+9+11.

127. De combien de maniéres peut-on décomposer 11 en un nombre
pair de parties, égales ou inégales ?
La Table II donne

1, =[11,2]+ [11,4]) + [11,6] + [11,8] + [11,10] =8 + 11 + 7T+ 3+ 1=2T.
Tel est le nombre demandé. Les décompositions dont il s’agit sont :

1+10,24+9,5+8,4+7,5+0;

I+ 11 +8, 14+ 14+247,14+1+3+06, 1 +1+44+5, 14+24+24+6,1+2+54-5, 1+ 244 +4;
1434544, 2+2+2+5, 24+24+34+4, 24+5+3+3;

T+1+1414+1+6, 1411414245, 1+ 141414+ 44, 1 +14+-14+24+244,
14+14+14+24+543, 14+1+24+24+2+3, 1 +2+2+24+2+2;

Pttt a4, 141411414+ 14243, T+ 1+ 1+ 1 +14+2424-2;

LT YUY PRy PRy (RS PSY priy e B

128. De combien de maniéres le nombre 11 est-il décomposable en parties
inégales, non supérieures ¢ 8? -
D’aprés la Table IV, f(11,8)=9. En effet,

M=534+8=4+T=34+06=14+2+r8=1+5+T=1+4+6
3

=243 +6=24+4+B=1+2+3+5.()

(*) Une autre application a été donnée ci-dessus (119).
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129. De combien de maniéres peui-on décomposer T en parties non supé-
rieures & 37 ‘
On trouve (Table V) F (7,3)=8. Les décompositions du nombre 7 sont

Tttt i1+, 1141+ 2, 1t 15, 1+ 1+14+2+2,

14+4+2+3, 1424+24+2, 14+5+3, 2+ 2+35.

V.

DE LA FONCTION

H=pUd—g)d—g9—g9...

130. L’équation o(q) L

qa(q’,'.. .o

o ==

.

donne, par le changement de ¢ en ¢*, en ¢*, en ¢° ...
GOy 1 =G (9):

en effet, timite de ¢ (¢")=1 (7).
Drailleurs, ¢ (¢) =as'; donc

0o’ == wgdgtgty .y . . e - e o . (252)
c’est-a-dire.
1 a; 1 fo1 e L [
2¢ (—) (/c/c') q “-—Q"I | q" )(‘)"/‘2 2hiq® X?Gk ”A,,(] X . . .(253)
™
et
A== (=)= YA—¢).. Q (254)
={1=9 =) (=) . XU—=) 1 —¢) (1 —¢%) ... X (1—=¢") (1—¢") (1—¢*) . )

131. De ces deux égalités, la premiére ne parait guére pouvoir conduire
& des résultats intéressants. Quant & la seconde, on peut d’abord observer

(*) Pour démontrer rigourcusement cette proposition presque évidente, il suffit de se 1epor-
ter aux définitions (1), (2). .
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quelle est identique, en ce sens que tout facteur du premier membre appar-
tient au second, et réciproquement. En effet, les progressions

1, 5, 5 17, 9,..
2, 6,10, 14, 18,...
ky 12, 20, 28, 56, ...
8, 2%, 40, 56, 72, ...

renferment fous les nombres entiers (zéro excepté); et un nombre entier
quelconque ne saurait appartenir & deux de ces progressions. ‘
132. Cela posé, si I'on intervertit I'ordre des facteurs, et que I'on fasse

) =U—U =)0 =)0 — )y - - L (255)
on aura, au lieu de I'identité (254),
aw’ =w(q)w(¢®) s ()= (@) eee o o o oL (256)

133. Relation entre les nombres ¢, ¢. Avant de discuter la fonction & ,
nous indiquerons encore une conséquence assez simple de I'égalité (252). Si
on Iécrit ainsi

11

i 1
—e=— e — s — e
o [ T PR

et que I'on ait égard aux formules (65), (52), on trouve
E:',p(n) q’1=$" (n) " X S‘ o(n) ¢ X 2 (n) ¢* x 2 (n) ¢ X - (257)
Par conséquent, si I'on suppose
n=a+2b+/w+8¢il+---, Coe e oo (288)

on a le théoréme exprimé par I'égalité

g (n) Ecp(a) De@ed..., . . . . . . . (259
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dans laquelle, bien entendu, la somme Y s'étend a toutes les valeurs entiéres,
positives ou nulles, des inconnues @, b, c,d, ... (*).
134. AppricaTion. Soit n=11. Prenons les progressions

1, 2,5, 4 5, G 7, 8 9,10, 11,...,
2, 4. 6, 8,10,...

h, 8,12,...

8, 16,...

Il en résulte les décompositions suivantes :
5 9425744, 5+6,5+8, 1+10, T-+4, 5+8, 5+8; 54244, 5+ -+4, 4+‘2+8, V4-64%, 1+2+8.
L’équation (259) devient done

b =9)+ o) ¢(Me2)+9B)e() +9GIe(h) +o(Ne® +e()e()
+<P(5)q’()+<P(?)<P(')+<P Se(e(l)+eB)e@e(N+e)e(1)e(2)
eMeB)e () + o) e (1) e(l):

ou, d’aprés les Tables 1, II :

56 =12+8.14+5.1+5.24+2.241.3+5.1+2414+214+5. 11 +2 40+ 1.1+ 0120+ 11 1

=124 848 46+4+3+B5+2424+3+24-14+2+1;

ce qui est exact.

135. Développement de la fonction = (q). On sait (**) que lout nombre
entier est décomposable, d’une seule maniére, en une somme de puissances
de 2. D’aprés cela,

5 () = 1 —4— @+ — '+ "+ —— "+ + ¢ — "+ ¢ "= g g e, (260)

le signe -+ répondant au cas ou I'exposant n égale la somme d’un nombre
pair de puissances de 2, 'unité comprise.

(*) On peut remarquer lanaloglc qui existe entre cette relation (259) et I'une de celles qui
ont été démontrées précédemment (82).
(**) Introduction a I’Analyse, p. 254.
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136. Remarques. 1. La fonction z(¢), qui est peut-étre une transcen-
dante fort compliquée, est définie par I'équation

s(g)=0—q¢=(¢) . . . . . . . . . (261)

Il. Dapreés cette équation, si 'on désigne par A,,, A,, ., les coeflicients

de ¢, ¢, on a woujours
M= — Ao o o . (262)

1. Conséquemment, si 'on décompose la série en groupes de deux
termes, commencant par le premier terme, chaque groupe présente I'une
ou Pautre de ces combinaisons de signes :

+—, — -

IV. De méme, si I'on décompose la série en groupes de quatre termes,.
commencant par le premier terme, chaque groupe présente I'une ou l'autre

de ces combinaisons
+—— 4, — + + —;
et ainsi de suite.

V. L’équation (261) prouve encore que

A=A, . . . . . . . ... . . (263)

137. Détermination du coefficient de q". D’apreés les relations (262), (263):
1° Si

n = 2%, t étant impair, A, = A
20 Si

n=2% +1, » A = —A,.
Le calcul de A, résulte de la derniére égalité. En effet, soient
(=29 4 1, {=2%"" a1, "=27" 44,5 . . . . (264)
alors '

A=— A=+ Av=—An=-..=A =51, . . . . (265)

selon que les entiers impairs ¢, ¢/, ¢/, ... 1 sont en nomhre /mpair ou en
nombre pair. :
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Si, par exemple, ¢ =251, on a
A~151= hand Alg5=A51=—A45= -+ A7==-—As= -+ Al‘:—-'l.

138. Remarque. Le dernier caleul ne différe pas, au fond, de celui qui
résulte de la régle ci-dessus (135). Car les égalités (264) donnent
. et o v L (e , (p 2) "
PR s R A WO ST AL 2 4 Sukaneeto 1, L. (2066)
(" . . .
pourvu que 2 soit le dernier quotient; et, au moyen de cette formule,
le nombre ¢ est décomposé en puissances de 2.
Dans I'exemple précédent, les exposants o', o'/, o'’/ ... sont 1,2,1,1,1,1;
donc

7

951 =2+ 28 - 25 4 2 4+ 1 4+ 1 =198 + 64 +52+ 16+ 8 + 2+ 1.

139. Développement deq - Si, dans I'égalité (255), on prend les loga-
rithmes, puis les dérivées, on trouve en multipliant par ¢ :

’ 9202 i 8¢t
__qw(q‘)_= b 20 0 2 @)

a(q) 1—q 1--¢ 1—q¢ 1-¢

Le développement du second membre est, aprés une réduction évidente

+U—N¢+¢FC+B -0+ ¢+ b -+
+(16—=1) ¢+ ¢+ (4 —1) ¢+ ¢"+ (8 —1)¢"+ ---

Done, si I'exposant est impair, le coefficient égale 1 ; et, si I'exposant a la
forme 2%, le coefficient est 2.27 — 1. Soit représentée par S, cette fonction
numérique ; alors

o ((

—(1 (;I%—b,q+szq'+8-q+ S+ o oL (2068)
q

140. Relation entre les coefficients S,. Pour I'obtenir, il suffit de multi-
plier le second membre par

()= ==+ =~ +q¢—
et d'identifier le produit avec

— 45 (@) = ¢ + 2¢° — B3¢ + At - B - G - T+ -



SUR QU-ELQUES PRODUITS INDEFINIS. 69

On obhtient ainsi

Sn - Su—-l - Sn—? + Sn-—5 - Sn—‘ -+ Sn—.’;’ + Sn—-ﬁ — === n, . . . (269)

selon que n est la somme d’'un nombre #émpaéir ou d'un nombre pair de
puissances de 2.

Par exemple,
Sg —_ Ss—S7+ SG -— S5 -+ Sé+ 55—~S.2— Sl= e 9, (')

ou
1—(16—1) —1+U—1)—1+B—=1H+1-(h—1)—1=—0.

141, Théoréme d’arithmétique. D'aprés I'une des remarques ci-dessus
(136, 1V), si n est un multiple de %, la somme de tous les termes égaux
& + 1, dans le premier membre de I'égalité (269), est nulle. Par suite, ce
premier membre se réduit &

0. (3 0. o,
2.9" 2% " —2.9" 49,904 ...

De I résulte la proposition suivante :

Soit N un multiple de % (**), donné. Soit n un nombre pair, inférieur a N.
On décompose n en une somme de puissances de 2, et on fait },= + 1,
selon que le nombre des parties est pair ow impair. Enfin, supposant
N—n=2%i, on « ‘

n=N-—2 N

B, __"* ¢
)\"2 "= 4= ;; . . e e e . . \‘270)
n=0 b

le signe + répondant aw cas ow N est la somme d'un nombre tmpair de

puissances de 2.
142. Apprication. Soit N =20. Les valeurs de n sont

0, 2, 4, 6, 8, 10,12, 14, 16, 18.

Donc
=10 —1, —1, A, —1, 1, 1, —1,—1, 1;
N—n=—20, 18, 16, 14, 12, 10, 8, 6, 4, 2.

(*) 9=28+-1; on doit donc prendre le signc —
(**) Si;N n’était pas multiple de 4, ’énoncé serait moins simple.
(***) On suppose toujours 2=1.

Tone XL. 10
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Les plus hautes puissances de 2 qui divisent ces nombres, sont respec-

tivement :
4y 2, 16, 2, 4, 2, 8, 2, 4, 2

De plus, 20 =16 + 4. Ainsi, I'on doit trouver

h—2—16+2—4+2+8—2— 4+ 2=—10;
ce qul est exact.

143. Remarques. 1. Le symbhole 2, représente le coefficient de ¢" dans
le développement de % (¢), ou A,. La formule (260) peut donc étre écrite
ainsi : '

s () =23 20"

II. Par suite, I'égalité (256) devient

o = 2: g X 2: g™ X 2: 2G5 X ey
ou (46)

32

S 1T = S ) X S X
I1I. Dans le second membre, le coefficient de ¢ est ¥ 2,2, ..., pourvu que

a+3b+Be+=n . . . . . . . . . (2712

On a donc ce théoréme, analogue & plusieurs de ceux (ue 1nous avons
démontrés dans le Paragraphe 11 :

La somme 323\, ..., élendue @ loutes les solutions entiéres el positives
de Uéquation (212) (*), égale (— 1) ou zéro, selon que le nombre n est ou
-West pas pentagonal (**).

144. Développement de 1z (). La relation (268) étant écrite ainsi :

_o
= (q)

=1+ {4—1) g+¢*+ B—1) ¢+ ¢*+ (b —1) *+ ¢*+ (16 —1) q"+¢ +(/e——l)q -

(*) On verra bientdt que le nombre de ces solutions est @ (n).
(**) On ne doit pas oublier que le symbole ), représente +=1, sutvant que a esi décomposable
en un nombre pair ow en un nombre impair de puissances de 2.
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on en conclut

h—1 1 8—1 1 b—1 1 16 —1 I
—lQ=q+ 5 g O e g Ul

ou

— 1.1 )(4,53‘36&3 )
_lm(q)_(q—§q+5q——-q —2_q+/rq+6q+ Sq_, Lo

La premiére série est le développement de ¢ (1 + ¢). Quant & la seconde,
il est visible, d’aprés les caleuls ci-dessus (139), que le coefficient du terme

.90

contenant ¢*" est 2
devient donc

2 . ) o . .
=>>si lon suppose 2n=2"7i. La derniére égalité

n=»n qin

—lo(g)=l(1+q +2)

n=" ’l,

(273) ()

145. Remarques. 1. Dans I'applicatiion, on doit se rappeler que ¢ repré-
sente le plus grand diviseur impair de n.

II. SiT'on change ¢ en ¢ et que I'on ait égard & I'équation (261), on
trouve

’i+ 'M=J°,
«1—%=22 _(q ¢M). . .. L (274)

Cette relation, identique au fond, peut étre utile pour le calcul des loga-
rithmes. On en déduit, par exemple,

o u[L b 15 &0 A3 36k 4095
9 =4 | — + — + +—t —— - —— + ... |
[o 2 5 e s 30 79 ¢ ]

146. Développement de lg- Dans la relation (275), changeons ¢ en ¢°,
en ¢°, ..., et ajoutons membre & membre : nous trouvons
—U[=(9=(@)=(¢)=(¢) .- ]=1[1+ ) (1+F) (1+¢)..]+ ‘22 S0+ g+ q‘°"+ )

cest-a-dire (256), () N
= 1

l N an
J— '8y =92 —_
wp =23 iy,

]
4n

(") On arrive directement & cettc formule, si I'on fait attention que

—lm@=—l0—g—1(l—g)—1(1 —¢)—
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ou bien,

=9 —

7=0 v 1 — q‘“

N 60
24

147. Remarque. Si I'on substitue, au premier membre,
l _ 2 1 4 'l 6
B A R

l
l_q‘z ,]__qc ,l_qG

et que I'on remplace les logarithmes par leurs développements, on obtient
encore une identité.
148. Développement de — l( ! ) Lorsque, dans la fonction;f—,; on rem-

place q® par ¢, elle devient — ﬁ ——+ Done
_l(aﬂa')_gz'm:_] q“qz,,‘ oo oo (2706)
n=0 1T—

Il serait facile de multiplier ces transformations. Nous n’en indiquerons plus
qu’une.

149. Décomposition de 53'. Au moyen de la remarque faite par Euler
(138), la fonction

B =(1+q) (1+¢) (19 .. X (1) (147 (14" . X () (1 + ) (1+¢%) ..
peut d’abord étre décomposée en ce produit de séries fort simples :
1+ g+ @+ ¢+ ¢ ) 14 C+ ¢+ P+ ¢ e, d+ P ¢, ()

si I'on remplace ensuite 33’ par son premier développement (52), on a cette
relation

E:@(n)q"=2:q“xE:qz"XETq“xm. N 14D

150. Théoréme d'arithmétique. 11 suffit de Pénoncer :
Le nombre des décompositions de n en parties inégales (ou ¢ (n)), égale

(*) Cette décomposition résulte aussi de I’identité (7).
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le nombre des décompositions de n en parties gppartenant aux progressions

1, 2, 3, 4 5, 6, 7, 8, 9,..
3, 6, 9,12, 15,18, 21, 24, 27,...
8, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, ...
7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 36, 63, ...
' C e e e ()
Par exemple :

8=8=1+7T=24+6=5+b=1+2+5=1+3+4;

de sorte que ¢(8)= 6. D’un autre coté, le nombre 8 admet les 6 décom-

positions suivantes :
8,5+3,3+5,1+7,2+6, 53+ 5.

131. Remarque. Ainsi que nous I'avons annoncé (143, III), le nombre
des solutions entiéres de I'équation (272) est ¢ (n).

VI.

REMARQUES DIVERSES.
152. Soient

3 7

¢ 4
,l____qs 1_q7

H+ e oL (278)

3

__9 4
ﬂw—d_q —g

o qz _ qo qlo _ q"
f(q)_l—(f ,i_qe"',l_qlo ‘l—-q"+

d’ou résulte

N q _ qs qs B qv
f(q) f(q)—,l.__qz 1—-q“+4—q‘° ’l——q”+ ’

Oll (**)
_ (=Ko

(279)
4m

fla)—F(g)

(*) Ce théoréme a de l'analogie avec celui que nous avons démontré dans le numéro 106.

Il est bien entendu que, pour toute décomposition de n, chaque progression ne renferme pas
plus d’une partie.

(**) Lecenpre, t. IIL, p. 152.
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Dans cette équation, changeons ¢ en ¢° en ¢* en ¢, ... : & cause de
’ s q 5 )
f(q") =0 pour n infini, la somme des premiers membres est

1 (2 : o
/'((,)=7(ﬁ_.|).. @80 ()

Conséquemment
—K)ye+(1—k)o,+ (I —k)oy+ - =20—= . . . .. (281)

On voit que les quantités (1 — k') o, (1 —k|) v, ... forment une série
convergente , dont la somme est 20 — = Chacun de ces termes peut, de deux
maniéres différentes, étre développé en série ordonnée suivant les puissances
de ¢; et il en est de méme pour la somme.

153. En premier lieu, la combinaison des formules (17), (18), (51) donne

A—k)o=tbrg(1+ ¢+ ¢%+q¢* -2 . . . . . (282)(")
On a aussi (18)

20 — m=dn (¢ + ¢*+ "+ ¢+ ) (1 + g+ ¢+ "+ ¢+ )
donc P'équation (281) devient

G+ g2 P P (P4 g% P e g (1B "+ )‘2 + ) (283)

= (g + 0"+ ) (g + g g )
154. Avant d’aller plus loin, nous ferons deux remarques :
10 [@=Q+¢+@+¢"+ )M +qg+g"+¢+-); . . . . (284)

2 Chacune des relations (281), (285) équivaut & celle-ci :

9 ¢ 9 _] [tf ¢ q° ~]
I:,l _qz ,]__q6+ ,‘__qw . + ,]__q& ,1_q12 + ,]__qeu
9 P ¢
+[’1-—-q 4— ]+ 1—(, T T T—¢

(285)

(*) Jacosi, Fundamenta nova, p. 103.
(**) Lecenore, t. 1II, p. 110.
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Pour la démontrer directement, il suffit de vérifier que

8

q 7 | T (286
,1—q2+'l—l]"+‘l—(]3*_'l-—~(]m+ _‘l—-(] ( )

Or, si 'on développe le premier membre, on trouve

(+ @+ EC+ ¢+
ete. (%)

155. On sait, et il est d’ailleurs évident, que dans le développement de
f(q), le coefficient de q" égale lexcés ¢, du mombre des diviseurs de n,
ayant la forme kp =+ 1, sur le nombre des diviseurs ayant la forme by —1.
Conséquemment, les termes en ¢", ¢*", ¢**, ... ont méme coefficient; et, pour
déterminer ¢,, il suffit de considérer le cas ou n est éimpair. Cela posé :

1° Si le nombre n « la forme by — 1, ¢,= 0. En effet, 2 chaque divi-
seur ayant cette forme, il en correspond un ayant la forme contraire ;

2° De méme, ¢, = 1’) quand n, ayant lo forme 4{4 + 1, W'admet aucun
factevr premier de celle forme ;

3o Si le nombre n « la forme Ly 41, ¢, égale le nombre des diviseurs de n
exclusivement formés des facteurs premiers ayant cette méme forme ( ) 5
4° En particulier, ¢, = 2 lorsque n est premier et de la forme 4y +1;

8o Si n est une puissance d’'un nombre premzer hpv—1, dont lexposant
01t pair, e,=1;
6° Lexceés ¢, n'est jamais négatif.

(*) Semblablement :

q+ q‘Z g3+ qG q0+ qls

-+ 4=
1—q5+1—r19 [—y 1—7q’
G- b P02 254 (50 4 75 4 g1
1+q 1" a1 f]+<1“ @~ L q I“ e, =1
1 — g 1 _q!a 1_(]['2«: .1_(],
(,+q‘2+“.+(lf3 +q7+q!‘r+4..+q'&‘2 4q.i9_|,.q93+‘.,+q'2'.i’r+ q
1 —q7 1—g® 1— g3t =g’

Ces identités, assez remarquables, se virifient aussi facilement que la premiére.
(**) Je supprime la démonstration, parce que le théoréme est sans doute connu.
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156. Effectuant le développement de chacune des fractions qui composent
f(q)(277), on trouve :

(@) =g+ @+ ¢'+ 2¢°+ ¢*+ °+ 24"+ 20"+ 904 20"+ ¢5+ 2¢%+ o5 . - (287)

et il est visible que les coefficients satisfont aux conditions précédentes.

157. Ces diverses propesitions peuvent étre généralisées de la maniére
suivante :

Soit n=p"p'“p""""... x ¢°¢'¥q'"*? "..., les premiers facteurs ayant la forme
by — 1, et les seconds, la forme 4y -+ 1. Soit E, lexcés relatif an premier
produit. I1 est visible que :

1o e,=E,(e+1)(8 +1) (B +1)...;

20 Si tous les exposants o, o', o'’ ... sont pairs, E,=1;

3° Dans le cas contraire, E,= 0.

Donc
&, égale zéro ou (B + 1) (B + 1) (" +1).... [4d.] ()

158. Soit maintenant
Fi)=q+ @+ ¢ +¢+q°+-- . . . . . . . (288

D’aprés I'une des remarques précédentes, et celle que nous avons faite au
numéro 131, la formule (287) devient

[(@)=cF(q) + aF (¢°) + &F (¢°) + o5 - o oo (289)
ou |
. F)=3 c® g™ - o (290)
159. 1l est évident que
F(g) —F(PH=q; - . . - . . . . . . (29)
donc
. [@ = [(@)=3 g™ - . (299)
puis .
1— K)o .
(*,m) =g+ ¢+ "+ g =3 g (295)

:—(—w - 4) =g+ g'+ @+ 0% ) (e g g ) = B euF (g4 (298)
1 0

™

(*) On vérifie aisément ces propriétés en considérant le produit

['l —p4+prt— (= p)"‘][l —p +pt—-. +(—p’)a'] .....
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160. Si, dans la relation (295), on change ¢* en ¢, elle devient

I+ g+ @+ g+ P=Y cngs . . . . . . - (29
c'est-a-dire (20),
. A .,

do. — »
q ‘; \//C = -a—z = Eﬂ E‘,,;,:,q". P (296)

161. Cette derniére égalité donne une nouvelle décomposition de la série
qui représente o> (24); savoir (59), (46) :

312

| — 50"+ BgP— Tg" 4 o —? 0 ) (=0 X =11 * XY g™ - (297)

Elle prouve aussi que la série
2 — (.] _ qz_ q/. + qio 4 qu_ )2

est décomposable en un produit de trois facteurs, etc. Mais passons a d’autres
propriétés.

162. Si, pour abréger, on appelle S, S, §'" les sommes contenues dans
les équations (293), (295), (296), on trouve

— 18 14 4S — 8S
1+48)(), Vik=2¢ y k=" T2 . (298)
5 (1+48)0) s Y 1+ 4S

w|4

Ces valeurs de )k et de ¥/, comparées a celles que I'on connait (26),
donnent les identités

V@ g+ gi g ST (299)
1+ 29 + 2¢* + 2¢° + - -- 1+ 48
1—3q+ 2* — 2¢° + P 1448 — 88
g |= (500)
1+ 2 + 2¢° + 29" + - - 1+ 48
De plus, ’
(1 + 45" — 8S) (1 + 48" = (1 -+4S) — 16¢S™. . . (301) (*)

163. Relations entre f(q), F(q) et une autre transcendante. Dans ma

("} Jacomt, Fundamentu nova, p. 105.
(**) Ces identités ne sont pas nouvelles : elles équivalent aux relations (144), (31), etc.

Tome XL. 11
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Note sur une formule de M. Botesu (*), j'ai démontré que si I'on fait
1

1 1
l+§.+_5+ +;=l(n)+€P(ﬂ)+C,

C étant la constante d’Euler, on a :

.‘d\
1° ¢ (n)= / ﬁ[F @) — q"];

1

1 d 1
90 fp(1) + g () + ep(9) + = = 1_:_’q(1+lc')w—zl(2);
e 1 1 ,
30 EicP(’])—i—Cs(P(B)—I—Co@(g)—l--=—-,*—Tr dql::qu—l-m](l—k)w,

i , ’
&° [v 1—qk 1—k ] .
/ 2 1—¢ + _ql @ odq ==l (2);

0

' d
Bo /d_zqF(q)=2—l(2)—C. [4d]

164. La transcendante F (¢) a été remarquée par lillustre Jacobi. On
trouve en effet, & la derniére page des Fundamenta :

2

4

]
+ 4 + e
¢ 1+q (302)

=1+ 8 Ew (q° + 39" + 3q* + 3¢ + ?/t‘, (")
1

2 3
(Q—Q) =(1+2q+2q‘+2q"+-~-)"=1+8[ 1 .9 1 2+5I 1
L 1—

1—gq 1+¢q

¢ étant smpair.
La seconde ligne est la méme chose que

1+ 2 21 F(q')/z— :162‘ q"/.z;
donc

1,9 T 5 0T ., ¢ +...=52‘°F(q")/.i-—~22‘°q'-‘/a‘.(505)(***)
1—q 1+¢ 1—¢ 1ag 1 1

(*) Bulletins de I’ Académie, juillet ct novembre 1872.
(**) Sans doute par suite d’une erreur typographique, les coefficients 2, 3, %, ... ont été omis.
La formule exacte est rapportée p. 107.
***) On ne doit pas oublier que la notation /i, employée par EuLer, représente la somme
p q », employee p » rep
des diviseurs de ¢.
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165. Changeant ¢ en — g, puis retranchant membre 4 membre, on trouve

(12 qG (llo -
,l_([2_'_5,1_(164—51_(’10_"—'”:2‘ (‘12"+q"‘+ qe‘+"')ﬁ;

ou, plus simplement,

q ¢ ¢

" "B (g
1—q+31-—q5+a'l—q"+m=20 )/ . [Ad.] (304)

166. Le premier membre est la méme chose que —23—; + Donc
’ o

_-‘;d—([= 2] F((Il)' 1
l 4
Et comme———l— . [(BB) =0 (7), on a encore
q ¢ .
«l+q+24+q’+ 1+q _2 F(q)/ (305)

Ainsi : 1° Les séries .
( g 5
1 + 3 q -+ 3 (I - -
1— q 1 — (]° s qb ;
¢ L5 ¢ ¢

1+q "1+(1’+5,1_,_qs

F(q)+F(q’)/5 + F(q“)t/‘5+F(q7)b/‘7+...,

ordonnées suivant les puissances de q, deviennent
q+q"+4¢° + ¢ +6Q° + 4¢° + 8¢ + ¢* +13¢° + 6¢° + ---

20 Ces quatre séries onl la méme limite (*)
167. Autres expressions de F (q). Cette transcendante peut étre ratta-
chée, soit aux nombres ¢, soit aux nombres g,.

(*) On verra, plus loin, que cette limite commune est

1 1k 1 k202
utya e Ml
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1° Si I'on part de la formule
(l+q)('l+qﬁ)(l+qs)...=2:q)(n)q", e .i . (32

e 3 7
on trouve, par le calcul précédent,

ncp(n q
F (¢) N (1))
2 (qf 2 o (n)q

2° De méme, la relation

(’l—q)(/l——(f)('l—q5)~--=2: @) (—gq . - - . . . (39)
conduit a celle-ci :

Ewncpi (n) (— ¢)"

EwF(qi)/}=—Eiq:‘(n)(—q)"' C e [4d](307)

168. Relation entre les nombres ¢. D’aprés I'identité (306) :

np(n)=¢ (n—1) +on—2)+om —4)+¢(—8) + -

+h[on—35) +on—06)+¢(n—12) + ¢(n—24) +

+ 6 [¢(n—B) + ¢ (n —10) + ¢ (n —20) + ¢ (n —40) + - . (308)

+8[p(n—T7)+ 1-—14)+ ¢ (n —28) + @ (n —B56) +
(

+lb[cp n—9 +¢. —18)+¢ 11—:)6)+q:a 1;——72)+ -

Par exemple,

89 (8) =0 (7) + ¢ (6) + ¢ (&) + 9 (0) + 4 [9 (8) + 9 (2)] + 69 (3) + 8¢ (1),
ou
86=5+44+2+1+4(3+1)+6.2+8. [4dd]

169. Relation entre les nombres ¢;. De méme,

— g (n) = — @ (v —1)
+ 4 f—cp‘(n — 3)
+ 6 [—¢:(n — B)
+8[—q(n—1)
+13[—¢ (n —9)

i —2) +¢;(n— &)+ (n—8) +---
i (1 — 6) + @i(n—12) + ¢, (R —2k) + -]
(1 —10) + @; (n —20) + ¢; (n —40) + - -]
(1 —14) + @, (n —28) + @, (n —56) +---]

]

+
4
.
+
+ ¢ (n—18) + @; (n —56) + ¢ (n—72)+---

€ 6 6 88



SUR QUELQUES PRODUITS INDEFINIS. 81

Soit n = 8 : on doit trouver

— 80: (8) =—&: (7) + i (6) + ; (4) + . (0) + 4) [— ¢: () + @: (2)] — 6 (3) — 8 (1).
En effet, cette égalité est la méme chose que

—8.2=— A+ 1+ 1+ 4+4[—1+0]—6—8. [dd]
170. La combinaison des formules (280), (302) donne
[f(q)]’=; 2, F(q‘_)/.i— 3 q‘/i - %i,f(q);

ou (200)

- " I Y o) o ] e ' V
[Eo E‘,,_‘_ll:‘ (qdn-l-l)] = § 20 F(q-)J/\& . 21 q'/t - é 20 L",,.HF (qlu+i);

ou encore, attendu que ¢,=0 quand 7 n’a pas la forme 4u+1 (135):

[2 eunpF (q"'+’)]2=4;-2:° (5'_ /iff.-) Fig)— 3 qﬁ .. (310)

171. Soit 7 un nombre impair, donné. Dans le second membre, le coef-
ficient de ¢ est % (f{—-¢,). Dans le premier membre, ce coefficient est une
somme de produits, laquelle peut étre mise sous deux formes différentes.

10 Si d’abord, pour plus de simplicité dans la notation, on remplace la
quantité entre parenthéses par

f(Q) =eaq + quz-{— &0 + et + -,

on voit que la somme cherchée égale

= .
2 [eif,._, 4 Ggfiig v A E,__;it,i;_,] =2 E | Efiine - - SR (311)

Conséquemment,
/i=s,.+42_’s,,e,._n. N 611

On a donc ce théoréme, qui me parait remarquable :
La somme des diviseurs d'un nombre impair i se compose de Uexcés relatif



82 RECHERCHES

d ce nombre i, augmenté de quatre fois la somme des produits deux ¢ deux
des excésgrelatifs aux nombres inférieurs a i et dont la somme est i (*)

2° Chacune des sommes (511), (312) contient un grand nombre de termes
nuls : en effet, ¢, = 0 quand n = 4u—1 (185). De plus, ¢,=¢,,. De la
résulte (**) que

Efiy FEfy gt o E_yEiqy
. 2 T2
=y (g Fig g g Gg o) ey (fy - Eigo + &g+ - )

+ £ (€9 &_sg Ei_g+ Eme+ + ) e (st G+ Egp )

2
- 1 2 € (6n+1) 9

sous la condition P Wl 1) > e - - e .. (315)

2

On peut donc écrire, au lieu de I'équation (312) :

/i=_e;+4255,,“25,,_2““”“). Ce e (31

En particulier,

/45 =+ 4 [L’s ('-’“ + Egz &y + Ex 529) -+ &5 (640 + €35+ Eg5) + £ (&35 517) -+ €138 +’-"17E23]

=g+ b [e,, (444 €37+ £a9) + &5 (5 —+ £a5) =+ €9 . g+ e,a],
ou .
T8=2+4[2+2+2+2(2+3) +1+ 2];
ce qui est exact.

172. L'équation (510) peut donner d’autres théorémes. Par exemple, en
égalant les coefficients de ¢*, dans les deux membres, on trouve

5/i=ei+4264,,,+,zeﬁ_ga.“n'_‘_l)+‘2$§, . (31)

(*) Lorsque ¢ est premier, cette somme de produits se réduit 4—=—. Par exemple :

17 —1

£ g~ Eobyy — E5fyy ~ €8 5 b EyF o~ EqEyy - 6,6, + F46, = i
ou (155) & (et et e+ 5) e, =4,
ou enfin 1424+1=4

(**) Voyez la note précédente.
(***) On arrive plus rapidement & ce résultat, mais d’'une maniére moins simple, en conser-
vant, dans le premier membre de I’égalité (519), la seconde forme de f (q).
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relation dans laquelle le second indice satisfait a la condition
2% —2 (bn' +1)>4 . . . . . . . . . (316)

Si maintenant on élimine / ¢, on obtient la nouvelle égalité
- 1 -
2 Eomps 2 €y g0 ) — Es‘,,ﬂzei_ﬂm e+ 56 E—1)=0.. . . (317

Par conséquent, étant donné un nombre 21 — 1, on peut exprimer ey_,
en fonction des indices relatifs aux nombres inférieurs ¢ 2i — 1. Soit,
comme ci-dessus, ¢ =45, d’ou 2/ — 1 =89 : la derniére équation devient

€gg —+ Egg —+ Ggp —t= fgg —+ &y —+ Eyg + &y (Gss —+ g+ &0+ Eso) + & ('331 + Ey - Eyy) + 23 ('377 -+ 566)
—+ €y (‘573 —+ Eyg) + Eyy ('369 -+ Eas) —+ g5 Egy —+ E99 . Eg1 —+ E35. 57—+ E57. E53 + Eyy . Eyg

_ 5 [G“+ €43 1 &4y - €37 —+ Eg9 + & (L’w —+ &35 -+ 525) ~+ & (E36 -+ 527) -+ Ez. 659+ €y fgg]
+ = ey (eg— 1) =0;
9 & ( 48 ) ’
ou, aprés quelques réductions :

2+2+2+24+2(4+2+3) +1+1+2+2.24+5.4+2.24+2.24+2—3.19+1=0;

ce qui est identique.
173. Au moyen d’un calcul trés-simple, que nous omettons, on trans-
forme I'équation de Jacobi (502), soit en celle-ci :

M+29 +2¢°*+2¢°+ - Y'=1+ 8¢ (1 + ¢+ ¢° + ¢*+ )}
+24q* (1 + ¢* + ¢+ g%+ )¢ ... (318)
+25q* (1 + ¢* + ¢¥+ @B+ .}
MRS

soit en cette autre :
4 ’l k‘z 2 2
-—(-+—)m—ﬂ=w’k’+w§k§+w§k§+m. B 1 )]

6

Ainsi, les quantités (wk)?, (o,k,)°, ... forment une série convergente, dont
la somme est connue. Ce résultat est analogue a celui que nous avons indiqué
précédemment (152).
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174. Identité remarquable. Si, dans la relation (513), on change ¢ en ¢?,
et que I'on retranche ensuite membre 4 membre, on obtient I'identité

(1+29+2¢ +2¢" + - - ) — (1+20°+2¢°+ 29"+ - )} } (520)

=8 (1+ ¢*+ ¢ + ¢ )+ 169° (1 4+-g 4+ g%+ ),

qu’il est facile de vérifier.
175. Au moyen des relations connues :

2 &

2 3
- (%)—4=s[ 4 o 1 5 1 ,, 9 +] . (521)
n 1—q 1+q 1—¢° 1+ ¢

H 3 5 7
(ﬂc)=4[ I 59 59 o7 1 +,-.],(522)(*)

n 1— ¢ 1—¢ 1—qg" 1—q*
2 1 kz 1 2 4 G 8
1(2>——<i>~ﬁo)El(Ic)=2 T w9t w69 5T 4., (5230
2 \r \w 2 1—q 1—q 1—q 1—q

on peut former des développements de la fonction wE, (k)=F, (k) E, (k)
= F,E,. On tire en effet, de ces trois équations,

1 1 : s ‘
WE (k) — —= c + 2 c + 4 q -+ 4 q e
2r* 8 1—q 14 ¢ 1—¢ 1+¢t
1, s
I—¢ T1—¢" M—¢" A—¢ ’
et, en réduisant : :
F\E, B 1 qz q.s 3 qu qs quo

kb s b e B . {524)

= —9

2 8 1—¢ 1—¢
Si I'on développe chaque fraction, on reconnait que le coefficient de q*" est

égal a lexcés de la somme des diviseurs impairs sur la somme des divi-

seurs pairs de n. Ainsi, sous forme abrégée,

= NS S . (528)

It 8 L

(*) LecEnDRE, t. III, pp. 135 et 134.
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176. Pour simplifier le second membre, appelons encore ¢ le plus grand
nombre impair contenu dans n, et soit n = 2%. Alors

s.= /1, s,,—_—(2a+l—9)fi, Si—S,,=(5—2"‘+‘)/;';

puis ) .

l;‘i!._"lg:zr(s—2“+‘)q2':/i,. (320
ou

I;il__%___z(qg.-__qn_ Bg¥ - 15" —29¢% — )/z, S . (327)
ou enfin

F4

_'1_——52[F(q’)—ql/z—z[C)q?-+4q4x+8qg.+ ]/ . (598)

Sous cette derniére forme, on reconnait que le produit des fonctions com-
plétes E,, F, dépend de F (¢°) et d’une nouvelle transcendante

2g% + kgt + 8% + 16¢° + - =1 : dq [[‘ (329)
177. Dans I'équation (295), changeons ¢ en |/q : elle devient (19) :
‘ .
q'_E - = (,1 + qz 4 qe 4+ qn 4 .. .)2 = 2” Em_“qg"' e e . . (350) (.)

178. On sait que
(1+q+ ¢+ ¢°+ ~-)‘=%: kq_%=l +4q+6g 4 oo+ q’:/(.2n+ 1) + - (331) (*)
Si I'on change ¢ en — q, et que I'on retranche, on a donc
M+qg+ @+ —(l—qg—F+ ¢+ ---)‘=_22: q:/(9i+ 1). . (332)
Le premier membre équivaut &
8q(1 + @+ ° + ¢ + - P (1 + ¢+ g+ ¢ + o5 . . . . (157)

(*) Depuis que ce passage est rédigé, je me suis apercu que les formules (293), (330) ont été
données par Jacop, sous une forme un peu différente. Voyez Fundamenta, pp. 105, 106.
(**) Fundamenta nova, p. 105. ‘

Tome XL. 12
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ou, d’aprés les formules (295), (550), &

8 * . dn+-1 © o 2n'.
20 fapdT X 20 Eawpa(
Conséquemment,

© ® R . =
20 Eul+'lq4n+‘ X 20 "541:'+1qul = Z 2‘ q‘ﬁgl + ll); . * . . . (’335)

]
puis, si I'on considére un nombre donné ¢, de la forme 4p—1 :

niﬂ
/i=4§ T entfns, e e . (35)
. . n=0
avec la condition
1
,m+4+v2nf=’T. P (£ 1)

Soit, par exemple, ¢ =19. Alors
/'19=20=4—[s.,.e,7+85.59+ g.6)=4[1.2+2.1+1.1].(

179. Aprés avoir mis I'égalité (552) sous la forme (535), écrivons-la ainsi :
[(l] + qz_g_ qe_'.. q‘2_|.. ) ('1 + q“'-l- qﬂ_'_ q2‘+ )]2 = -;— EQ q“f(?’t +1). . (356)
1

Dans le premier membre, un terme quelconque du produit des deux séries
peut étre représenté par A,g*", pourvu que

2 =ux(x+1)+2 (y +1),
ou
8n+53=2x+1) 22y +1° . . . . . . . . (337

Ainsi, le coefficient A, est égal au nombre des solutions, entiéres et posi-
tives, de léquation (337). D’aprés un théoréme connu (**), ce coefficient est-
égal a lexcés du nombre des diviseurs de 8n+-3, ayant la forme 8u + 1,
sur le nombre de ceux qui ont la forme 8p.+ 5. [Ad.]

(*) Laformule (314) donnerait, au lieu de cette somme composée seulement de rovs termes :

&y (Eag Byg €4y~ €3y) - B €4y - £, = EoHEpy £y G =1 4+ 24-1.2,

(**) Genoccui, Nowvelles Annales, tome XIII, p. 167.
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180. Si, pour plus de simplicité, on fait i = 2/ — 1, et que I'on remplace
q* par q, la relation (556) devient

[EZAnan:%E:’qt—J iu—a). S [4d](338) ()

181. Vérifications. 1° Le produit des séries

1+q+q’+q“+q‘°+q'5+q'“+q“+--~,

,1_._{]2_'_ qe+q42+ qﬂo+qsu+ .
limité aux onze premiers termes, est

14+q+ ¢+ 2+ ¢°+ 29"+ "+ ¢* + ¢° + ¢~
2° De méme,

,l .
i E“ q‘“’/k&l— 1) =1+ 2¢ + 3¢* + 6¢° + Bg*+ 6¢° + 10¢° + 8¢" + 12¢° + 14¢°+ 11 ¢".

3° Enfin, le carré du premier polynome est
1+ 29 + 3¢* + 6¢° + Bg* + 6¢° + 10¢° + 8¢" + 12¢° + 149’ + 119" + .- [4d.]

182. Identité remarquable. Une simple transformation de I'identité connue
3 5 7 3 5
q q q ¢ L .__q9 9 __a

- - = - (339) (**
’1—q2 ’l—qs 'l—q“’ 1__(1“_'_ 1_'_(’2 ’l+q6 1« q10+ ( )( )

conduit & un résultat curieux. Si I'on écrit, au lieu de cette égalité,

9

q q qs_q‘)(q"__q)
(4'——q2_'l+q")+(1—q‘° 1+ g% - 1—q* 4+q‘3+

q:': q:'a q7 q7 q“ q“
=(1_q6+4+q°)+(1—q“+1+q“ - I—q”+d+q‘22 R

que I'on réduise, et que I'on remplace ¢* par ¢, on trouve

q q q q" q q '3 q'
1 — +,1_ $+,i_ 9+ — 15+“'=4_ 5+,1_7+,1_ u+,l__ 15
q q ¢ 1—q q q q q

(*) On suppose A, = 1.
(**) Lecenpre, t. IIL, p. 152.
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ou

\

Iy O [4d] (ko)

1 — gl T &1 qw—a'

183. Remarques. 1. Sil'on met cette identité sous la forme
2’: Ag = 2‘: B,q",

chacun des- coefficients A,, B, est égal ¢ la moitié du nombre des diviseurs
de 4n —1.
Soit en effet
n=30—2+ (ba —3)x=b+ (4b—1)y, . . . . . . (341)
ou
4n — 1 = (ha — 3) (bx + 3) = (4b — 1) (4y + 1).

Soit ensuite 4n — 1 = ¢/, ¢ étant le diviseur qui a la forme 4p — 1: il est

clair que
' U+ 3 t+1 {—3 —1
rak b= 2 = =b—1, y=

=—=a—1.

Conséquemment, le nombre des fractions qui concourent & former A,q" est
égal & celui des valeurs de 7; etc.

1I. Les équations (5i1) admettent le méme nombre de solutions entiéres :
ce nombre est la moitié de celui des diviseurs de 4n—1.

Prenons, par exemple, n =19 ; d’ou

i=3,15,75; '=23,5,1.
Les valeurs des inconnues sont
a=17,2,1; b=1,4%4,19; x=0,3,18; y=6,1,0.
Le terme A,,¢" provient du développement des fractions

q q& qw
1—q 1T—q¢ 1— g%’

donc A,y = 3.
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Dans le second développement, ces fractions sont remplacées par

q , qd , ql9 )
. 1 — q3 1 — qw 1 — q75
Par suite, B,y =3 = A,,.

II. Si kn — 1 est un nombre premier, A,=B,=1. [Ad.]

184. Le beau théoréme de Jacobi, sur le nombre des décompositions de

8n -+ 4 en quatre carrés impairs, résulte de l'identité

20

¢ q9° q
(q+q9+q25+qw+m)‘=4——qs+51——-q"+ 51_q‘0+--- S (342)()

On en conclut, trés-facilement :

(A+q+ ¢+ q“+q‘°+.-~-)‘= L + 3 1 + 3B 7 + 7 7 + -, (343)
1—g A—¢ 1—¢ ‘1—q 7
; 1 q g '
l—0g— P+ o° 0__ Y= —5 — 4
4 12 20 28
l il + 5B 7 + 7 9 + -5 (34B)

— 9 02 49 8, ) —— - -
U—q—g+1"+q ) 1+¢° 54+q2‘ 1+¢* 1+ ¢*
relations qui nous seront utiles plus loin.

185. La série de Lambert :

2 3 &
g T qa+ q
1—q 1—¢ 1—¢ 1-—4¢

4+ e =q+2¢"+ 2¢° + --- + N(n) ¢" + ---, (346)
N (n) représentant le nombre des diviseurs de 7, est évidemment décompo-

sable en
© qi qﬂi qli )
2‘ (,1_qi+,1_q2i+ ’l—q"'+” ’

Or,

g T ,_4
1—q 1—¢ 1—¢'

4

4+ =q +20"+ 39"+ ¢*+2¢°+q"+4q°+ - + (a-+1) "+ -, (34T)
pourva que I'on suppose, comme précédemment, n = 2%. Autrement dit,

(*) Lecenbre, t. III, p. 135.
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le coefficient de q" est égal an nombre des puissances de 2 qui divisent n (7).
Par suite,

qi q?i (I'“ n=ow y
e e =3 e
puis

2 5 .
4 ., 94 4 1 4 q
l-——-q ]—q2 /]_(Ia ,1__(14

=SS ey (s

Si I'on intervertit I'ordre des sommations, on peut remplacer le second
membre par

3l g ) =B )
Ainsi,
2 3 2 3 4 14
1 + L 9 - = 1 -+ 2 q . 1 .+ 3 1 4o (1) 9 + - 3 (349)
1—q 1—¢ 1—¢ 1—q 1—¢* 1—¢* 1—¢ . 1—q>

transformation assez curieuse (**).
186. Si, dans le premier membre de I'égalité (547), on change les signes
des termes de rang pair, on trouve

2 4 8

¢ ¢ ¢ ¢ 9
1—q 1—¢* 1—q¢" 1—¢ 1—g*
q q q¢° ¢ N L)
=1 = z+1_ "+’l—- 3z+,l_ 28 77T
q q q q

&

=+ ¢+ ¢+ ¢+ + ¢+ ",

pourvu que Uexposant n ait la forme 4°i. Ce développement me parait étre
le plus simple de ceux auxquels donnent lieu les séries qui ont pour type
celle de Lambert.

187. La fonction qui représente la somme de la derniére série est liée a
la fonction F (¢) considérée ci-dessus. En effet, soit

F@)=q+¢+q g L (351)

(") L'unité est considérée comme égale & 2°.
(**) Elle résulte aussi de cette propriété évidente : le nombre des diviseurs de n est égal au
produst de « + 1 par le nombre des diviseurs impairs.
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D’aprés cette définition,

Fl)=F@+F@®,. . . . . . . . . . (55
puis
F@—F=F@—F@=q, - - . . . . . (33
et encore
q (]2 q¢ qs X i _
1—q—4—q2+4—q‘—1—q“+"'_2,&a('])’ coeon s (b5

188. De la formule d’Euler :
=0 =) —¢) =1 —qg—F+ ¢+ — =

on tire, en prenant les logarithmes, les dérivées, puis développant (16) :

q+ 3¢+ 47+ o+ ¢ n+---=—-ld(a(f~)- N G 1:19)
dg  (ax)
- D’aprés les formules (6), (7),
e % 41 _ 1
oo’ = 2° (—) kw/“.'aq %
U,
donc
dloc’) 1do 1 dk Adle 1dg | (35)

w' 20 12k 3K 2gq
On sait que (*)
dk dk

do= s (B () — K], do'=— [B,(K) — KR, ()] . - - (587)
De plus,
dk k

, d ‘ P : ,
Pour evaluerTq; reportons-nous & la définition (2) : il en résulte

k
d—q= —i- (o'do — ode’) ;

N q okk®
ou, par les formules (357),

dq ™ - B 2R ’ 2 ’ .
7=W,2{h(/c)[13,(/c)—k By (k)] + B (k) (B, (k) — BF, (k)] dk;

(*) LEGENDRE, t. I, p. 62.
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ou enfin N
dg_ ™ g 358) (*
— (558) ()
La formule (556) devient
d (az) — [Ex (’:) @ :1_ (4 + 5k’2)i:-—- i]ﬁ, B (1:1)]
o’ m 6 w241 q

et la formule (355) :

i 1 2k Bk** E(k)o
g+ 3¢+ 4+ -+ g TR i e (360)
Telle est la sommation de la série
2 3 n
1 + 2 1 + 3 1 ) 1 + %
1—q 1—¢ 1—=¢ 1—q
189. On trouve, par un calcul semblable au précédent :
d (8’ :
_(5F‘z_)=[‘_(.2kz+ka)i_i dg ... (361
6g’ 6 = 2%l g
(I qﬂ q3 1 1 Iczwﬂ ,1 k'ﬁw‘z o
—— 42 P U AN
e A e A R
puis, & cause de la relation (560),
9 ¢ ¢ ®
1_q2+21 _?+31_q6+...=2_#[w_54(/c)], . . . . (363)

formule connue (***).
190. Le développement du premier membre est

?

- . n .
2+ 4P+ b + 60" + 8¢° + oo+ —q" [ P -,
D

J (") Au lieu de cette valeur, que jai vérifiée plusieurs fois, Lecexpre donne celle-ci :
q= —mi-k—,; dk (t. 111, p. 110), sans indiquer comment il y parvient.

(**) Voir la note du numéro 166.

(") Elle résulte de la combinaison des égalités (502), (524).
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¢ désignant, comme ci-dessus, le plus grand nombre impair qui divise n (**).
Ainsi
.
q+2¢*+ 4¢° + 4q‘+~-+-éq" T4 = e[o—El(k)]. ... (364)
, (7 _
191. En opérant d’'une maniére un peu différente, on trouve, au lieu de
Péquation (363) :

q ¢ ¢ @ | -
g T g Tl B®l )
Conséquemment,
q ¢ ¢ q ¢ ¢ -
= 9 o
(1—q)"+(1—q3)2+ (’l—q")5'+ 4—q’+ l—q‘+51—q‘+ (366)
identité presque évidente. -
192. On a
¢ 4 7 7 ¢ .. 1
4—q+21+q2+51—q5+41+q‘+ =533 (321)
2 & 6 8
T _ 9 @ 5 9 4, 19 B (50
1—q 1—¢ 1—q° 1—q 27 8 '
Il résulte, de ces égalités,
2 5 9
4 9 T 5 ¢ L, ¢ . _F_ B 1 5
1 +q 1—¢® 1+ ¢ 1—¢ 27 o* 8

Le premier membre, étant développé, devient
q+(2-——d)q7+(5+1)q5+(4+2—1)q‘+(54+4)q5+(6-——3+2—'1)q"+---

On voit que le coefficient de q" est égal a.lexcés de la somme des diviseurs
de n, de méme parité que n, sur la somme des diviseurs de parité contraire.
Cette loi parait assez simple, surtout si on la rapproche de celle que nous
avons trouvée ci-dessus (175). [4d.]

(*) Autrement dit, le coefficient de q est égal a la somme des diviseurs de n qui donnent
des quotients tmpairs, '

Tome XL. : 13
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: oy , . 1 _ .
193. Dans la derniére équation, supposons k= \/z>ouqg=e"". Il vient, .
» Sup 3 q )

a cause de
) ( 1 ™ ®
E, \/" =+
s 2
q 2 ? ‘ 1 1
1 + 2 1 + 3 9 g =
1+¢q 1—¢* 1+ ¢ 1—q 8 inm
ou
1 2 5 4 1 1
+ -+ 2 “+ u +oe==——3;. . . . (368)
e7 + 1 e — 1 ey | e —1 8  4m
ou enfin, d’aprés la remarque précédente,
5 1 1 - «
T4 e 4 LT 4 Be T - Qe T - he ST 4 o vh == _8. — ,__ B (069) ( )
T

VII.
QUELQUES THEOREMES D’ARITHMETIQUE.

194. Les problémes relatifs a la Partition des nombres, a I'’Analyse indé-
terminée, etc., auxquels donne lieu la considération des produits indéfinis ou
des séries, sont fort nombreax, comme le prouvent les travaux d’Euler,
Legendre, Jacobi, Dirichlet, etc. Dans plusieurs paragraphes de ce-Mémoire,
nous avons rencontré quelques-unes de ces questions; dans celui-ci, nous
en traiterons d’autres, aussi simples que les premiéres.

195. L’identité

(14 2¢+ 24+ 2¢°+ 20"+ - — (1 — 2q + 25 —2¢°+ - =8¢ (1 + ¢*+ ¢+ g%+ -}, (31)

donne, immédiatement, ce théoréme connu et presque évident :
. Lo . N—1
Si un nombre impair, N, est la somme de deux carrés, ——est la somme
de deux nombres triangulaires; et réciproquement (**).

(*) Cette équation entre les incommensurables =, e a-t-elle été remarquée? [Ad.]
(**) Les équations '
N-—1 z@-+1) yly+1
i e Ty

N=(@r+y+ 12+ @—y)

rentrent 'une dans lautre.
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"’196; L’identité
(1429 + 2¢°+ 29"+ )+ (1 — 24 + 2¢°— 20’4 ' =2 (1+ 2¢*+ 2¢°+ 2"+ )%, (30)
si on la simpliﬁe autant que possible, prend la forme
: 3 3= S g ()

On conclut, de cette nouvelle égalité, la proposition suivante :

S¢ un nombre N est la somme de deux carrés, 2N est aussi la somme de
deux carrés ; et réciproquement (**).

197. Dans la relation

(1-+2q +29°+ 2"+ - — (1= 29 + 20°—=2¢°+ - ) = 169 (1 ¢’ ¢°+ ¢+ - )", (29)
conséquence des identités (30) et (51), posons
T=q+ @+ ¢+ y=—qr g =g =
Le premier membre devient
8(x—y) + 2% (2 — 4% + 52 (2 — ¥%) + 16 (x* — ¥).

Représentons par Y une somme de termes dans lesquels les exposants
»
de ¢ soient pairs, et par ) une somme dans laquelle les exposants soient
impairs. Nous aurons

x = E q” + 2‘ ¢, = 2 e+ E ¢t ele.
P P i
y=3 =20 y=3 ¢ =3 ¢ el
puis, au lieu de I’égalité (29) :

2 qnz +53 2‘ qn‘.'+1;'2 4+ 4 2 qne-{_u'i—}-u"'-’ 4+ 92 2‘_ (111'3+71"3+n"2+n'”9= q (,1 + (]2+ q6+ qﬂ_l_ “.)6;
i i

(*) Nous n’avons peut-étre pas besoin de rappeler que p, p’ désignent des nombres pairs ;
i, ¢, des nombres ¢mpairs ; ete.
(**) Genoccui, Nouvelles Annales, t. XIII, p. 158.
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ou encore, par le changement de ¢ en ¢*:
E q“”g_’_ 5 E q“,,e.l_,.'z)_'_ 4 E q&(n etwebane) 22 q&(n‘-’+1n2+w'2+nm2) (q+q +qes+qw+ )4 (5,0)(

Cette identité démontre le théoréme suivant :
Soit N un nombre donné, impair. Soient les équations 1SOLEES

w=N, w+ 2*=N, W'+ 2*+y* =N, @'+ 2’+ y’+ 22=N, W'+ 2’+ y’+ 22=4N, (371)

dans lesquelles les mémes lettres désignent des inconnues DIFFERENTES. S¢
a, b, ¢, d, 2 sont, respectivement : le nombre des solutions entiéres positives
de la premiére équation (**), de la deuxiéme, etc.; on a, entre ces cing

nombres, la relation
y=a+3b+4es-2d. . . . . . . . . . (372

Soit, par exemple, N — 19. Les équations (571) sont
=19, w'+a’=19, w+2’+y’=19, w+ 2+ y*+ =19, W'+ 2*+y’+2*="T6.
Les deux premiéres n'admettent aucune solution. D’ailleurs
19=94+9+1=16+1+1+1 y 76=285+284+284+1=49+9+9+9=49+25+141;

donc c=3, d=4, r=bh+h+4.5=20.("

On doit avoir
5.3+ 2.4=20;

ce qui est vrai.
Soit encore N = 25. De la resultent les équations

w= 25, w'+ 2*=23, w'+ x*+ y?*=25, w+ &’+ y’+ =24, w+x+y+z—100

La troisiéme est impossible. Les solutions des quatre autres, essentiellement
différentes, sont

w=05; P w=37,x=4; L w=4 =2, y=2,2=1; B> w=9,x=35,y=3,2=1;
w=7,2=T7y=1,2=1; w=35,x=35,y=3,z=1; w=71=8,y=5,z=1.

(*) Dans ces nouvelles sommes, chacun des exposants a la forme 4.
(**) o estnécessairement 0 ou 1. En outre, dans la derniére équation, les inconnues ne doivent
recevoir que des valeurs ¢mpaires.
(***) Les nombres 9, 9,1 donnent lieu & {rois permutations ; les nombres 16, 1,1, 1, & quatre
permutations; etc.
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Done
1.9.5.4 ) 92.5.4 1.2.5.4
lL=1, b__—_:‘), C=0, (,l=—lT=12, A= —“+ 35 + 1 + 1.9 =0‘|,
et 'on a bien
Sl=142.5+2.12

198. Remarques. 1. Si, dans I'équation (502), on change ¢ en —g¢, on
trouve

(1 +29+2 +2¢°+ -y — (1 —2¢+2¢"' —2¢" + - )) =16 2@ q‘/z'.
1o,

Donc, a cause de lidentité (29) :

A+ @ g )= 2”(1‘/ 0

ou par le changement de ¢ en ¢* :
(q+ ¢+ ¢*+ q‘9+...)‘—_—2’°q“/;'. ... ... (373)
1 e
Ainsi, A, nombre des solutions, en nombres vmpairs, de U'équation

w? + '+ y?+ 22=4N,

est égal a la somme des diviseurs de N : c’est le beau théoréme de Jacobi.

II. D’aprés un théoréme de Gauss (*), si on appelle N' le nombre des
diviseurs de N, formés seulement des facteurs premiers ayant la forme
hp+1,0n a:b=N'oub=N—1, suivant que N' est pair ou impair.
Si donc d était connu, I'équation (572) donnerait ¢, ou le nombre des solu-

tions de Iéquation
w+ 2f+ =N

Jignore si M. Liouville, qui s’est beaucoup occupé de la décomposition
en trois carrés, a résolu cette question particuliére (**).

(*) Voir la démonstration donnée par M. Genoccul (Nowvelles annales, t. XIII).
(**) Dans le Journal de Mathématiques (t. XXVII, p. 45), M. LiouviLLe donne cet énoncé :
Sott N un nombre de la forme 8 + 3. Le nombre des solutions de

o+ + 2 =N,
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199. L’équation (502) peut encore étre transformée ainsi :

(¢ +q "+ g ) +3(g 4 g0+ P b (g g0 e P2 (g g )
+3

=(g + @’ + %+ )+ 3P+ g+ g0+ P 5 g g e . (574)

(q +q +q200+ )&

Celle-ci, qui ne différe pas des relations (518), (519) donne le théoréme sui-
vant :
Soit N un nombre donné, pAR ou MPAIR. Soient les équations 1SOLEES

w=N, v’+a'=N, w+r+y*=N, w+r’+y’+22=N;

N
W2y + P =4N, W+ 2P =2N, w2’ P+ =N, w+a’+y’+2= 3 etc.

dans lesquelles les mémes lettres désignent des inconnues DIFFERENTES. Soient
a;, by, ¢, d, les nombres de solutions des quatre premiéres; et p, p,, po, ... les
nombres de solutions des derniéres, dans lesquelles les inconnues ne doivent
recevoir que des valeurs mpAIREs. On a, entre ces nombres, la relation

a + 30+ hey+ 2d, =p + 5 (w4 po+ py+--2). . . . . . (375)
200. Arrrication. Soit N = 24. Les équations a résoudre sont :

w=24, w+x’=24, W'+ =24, W+a+yt+zt=24;
W+l + 1y’ + 2 =96; wia+y’+28 =48, W+t +y+ =24, W+ iy’ +27 =12,
Wyt + 28 =6, walsy’+2P=3.
On trouve
a=0, =0, ¢,=3, d;=0, p=0, p;=0, p,=0, p3=4, p;=0, p;=0;
aprés quoi, 'équation de condition devient
Lb.5=3.4%.

201. Remarque. La somme de quatre carrés impairs a la forme % (2v+4-1).

X, Y, Z étant smpairs et positifs, est

c, [Nt EN—9)+~N—25 .
=8l )T e N )

¢ désigne I’excés du nombre des diviseurs ayant la forme 4x + 1, sur le nombre de ceux qui
ont la forme 4p —1.
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Si donc N = 2%, ¢ étant impair, les équations formant le second groupe

sont impossibles, excepté celle-ci :
w4 o+ g+ 2 =2%1
De la résulte que la relation (575) peut étre réduite &
ay+ 3b; + bey+ 2d, = Spy. -
202. La relation (575) peut, on I’a vu, étre écrite sous cette forme :

20

(4 12 G*
51"y
1 — qa ‘l - ‘12. ’l . qw

-+ =((I &+ (I9+ (I%_;. ...)4_.

Une identité analogue 4 celle-ci va nous donner d’autres théorémes.
On a, simultanément :

l_"q2+ 25412{]‘ + 53/113q6+ ’*’,,_q‘qﬁ =/2Lj *)
i*q+¢+¢+¢“wﬁ~~='% 2V '
donc _
‘i—lf-‘ 2° ] _(qu + 3° " zgqﬁ + 4 ] _f]_aq8+ =1 +q+q5+bq"+-»-)‘;
ou bien,

32

8 16
¢ L 9 s ot

'l—qw"-2 1—q* 1—(148"' ll_qst"‘"‘:(‘l“'qg"' @+ ).

En outre, & cause de la relation (342),

16 24

ql . q<l2 ) q20 qﬁ's -12 qﬁ {’ . (I
: 5 . 7 = 93 °
['1—q3+ G T T B R BT T

ettt

(376)

(342) ()

(20)

(378)

(379)

; (380)

(*) LecenDRE, t. III, p. 133. L’illustre auteur ajoute, en note : « Il suit immédiatement de
» cette formule, que tout nombre 87 +- 4 est la somme de quatre carrés impairs; et de plus,
» quel est autant de fois de cette forme, qu’il y a d’unités dans la somme des diviseurs de
» 2n+ 1. » La seconde partie de cet énoncé doit, je pense, étre rectifiée ainsi : I’équation

P02 =8+ 4,

dans laquelle i,i,1",1"" sont des nombres impairs, a autant de solutions que Uindique le

nombre des diviseurs de 2n + 1. (Voir ci-dessus.)
(**) Fundamenta, p. 111.
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ou, plus simplement,

3 5 7 2 4 6
[ AP S —— .L+---]= T o 9 3 4 [4d](381)
1—q 1—¢° 1—q¢° 1—¢' 1—q* 1—q* 1—¢"

Q

203. Les identités (579) et (381) démontrent les théorémes suivants :
1o Tout multiple de 8 est lo somme de huit carrés impairs (*).

’

20 Silon fait n = di, le nombre des solutions de U'équation
G+ +5=8u, . . . . . . . . . (389

est égal @ la somme des cubes des diviseurs d.
3o S, de plus, 4n =1i'+1i'", alors

2('/""></i">=82d3. .. [Ad)] (383)

204. ArrLicaTiON. =06 =1.6=3.2: I'équation
G4+ + =148

doit admettre (6°+2°) solutions. En effet,

4

BB8=25+94+94+1+14+1+14+1=94+94+9+9+9+1+1+1;

donc, x étant le nombre de ces solutions,

1.2.5.4.5.6.7.8 1.2.5.4.5.6.7.8

X =
11.21.23.45 1.25.4.5.1.2.3
En outre,

=22 = 6+ 2%,

, 15, 17, 19, 21, 25;

(SN

=1, 3, 5 7, 0, 1,1
¢'=23, 21, 19, 17, 15, 45, 11, 9, 7, 5, 35, 1;

‘/;"= 1, 4, 6, 8,13, 12, 14, 24, 18, 20, 32, 24;

- /e'"=%4, 39, 20, 18, 24, 14, 12, 13, 8, 6, 4, 1;

(*) Cette proposition ne différe pas de celle que nous avons rappelée tout a I'heure : tout

nombre 8n + 4 est lu somme de quatre carrés vmpairs; mais cet énoncé, méme rectifié, ne
fait pas connaitre le nombre des décompositions en huit carrés.
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(/1 X/ > 2(1.2% +4.52+6.20 + 8 18 +15.24+12.14)

16(3 + 16 + 15 + 18+ 39 + 21) =16. 112 =8 (6° + 2°). [Ad.]

done

205. Remarque. Sin est premier, le nombre des solutions de I'équa-
tion (582) est #° (*). En méme temps, I'équation (585) se réduit a

2 (./‘ilei")=b‘(n5+ ). [4d]

206. Sommation d’une série. Dans la relation (578), changeons ¢ en — ¢ :
elle devient

l 2‘; (1 =3 qQ 43 (13 . I 0 __
l—q’_ ’l*—q‘+o’]—(18—_“1-—(]'24‘”.—( — ¢ @+ ¢ g — ),
ou
(]3 qlﬁ s q% s (’5'2 ; ' X
1—q" —2 1— ¢ ” 1—q% — 4 1— g™ A= (g — @' —q ¢ g — ) (384)

Pour évaluer le second membre, on peut partir de la formule
poos s @ s
(q‘-q‘—— ' +qt+ ) =—( ) (t—=FKPK. (™)
Si I'on y remplace ¢ par ¢, = ¢°, puis ¢, par ¢, =¢", elle devient

w, 4
((I_qo__qes + (149+ )3__214‘(_;2) (1 __k;) ,‘2

Or,
1+ k k
=y, k, 24‘1 ik (5Y)
done '
1+ k| 1(1+ iy Ky vk ,lﬂz 1+ k)VF
Wy = wy = — (1 ) w (g = 2 =2 5
=y U Ve =T M+ k)

(*) «.. lon peut dire de combien de maniéres un nombre donné N sera la somme de huit
» nombres triangnlaircs. Si le nombre N + 1 est premier, le nombre des combinaisons dont il
» s’agit sera (N+1)°+1.» (Lecenore, t. III, p. 153.)

(**) Fonctions elliptiques, t. 111, p. 110.

Tome XL. 14
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et, aprés quelques réductions,

: (,,) (1 — k) ey = ( :>'(1 VE) VIARVIVE V7 Vﬁ]‘.

N
Par suite,

(—@— ¢*+q°+¢*— . —\/ ( )(I+l/lc) Vi+k Vk’[\/l+k —\/fl//c] .(383)

Cette formule est bien plus compliquée que celle qui se rapporte & la hui-
liéme puissance de q+¢°+¢*+-¢* - ---: Legendre donne, d’aprés Jacobi,

(q+ (19+ q?5 + (lw_._ qs'+ ...)8= (90> (]_ Vk) : [Ad']

™ A

207. Identité remarquable. Soient
(/+(19+1125+q‘9+'“=A, q_qo_q%_‘_qiﬂ_‘_‘_.:l;.

Nous avons trouvé (202, 206, 184):
AB P q3 93 qw +-3 q% ,3 q32

== -+ 2 -+
,|_qm ,1_'_(152 4 'l+q“ " 1_qﬁa
8 16 2% 32
B8 j— q ;)5 q -3 q 3 q

+ e,

—9 — 4 4y,
’l-—(]m ’l—(]"ﬂ_‘-a 1—(]“ ,1_(16&
4 12 20 28
A= qq“+ i . R . e . AR
4 12 20 28
p—_1 s 1T 5 T . 4

1—¢ a,'_qu 5,._(]40 1— ¢

Done, & cause de A°— B* = (A*}-B*) (A*—B"*), et par le changement de
g enq:

— q q3+6 qS q7+16 ]
_1—q‘+54—q"+54—q’°+71—q”+
- q1+2 _ qs . q5+lo q7

X _:1__q‘v+a1__qﬂ+8l_q10+7.l_q28+“.:| . e [Ad](86
~ 4 8 12 16

Y S (N S S ”+...].
[1—¢q 1—q 1—gq I—gq

208. Remarque. Le développement du premier facteur est ET q"fal';



SUR QUELQUES PRODUITS INDEFINIS. 103

{ ayant la forme 4u+1; celui du second facteur : 3~ qTi’ , ¢’ ayant la forme
4y —1. Enfin, le développement du second membre serait

A Ej(d’+ A+ d"?+ ) g

d,d',d", ... étant les quotients de n par ses diviseurs impairs. Par conséquent,

2(\/;&/:"):42(1’.

Cette égalité ne différe pas de celle que nous avons démontrée ci-dessus (203 );
car si 41 est décomposé en deux parties impaires, I'une a la forme 4y 41,
et I'autre la forme 4x—1 (*).

209. Prenons I'identité

(1 —q _qz+ qs + qv __qu_...) (1 +q— qﬂ_qs_q7_q1z+ -) L (143)
== g+ ¢+ ¢t g =) (=207 2% 2004 27— )
Si I'on suppose les produits effectués, elle devient

31FL smm

2 (_ ’I)’ qT (_ 1) _2 ,])u' qsl"2+l +9 2 —'l al 2 X( 1): qw’ (587)

Soit, comme au numeéro 88,
sl 5=l
—+ ’
2 2

n=—

ou
2%n + 2= 6l 1+l 172% . . . . . . . (199

Dans le premier membre de I'identité (587), le coefficient de ¢" est
SV
=
A=Y (—1) ;
la somme Y s'étendant, bien entendu, & toutes les valeurs de [, /', positives
ou nulles, qui satisfont & I'équation (199).

() Soit, comme & I’endroit cité, 472 =24. Les valeurs de ¢ sont 1,5,9,15,17,21; celles
de ¢’ : 23,19, 15,11, 1, 3. Donc l’eﬂahte précédente devient

1.244+6.20 4+ 15.24 +14.12 + 18.8 + 52. 4 = 4 (25+ 67);
etc.
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Si, pour plus de régularité dans la notation, on change /'’ en y, on trouve
120 + 1=2%x*+ (6y 1?2 . . . . . . . . (38Y)

En outre, le coefficient de ¢”, dans le second membre de l'identité , a pour

valeur
B=(—1)"+ 2 (— 1™

ou =23 (— 1),

selon que le nombre donné, n, est ou n’est pas le double d’un nombre pen-
tagonal : j'appelle y, la valeur de y qui répond & x = 0. Pour plus de
simplicité, admettons que le second cas ait lieu. Comme A = B, I'on a, entre
les solutions des équations (199), (588), la relation

SVEEL

ST —e S L L (589) ()

210. Remarque. Si I'équation (388) est impossible, B = 0; et alors

3EFY
I

: k] il .
c'est-dire que le nombre 1 -+1' + == a autant de valeurs paires que de

valeurs impaires. De méme, si Péquation (199) est impossible, A = 0, et

Y (— 1yt =0.

3

Dans ce cas, ou léquation (388) wadmet aucune solution, ow la somme
X 4y a un méme nombre de valeurs paires et de valeurs impaires.

211. AppricaTions. 1° Soit, comme au n° 89, n = 40. Les solutions
de T'équation (199) sont :

l=5,1=0; 1=0,1=5; l=5,1=2; (=2, =25

En méme temps :

sl
=

0, 40, 5, 35.

(*) N ne faut pas oublier que n n’est pas double d’un nombre pentagonal.
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Donc A= (— 1+ () (— )" 4 (— 1) =0,

Ce résultat est exact; car I'équation

481 = 242’ + (6y F 1),
n’admet aucune solution.
20 Soit n = 80. Les équations & résoudre sont :

1922 = (6l 1)+ (6= 1), 961 = 242>+ (6y F1)%.

La premiére est vérifiée seulement par /=35, I/ = 5; d’ou 51’2; L —40. On
trouve ensuite x=0, y=>5; x=25, y=3; puis, 80 étant le double d’un
nombre pentagonal : ‘

HEED

A= (=0T =1, B=(—1f+2(—1f=1=4.

212. Par un calcul semblable au précédent, on conclut, de I'identité

(=g —=¢+ g+ = f=U—=¢—q"+ 0"+ " — ) (1 =29+ 2'—2¢°+ ), (159)

la proposition suivante :
Les solutions des équations

2n + 2= (Bl F 12+ (60’5 1>, 120+ | =122>+ (6y = 1)},

vérifient Uégalité
Y (A= (— 1P+ 23 (= 1yt

lorsque n égale 33* =2 (*); et, dans le cas contraire, ces valeurs satisfont a
la condition

E (_ 1 )l+l'= 9 2 (_ 1 )z+y_

Par exemple, n=80 =3 .5%+ 5 donne, comme ci-dessus :

puis
r=0, y=35; x=6, y==4.

(*) Dans la ceconde somme, on ne compte pas la valeur de x + y qui répond & x =0, y=1.
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On doit trouver :
(= D)= (— 1)+ 2(— 1)";
ce qui a lieu.

213. Les diverses identités que nous avons démontrées dans les nu-
méros 72 et suivants, donneraient des théorémes analogues aux précédents ;
mais il n’y a pas un grand intérét a les chercher. Nous rapporterons cepen-
dant celui-ci, qui résulte de I'identité (146) :

Soient les équations

(2e-+1P2+ U+ 1P=8rn+ 2, 2020+ 1P+ (4y')=8n+2. . . (390)

Soit ¢ Uexcés du nombre des valeurs paires sur le nombre des valeurs
unpaires de y. Soit, semblablement, ¢ Uexcés du nombre des valeurs paires
sur le nombre des valeurs impaires de'y'. On a e =2 =2¢, swi-
vant que N est ou n'est pas le double d’'un nombre triangulaire.

Si, par exemple, n=21, les équations & résoudre sont :

(20 + 1)+ (2y + 12=170, 222"+ 1)+ (4y')?=170.

La premiére est vérifiée par y=0, y=3, y=25, y==6; donc e=0. La
seconde équation est impossible : ¢’ =0.

Soit encore N=20 : N est le double du nombre triangulaire 10. Les
équations (590) deviennent

(20 + 1)+ 2y + 1)2=162, 2(2x"+ 1)’ + (4y')* =162

Elles ne sont vérifiées que par y= 4, y'=0;donce=1, =1; et
ces nombres satisfont & la relation énoncée
214. Les diverses décompositions de la série

3

1 A\ 2
1 —5¢°+ 5¢°— 70"+ 9¢% - ---———q_z (i) 2%k'=S, . . . . (24)
™

obtenues ci-dessus (8%, 161), conduisent & des résultats intéressants. Rappe-
lons d’abord les identités dont il sagit :

S=a’3=(1—q?-——q‘+q“’+(/“—.-)3, P 13
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S=({1—20+2¢"—2¢"+ ) (1+ ¢ + ¢ + ¢ +)(I—g—F+¢ +), (183)
S = (1—2¢*+2¢°—2¢"+ - (1 + ¢* + ¢* + ¢" + ), Coe e . (184)
S =(1—20"+2¢°-20" + =) (1 =¢*—q*+q"+¢"— ) (1 —¢'— ¢+ "+ " ), (18)
S=(1+2q+2¢°+2¢°+ ) (1—2¢+2¢"— 2¢°+ ) (1 + ¢* + ¢* + % +...), (186)
S={1+ g+ ¢+ ¢+ (1—2¢+2"—2¢°+ ), . (187)
S=(l—qg— ¢+ ¢ +P1+20+20"+2¢°+ ), . . . . . (188)
§ = (1—2¢"+2¢"—2¢"+ ) (1 —2¢"+ 20" —2¢"+ ) (1 —¢’— ¢"+ 4"+ ¢*— ), (190)
S=(—q—¢+¢+7— ) I +q—C—¢—q ) (1 —¢'— ¢+ ¢ +¢®—), (19])
S=0+q—¢—¢—¢ —¢"+ ) (1= =" +q"+ ) (1 —g— ¢+ "+ ), . . (192)
S=(1—g—¢+@+¢—q¢*+ ) (1= —¢"+ 9"+ )1+ g+ ¢+ ¢°*+ ), . . (193) '

3251
S=2:goi(7z) (- q")XET(—— 'I)’qTx 2:5‘,,,“(]"‘. C e e e e (297

L’égalité entre les deux premiéres valeurs de S a été trouvée par Jacobi (*):
elle constitue, suivant I'illustre Géométre, « un résultat remarquable ; et,
Jusqu'a ce jour, unique dans lanalyse (**). »

Si, en premier lieu, on égale le terme général de S au terme général de
chacun des produits (34), (191), on trouve les deux formules :

3 (— A)hregeaT HSE 6 (2 1) (— ) g0,

3y +l 31:2-]-2 31,2+

2 (— ])a.+1 y+z+ q Z e+:= ('212 -+ 4) (_ 1 )n qn (0,

De la premiére, on conclut les théorémes suivants :
I. Soit l'équation

(6xF 12+ 6y 1)+ 6z 1)P=52m+ 1)}, . . . . . (391)

dans laquelle les inconnues ne peuvent recevoir que des valeurs entiéres,

(*) Nova Fundamentu, p. 186.
(**) Journal de Liouville, .. VII, p. 86. Dans ce beau mémoire, Jacor1 développe diverses
conséquences de sa formule. Nous citerons sculement celle-ci (p. 96) :
" Soit Véquation
(62 1)2 + (6y 2= 1)2 4 (B3 = 1)* = 24n 4+ 5,

dans laquelle le second membre n’est pas le triple d'un carré. Il y autant de solutions powr
lesquelles une ou trois des inconnues ont des valeurs paires, que de solutions pour lesquelles
une ou trois des inconnues ont des valeurs impaires.
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nulles ou positives. L’excés du nombre des valeurs paires sur le nombre des
valeurs impaires de x -+ y +'z, égale (2n + 1) (—1)".
Il. Soit l'équation

(6r 12+ by 1)+ (62 F 12 =24N+35, . . . . . . (392

dans laquelle les valeurs des inconnues sont encore assujetties aux conditions
précédentes. St le second membre w'est pas le triple d'un carvé, la somme
X 4y + z admet autant de valeurs paires que de valeurs impaires (*).

. Le triple d’un carré impair est toujours décomposable en trois carrés,
de la forme (6p. = 1)*. Si le nombre donné est 3 (20 4+ 1), il y a aw moins
autant de décompositions que Uindique le plus grand nombre entier contenu
dans 21 ()

5 .

215. La seconde formule écrite ci-dessus donne lieu & ces nouveaux

théorémes :

IV. Soit 'équation

(6xF 12+ Gy F 1P+ 4Gz 1) =062+ 1% . . . (393) (")

Lexcés du nombre des valeurs paires sur le nombre des valeurs impaires
3y*ry ,
dex +y-+z+42F édgale (20 +1)(— 1)
V. Soit Léquation

(6x 1)+ (6y F 1) + 4 (bzF1P=2N + 6. . . . . . (5394)
St le second membre w'est pas le sextuple d'un carvé, la quantité

: 5y o 4
T+ Yy +~z.+<‘/-;':‘/

admet autant de valeurs paires que de valeurs impaires.
VI. Le sextuple d'un carré impair est toujours décomposable en trois
carrés. Les deux premiers ont la forme (6u=1), et le troisiéme, & (6p 1)

(") Cest le théoréme de Jacosi, cité tout & I'heure.
(**) Cette proposition est un corollaire du Théoréme II.
(***) Les conditions relatives aux valeurs que peuvent recevoir les inconnues sont les mémes
que précédemment.
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216. Dans la formule (185), le produit des deux derniers facteurs peut

étre représenté par :
yly+1) a(z41) | yy+0

2(__1) 2 qz"' )

Conséquemment,
yly+1) =zlz+1) | y(y+1) y('/+" =(=+l) y(y41)
. 0+ s 22
2(_” ] q ] 2 +22 —l z g t—g —+ =2(2n+1)(_1)n qn(u-i-l).

Posous I'équation
z(x+1) “yly+1)
2 2

+ 228 =un(n + 1),

ou bien
(20 + 1P+ 2y + 17+ 1622=22n + 1?2 . . . . . . (395

nous aurons le théoréme suivant : |

VII. Soit, pour z — 0, « lexcés du nombre des valeurs paires sur le
nombre des valeurs impaires de ™" . Soit, semblablement, &' lexcés du
nombre des valeurs paires sur le nombre des valewrs i impaires de U1 4 4
z étant positif. On a

€+ 2 = (20 + 1) (—1)".

217. Les formules (184), (186) conduisent, on le comprend bien, 4 des
théorémes identiques au fond (*). Pour avoir un énoncé simple, prenons la
seconde.

Le produit des deux premiers facteurs égale

14+20°4+29"°+20°+ - P —4(q+ ¢+ ¢¥+¢*°+ ...
q"+2q q g+q+q"+q

=144+ g+ )+ A (P QP — b (g QP+ P g )
Cette fonction peut étre représentée par 1443 (— 1) ¢**¥, pourvu
que I'on suppose x et 'y de méme parité, et X positif.
Un terme quelconque du troisiéme facteur a la forme 2z (z 4-1). Par con-

séquent,
2 qz(z-l-l) iy 2 (_ l)z qzi+y2+z(z+l)= 2 (212 + 'l) (_ ,l)n qn(n+l);
puis :

(*) Cette conclusion résulte de I'identité (142).

Tome XL. 15
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VIIl. L'excés du nombre des valeurs paires de x, satisfaisant & U'équation
ba* v byt - 22+ AP =20+ 1), . .. .. (396)
sur le nombre des valewrs impaires, est

e_('2n+/l)(—-1)“'—‘|. e e e (39 ()

o &

218. Exemples. 1. n=1. Faisant 2=0, 1, 2,3, 4, 5, 6, on trouve

x4 y* =386, 2*+y =84, ¥’+y* =050, a’+y* =4k, 2*+ 1y’ =756, x*+y*=26, 2*+y’=14.

Aucun des nombres 56, 54, 44, 14, n’est décomposable en deux carrés;

530=1+49=25+925 =149 +1, 56 =06"+0% 26=1+25=25+1.

Ainsi, les valeurs de « sont 1,5, 7,6, 1, 5. Don¢c e=1—15 = —4; con-
formément & ce que donne la formule.
II. n=13. On a, successivement :

2+ i’ =182, 2+ y*=180, 2*+y*=176, *+¢y*=170, £*+y*=162, 2+ y*=152,
4y =140, 2+ * =126, 2’+y*=110, £+ *=72, 2’4+ =350, '+ y*=26;
180=56 + 144 =144+ 36, 170=1+169=149+121 =121 +49=169+1,

162=81 + 81, 72=36+36, 50=1+49=25+25 =49 +1, 26=14-25=25+1;
—97—1
s='1+1—1—'1—'l—4—'l+4—'1—'1—’1—‘l-—'1=-—7=—L;——-
't

219. Le Théoréme VIII parait avoir des conséquences assez importantes,
sur lesquelles je reviendrai peut-étre plus tard. Dés 4 présent, je crois pou-
voir signaler celles-ci :

(*) N ne faut pas oublicr, dans Dapplication de ce théoréme, que I'on peut faire y =0, mais
non x=~0. Ajoutons que, s{ un carré impair est égal ¢ la somme de trois carrés, ceua-ct ont les
formes 4x2, 4y2 et (2z + 1) En effet,1’équation

RQe+124+Qy+1)2+2+1)°=2n+1
donne
Mo d+2=dIL 4
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IX. Si un nombre premier, p, wWest pas la somme de deux carrés, p* est
décomposable en trois carreés.

X. S¢ un nombre premier, p, est égal a la somme de trois carrés, p* est
généralement égal aussi a la somme de trois carrés : il ne pourrait y avoir
exception que si p était décomposable en deux carrés (*).

Pour démontrer le premier théoréme, il suffit d’observer que si I'équa-
tion (596) était vérifiée par y = 0, les valeurs de x, z, n seraient données
par les formules connues :

w=uab, 22+ 1=0a>—0, 2n+1=a>+ 0%

et celle-ci est contraire a I'hypothése (**).

220. Si, dans le développement considéré ci-dessus (217), on suppose
2+ y*+ 2 (z+1) =2N, N wétant pas triangulaire, le coefficient de ¢**
est nul ; donc ' A ,

XIl. L'équation bt by (22 + 1P =8N+1,. . . . . . . . (598)

dans lagquelle le second membre w'est pas carré, est verifiée par un méme
nombre de valeurs paires et de valeurs impaires de x (™).
Soit, par exemple, I'équation

4o’ + byt + (22 + 1) =17.
Elle admet, comme solutions :
r=1, y=1, z=1; ‘x=2, y=0,z=0.

Donc ¢= 0, conformément au théoréme.
221. Les égalités (187), (188), qui n’en font réellement qu'une, donnent
lieu & ce nouveau théoréme, moins simple que les précédents :

(") Encore n’est-il pas sur que ce cas dcxcepuon pmssc se présenter : le nombre premier
29=16 + 9 + 4 =25+ 4; néanmoins, 29 =24+ 16'+ 3.

(**) Le Théoréme X, compris dans celui-ci, semblera peut-étre digne d’attention, si 'on se
rappelle que le produit de deux facteurs, égaux chacun d la somme de trois carrés , n’est pas
toujours équl d la somme de trois carrés (LeGENDRE, Théorie des Nombres, t. I, p. 213).

(***) On fait toujours abstraction de x=0.



112 RECHERCHES

’

XIl. a étant le nombre des solutions de l'équation
2z + 1)+ 2y + 1P=2(2n + 1)};
Veweés du nombre des valeurs paires de z qui vérifient
(2 4+ 1)+ (2y + 1)'+ 82 =2 (2n + 1)}
sur le nombre des valeurs impaires, est

(2n + 4) (— 1) —
9

~

E=—=

222. Exemple. Soitn = 3. Les deux équations deviennent
(2 + 1)+ (2y + 12=98, (2x + 1,2+ (2y + 1)'+ 822 =18,

La premiére n’est vérifiée que par x=3,y = 3; ainsi ¢ =1. Les solutions
de la seconde sont

r=4 y=1, z=1; x=1, y=4, z=1; x=2, y=0,2=3; x=0, y=2, z=7.

Par suite —7—1
) 6=_,‘_=__?)__ )

ADDITIONS AUX PARAGRAPHES VI Er VII (**).

223. Développement de f (q). En continuant le calcul indiqué precedem-
ment (156), on trouve

[@)=q + (],"‘ Q¢ +2¢°+ ¢+ qs +qu+2q13+ 7" +2¢"+ qas _‘_2(]20_'_5(]*15_’_(2(1‘264_6_)(]‘29
+ P20+ 0+ 2¢7 + 29+ 2" ++ 2¢% 4 ¢+ 5¢7+ 24P+ 24 + 247+ 24" + ¢

+ 4%+ 20% 4 07+ 207+ 24"+ 29+ * 4 207+ 4+ 240+ 24"+ 2¢" 4 - - -

(*) On voit quune méme valeur de z doit étre comptée autant de fois qu’il y « de solutions
dont cette valeur fait partie. Les énoncés de tous nos théorémes doivent étre entendus avec des
restrictions analogues & cclle-ci.

(™) Rédigées pendant I'impression du Mémoire.
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savoir :

g‘=52= 5‘=...=-|, 55-_—_—5'0—:520_—_...:2, 59=5l83556="'=13
G =g == =2, ==y == =2, oy == Eyg =g ==+ == 3,
b=ty === =2, gy == 2, fy= g == =2,
b=y =g ="+ =2, fg=rtg=tg=-=1, Eg=fp=rf="=2,
Eoy == €19y ==FEqyy=— "'=2; Eos == 130 == bgo=+ "+ = &, i ==ty ="+ = 2,
=tp=ty=" =1, tyg=tn=en="-=14, Ey=em=ty="=2,
==y ==+ =2, ...

225. Théoréme d’arithmétique. L'équation
A+ g 4+ g2+ g+ = 2: o™
peut étre mise sous la forme

@+ + O+ =3 g™
0
D’ailleurs
@+ + g+ "+ )= E:q“/.i; Cee
donc

® snt2 ]2 N® 4 >
[Eoun+1(] ]—20(/* Tooe e e e

Par conséquent, si 2i=¢'4-¢'", i' et i’ ayant la forme by +1:

/i=25i.si.,; R

résultat que I'on peut énoncer ainsi :

113

224. Valeurs de e, (157,158). Elles résultent de la formule précédente;

(373)

(599)

(400)

La somme des diviseurs d'un nombre impair, i, est égale & la somme des
produits deux & deux des excés relatifs aux nombres impairs dont la somme

est 2.

226. Remarques. 1. Ce théoréme est plus simple que celui qui a été

démontré dans le numéro 171.
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I. Suivant que ¢ a la forme 4x—1 ou laforme 4u+1, I'équation (200)
est réductible a

» i'=i—2
/i=22 R 77 1)

ou a

/i:(ei)2+22’ Eibg_i - -« - . < . (402) (")

III. Admettons que ¢ ait la premiére forme; alors, la comparaison des
équations (512), (401) donne celle-ci :

i—1

n=___
2

2
Y eme=2Y efw. - - . . - . . . (405)

If

i'=1 n=1

227. Vérifications. 1° Soit, comme au numéro 171, 1= 45 : 'égalité (402)
devient

' / 45 = (£45)+ 2 [e)8gy + 485+ 9By + Eggbyy~+ E1q875 -+ Eaylag—+ Eaylis ~+ Eagfr + Eazliyy—+ Exgfis—+ 4o 3
ou, d’aprés le tableau ci-dessus (224),
B=4+2[1.24+2.4+11+0+2.24+0+5.4+2.2+0+2.2+2.1].
2° Prenons i=2T—=4.7— 1. D’aprés I'égalité (405),

— 3 * .
€1+ 855~ B+ Eq9 - Eofgy ~+ Ey3f4y — Eygfsy + Caifz + Eayfay = 2 [ 8gg~ Eg. By 4 £glyq + &oer] (%)
ou

228. Deéveloppements de 2 V'k. D'aprés les formules (278), (279) et (292),
on a

. . (1—Fk)o q ¢ q° . )
f(q)_f(q2)= bome =I_q2—‘ll—q6+1_q|0-—.-.=20[~“"+1q4+l; (404)

(*) Encore, dans Papplication de ces formules, doit-on rejeter les valeurs de ¢ qui ont la
" forme 4y —1 : les excés correspondants sont nuls (155).
(**) Cette seconde somme ne contient pas les excés nuls.
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et, par le changement de ¢ en ¢¢(160) :

1
1 _ 2 [§ q 2 © e
Wﬁ\//c'-——i{ = ! 1 ! 3 T ! 5 ! 7" =E Eonti i (405) ()
T « 3 b 2 2 ’
'l—(]’ 'l—qz .{_qz ,|___q‘l

=

0] -

229. Nouvelle expression de Vk. On sait que

Wk © ‘ln+$ N an
E); = o 84n+lq (4‘0()) ( )

Donc, par la formule précédente ,
1 2: 86u+lq?"
P L1114

\/k =:'2([~ T—” 5
' 20 th+lq

ou
I 4+ et a5 + £+ - ' - 08)

V'k = 2¢°
9 1+ e5q" + eoq® + £30° -+ 60" + -+

11 est ais¢ de reconnaitre que cette forme de |/ est identique, au fond,

avec la valeur connue (26).
230. Transformation d’une série. Reprenons I'égalité

1
T o)

: q q q -
— 7+ e =— Eo Eaut1

I—¢ 1—¢

Le développement du premier membre ne doit renfermer aucune puissance
entiére de ¢. Par conséquent, nous pouvons remplacer les fractions

1
7 q q q
5 x o
l—¢ 1—9¢ 1—¢ 1—¢
respectivement par
1 5 3 i
: q§ qz q2 ([2
1 — qs’ 1 — q7 ?

1—¢ 1—¢

(*) Je n’ai trouvé nulle part ces développements de,—(f.\/-lz. II n'est cependant pas probable

qu’ils soient nouveaux.
(™) Fundamenla, p. 105.
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D’apreés cette remarque, la relation (403) devient

2 2

ey q q ¢ q -
4 = —_— po— — ase == n. ¢
q°*: \/k‘ =g -7 + Tl g + T—¢ 20 €t (409)

ou, sous une forme plus simple,

0

e . T ot . )
g ¢ - V= 2 ('l e -1 q‘“+5) = 20 Enprq" - .+ (410)

231. Remarque. Si 'on exprime que, dans le développement de la pre-
miére série, les termes renfermant des puissances entiéres se détruisent, on
retombe sur I'identité (540)§

232. Développement de % Le changement de ¢ en ¢°, dans la formule
précédente, donne

1ok » q gt - .
q 2§;= 20 (,| — _fate 1 _q8u+ﬁ) = 20 E""*"qQ soeeoeo (4)

q
e ok
attendu que o, Vi, = 5 (89).

233. Décompositions de o'* et de o"°. D’aprés la formule (39), la décom-
position de «'*, non effectuée dans le numéro 161, est

(1 — g — g+ ¢+ g — ... ) = [2‘: @i (1) (— q)"]2 X 2: Cmq" - - (412)

Si I'on se rappelle que
1 —2q+2¢'—2¢°+2¢"— - -

o« ,]__qe__q:._._qw_'_qu_,“ (178)
on peut remplacer la relation précédente par
(=g =g + "+ g — - =1 — 2+ 20" —2¢"+ ) X 3 et
ou
1—3¢"+ 89" —7¢"+ 9¢® — 11¢* + 153¢* — 15¢" + - .. % (413)
=(1—2q+2¢*—2¢° + 2(]“‘—' ) (14 65 + &89G° + £30° 4 £qt + 3¢° + - ).

Voici donc une treiziéme décomposition de S (214), non moins curieuse,
semble-t-il, que toutes les précédentes. Elle donne lieu au théoréme suivant,
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qui permet de calculer, d’une maniére assez simple, les excés e, ¢, ¢5, .. . :
La fonction

9
E‘1l+l - 25611-—5 -+ 264"—15 - QE&::—SS -+ 2561:—-65 DY

égale a (— '1))‘ (2.4-1) si n=2(2 + 1), est nulle dans le cas contraire ().
234. Veérifications. 1° n=12=3.%. On doit trouver

g9 — 2645 + ez — oy = —T7;

ou (224)

1—2.240—-9.2—=_17,

ce qui est exact.
20 n=20=14.5:

ey — 2oy + gy — 2645+ 2 =9

ou
1—0+2.4—2.2+2.2=09,.

3° n=22:

Eg9 — 2585 —+ 2["75 — 2555 -+ ‘2825= 0;

ou
2—2.4+2.2—2.24+2.3=0.

235. Théorémes d’arithmétique. 1. Soit un nombre n=4p—+1, que l'on
décompose, de toutes les maniéres possibles, en ki1, i et i/ étant impairs.

On a

II. Soit n=2%-+1i/, i et i’ étant impairs. Soient, conformément & la no-
tation de M. Liouville, ¢, (n)=[n, ¢ (n) la somme des cubes des diviseurs
den. On a

3 [utn @) =212 )

24

236. APPLICATIONS.

1° =069 = 4.5+ T =4+ =415 +5=14. 17+ 1% /i:(;,w, 9%, 18.

(*) Sin=12r(x+1), Uindice 4n + 1 est un curré, et chacun des aulres indices est lu duffé-
rence de deux carrés.

(*) Nous supprimons les démonstrations,  aillcurs tré:-simples, parce que ces théorémes
sont probablement connus.

Tome XL. ) 16
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Donc 69 (6412 + 2% +18) =5 (5.6 4+ 11.12 4 15.2% + 17.18) = & 140.

20 N=15=2415—=lb4+-11 =64+9=84+7—=404+5—=124+5=14+1;
i=1, 1,5 1,5 5, 7; ()= 1, 1, 4, 1,6, & 8;
¢ =13,11,9, 7, 5, 5, 1; G() =14, 12, 15, 8, 6, 4, 1;
GUI)=14+54+54+15=2; G(15) =1+ 27+ 125 + 5 375=3 528.
ne 5 528 — 24
Do Tl 1 A2 b 43 4+1.846.6+4. b+ 8.1 — 220 — =% _ 446,

24

237. Décompositions de séries. Soient

3 5
¢ s T o, 1

3 =A,
1+gq 1+ ¢ 1+ ¢
2 4 6
9 + 2 9 + 3 q -+ ... =B,
,1__(]2 1_q6 ’1—-(]"
q ¢ 7 i
+ 2 S+ 3 -+ =G,
1—q 1—q 1—q
3 5
9 5T 59 .. ._bp

tl—q 1—=¢ 1—¢ !
Nous avons trouvé (188, 192) :

1 2 k** B5k% Ew

C=—+-— 4+ —— — —>
2 5 «? 6 =* n?
w? «E, 1

Il est visible que
D=C— 9B.

. 2 6 10
D_A=2[ q ‘2+5 q 6+5 q |0+‘“];
1—q 1—q 1—q

De plus,

et cette série se déduit de D, par le changement de ¢ en ¢°. Par conséquent,
si 'on pose, pour plus de clarté, C=¢ (), on a

B=9¢(q) D=y (9) —24(g), D— A =2¢(¢") — 4J(q), § . (413)
A=q(9) — 4y (¢") + 4 (g, A+ 2B=1 (¢) — 24 (¢") +4d(q")-
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Ainsi, en particulier, o série (367) :

'3

2 3
I o1 5. 7 4, T
1+q 1—gq 1+¢° 1—¢*

est équivalente : 1° a

— 2 3 4 .
1 + 2 1 -+ 3 q S+ & q Pla Rl
1 —q 1—gq 1—gq 1—q .
2 4 6 8
—QF q s+ 2 g T+ 3 1 -+ 9 rie
L1—q 1—q 1—¢ 1—q .
— & 8 12 16
9 + 2 7 + 3 7 + 4 l SRR
1—q¢" 1—¢ 1—¢" 1—¢" .

3 5 4 8 12 '
1 + 2 el -+ 58 9 5+---+4[ 9 T+ 2 i -+ 3 9 '2.._..].
1—q 1—4q 1—q 1—q 1—q 1—¢q

+ 4

2° a

238. Remarques. 1. A cause de

C=y()=q+5¢+ 4+ -+q" [ n4+-, . . .‘ . . (360)
le coefficient de q", dans le développement de la premiére série, est

/n—Q./'g+4'/‘g~ ("

II. Ce coefficient égale aussi = (S;,—S,), selon que n est impair ou
pair, (192, 175). Par conséquent

(—1)"“(Si—sp)=/;l—2‘/’—;+4“/‘%3 N (2 10)]

relation presque évidente.

. >
(*) Cette quantité se réduit a / n—2 j 5 si n est simplement impair ; etc.
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VIIL

SOMMATIONS PAR INTEGRALES DEFINIES.

239. Les séries & termes fractionnaires, qui ont pour type la série de
Lambert (185), se rencontrent fréquemment dans la théorie des fonctions
elliptiques ; et Jacobi en a conclu un grand nombre de beaux théorémes. Si
Pon transformait ces suites en intégrales définies, on trouverait des relations
simples entre des transcendantes d’espéces fort différentes. Nous allons effec-
tuer quelques-unes de ces transformations, en commencant par la série de
Lambert, la plus simple de toutes celles dont il s’agit, et qui, cependant,
n’a pas encore été sommée (*).

240. On a (**), pour toute valeur positive de p :

— _,’ 5 —
| —e P ‘ € 1

Si I'on fait e #=¢", cette formule, due & Poisson, devient

M P o g "
1+q +i=_4 sm(;‘ulq) d i
1—q"  nlq e —

ou
S 7 T lde
—q +‘2“|Tq"+2 ulg =,—'/:/. g sinn(«lg). . . . (418)
0
Conséquemment,
q q q" 1 ¢ {1—q) ® e - N
]_-——7]+—l_—_t]2++l—_q“+=—2—-|:]+ lq - mzl ¢ s )l.(al(]).

0

(") Cette question a été traitée dans les Annali di Matematica ; mais Pauteur est arrivé a des
résultats inexacts, parce qu'il a fait usage d'intégrales indéterminées. 1l y a environ trois ans,
Jai adressé, au savant rédacteur des Annali, une Note dans laquelle je signalais les erreurs
dont il s’agit : ma lettre n’a pas été mentionnée.

(**) Mélanges mathématiques, p. 188.
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Mais par une formule connue, dont la vérification est facile :

g sin («lq) . Toy [+
e (g (%19) ()

= s lg)=
. Elq sin n («lq)
donc enfin,

- ¢ 1 q tia—q) ® sin (alq) de 90
2' 1— 21—q - lq Q({ 1 — 2q cos (xlq) + ¢* ¢7%—4 (120

241. Dans cette égalité, changeons ¢ en ¢*; multiplions par 2; puis
retranchons membre & membre : il vient

q 7 7 ¢ Y q g
’l—"] ’l—-(]“+‘|—(]5 ”’—'(]/' . ~_§'|+(]— [([

) [ q sin (=lg) 2¢ sin 2 («lq) da
1—2gcos (alg)+ ¢ 1 —2¢* cos 2 (ulq) + q‘] T |

v

q sin ((q)

La quantité entre parenthéses est réductible a ; 30 o (el g DONC
s : 1 i = sin( Lo
¢« g - q 3_...=__i__ﬂ_2q sin («lq) : 2(0 - d21)
1—q 1—q¢* 1—q 21+q lq 1+ 2q cos (alq) + ¢* 7*—1

Si I'on suppose le premier membre développé suivant les puissances de ¢,
le coefficient de " est, comme I'on sait, égal a Uexcés du nombre des divi-
seurs impairs de n sur le nombre des diviseurs pairs.

242. On tire, de la relation (418)

* q” ' n n [ N ([(Z * Q1Y
21 n T =E nq — __2 ¢ — / o E: ng" sin n (xlq),

0

ou

® q" ——1 q p— q —_— D_d—“ n /»
El n —g 2—g 0=l .;/' ] 2 S‘ ng"sinn(alg). . (422)
0
Soient, pour un instant :
y=2 q'sinn(ag), z=3 q"cosn (alg);
, \

(*) EuLer, Introduction d i’ Analyse, p. 174.
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d’ou résulte

° n gt J— q d.l/ . t_lz_) .
21 ng" sin n (alq) = T (% « a7
On sait que
_ q sin («lg) __qecos(alg) — ¢
=1z 2q cos (alq) + qﬂ, Sy 2q cos (alq) + ¢*
Conséquemment
dy dz  (1—¢*) (1 + & sin («lg)
==L 23
dq dg  [1— 2q cos (xlq) + 7
. o -~
puis 2 ng" sin n («lq) = g (0 — g sin alg) e e (425)

[l - 2¢ cos (alg) + q]
La formule (422) devient donc

2 5 & ] \
g O 5 0 , 0 .y 0O .

1—¢q 1—¢q 1—q 1—gq 1-—¢q (424)
1 q q N sin (alq) da
2

21 —qF (U—q)lg

—n?
200 =1 [1 29 cos (alg) + ¢°T Ry

243. Si l'on égale les seconds membres des fonnules (365), (424), on
trouve I'une des relations annoncées :

1 2k BKW  Ee
2% 5 =t (i n? .172 (425)
— 1_ q9 q —9g(—¢) sin (alg) da

2(1—q° (1—q)lg [1—2q cos (alq) + ¢*|" 7% —1 S

244. On parvient & un résultat assez simple en partant de la formule

f(q)—-—(g(f—l) (280

dans laquelle

__9 ¢ ¢ . 9
f(q)__'l_q 1—q3+4—(]5 e e e e . (278)

En effet, la relation (418) donne d’abord, si 'on pose «lf —a :

f@=3q—q¢~+ q“—-~-)—i(q—1;-+ %i_ )

lq

(¢ sin @ — ¢®sin 3u + ¢* sin Ba — --+).

1o =~

o

o1

<
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. fe q . .\ ‘ )
La premiére série égale 17— la deuxiéme représente arc tg ¢. Quant a la

troisiéme, on trouve aisément qu’elle a pour somme

(g—¢°)sina _ (g — ¢°) sin («lq)
1+ 2¢%cos 2a + ¢* 1+ 2¢* cos (2«lq) + ¢*

Par suite,

. I arce t, - sin (al da
flg == — ——g—q—?q(l—q?/ g =5 (426)

21+¢* lq I « 2¢* cos (2alq) + ¢* 7> —1
0
ou encore
2 q arc tg q - sin (alq) do
R I S R Mkt R S Y0 g .2
= TIag T i " qJ 1+ 29" cos (2+lg) + ¢* 7% —1 4a)

u

Ainsi, I'intégrale elliptique de premiére espéce est exprimable au moyen
d’une intégrale définie ayant une tout autre forme, et de la transcen-
dante arcl;gq- Si on pouvait développer en série cette fraction, on aurait, par
cela méme, le développement de I'intégrale définie.

245. Une seconde formule de Poisson va nous donner de nouveaux résul-
tats. Cette formule est

eP— e~ P had eez_’_ e—ez . .
=2 ————— sin pxdz. ()
P+ 2€0s6 + 7P e — e 7"

0

Pour 6=0, elle se réduit a

e”—4=4/h sinpada 0 (498)
e+ 1 T — e
[ ¢

0

Soit, comme ci-dessus (240), p= —nlq : il vient

V—q__ f e o s
1+ q" 7Y — g~ .

0

Si 'on multiplie les deux membres par ¢”, que I'on décompose la fraction en

g L
1+q

—_ q",

(") Journal de UEcole polytechnique, 18° Cahier, p. 297.
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et que I'on fasse varier n de 1 & + oo, on obtient

» qn q “ dfl © .
9 B R S— P — q" sin n (2lq) ;
El 1 + q- 1_q . :/ T __ T 21 1 (a. 1)

0

<&

ou, par la formule (419) :

) . ES ‘. d
B A S R B A sin (dg) =
14q 1+¢ Lq" 241—q ¢ — 7T | —2q cos (aly) +

0

246. On sait, et il est facile de démontrer, que le développement du pre-
mier membre a la forme 2’: (1,—P,)q", I, désignant le nombre des divi-
seurs impairs de n, et P, le nombre des diviseurs pairs. Par conséquent

* sin («lq) da -
4 = 1+ 2P, —21)¢" ' . .
:/ 1 — 2¢ cos (alq) + ¢° €75 — ¢ 24 (1+2P,—2L) g (431)

v

247. Quand n est premier impair, et dans ce cas seulement, [,—P,=2;
de sorte que le coefficient de ¢" ' est — 3. Si donc I'on pouvait développer,
suivant les puissances de ¢, la fonction contenue sous le signe /, on aurait
la loi des nombres premiers (*).

248. La combinaison des formules (420), (430) donne ces deux autres
égalités :

L S RN N
1—q¢ 1—¢ 1—q"
" i i S
_ 1 q +1l(1—q) . * sin («lq) da \
21—q 2 g 1 »l——2qcos(al(/)+q'3¢”‘”—'l’ !
0
2 (4 2n 'll"-" R si l [
rq—__2+1i ‘++—z—‘2"+=;_ﬂ+q _ sm(aQ) . 7;1(1‘55)
q q 1—q 2 g 1 — 2q cos (alg) + q° €™*+1

v

Le premier membre de celle-ci est la série de Lambert, dans laquelle ¢ serait
remplacé par ¢°. Conséquemment,

(") Cette idéce appartient an Géométre & qui jai fait allusion précédemment. Elle mérite d’étre
approfondie.
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1_1_(!_—_11) v ” sin (alq) d
2 lq . 1— 2q cos («lq) + ¢* €™+ 1
[
=1 ¢ . 1(1—g) —age ” sin (2xlq) do
21 —¢* 2 g 11— 2¢* cos (2elq) + ¢* 7 — 1

ou, aprés quelques réductions :

“sin («lq) da[ e 1 _ir ¢ g 154
7% — 1 | 1—2qcos (xlg) +q* 14 2¢ cos (alq)+q2:|——§a[71—_qi+T] 454

0

249. Dans cette formule générale, prenons ¢ =e~", ce qui revient a
supposer o =o', k=K' (193). Elle devient, par le changement de « en > >

* sin ada[ e 1 ] 1 L - ™
p - = 1¢(1+e7)— - (42b
e —1Llem—2cosx+e" 7  eT+2co5a + €77 2[ ( ) e“’-_J (435)

0

250. Des relations

1+q" 2 - “sin (nalg)de 1 —q" . “ sin (nalq) dx
1——q"__n_lq— : i 1+q N
0

0

trouvées ci-dessus (240, 24%5), on conclut, par soustraction,

" 1 “ sin n (xlq) o
1—q™ o » 2nlq + e 4 |

[

Donc

g ¢ ¢ (,_4 11
1—q 'l—-q“'—l——q“’ _‘_)lql 5 * )

T oda ) ‘
+f T [sin («lg) — sin (3ulq) + sin (Balg) — ---];

[)

ou, & cause de la formule (279) :

11—k - _
( 47: )@ + 8%] =/ e,ji_ N [sin (alq) — sin (3«lq) + sin (Salq) — - ] (456)

0

Cette équation offre une particularité assez remarquable : le second mem-
bre a une valeur connue, bien que la série contenue sous le signe f soit
Tome XL. 17
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indéterminée (*). Du reste, on peut remplacer I'intégrale par une autre, qui
ne présente pas cette espéce de paradoxe.
L’identité
1—q 14+q°

=—2+
1+ ¢ 1—(] 1— g™

donne, si I'on a égard aux formules ci-dessus,

¢ 1 g T sina(dg)de .
d—q?"_Qq_Ql(] n eri—1 T T 457)

puis, par un calcul déja effectué (244) :

(1—K)e [arc 8q q ] . ® sin (alq) da
PR ly T+¢l (9—q )' 1+ 2¢% cos (2udq) + ¢* e™ —1 (458)

0

251. De cette relation, combinée avec la formule (427), on conclut ce
résultat assez simple :

2'e _ (1—q) N sin (alg) da
= - C.. (439)
m 1+ ¢ +8—q) 1+ 2¢° cos 2 (alq) + ¢* 7% — =7
0

252. Comme derniére application, cherchons, sous forme d’intégrale
définie, la somme de la série

1 3 13

i ¢ ke w0y

q'z
d—q—'l-'—-q3 1—¢° T on

A cet effet, remplacons ¢ par ¢¢, dans la formule (437) : elle devient

sin n (Lzlq) do
1A 27
1—q 21 lq P e7% — |

0

7
2

On conclut, de celle-ci :

1 .
ke 1 ¢ a : 3a S Ba
E—21+q lq aretg (\/q) / sm—é—q sm?—kq sin ?—]

(*) ¥ai signalé, autrefois, un exemple analogue & celui-ci (Mélanges mathématiques, p. 127).
(*") Fundamenta nova, p. 103.
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La série entre parenthéses a pour somme (244)

A — 1
(q2—9)31ﬂ§ ’('l—q)\/q81n§(alq)

1-+-2¢q cos a+q’= 1 + 2q cos (xlq) + ¢* )

N 1
- in 2 (olg)
ko 117G | _ ‘51112(01 dn
e S — (= .
2r 21+¢q g are 8 (\/(1) ( q)‘/?/‘ 1+ 2q cos («lq) + ¢* ™ —1 (41)

A cause des relations (59), cette formule ne différe pas de celle qui donne

(1 — k) (438).

ERRATUM,

Page 30, ligne 4, en remontant, au lieu de : oo/, o:; lisez : o, o



