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Sur la courbure des courbes planes; par A. Demoulin.

Rapport de M, Mansion, premier conumissaire,

« Le mémoire de M. A. Demoulin, sur lequel je suis
chargé de faire rapport, se compose d’une introduction
contenant 'exposé d’un nouveau systéme de coordonnées
et une nouvelle expression du rayon de courbure des lignes
planes; puis de deux chapitres consacrés a l'application
aux coniques et aux cubiques des formules trouvees. Nous
allons analyser rapidement les trois principales subdivisions
du meémoire.

Introduction. — Soient A et B deux points lixes, A une
droite fixe rencontrant AB en O. La position de tout point
M du plan (AB, A) est déterminée par les distances posi -
tives ou négatives m = OA’, n = OB’ des points A’, B’
d’intersection de A avec AM et BM. Si M déerit une droite,
les coordonnées (m, n) variables de ce point, sont liées
entre eiles par une équation linéaire en m et linéaire aussi
en n; de plus, on a m = 0, n = 0 simultanément. 1l en
résulte que I'équation d’une droite, en coordonnées m, n,
est de la forme

A B

An 4+ Bm + Cmn = 0, ou — 4+ —+ (C=0.
m n

On en conclut qu’'une courbe d’ordre p, rencontreée par

une droile en p points, est représentée par une relation

f(}n, %) — () d’ordre p ghii,

m?’ n

Une droite MR passant par deux points M (m = OA’,




(21)

n = 0B') dont le second R peut se trouve sur la droite 4,
a une équation de la forme :

A'R m
i ol SEUE A
B'R 7
Si MR est tangente a la courbe @ (m, n) =0, en M,
on a

97
. n <3
1 AR ndm on
’ . . . . . _r__" p— - — — — .
B'R  mdn P
m

I

Par la théorie des transversales, on peut introduire,
dans cette formule, au lieu des segments A'R, B'R, les
droites AM, BM, AA’, BB'. On trouve ainsi

07
sin AMR  sin (AM,a) MA BB’ dn
“sin BMR  sin (BM,a) MB AA’ gy

om

(1)

Si l'on suppose maintenant que A soit aussi sur la
courbe, et que M se rapproche indéfiniment de A, le point
T ou la tangente MT rencontre A et le point R tendent
iIndéfiniment vers T, situé a la fois sur A et sur la tan-
gente en A. La formule (I) devient, a la limite,

N

07
i sin ATHO Qpﬂ 80O an
IR &

"sin BAT, sin AOT, AB AT, |45
\om z=s

(1)

o, €lant le rayon de courbure en A.
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Coniques. En appliquant aux coniques les trois for-
mules fondamentales précédentes, M. Demoulin trouve une
foule de relations métriques relatives ou non aux rayons
de courbure. Il suppose que les coniques considérées
passent par les deux points fondamentaux, ce qui reduit
leur équation a la forme simple mn + Bm + Cn +~ D = 0.
Nous ne citerons que deux des propriélés trouvées ainsi,
I’une connue, I'autre nouvelle :

Les rayons de courbure en deux points d’'une conique
sont proportionnels aux cubes des distances de ces points
au pole de la droite qui les réunit.

Le rayon de courbure pa d'une conique en A, est égal i

i sin® BAA,

(X) By, SOl (M 5. .—-—AH—_——"'—'———"_“'——';
4 sin TAA, - sin“ BAT"

A, ct B sont des points queleconques de la conique, AT est
la tangente en A, H le conjugué de A sur A,P, P le point
de rencontre de AA, avec la tangente BP en B; A, le
symétrique de Ay, par rapporta A.

On déduit de la de nombreuses conséquences, quand on
donne, 4 B et & A,, des positions particuliéres.

Cubiques. L’auteur applique d’abord les formules fon-
damentales aux cubiques quelconques. Il introduit dans les
résultats trouvés un grand nombre d'éléments géome-
triques, savoir : A, une sécante quelconque coupant la
cubique en R;, Ry, R;; ABC une autre sécante cou-
pant A en O el rencontrant la cubique en A, B, C. Les
paralleles 4 A en A, B, C rencontrent la cubique en (Ay, A,),
(B,, B,), (Cy C,). En prenant A, B et A pour définir les
coordonnées, la cubique a une équation de la forme

min? 4~ Bmin + Cmn? +- Dmn +~ Em* 4+ Fn®* 4+- Gm +~ Hn = 0.
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Tous les coefficients peuvent s’exprimer au moyen des
¢léments définis plus haut et des tangentes AT,, BT,, CT,.
T, T, T, étant sur A. Voiei une des nombreuses relations

metriques obtenues, par comparaison des valeurs diverses
obtenues pour les coefficients :

. AA,.AA,.0T,.BC BB,.BB,.OT,.CA CC,.CC,.OT..AB
e 0A Ji 0B 7 NI
On peut en déduire beaucoup d’autres.

La formule (IIT) donne & I"auteur plusieurs formules plus
ou moins élégantes sur les rayons de courbure ; mais il est
difficile de les exposer en langage vulgaire. Nous n’en cile-
rons quune seule. On a

OA.OB. AA, . AA,

T 1y AU T e el frsak ol SR
| AB a OR, . ORQ . OR;._-; SN 7

Dans cette formule, AB est une tangente en A, A la
cubique qu’elle coupe en B; AAA,, OR,R,R; sont deux
sécantes paralléles rencontrant la cubique en (A, Ay, A,),
(Ry, Ry, Rj); O se trouve sur AB, ¢ est I’'angle A,AB.

Le méme paragraphe contient aussi de jolies applica-

lions au systéme cubique formé par une conique et une
droite. Exemple :

- AB. OR, . OR;
RV . e e = -

OA . OB. sin ?
AB est une corde d’une conique; R,R, une paralléle i la
tangente en A coupant AB en O, ¢ I'angle AOR,;.

M. A. Demoulin examine ensuite les propriétés des
cubiques unicursales en général, puis de celles qui n'ont



(24)

pas de points de rebroussement, de celles qui ont un point
double, enfin des cubiques cuspidales. Il interpréte géo-
métriquement les coefficients des équations, cherche les
rayons de courbure en différents points remarquables,
particulierement au point double d’une cubique cruno-
dale. Il trouve aussi maints résultats curieux relatifs aux
coniques inverses de cubiques. Citons trois des proposi-
tions obtenues par l'auteur : 1° En un point simple A
d’une cubique ayant un point double B, le rayon de cour-
bure est donné par la formule

| Ao, . A4 . BB,
2siny AB.AA,

(XXXV).

La tangentle en A rencontre la courbe en A, les tan-
gentes au point double en 04, 6, ; BB, est paralléle 3 AA,
el o= BAA,;2° En un point double A, le rayon du cercle
osculateur tangent a la tangente A0, est égal a

==
Ao, . AA, :
AB.B,6,. By, .sing’

B est un point de la cubique, par ou I'on a mené une
sécante rencontrant les tangentes en A, aux points 9, 0,,
tels que B, = B0,, la courbe en B, et B5; AA, est paral-
lele a BB,B, et rencontre la courbe en A;; o = BAA;;
3° L’asymptote d’une cubique a point 1solé rencontre les
tangentes menées en deux points d’inflexion réels, en deux
points dont la distance est triple de celle des points ou
celte asymplote rencontre les rayons vecteurs joignant le
point isolé aux points d'inflexion (XLVII).

Comme on peul en juger par celte analyse, le mémoire
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de M. Demoulin contient, dans I'introduction, I'exposé d’un
systéme original de coordonnées, nouveau autant que nous
pouvons en juger, et une expression remarquable du rayon
de courbure d’une courbe plane dans ce systéme de coor-

données. Dans les chapitres I et I1, il y a un grand nombre
d’applications plus ou moins intéressantes de cette formule
fondamentale. Le mémoire tout entier est écrit avec
méthode et clarté. Nous proposons a la Classe d’en voter
I'impression dans le Recueil in-8° de ses memoires el
d’adresser des remerciements a l'auteur. »

Rapport de M, Calalan, deuxiéme commissaire,

|

« Aprés I'analyse lumineuse due a notre savant Confrere,
je pourrais me contenter de conclure par la formule habi-
tuelle : je me rallie... Mais, en voulant lire le Mémoire de
M. Demoulin, j’ai été arrété net, dés la premiére page. On
y trouve, en effet, les propositions suivantes, non demon-
(rees :

« L’équation d’une droite, en coordonnées (m, n), savoir.

A B

— e — =} C:'-.——-"U ¥
(1] /1!

« On a, pour tout point de la droite MR,

1 | ; (l | )
m OR ' \n OR/
A étant un paramétre convenable »,
elc.
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Plein de son sujet, le jeune inventeur a considéré,
comme étant évidentes, ces propositions préliminaires, qui
auraient grand besoin d’étre expliquées et démontrées.
Est-ce que, au commencement de tout traité de Géométrie
analytique (*), l'autear ne cherche pas quelle est, en
coordonnees cartesiennes, l'équation de la ligne droite?

Embarrasse, comme je viens de le dire, jai écrit a
M. Demoulin, qui m’a donné les explications nécessaires.
Je pense qu’il fera bien de les introduire dans cette malen-
contreuse page 1 : les lecteurs non 1nitiés 4 son systéme
de coordonnées n’auront plus a se creuser la cervelle (**).

[

La page 5 contient une formule (IX), trés curieuse, si
elle est exacte. Je n’ai pu en faire la vérification a poste-
rior:. Priere, a I'’Auteur, de vouloir bien examiner ce point.

I

Le Mémoire, écrit avec méthode et clarté, conlient
cependant quelques négligences de style, que je me suls
permis de noter. M. Demoulin les fera facilement dispa-
raitre, lors de la revision des épreuwves.

(") Jemploie le langage ordinaire.
(*") Le jeune et intelligent Auteur pourrait, en outre, donner la
solution de ce probléme :

Passer des coordonnées cartésiennes en coordonnées (m, n); et reci-
proquement.
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Iy

En résumé, et malgré les légéres critiques precédentes,
je considére le Mémoire sur la courbure des lignes pluanes
comme un travail remarquable. C'est le début d’un jeune
Professeur dont la position est trés intéressante, et qui,
du premier coup, ouvre une nouvelle voie dans le domaine
de la Géométrie comparée. Je me rallie done, compléte-
ment, aux conclusions du premier Commissaire. »

Rapportde V. C. Le Paige, roisieme commissaire.

« Je n’ai rien a ajouter, en ce qui concerne le fond du
mémoire, au rapport si clair et si complet de M. Mansion.

Je crois cependant, comme M. Catalan, que 'auteur doit
nécessairement remplacer la premiére page de son mémoire
par une rédaction nouvelle; cela ne demanderait gueére de
travail, ni méme une extension quelque peu considérable
de son étude, et celle-ci, je pense, y gagnerait grandement;
le lecteur arriverait,avec moins d’effort, aux parties neaves
et inléressantes qu’elle contient.

Jai étudié, avec le plus grand plaisir, le beau mémoire
de M. Demoulin, et je me rallie pleinement aux conclu-
sions de mes deux savants confréres. » — Adopté.

Extraction des métaux; par M. Delaurier.

Rapport de M. Spring,

« Sous le titre : Extraction des métaux, M. Delaurier
présente a I'’Académie trois notes : la premiére a pour
objet de faire connaitre un procédé pour separer, par



