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COMMUNICATIONS ET LECTURES.

Questions d’Analyse indéterminée; par E. Catalan,
Associé de I’Académie.
¥
De Uéquation
u' = + y* + z°
1. L’identité connue
(@® + b* + %) = (a® + b* — ¢*)® + (2ac)® + (2be)? (") (1)

ne donne pas toutes les solutions de la proposée. Par
exemple,

27-—% -+ 14" -2
Or, st 'on suppose
a’ + 0+ c* =27, a®+ b — ¢* =23,

on trouve ¢2 =2 (7).
2. Si¢c=o0? + 32, I'identité (1) peut étre remplacée par

(a? B e C:r)sa s - (a-z e f A Cﬂ)‘ﬂ
+ [2a(e® — (%) &= 4baB]? + [2b(o® — B7) =k haeB.  (2)

[l en résulte, en particulier :
(e 5 — (11— Y - (67 8 (6'— 8)°

(*) LE BEsGug, CHABANEL et CATALAN, Nouvelles Annales, 1874, pp. 111
et 521; NeuBerG, Nouvelle Correspondance, p. 195.
(=) Evidemmem, on nepeut essayer a?*+0*—c*=14, ni a®+ 02 —c2=2,



ou

comme ci-dessus.

5. Considérons les solutions primitives, ¢’est-a-dire les
solutions dans lesquelles les nombres entiers x, y, z, u sont
premiers enlre ewx. Quand il en esl ainsi, deux, au moins,
des nombres X, V, z sonl premiers entre eux. Cela posé,
toutes les solutions primitives () résultent de Uidentite

(@® + b* + ¢* + d°) = (a® + b* — ¢ — d?)*
4 |2(ac £ bd)]! + [2ad Ehe)t o o= (O]

4. Dapres 'identité (3) : S¢ u? est la somme de trois
carres, u est, ORDINAIREMENT, la somme de qualre carres.

5. De lidentité (3) on déduit, par une permutation
tournante :

(@® + b® + ¢ + d*)* = (¢* + b — a* — d*)

+ [Q(ac == bd)]2 4 [Q(C(i = ab)]is e e s
(@® 40" o e il = (0F = e
-+ [2(cd d=aB)t = [2ad' - BE)] o e S S SRS

En consequence :
Dans une infinité de cas, un carre est décomposable, en

(rois carres, de six manieres difféerentes (7).

(*) Abstraction faite, peul-ctre, du facteur 2. Pour que I'on n’ail pas a
le supprimer, il suffit que a® + b2, ¢ + d? solent de parilés contraires.
(**) Pour que ce nombre 6 ne soit pas réduit, les nombres a, b, c, d
dotvent élre inégaux ; ils ne doivent pas appartenir a une proyression
par quolient ; etc. Les valeurs les plus simples, satisfaisant a ces condi-

tions, sont
A== D B=lF Jo==2s  de=ie

d'ou resulte u = 39.



Exemple :
632 = H3? + I + 27,
652 = D3 + 23 + 267,
632 = 37° + 54 + S8,
622 = 537 + 22° + 46,
652 = 43% + 40 + 2%
63 = 45° + 38* + 67

6. 1° Des trois nombres x, y, z, un seul est vmpair,
2° un, aw moins, des quatre nombres u, X, y, z, est divi-
sible par 3; 3° si u est multiple de 3, aucun des nombres
X, V, Z west divisible par 5.

1.
De Uéquation
W REE T g o S G
7. Des solutions se déduisent, comme on l'a vu, des
identités (1), (2). Voici un autre systéme de formules qui

donnent, également, une infinité de sclutions, mais non
lontes les solutions :

r=—pa+ b)), y=gqgla—0), z=0u + 05

X = [(« + b)* — ¢*] [(a — b)*— p?],

()
Y — :.).((t 4 b)q [(a = ’J}i == ])2_} ' ( )

Z = 2(a— L)p |(a + b — ¢°].

l.es nombres entiers a, b, p, ¢ sont assujétis a la seule

condition
D=0l i i s T L T e (W)

e

(*) Les formules (6) resultent de Midentite

19

(2 + 2 (792 + BgY)* =
F(J.':!__--‘*?(,i___ﬁ;!)n TR T R.2)\12 4 Dy 3 !y 2 o 2. |2
RG2S Py I3 1 + |2 ag F Pl o [ 2gIs 0t — 571",
Mémoire sur cerlaines décompositior s en carres (At dell” Accadema

pounlificia. ., 1884, p. 58).
o™ SERIE, TOME 1X. 5y



(534 )
8. Si cette condition est remplie, on a done, identique-

ment :

(@ + b)?p* + (@ — b)'¢* + (a® + b*)]?
St [(a i b)& JEY q‘l]i [(“ . = b)! y£X pﬂ]ﬁ
+ 4(a + b)P¢*[(a — b)* + p*]’

< o
+ ka — b)’p*[(a + b) — ¢ ,,

9. Application. a=3,h==2, p =3, ¢ = 4. On lrouve :

x =19, y"—:,“a 2 =10, &A= — 2 Y — W00; £ =545

puls
(1 h? 4= &2 4- 13%) ='72* 9= 300" + HY°,
ou
£10° = 168 100 =D 184 + 160000 4 2 916 (**).

Une réecréation arithmetique (*°) ; par E. Catalan, Associé
de I"’Académie. |

Soient p, q deux nombres premiers : supposons (
supérieur @ p. Soit 0 un diviseur de q — p, et a un nom-
bre entier donne. Si l'on considere la progression

U, @ +d, a+ 29, a4 + 29, ...;

A — . — — - Ry e

(*) Si 'on cherche a simplifier cette egalite, on trouve queile devient
(p*q* — 4a*b?) [Paff + 2at + 2b' 4+ 2(a + b)*p? + 2(a — b)*¢’| = 0.

a, b, p, g etant des nombres, la condition (7) esl donc necessaire el
suffisante.

(**) Encore une solution qui ne resulte pas de I'identite (1).

(***) Suaggerée par 'un de ces jeux de cartes appeles patiences.



