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Un nouveau principe de probabilités; par M. E. Catalan ,
Associé de I'Académie.

TutoriEME. La probabilité d’un evenement fultur ne
change pas lorsque les canses dont il depend subissent des
modifications inconnues ().

J’a1 appliqué ce théoreme, et j'en a1 méme donné une
démonstration, dans une Note 1nsérée au Journal de
M. Liouville (tome VI). Antérieurement, dans le célébre
Mémoire sur Uavantage du Banquier, au jeu de trente-et-
quarante, Poisson avait recours, afin d’éviter de longs
calculs, a une considération ingénieuse qui ne différe pas,
au fond, de celle qui constitue le principe énoncé (7);

e — —

(*) Il s’agit ici, bien entendu, dc ce que certains Géometres appellent
probabilité subjective, el que 'on designerait plus clairement, me semble-
t-il, sous ia dénomination de probabilite extrinseque, par opposition & la
probabilité intrinseque. Siune urne contient 99 boules blanches et 1 boule
noire, Ia probabilité intrinseque de 'extraction d’une boule blanche est a
peu pres 1 : il est presque certain que la boule attendue sera blanche.
Mais, pour une personne qui saurail, seulement, que 'urne renferme des
boules blanches et des boules noires, la probabilite, extrinséque cette fois,
serait 1,

(**) Cette assertion, émise par M. EmiLe MoxoEsir (Journal de Liou-
ville, tome [1, p. 10), est peut-€tre trop absolue. En effet, Poisson dit
d’abord : « ... lorsque ces cartes onl éte melées, s'il existe une chance
» quelconque pour qu'un événement A arrive au premier coup et un
» evenement B a un autre coup, au dixieme, par exemple, 1l y a exacte-
» ment la méme chance pour que Pévénement B arrive au premier coup
» et I'evénement A au dixieme; car on peul former un autre arrange-
» ment de tloutes les cartes, qui ne differe de celul que le hasard a

» donné, qu’en ce que les cartes qui sortent au premier coup sont rem-
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mais 'illustre Géométre n’a pas cherché, parait-il, a gene-
raliser cette notion ().

Depuis quarante ans, personne, 2 ma connaissance,
n’a démontré ni méme formulé le principe qui fait Fobjet
de la présente Note : c’est pourquol je le quahfie de nou-
veau.

Avant d’en faire des applications, avant de le vérifier
sur un exemple, essayons d’en donner une démonstration
générale.

Comme on le fait ordinairement, assimilons I'événe-
ment attendu, a la sortie d’'une boule blanche, d’'une urne
A qui contient b boules de cette couleur, et n — b boules
noires, rouges, bleues, etc. St 'on tire p boule (*7), quon

— = =

» placées par celles qui sortent au dixieme, el vice versa; il en resulte
) qu’avant que le jeu commence, la probabilite d’un refait de 51 est la
» meéme pour le premier coup, pour le dixieme, ou pour tout autre
» coup. » (Annales de Gergonne, tome XVI, p. 191.) Ce raisonnement
semble établir, seulement, que la probabilité de larrivée de A au pre-
mier coup, et de Parrivee de B au dixieme, égale la probabilité de I'ar-
rivee de B au premier coup, et de Uarrivée de A au dixieme; proposi-
tion incontestable.

[l est vrai que le célebre auleur complete ainsi sa pensée : « Elle (la
» probabilité dont il s’agit) ne varie pendant la duree du jeu, que pour
» les joueurs qui ont la connaissance des cartes sorties; mais un joueur
» (qui ne les connaitrait pas devrait parier la méme somme a tous les
» coups, pour l'arrivee d’un refait de ol. »

Autrement dit : « la sortie dun certain nombre de cartes INCONNUES,
» ne change pas la probabilité de levénement allendu » Lt celte con-
clusion est d’accord, non-seulement avec notre principe, mais encore avec
les premieres notions de la théorie des probabilites.

(*) Il y a plus : dans les Recherches sur la probabilite des jugements.
Poisson énonce une conséquence du meme principe , et il renvoie, pour
la démonstration, au Memoire de M. Mondesir.

(**) Le nombre p est connu ou inconnu, suivant que I'on a compte les
boules, cu qu'dn ne les a pas comptees. Dans les deux cas, comme oOn
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les introduise, sans les reqarder, dans une urne B: les
probabilites d'extraire une boule blanche, soit de cette
urne B, soit de I'urne A, dont la composition a été modi-
fice , sont égales a b.

Supposons, en effet, que l'on n’ait rien changé a la
composition primitive de A. La boule qui va sortir peut
étre considérée comme faisant partie d’un groupe de
p boules, isolés parmi les n boules de A. On peut faire,
sur la composition de ce groupe, les mémes hypothéses
que l'on ferait sur celle de B : ce groupe inconnu peut
donc remplacer B (7). Semblablement, un groupe de
n — p boules, complémentaire du premier, peut tenir
lien de 'urne A, modifiée. Le théoreme est donc dé-
montre.

il.

[l ya dix ans, un Géometre, a qui nous avions commus-
niqué la démonstration précédente , nous répondit :

« J’ai lu, avec plaisir, votre lettre concernant une
» question de probabilités : javoue, pourtant, que votre
» principe, méme dans sa nouvelle rédaction, me laisse
» un peu sceplique. Cela ne doit pas vous étonner; car
» toute cette partie de la théorie des probabilités a excite
» le doute chez de grands Géometres. 11 me souvient qu'a
» son cours, a la Sorbonne, Lamé nous a signalé des

ignore les couleurs qu’elles peuvent avoir. les causes de I'événement
attendu ont subi des modifications inconnues. Cela suffit pour que le
théoreme soit applicable.

(*) Nous reproduisons les expressions méme de la Note citée (Journal
de Liouville, tome VI, p. 78).
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» conséquences tout a fait paradoxales et absurdes (7) des
» principes admis en cette matiére. Voici, par exemple,
» une chose que je n’ai jamais pu accepter ("") : une urne
» renferme des boules blanches et des boules noires, en
» nombre égal; la probabilité de tirer une boule blanche
» est L. Une autre urne renferme des boules blanches et
» des boules noires, en proportion inconnue : la probabi-
» lité d’extraire une boule blanche est encore %. Or, je
» demande si la probabilité a réellement la méme valeur
» dans les deux cas. »

[l n’y a la rien de paradoxal : dans le second cas, la
composition de I'urne étant inconnue (on sait seulement
que les boules sont blanches et noires), on ne doit pas
plus s’attendre a I'arrivée d’une boule blanche, qu'a I'ar-
rivéee d’'une boule norire.

On peut aller plus loin, et supposer que le nombre total
des boules, n, est inconnu. Si 'on admet que n peut, m-
différemment, égaler A, A +~ 1, A+ 2, ..., B; la pro-
babilité de Uextraction d’une boule blanche est toujours .
Cette proposition, admissible a priori, se vérilie bien
simplement.

Soit /2 le nombre des hypothéses que I'on peut faire sur
la composition de 'urne, et que l'on suppose également

(*) Par suite de calculs inexacts, I'auteur d’'un Mémoire sur une inte-
ressante question de probabilités était arriveé a une proposilion para-
doxale méme absurde. On a prétendu qu’'un illustre Geometre aurait dit
A cette occasion : « Le calcul des probabilités peut conduire a des resul-
tats contraires auw bon sens. » Nous ne pensons pas qu’'un pareil propos
ait jamais été tenu : si une théorie est en désaccord avec la raison, elle
est fausse.

o

(**) Le mol véritable, que nous tradaisons par accepter, n'est peut-étre
pas académique.
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probables :
h=A+1)+ A+ 2) 5 .- + (B+1)

Fn effet, si le nombre des boules est A, celur des com-
positions possibles est A + 1 (*); si le nombre des boules
égale A + 1, celui des compositions dewent A + 2;elc.

La plobalnllte de chaque hypothese est —. Par suite, la
probabilité cherchée a pour expression

IpA+(A—1)+--+1 (A+41)+A+ - +1
= S e
h[ A A+ 1
B(Bt) oty A e g
51 R ]: ﬂ[( +1)+(A+ )+-'-+(B+l)]=§-
111.

Afin de montrer Vutilité de notre théoreme, nous allons
résoudre, par les méthodes ordinaires, le probleme sui-
vant, cas particulier de celui que nous avons traite ci-

dessus.
[/ne urne A contient 4 boules blanches et o boules

noires. On en tire, sans les compter ni les regarder, un
certain nombre de boules. Quelle est la probabilite d’ex-
traire une boule blanche , de 'urne A modifiee?”

On peut faire dix-huit hypothéses sur le nombre et la
nature des boules tirées (*7). Chacune donne lien a une
probabilité de I’événement supposé; d’ou I'on deduit, par
le théoreme de Baves, la probabilité de cette hypo-
thése, ete. Voici le tableau des calculs.

T —

(*) A blanches; (A — 1) blanches, 1 noire; (A — 2) blanches,
2 noires; ...; A noires. '

(**) Nous faisons abstraction d’une dix-neuvieme hypothese, celle de
Vextraction tolale, parce que la probabilité correspondante serait nulle.
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Probabilité
Nombres : 4
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conformement au théoréeme.
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