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Sur Uéquation de Riccati; par M. Eug. Catalan,
associé de ’Académie.

LLa Note que j’ai 'honneur de présenter a I'Académie a
pour objet la simplification des calculs au moyen desquels
on trouve I'intégrale de I'équation

dy = (ax™ + by®) dx,
quand I'exposant m a I'une ou I'autre des formes

Lk h(k 4+ 1)

» S ’
2k + 1 2k + 4

k désignant, bien entendu, un nombre entier quelconque.
On sait que , a et b étant supposés différents de zéro, ces
deux cas sont les seuls dans lesquels I'intégration soit pos-
sible.

I. Les premiéres valeurs de m sont les termes de la série

k 8 12
I N 5

— 7

iyt
5 D 7

eI (1)

clles tendent vers — 2. De méme, les secondes valeurs de
m forment une autre série :
3 12 16

""';fa S i w 9 - 3 WA (2)
) - .9 /

dont le terme-limite serail encore — 2. En oulre, la somme
de deux termes correspondants est — 4.

iI. Sans rendre I'équation de Riccati moins générale,
on peul prendre b= a; savoir

dy =a (x" + y?) dx. (9)
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Cela posé, si m =0, I'intégrale est

y = tg (ax + c); | (4)
et, lorsque m =— — 4, cette intégrale devient
! ( a) i
y=—1g|c === D
S x> 3 5 ar ( )

Pour toute autre valeur de m (— 2 excepté), I'intégrale
n'est qu'une transformée des équations (4) ou (5). Cette
simple remarque a suggéré les considérations suivantes.

[1I. I exposant m élant d’abord supposé appartenir a la
série (1), soient

bk h(k—1)

M= y M= — - siekedi v Mese 005406
2 + 1 | 2k — 14 ’ )

Si, dans la proposée (3), on faisait

g s a |
r=ux ‘t" y=—o s =1 4+m)a,, (7)(%)
7 axiy, + (1 +m)x, |

on obtiendrait une équation

dy, = a, («" + y3) dx,,

de méme forme que la proposée. Une nouvelle application
des formules (7) (apreés un changement dindices) condui-
rait 2 une deuxieme transformée dans laquelle m, serait
remplacé par mgy; et ainsi de suite. Or, 1l est mutile d'ef-
fectuer les longs calculs qui donneraient ces (ransformées

-

. e E— =

(*) Cette transformation unique est, pour ainsi dire, la resullante des
deux transformations indiquées dans lous les traités de calcul integral.

Ome SRRIE, TOME XXXI. 0
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successives : il suffit, pour former I'intégrale cherchée , de
prendre I'intégrale de la k™™ transformée, savoir

Y =1g (¢ + aqx3), (8)

et d'y remplacer a,, x,, y, par leurs valeurs. C'est a quol
I'on parvient au moyen des formules

« a, (g — 4
1 + m 1 + m, SRR RES SR T
—(14-mg _4) (l—i-m‘__.,—z\ '-.
X =, Yy Moy = L (9)

4wy | |
| itmy | TLa—1 l \
-l/“‘ = 'r.'."—‘ ek !
Yk —1 (y |

conséquences des relations (7); mais ces formules peuvent
étre considérablement simplifiées.
IV. 1° 1l est visible que
(

= ‘
"‘ (1 + m) (1 +my) oo (1 4+ my_y)

Or, d’aprés les notations (6) :

| 4+ = okl I 2k A
USSR R T 21;—1’( :
ok '} 1 (h
i 4+ m, = — esers LMy = — —; \
: ) D) /
donc
_ |
l+m) A 4+m) ... d +m,_ )= (— 1) E i1
(. ) ( l) ( 4 l) ( ) 2k b ’ ’( }
puis
2%k 4+ 1 2k
ap, = (—1 T @y, @ = (—1)}" — ?-Ia,
1-] E
a2k ok + 1 {2
gy s=—{— 81 Byl . - - .

5 2k — 1




4 3 5 %1
3 5 7 Sk 1
L] — TR ¥ —— T .
2 n==x_,, Lt T Xy 39 Ty =X 59000y = ’
done
i 3 1 Ek |
IV apEgiil
X, =1 = S ey m'ﬂ;-}-lg Xy g = I,EH'I Xy = mi.’:-]—i (13)

* Au moyen de ces valeurs, celles de v,, y,_,, ... de-
viennent :

(___ l)k—l |

BT TES &, N s 2 :
(*2}.. ) amﬂk-}-l IEH-:-%_'
3(— 1)-2 |
Ur-a == & i i._-_ )
(:?..,I -+ *l) axgk_H I' tJ& r)
i i e P ] (14)
ek P By '

(2k -+ 1) aa™H  aMHy

(2 — 1) |

S BTy T2

(2k + 1) ax®+'  p%+Hy

——

V. 4° On conclut, des formules (14) :

G o oukei S '
.I-' !jﬂ‘-* —_— __l “ + 4 ?
(2k —+ 1) axr> T ¥ =
‘ . §-3 |
.3 5(— 1) 1
. i”-'-{—l -
L yi‘-i o 4 A 6 ’
(2k + 1) ax®™  gFHy,
6 . k—§
i 7(—1) 1
g, L
'I: .’jﬁ—.r { + 8 b -
(2k + 1) ax®H  g*Hy, ,
-t (2k — 1) |
4 y' Ik { =% 2

& —

(‘Ek 3 ’l) ¥t I:Tkliy
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Par conséquent, si I'on pose

1
(2k + 1) ax¥+H — o, (15)

la valeur de y, se développe en fraction continue; savoir

(—1 )k—-l 1

- 1
Y, = - o =
I o S—1 | 1 ,
e ._I.__ = i il
. h(—1)° | ) (16)
= ..
; Gh—1 1 \
= _}-. . -
J-fn'"rl ij I:
et I'intégrale (8) devient, finalement,
;:/&:tgl_r-k(—-ﬂl)"‘u']. (17)
Vi. Application :
8
n’y == (_1“_'" 5 ~4- ;i‘jﬂ) (Z;T.
On a
S 4.2 _
m = —— == _ , k=2, a=
5’ 2.2 + |
Done
g A
o =— 0% s g ==y ;="
l 1 2Hxy — 5.1% -5
Vo == — o ——— = :
-} o ':__.' ) '1 & ;i' (_ 2 }.t)
4 14 i _-—L*l'— RIS JX” \IXY + O
ags - xby
|’intégrale est, d’aprés la formule (8) :
2jxy — dasy — 5 f il
o I e tg ¢ + Baf | ;

! 3
D xS (5:}:5_!; -+ Ei)

ainsi qu’on le irouve directement.
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VIL. Quand P'exposant m fait partie de la série (2), I'in-
tégrale générale (8) est remplacée par

1 l; [ T g 1 (18)
Y = c — — ;
Sk X3 5 Xy a,x,

ct celle-ci ne se préte pas aisément aux transformations
précédentes. Mais on peut, comme 'on sait, revenir de ce
cas au premier. Soient, en effet, dans la proposée (3):

i u h
r=—, y=—— —u'r. (19)
u « |
La transformée,
dv =a (u™™" + v*) du, (20)

a meme forme que l'équation (5); el 'exposant de la va-
riable », augmenté de Pexposant primitif, donne une
somme ¢égale & — 4. Appliquant a cette transformée les
formules (15), (16), (17) (en v remplacant x par u et y
par v), 1l suffira, pour former I'intégrale cherchée, de sub-
stituer, pour u et v, les valeurs qui résultent des équa-
tions (19); savoir
L

1
—, V= —gy—="- (% (21)
& a

S e —

(*) On peut comparer la solution précedente avec celle que donne
Lacroix, d’apres Lagrange (Calcul integral , . 11, p. 454).



