
 

UNIVERSITE DE LIEGE 
FACULTE DES SCIENCES APPLIQUEES  

Modélisation du champ magnétique et des 
courants induits dans des systèmes 

tridimensionnels non linéaires 

par 

Patrick DULAR 

Ingénieur civil électricien 
Docteur en Sciences appliquées 

de l'Université de Liège 

1996 

Collection des Publications de la Faculté des Sciences appliquées n° 152 
Direction : A. Germain, Institut de Chimie, Bât. B6, Sart Tilman, B-4000 LIEGE, BELGIQUE 



 

 

 
Thèse défendue, avec succès, le 24 novembre 1994, pour l'obtention du 
grade scientifique de Docteur en Sciences appliquées de l'Université de 
Liège. 
 
 
 
 
Jury : G. CANTRAINE, Université de Liège, Président 

R. BELMANS, Katholieke Universiteit Leuven 
W. GEYSEN, Katholieke Universiteit Leuven 
J.P. JEUKENNE, Université de Liège 
W. LEGROS, Université de Liège 
M. PAVELLA, Université de Liège 
A. RAZEK, Universités de Paris VI et Paris XI 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
© Tout droit de reproduction réservé à la Collection des Publications de la Faculté des 
Sciences appliquées de l'Université de Liège. 
 
 
 

Liège (Belgique) – Septembre 1996 
 
 
 
 

Dépôt légal :  D/1996/0480/17 

ISSN 0075-9333 

 
 



 

 1 

Introduction 

Les équations aux dérivées partielles de Maxwell décrivent le comportement 
électromagnétique de tout système. Lorsqu’elles sont appliquées à des structures complexes, 
leur résolution analytique n’est, à l’heure actuelle, pas concevable. Il est alors nécessaire de 
recourir à des méthodes de résolution numériques, qui font appel à des techniques de 
discrétisation. Ces méthodes transforment les équations aux dérivées partielles en systèmes 
d’équations algébriques dont la solution fournit une approximation des champs 
électromagnétiques. 

En toute rigueur, tout système électromagnétique est tridimensionnel. Cependant, 
beaucoup de machines et appareils électriques ou magnétiques privilégient une direction 
particulière d’établissement des champs ou des courants et peuvent ainsi être étudiés par des 
modèles bidimensionnels. Par contre, il existe des systèmes qui, par leur structure (circuits 
magnétiques ou électriques ouverts) ou leurs dimensions (micromachines), doivent être 
représentés par des modèles réellement tridimensionnels. 

Les moyens de calcul informatique sans cesse en évolution ont conduit de nombreux 
ingénieurs à utiliser l’ordinateur comme aide à la conception, et ce avec des modélisations de 
plus en plus précises des phénomènes. C’est réellement au début des années 80 que la 
modélisation numérique de systèmes électrotechniques tridimensionnels a pu se développer. 
Ainsi, du fait de son jeune âge, offre-t-elle de nombreuses perspectives de recherches. 

La méthode numérique la plus couramment utilisée est la méthode des éléments finis. 
D’une part, elle s’adapte aisément à des géométries complexes, contrairement à la méthode 
des différences finies, et d’autre part, elle permet le traitement de matériaux à caractéristiques 
non linéaires, à la différence de la méthode des éléments frontière. Elle est basée sur une 
double discrétisation : celle du domaine géométrique étudié et celle des champs scalaires et 
vectoriels inconnus. La précision de la solution obtenue est directement liée à la finesse de 
discrétisation. 

Notre recherche consiste en l’étude et le développement de modèles mathématiques et 
numériques tridimensionnels destinés à l’analyse de problèmes de l’électromagnétisme, et 
en particulier de problèmes de l’électrotechnique. Ces modèles doivent permettre le calcul 
de la répartition tridimensionnelle des champs électromagnétiques et des effets qu’ils 
engendrent, tels que les courants induits, ou courants de Foucault, dans des dispositifs 
électrotechniques. Les applications sont nombreuses et visent toutes à faciliter les phases de 
conception et d’optimisation de ces dispositifs (réduction du nombre de prototypes, 
optimisation de géométrie, contrôles non destructifs, …). Selon les applications, les courants 
induits peuvent être désirés ou non. Ils peuvent être générés intentionnellement, comme dans 
le chauffage par induction ou dans certains types de moteurs, ou bien être néfastes, comme 
dans les tôles des transformateurs et des stators d’alternateurs. Dans tous les cas, leur 
prédétermination par le calcul est un problème important. 

Les bases de la modélisation en électrotechnique sont présentées au chapitre I. Le modèle 
de départ est celui des équations de Maxwell, qui régissent l’ensemble des phénomènes 
électromagnétiques classiques. Les hypothèses de travail en électrotechnique permettent d’en 
extraire un modèle dynamique qui constitue le problème de la magnétodynamique. Sa 
solution permet de caractériser l’évolution temporelle des champs électromagnétiques dans 
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l’espace et, en particulier, celle des courants induits dans les matériaux conducteurs, en 
présence de certaines sources. Pour cette raison, nous l’appelons aussi problème des 
courants induits. Le régime statique correspondant est également considéré et constitue le 
problème de la magnétostatique. Le fait que ce dernier soit un cas particulier du problème 
dynamique va nous permettre une analyse progressive des problèmes envisagés. 

Nous commençons ainsi par étudier plusieurs formulations du problème de la 
magnétostatique, toutes équivalentes au modèle de départ mais qui se distinguent par 
l’utilisation de divers potentiels, scalaires et vecteur. Ces potentiels sont des outils 
mathématiques et sont des intermédiaires pour la détermination des champs 
électromagnétiques. La définition générale des potentiels scalaires nécessite l’introduction de 
la notion de coupure, afin de traiter les potentiels multivoques, alors que celle des potentiels 
vecteur nécessite l’introduction de la notion de jauge, afin d’assurer l’unicité de ces 
potentiels. Le problème de la magnétodynamique est ensuite envisagé et diverses formulations 
sont encore établies. Certaines sont basées sur des potentiels scalaires et vecteur, d’autres sont 
directement exprimées en termes de champs physiques, tel que le champ magnétique. Les 
avantages et inconvénients de toutes les formulations exposées sont discutés. 

Les formulations établies jusque-là sont exprimées sous des formes, dites fortes, qui ne se 
prêtent pas encore à une discrétisation aisée. C’est précisément le but du chapitre II  de 
conduire à une discrétisation des modèles magnétostatiques et magnétodynamiques. Ce 
chapitre comporte deux parties consacrées respectivement aux formulations continues et 
discrètes de modèles aux dérivées partielles, tels que celui des équations de Maxwell. 

La première partie traite des outils permettant de transformer les formes fortes considérées en 
formes, dites faibles, qui seront bien adaptées à une discrétisation par la méthode des 
éléments finis. Dans ce but, des espaces fonctionnels sont construits sur mesure pour les 
champs électromagnétiques et les potentiels associés. Les propriétés des opérateurs 
différentiels qui s’appliquent à ces champs, le gradient, le rotationnel et la divergence, sont 
étudiées. Les espaces fonctionnels et les opérateurs constituent une structure mathématique 
continue dont les propriétés sont remarquables pour les modèles considérés. 

La seconde partie vise à une discrétisation de la structure mathématique continue. Un 
ensemble d’outils permettant la discrétisation des espaces fonctionnels définis, et donc la 
discrétisation des champs et des potentiels, est présenté en détail. Notre souci est de conserver 
au niveau discret certaines des propriétés remarquables des espaces et des opérateurs du 
niveau continu. Cette partie présente la méthode des éléments finis. Sont développés des 
éléments finis spéciaux, nodaux, d’arête, de facette et de volume, associés à des assemblages 
d’éléments géométriques différents, qui peuvent être des tétraèdres, des hexaèdres et des 
prismes à base triangulaire. Ils sont une généralisation des éléments finis classiques, nodaux, 
et diffèrent les uns des autres par les entités géométriques auxquelles sont associés les 
inconnues ou degrés de liberté. Les fonctions de base des espaces d’approximation relatifs à 
ces éléments finis sont définies et leurs propriétés sont établies. De plus, les notions de 
coupure et de jauge peuvent être définies dans ces espaces de façon naturelle et sont 
développées de manière approfondie. Les espaces d’approximation définis apparaissent être 
très bien adaptés à l’approximation des champs électromagnétiques et des potentiels associés 
éventuels. 

Ce chapitre est présenté sous une forme assez générale en ce sens que les équations de 
Maxwell n’y sont pas considérées explicitement. Néanmoins, par le rappel de notions déjà 
introduites au chapitre précédent, telles que les notions de potentiel multivoque et de coupure, 
et par les notations utilisées pour caractériser les champs scalaires et vectoriels, les 
applications directes à ces équations apparaîtront souvent comme immédiates. 
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C’est aux chapitres III et IV  que les outils mathématiques développés sont appliqués 
respectivement aux modèles magnétostatiques et magnétodynamiques. Ces chapitres sont de 
nouveau divisés en deux parties, consacrées respectivement aux formulations continues et 
discrètes de chaque modèle. Notons que ces deux chapitres peuvent être consultés 
indépendamment l’un de l’autre, la plupart des outils mathématiques nécessaires à chaque 
problème ayant été établis antérieurement, au chapitre II. 

Dans la première partie du chapitre III , le problème de la magnétostatique est posé de 
façon précise avant d’être exprimé sous diverses formes faibles. La seconde partie présente la 
discrétisation des formulations en potentiel scalaire magnétique et en potentiel vecteur 
magnétique par la méthode des éléments finis. 

Le chapitre IV , relatif au problème des courants induits, est bâti sur la même structure 
que le chapitre précédent. C’est la forte ressemblance entre les deux problèmes qui rend 
naturelle ces présentations équivalentes. Dans la première partie, le problème est exprimé sous 
diverses formes faibles. La seconde partie présente la discrétisation des formulations en 
champ magnétique et en potentiel vecteur magnétique modifié. 

Sur base des formulations discrètes développées, nous avons mis au point un logiciel de 
calcul de champ magnétique et de courants induits dans des structures 
tridimensionnelles. Ces dernières peuvent comporter des matériaux magnétiques linéaires et 
non linéaires. Les matériaux peuvent être conducteurs ou non conducteurs. S’ils sont 
conducteurs, ils peuvent être le siège de courants imposés et de courants induits. Les régimes 
dynamiques transitoires et sinusoïdaux ainsi que le régime statique peuvent être traités. 

Le dernier chapitre est consacré aux résultats obtenus lors de l’étude de structures 
tridimensionnelles à l’aide du logiciel développé. Les problèmes choisis sont des problèmes-
test internationaux pour lesquels nous disposons soit d’une solution analytique, soit de 
résultats expérimentaux. Une analyse de la précision des solutions numériques peut ainsi être 
effectuée. Ces problèmes permettent d’illustrer les diverses possibilités du logiciel et peuvent 
conduire à leur validation. Ils permettent également d’analyser les caractéristiques des 
solutions, propres aux discrétisations réalisées. Chaque problème est présenté en détail afin de 
mettre en évidence les différentes étapes qui interviennent dans sa modélisation. 

 

Les conventions de numérotation des chapitres, des parties, des sections, des formules, des 
figures et des tableaux sont données à la fin de cet ouvrage. Les notations mathématiques 
utilisées y figurent également. 
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Chapitre I 

Modélisation en électrotechnique 

1. Position du problème 

1.1 Modélisation 
Modéliser consiste à construire une structure mathématique apte à représenter une certaine 

partie de la réalité. Les éléments essentiels d’une telle structure sont des objets 
mathématiques, appelés équations, qui définissent un problème et à partir desquels il s’agit de 
déterminer, sous certaines conditions, un certain nombre d’entités, qui représentent la solution 
des équations. 

Notre objectif est de modéliser les phénomènes électromagnétiques classiques, c’est-à-
dire non quantiques, afin de pouvoir déterminer les grandeurs physiques qui caractérisent 
l’état des systèmes électromagnétiques, en particulier des dispositifs électrotechniques. Une 
telle modélisation vise à une prédiction précise des performances de ces dispositifs lors de 
leur conception. Les phénomènes électromagnétiques sont certes au centre de la modélisation 
en électrotechnique, mais ils sont liés aux phénomènes thermiques, qui sont responsables de la 
modification des caractéristiques magnétiques et électriques des matériaux. Les phénomènes 
mécaniques doivent également être pris en compte, en particulier, pour l’étude des dispositifs 
comportant des pièces en mouvement. Dans cette étude, nous nous intéresserons aux seuls 
phénomènes électromagnétiques, tout en conservant la possibilité de réaliser d’éventuels 
couplages avec des modèles thermiques et mécaniques. 

1.2 Grandeurs physiques locales et globales 
Les équations de base à résoudre, pour une telle modélisation, sont les équations de 

Maxwell. Leur solution, pour un problème donné, constitue des grandeurs physiques locales 
à partir desquelles il est possible de déterminer d’autres grandeurs, globales, permettant 
d’effectuer le bilan de fonctionnement du dispositif étudié. Si ces dernières grandeurs peuvent 
être facilement mesurables, il n’en est pas de même des premières, dont le caractère local 
empêche en général toute mesure (par exemple, à l’intérieur d’un conducteur ou de tout corps 
matériel). Et c’est l’intérêt de la modélisation envisagée de fournir, comme résultat naturel de 
calcul, ces grandeurs locales, telles que le champ magnétique et la densité de courant. Il est 
alors possible de visualiser ces grandeurs dans tout le domaine étudié et ainsi de mieux 
comprendre certains phénomènes. Les grandeurs globales, telles que les courants, les pertes, 
les forces, calculées a posteriori, permettent quant à elles un rapprochement entre calcul et 
mesure. 

Nous nous intéresserons principalement au calcul du champ magnétique et de la densité 
de courant induit dans des structures tridimensionnelles pouvant comporter des matériaux 
non linéaires, ou saturables, en régime permanent, sinusoïdal ou transitoire. Une telle analyse 
tridimensionnelle doit permettre, en particulier, de tenir compte de la complexité géométrique 
des structures qui peuvent être étudiées. 
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Nous débuterons pour cela par un rappel des équations de Maxwell et nous en extrairons 
les équations qui permettent le calcul envisagé, en magnétostatique et en 
magnétodynamique. La suite de ce chapitre va consister à exposer les différentes 
formulations mathématiques développées sur base de ces équations et ce ne sera que lorsque 
ces formulations auront été définies en détail, avec leurs principales propriétés, que nous 
entamerons leur discrétisation afin de les résoudre numériquement. 

2. Equations de Maxwell 

2.1 Equations de Maxwell dans le vide 
L’ensemble des phénomènes électromagnétiques classiques est régi par les équations de 

Maxwell (Fournet, 1985 ; Vassallo, 1980). Celles-ci constituent un système d’équations aux 
dérivées partielles qui lient les phénomènes magnétiques aux phénomènes électriques, et 
qui unifient tous les principes de l’électromagnétisme. Ces équations sont les suivantes : 

 rot 
b

µ0
 = j  + ε0 ∂t e , (1) 

 rot e = – ∂t b , (2) 

 div b = 0 , (3) 

 div ε0 e = ρv , (4) 

où b est l’induction magnétique (T, i.e. tesla) , 
e est le champ électrique (V/m) , 
j  est la densité de courant de conduction (A/m2) , 
ρv est la densité volumique de charge électrique (C/m3) . 

Les grandeurs µ0 et ε0 sont des constantes caractéristiques du vide appelées respectivement 
constantes magnétique et électrique primaires. Elles valent 

 µ0 = 4 π 10–7 H/m ,    ε0 = 8.854 10–12 F/m . (5a-b) 

Notons que c = 1 0 0ε µ  ≈ 2.998 108 m/s est la vitesse de propagation des ondes 
électromagnétiques dans le vide. 

L’espace physique est représenté par un espace euclidien à trois dimensions et nous y 
choisissons un repère orthonormé direct. Les champs scalaires et vectoriels considérés — ces 
derniers sont notés en caractères gras — sont définis en tout point x = (x, y, z) ∈ IR3 de 
l’espace et à chaque instant t ∈ IRt. Dans un souci d’alléger les expressions, nous omettrons en 
général d’indiquer cette dépendance de façon explicite et nous noterons par exemple 
simplement par e le champ e(x, t) = e(x, y, z, t). La notation ∂t représente la dérivée temporelle. 

Les phénomènes électromagnétiques dans le vide peuvent ainsi être décrits à l’aide des 
deux champs vectoriels b et e définis sur tout l’espace IR3 × IRt et à valeurs dans IR3. Ces 
champs, appelés champs électromagnétiques, sont reliés par les équations de Maxwell (1-4) 
au champ scalaire ρv et au champ vectoriel j  définis également sur IR3 × IRt et à valeurs dans 
IR et IR3, respectivement. 

Nous pourrions dès maintenant discuter de certaines propriétés des équations (1-4) mais il 
nous paraît plus intéressant d’établir d’abord les équations telles que nous les utiliserons dans 
la suite, qui sont les équations de Maxwell appliquées aux milieux continus. 
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2.2 Equations de Maxwell des milieux continus 
Les équations (1-4) peuvent également s’appliquer aux milieux continus, c’est-à-dire dans 

la matière (Vassallo, 1980). Ces milieux sont en effet principalement constitués de vide car les 
dimensions des noyaux des atomes sont très faibles par rapport aux distances qui les séparent. 
Il s’agit cependant de lisser les variations des champs e et b, variations importantes à l’échelle 
atomique, pour ainsi ne considérer que leurs valeurs moyennes, et donc travailler à l’échelle 
macroscopique. Il est pour cela intéressant de décomposer j  et ρv en deux parties (Dautray & 
Lions, 1987a), c’est-à-dire 

 j  = 
~
j  + j '    et    ρv = ~ρv  + ρv' , 

où les densités 
~
j  et ~ρv  sont définies à l’échelle atomique (on peut considérer qu’elles sont 

créées dans la matière par le champ électromagnétique et qu’elles créent à leur tour un champ 
électromagnétique), alors que les densités j ' et ρv' sont définies à l’échelle macroscopique 
(elles peuvent être relatives à des charges libres) ; ces dernières sont rebaptisées j  et ρv. Les 
équations (1) et (4) deviennent alors 

 rot 
1

0µ
 b = 

~
j  + j  + ε0 ∂t e ,    div ε0 e = ~ρv  + ρv . (6-7) 

Définissons les champs m et p liés aux densités 
~
j  et ~ρv  par les relations 

 rot m + ∂t p = 
~
j  ,    – div p = ~ρv  . (8-9) 

Ils peuvent être considérés comme les champs magnétique et électrique créés par 
~
j  et ~ρv  (à 

un facteur constant près), par comparaison de (8) et (9) avec (1) et (4) ; on ne suppose 
toutefois pas que les équations (2) et (3) sont vérifiées par m et p. Ces champs sont appelés 
respectivement champ d’aimantation et champ de polarisation. Définissons ensuite les 
champs h et d, que l’on appellera champ magnétique et déplacement électrique, par 

 h = 
1

0µ
 b – m ,    d = ε0 e + p . (10-11) 

L’introduction du champ h permet de séparer les contributions au champ b dues aux courants 
réels (de conduction) de celles dues aux mouvements des électrons au sein des atomes. De 
même, l’introduction du champ d permet de séparer les contributions au champ e dues aux 
charges libres de celles dues à la polarisation de la matière. En portant alors les expressions 
(8-9) dans (6-7) en tenant compte de (10-11), et en reprenant les équations inchangées (2) et 
(3), nous obtenons les équations de Maxwell des milieux continus, qui sont 

 rot h = j  + ∂t d , (12) 

 rot e = – ∂t b , (13) 

 div b = 0 , (14) 

 div d = ρv , (15) 

où h est le champ magnétique (A/m) , 
b est l’induction magnétique (T, i.e. tesla) , 
e est le champ électrique (V/m) , 
d est le champ de déplacement électrique (C/m2) , 
j  est la densité de courant de conduction (A/m2) , 
ρv est la densité volumique de charge électrique (C/m3) . 
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L’équation (12) est une généralisation de la loi d’Ampère, i.e. rot h = j , et l’équation (13) est 
appelée la loi de Faraday. Elles constituent toutes deux les équations dites de couplage 
électromagnétique, alors que les équations (14) et (15) constituent des équations dites de 
conservation. 

Il convient d’ajouter à ces équations, les relations qui expriment les propriétés des matériaux, 
c’est-à-dire les lois de comportement ou relations constitutives (Vassallo, 1980). Sans elles, 
le système (12-15) serait indéterminé. Il s’agit de 

 b = µ h , (16) 

 d = ε e , (17) 

 j  = σ e , (18) 
où µ est la perméabilité magnétique (H/m) , 

ε est la permittivité électrique (F/m) , 
σ est la conductivité électrique (Ω–1m–1) . 

En toute généralité, µ, ε et σ ont un caractère tensoriel et leur valeur n’est pas constante 
(saturation, hystérésis, dépendance vis-à-vis de la température, fonction de la position dans 
l’espace, …). La relation (18) est appelée loi d’Ohm locale. Nous définirons les domaines 
d’application de chacune de ces lois dans une prochaine section. 

L’équation (13) entraîne 

 0 = div rot e = – ∂t div b , 

et donc div b est une constante. Ainsi, si div b est nulle à l’instant initial, elle le restera à tout 
instant ultérieur. L’équation (14) n’est donc pas complètement indépendante de (13), mais 
cela uniquement en régime dynamique. 

La conservation de la charge électrique peut s’exprimer par la relation 

 div j  = – ∂t ρv , (19) 

qui est implicite dans les équations de Maxwell. En effet, les équations (12) et (15) mènent à 

 0 = div rot h = div j  + ∂t div d = div j  + ∂t ρv . 

Le terme ∂t d dans l’équation (12) est appelé densité de courant de déplacement. Ce terme 
est au centre de la théorie des radiations des ondes électromagnétiques (Ramo, Whinnery & 
Van Duzer, 1984 ; Wait, 1987). Sa présence dans l’équation (12) implique qu’une variation 
du champ électrique crée une variation du champ magnétique ; l’équation (13) implique, 
quant à elle, qu’une variation du champ magnétique crée une variation du champ électrique. 
Les champs électriques et magnétiques sont donc intimement liés et l’on parle de couplage 
électromagnétique. Il y aurait une symétrie complète entre phénomènes électriques et 
magnétiques si ce n’était qu’il n’existe pas de densité de charge magnétique, ni par 
conséquent de densité de courant magnétique. 

Cependant, dans les applications où le champ e est faible, ou confiné dans des structures de 
faible dimension, le courant de déplacement est faible comparé au courant de conduction. 
C’est le cas lorsque la fréquence des phénomènes étudiés reste dans des limites raisonnables, 
de telle façon que les dimensions du domaine d’étude soient négligeables devant la longueur 
d’onde correspondante (λ = c/f où c est la vitesse de la lumière et f est la fréquence) (Nayfeh 
& Brussel, 1985 ; Perry, 1985). Cette condition est vérifiée dans les applications de 
l’électrotechnique, qui font intervenir des fréquences de quelques hertz à quelques centaines 
de kilohertz ; par exemple, à la fréquence de 50 Hz, la longueur d’onde est de 6 106 m et est 
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donc largement supérieure aux dimensions courantes des appareils étudiés. 
Mathématiquement, l’approximation qui consiste à négliger les courants de déplacement 
revient à remplacer un problème hyperbolique du second ordre, caractérisant les phénomènes 
de propagation, par un problème elliptique ou parabolique, caractérisant les phénomènes 
d’une nature proche des phénomènes de diffusion. On parle d’approximation de 
l’électrotechnique, ou encore d’approximation quasi-stationnaire. 

Dans l’approximation de l’électrotechnique, l’équation (12) se réduit à 

 rot h = j  , (20) 

et est connue sous le nom de loi d’Ampère. La conservation de la charge (19) se réduit alors à 

 div j  = 0 . (21) 

Un problème couramment rencontré en électrotechnique est le problème du calcul des 
courants induits (par variation de champ magnétique), ou courants de Foucault, dont 
l’étude est l’objet de la magnétodynamique. Lorsque les phénomènes étudiés sont invariants 
dans le temps, les dérivées temporelles s’annulent dans les équations de Maxwell et il apparaît 
un découplage entre phénomènes magnétiques et électriques. L’étude des phénomènes 
magnétiques est l’objet de la magnétostatique (Durand, 1953, 1958 ; Stratton, 1941), et celle 
des phénomènes électriques est l’objet de l’électrostatique (Durand, 1953 ; Stratton, 1941). 

2.3 Forme intégrale des équations de Maxwell 
L’application du théorème de Stokes aux équations (12) et (13), sur une surface Σ de 

contour ∂Σ, donne 

 h l j d n. ( ) .d dst∂Σ∫ ∫= + ∂
Σ

 ,    e l b n. .d dst∂Σ∫ ∫= − ∂
Σ

 , (22-23) 

où n est la normale unitaire à Σ et oriente ∂Σ (Fig. 1). Il s’agit des formes intégrales des lois 
d’Ampère et de Faraday. Elles relient les circulations de h et e, le long d’une courbe fermée, 
respectivement aux flux de j  + ∂t d et – ∂t b, au travers d’une surface quelconque qui s’appuie 
sur cette courbe. Notons que le flux de j  au travers d’une surface représente le courant (de 
conduction) qui la traverse. Le flux de b est, quant à lui, appelé flux magnétique. 

L’application du théorème de la divergence aux équations (14) et (15), sur un volume Ω de 
frontière ∂Ω, donne, quant à elle, les formes intégrales associées 

 b n. ds
∂Ω∫ = 0  ,    d n. ds dvv∂Ω∫ ∫= ρ

Ω
 , (24-25) 

où n est la normale unitaire à ∂Ω orientée vers l’extérieur de Ω. Ces formes indiquent que le 
flux de b à travers une surface fermée est nul, alors que le flux de d à travers cette même 
surface est égal à la charge totale contenue dans le volume intérieur. 

 
Fig. 1.  Orientation de ∂Σ liée à celle de Σ. 
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2.4 Conditions de transmission 
Lors du passage d’un milieu à un autre, les champs électromagnétiques subissent des 

discontinuités et ne sont par conséquent pas différentiables. Cependant, il est possible de 
dériver des conditions dites de transmission des champs (Dautray & Lions, 1987a). 

Considérons une surface Σ entre deux milieux continus, représentés par les sous-domaines 
Ω1 et Ω2 (Fig. 2). Nous ne faisons pas d’hypothèse concernant les propriétés de ces deux 
milieux afin d’obtenir des relations tout à fait générales. La normale n à Σ est orientée de Ω1 
vers Ω2. Les valeurs d’un champ de part et d’autre de Σ dans les milieux Ω1 et Ω2 sont 
respectivement désignées à l’aide des indices 1 et 2 ; par exemple, h1 = h(x) pour x ∈ Ω1 et 
h2 = h(x) pour x ∈ Ω2. Des densités de charge ρs et de courant js peuvent se trouver 
concentrées sur la surface Σ. C’est, par exemple, le cas à la surface d’un conducteur parfait, 
i.e. dont la conductivité est infinie, ou encore lorsque la fréquence d’excitation est infinie. 

 
Fig. 2.  Surface Σ entre deux milieux continus Ω1 et Ω2. 

Les équations (12), (13), (14) et (15) peuvent être intégrées sur des volumes incluant des 
portions de la surface Σ. L’application du théorème de la divergence ou du théorème de 
Stokes implique alors les conditions de transmission, ou conditions d’interface, suivantes : 

 n ∧ (h2 – h1)Σ = js ,    n ∧ (e2 – e1)Σ = 0 , (26-27) 

 n . (b2 – b1)Σ = 0 ,    n . (d2 – d1)Σ = ρs . (28-29) 

Celles-ci sont relatives soit à la composante tangentielle, soit à la composante normale des 
champs. Elles entraînent que la composante normale de b et la composante tangentielle de e 
sont continues à la traversée de Σ. Par contre, si ρs et js sont différents de zéro, la composante 
normale de d et la composante tangentielle de h sont discontinues. Les composantes qui ne 
figurent pas dans (26-29) sont discontinues. Nous considérerons en général le cas où ρs et js 
sont nuls, c’est-à-dire que nous n’effectuerons pas le passage à la limite σ → ∞ ou ω → ∞. La 
composante tangentielle de h et la composante normale de d sont alors continues. 

Remarque — La décomposition d’un vecteur h selon ses composantes tangentielle et 
normale en un point d’une surface est donnée par 

 h = (n . h) n + (n ∧ h) ∧ n ; 

sa composante tangentielle est donc (n ∧ h) ∧ n, mais nous y ferons en général directement 
référence par le vecteur n ∧ h, qui lui est orthogonal et de même norme, tout en restant tangent 
à la surface. 

2.5 Lois de comportement 
Les lois de comportement (16), (17) et (18) sont caractéristiques des milieux considérés et 

sont données par l’expérience (Vassallo, 1980). Elles n’expriment pas des lois de la physique 
mais permettent simplement de décrire le comportement de certains matériaux. Elles 
complètent les équations de Maxwell (12-15) et permettent de déterminer l’évolution de tous 
les champs inconnus h, b, e, j  et d. 
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2.5.1 Loi de comportement magnétique 

Le champ magnétique a été défini par (10), i.e. 

 h = 
1

0µ
 b – m . 

Dans certains matériaux, il existe une relation de proportionnalité entre b et m (Gardiol, 
1979 ; Jiles, 1991 ; Nayfeh & Brussel, 1985), et l’on peut alors écrire 

 b = µ h      ou      m = χ h , (30-31) 

où µ est la perméabilité magnétique du matériau et χ est sa susceptibilité magnétique. On 
parle de matériaux linéaires. On appelle réluctivité  l’inverse de la perméabilité et on la note 
ν = µ–1. On définit également la perméabilité magnétique relative par 

 µr = 
µ

µ0
 , (32) 

qui est alors liée à χ par la relation 

 µr = χ + 1 . (33) 

Les relations (30) ou (31) sont en particulier vérifiées par les matériaux diamagnétiques et 
paramagnétiques. Les matériaux diamagnétiques sont caractérisés par une faible aimantation 
qui est opposée au champ magnétique, et donc par une faible valeur de χ négative (µr < 1), 
typiquement χ ≈ –10–5. Les matériaux paramagnétiques sont également caractérisés par une 
faible aimantation qui est, par contre, dans le sens du champ magnétique, ce qui donne une 
faible valeur de χ positive (µr > 1), typiquement χ ≈ 10–3 à 10–5. Notons que le diamagnétisme 
existe toujours mais peut être masqué par d’autres phénomènes, par exemple, par le 
paramagnétisme. La perméabilité relative de quelques matériaux diamagnétiques et 
paramagnétiques est donnée dans le tableau 1. On peut en réalité souvent négliger leur 
susceptibilité et donc, µr ≈ 1. 
 

Matériaux  µr (à 20°C) 
  

Matériaux diamagnétiques 

Argent 1 – 1.9 10–7 
Paraffine 1 – 5.8 10–7 
Eau 1 – 9.0 10–6 
Cuivre 1 – 1.0 10–5 

Matériaux paramagnétiques 

Ebonite 1 + 1.1 10–6 
Aluminium 1 + 6.5 10–7 
Air (1 atm) 1 + 4.0 10–7 
  

Tableau 1.  Perméabilité magnétique relative de différents matériaux (la notation met en évidence la 
susceptibilité associée) (Gardiol, 1979 ; Nayfeh & Brussel, 1985). 

La relation (30) peut encore être valable pour d’autres types de matériaux, à condition de 
la généraliser au cas où µ n’est plus une constante mais est une fonction de h (ou de b), i.e. 

 b = µ(h) h , (34) 

où h est le module de h. C’est le cas pour les matériaux ferromagnétiques, que l’on qualifie 
de matériaux non linéaires ou encore saturables. Leur perméabilité relative peut être très 
élevée. Les propriétés des matériaux ferromagnétiques dépendent non seulement du champ h 
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au moment même mais de toutes les valeurs prises antérieurement par ce champ. Cet effet de 
mémoire est caractérisé par le nom d’hystérésis et donne lieu à une dissipation d’énergie du 
fait de son irréversibilité (Jiles, 1991 ; Nayfeh & Brussel, 1985). Les lieux de points (b, h) 
obtenus lors de variations de h sont appelés des cycles d’hystérésis (Fig. 3 ; le cycle est en 
fait décrit par les courbes b et c). Lorsque le champ magnétique appliqué à un tel matériau 
s’annule, son aimantation ne disparaît pas totalement et il y subsiste une induction dite 
rémanente, notée br. Le champ magnétique nécessaire à l’annulation de l’aimantation est 
appelé champ coercitif, noté hc. Aux valeurs élevées du champ h, le matériau sature, c’est-à-
dire que l’aimantation a atteint son maximum (aimantation de saturation ms). Ainsi, au delà de 
la valeur de h correspondante, hs, une augmentation de b est seulement due à une 
augmentation de h, au facteur µ0 près. 

Un aimant permanent doit de préférence être caractérisé par une induction rémanente et par 
un champ coercitif élevés ; on parle de matériau magnétique dur. L’aimant permanent idéal est 
caractérisé par un champ coercitif infini de sorte qu’il n’est pas possible de le démagnétiser. 
Par contre, les matériaux dont le champ coercitif est faible, et dont le cycle d’hystérésis est 
étroit, sont appelés matériaux magnétiques doux. Dans leur cas, il est souvent possible de 
négliger la largeur du cycle d’hystérésis et de considérer une caractéristique magnétique 
appelée courbe de saturation, qui s’apparente à la courbe de première aimantation (Fig. 3, 
courbe a). 

Nous nous limiterons à une branche particulière des cycles d’hystérésis, pouvant être 
caractérisée par une induction rémanente br et modélisée par la relation 

 b = br + µ(h) h . (35) 

Nous parlerons de courbe b-h. L’allure typique de la perméabilité relative en fonction de h 
pour un matériau ferromagnétique est illustrée à la figure 4. Les caractéristiques magnétiques 
de divers matériaux ferromagnétiques sont données ci-après (Tableau 2). Notons finalement 
que les propriétés de certains matériaux peuvent varier avec la direction des champs, et l’on 
parle alors d’anisotropie. La perméabilité est, dans ce cas, tensorielle. 

 

 

 

Fig. 3.  Cycle d’hystérésis. Fig. 4.  Allure typique de µ = µ(h) pour un matériau 
ferromagnétique. 
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Matériaux  µr 

(maximum) 
bs 

(tesla) 
hc 

(A/m) 
    

Matériaux ferromagnétiques (composition %) 

Acier 2000 2.10 144 
Fer (99.90 Fe) 5000 2.15 80 
Fer pur (99.95 Fe) 180000 2.15 4 
Fer au silicium (96 Fe, 4 Si) 7000 1.97 40 
Mu métal (18 Fe, 75 Ni, 2 Cr, 5 Cu) 100000 0.65 4 
Permalloy (21.2 Fe, 78.5 Ni, 0.3 Mn) 100000 1.07 4 
Supermalloy (15.7 Fe, 79 Ni, 5 Mo, 0.3 Mn) 800000 0.80 0.16 
    

Tableau 2.  Caractéristiques magnétiques de différents matériaux ferromagnétiques  
(Jiles, 1991 ; Nayfeh & Brussel, 1985). 

2.5.2 Loi de comportement électrique 

Le déplacement électrique a été défini par (11), i.e. 

 d = ε0 e + p . 

Il existe une classe de matériaux pour laquelle la polarisation p est proportionnelle au 
champ électrique e (Gardiol, 1979 ; Nayfeh & Brussel, 1985), et l’on peut alors écrire 

 d = ε e , (36) 

où ε est la permittivité électrique du matériau. Ces matériaux sont dits linéaires. On définit 
également la permittivité électrique relative par 

 εr = 
ε

ε0
 . (37) 

Dans le vide, et approximativement dans l’air, la polarisation p est nulle et il en résulte que 
εr = 1, i.e. ε = ε0. La permittivité électrique relative εr de divers matériaux est donnée dans le 
tableau 3. 
 

Matériaux  εr (à 20°C) 
  

Air 1.00059 
Téflon 2.1 
Paraffine 2.2 
Verre 5 à 10 
Porcelaine 5 à 10 
Mica 7.0 
Ethanol 24.3 
Méthanol 32.6 
Eau 78.5 
  

Tableau 3.  Permittivité électrique relative de différents matériaux  
(Nayfeh & Brussel, 1985). 

2.5.3 Loi d’Ohm 

La loi d’Ohm locale (18), i.e. j  = σ e, est d’application dans les milieux contenant des 
charges libres, qui sont par exemple les métaux et les semi-conducteurs (Gardiol, 1979 ; 
Nayfeh & Brussel, 1985). Elle traduit une proportionnalité entre le champ électrique et la 
densité de courant. L’application d’un champ électrique dans un tel milieu produit en effet une 
force sur ses charges libres. En raison de l’interaction de ces charges avec le reste du milieu, 
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celles-ci se déplacent alors dans la direction du champ à une vitesse moyenne qui lui est 
proportionnelle, ce qui se traduit par un courant électrique. 

Les métaux ont une conductivité électrique σ de l’ordre de 105 à 108 Ω–1 m–1, qui décroît 
lorsque la température augmente. D’autres matériaux peuvent avoir une conductivité de 
l’ordre de 1022 fois inférieure à celle des métaux. Ils sont appelés isolants et leur conductivité 
est en général négligée, c’est-à-dire que l’on y fait l’hypothèse d’absence de courant. La 
conductivité électrique σ de divers matériaux, ainsi que leur résistivité ρ = 1/σ, sont données 
dans le tableau 4. 

 
Matériaux  Conductivité 

(Ω–1 m–1) (à 20°C) 
Résistivité 

(Ω m) (à 20°C) 
   

Argent 6.2 107 1.6 10–8 
Cuivre 5.8 107 1.7 10–8 
Or 4.1 107 2.4 10–8 
Chrome 3.9 107 2.6 10–8 
Aluminium 3.8 107 2.6 10–8 
Laiton 2.6 107 3.8 10–8 
Zinc 1.7 107 5.9 10–8 
Nickel 1.5 107 6.7 10–8 
Fer 1.1 107 9.1 10–8 
Acier 2. 106 5.0 10–7 
Carbone 1. 104 1. 10–4 
Eau 2. 10–4 5. 103 
Verre 10–11 1011 
Huile 10–14 1014 
   

Tableau 4.  Conductivité et résistivité de différents matériaux  
(Gardiol, 1979 ; Nayfeh & Brussel, 1985). 

2.6 Formalisme complexe 
Lorsqu’un système est soumis à une excitation sinusoïdale et qu’il y répond de façon 

linéaire (c’est le cas lorsque les équations du système ne comportent que des opérateurs 
linéaires et lorsque les matériaux sont linéaires), il est intéressant de substituer au modèle 
transitoire un modèle écrit dans le formalisme complexe afin d’étudier le régime sinusoïdal 
établi. 

Pour une excitation sinusoïdale de pulsation ω, un champ quelconque décrivant le 
système, par exemple le champ magnétique, est de la forme générale 

 h(x, t) = hm(x) cos (ωt + ϕ) , (38) 

où ϕ est une phase (exprimée en radians) pouvant dépendre de la position, i.e. ϕ = ϕ(x). Le 
formalisme complexe consiste à définir ce champ physique comme étant la partie réelle d’un 
champ complexe, c’est-à-dire 

 h(x, t) = Re [ hm(x) e j  ϕ e j  ωt ] , (39) 

où e j  ϕ = cos ϕ + j sin ϕ (Silvester & Ferrari, 1990) ; il s’agit de ne pas confondre le nombre 
imaginaire pur j avec le module de la densité de courant. Le champ complexe 

 hp(x) = hm(x) e j  ϕ = hr(x) + j hi(x) (40) 
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qui apparaît dans la relation (39) est appelé phaseur ; hr et hi sont respectivement ses parties 
réelle et imaginaire. Tous les champs réels peuvent être exprimés sous la forme (39) et leur 
substitution dans les équations du système conduit à des équations complexes dont les 
inconnues sont des phaseurs. Par la relation (39), l’opérateur de dérivée temporelle ∂t devient 
un produit par le facteur j ω. 

Les équations de Maxwell (12-15) en régime sinusoïdal établi s’écrivent alors 

 rot h = j  + j ω d , (41) 

 rot e = – j ω b , (42) 

 div b = 0 , (43) 

 div d = ρv , (44) 

où les différents champs sont maintenant des phaseurs (l’indice p a été omis, ce qui ne doit 
pas prêter à confusion). 

3. Formulations magnétostatiques 
La magnétostatique consiste en l’étude des phénomènes magnétiques en régime 

stationnaire. Le champ magnétique est alors invariant dans le temps et n’est dû qu’à des 
courants stationnaires imposés ou à des aimants permanents. Les équations à considérer sont 
issues des équations de Maxwell (2.12-15) dont les dérivées temporelles sont annulées. Elles 
sont 

 rot h = j  ,    div b = 0 , (1-2) 

et il convient d’y ajouter la loi de comportement magnétique (2.16), i.e. 

 b = µ h , (3) 

avec éventuellement µ = µ(h) pour les matériaux non linéaires. 

Des conditions aux limites adéquates doivent être données sur la frontière du domaine 
d’étude. Elles sont relatives soit à la composante tangentielle de h, soit à la composante 
normale de b, de façon à assurer l’unicité de la solution. Dans un souci de simplification, nous 
ne les poserons cependant pas dans cette présentation des formulations. Elles seront par contre 
explicitées dans la suite. 

La densité de courant j  est donnée et constitue une source de champ magnétique. Des 
aimants permanents peuvent être considérés comme autre source grâce à la loi (3) réécrite de 
façon à mettre en évidence le magnétisme rémanent de ces matériaux, c’est-à-dire sous la 
forme (2.35). 

Les concepts de champ magnétique h ou d’induction b sont bien sûr suffisants pour 
caractériser un état magnétique dans l’espace. Néanmoins, l’introduction de la notion de 
potentiel magnétique peut se révéler intéressante. Différents potentiels sont envisageables et 
conduisent ainsi à diverses formulations. 

3.1 Formulation magnétostatique en potentiel scalai re 

3.1.1 Potentiel scalaire total 

Dans une région de l’espace où il n’existe pas de courants, l’équation (1) devient rot h = 0, 
ce qui permet de dériver h d’un potentiel scalaire magnétique φ, c’est-à-dire 
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 h = – grad φ . (4) 

Ce potentiel est défini à une constante arbitraire près et est souvent appelé potentiel scalaire 
total. Portant alors (3) et (4) dans (2), nous obtenons l’équation 

 div (µ grad φ) = 0   . (5) 

Celle-ci se réduit en particulier à l’équation de Laplace ∆φ = 0 si µ est une constante, c’est-à-
dire dans les matériaux linéaires. L’équation (5) constitue une formulation magnétostatique 
en potentiel scalaire. Ce potentiel suffit à caractériser un état magnétique ; on peut en déduire 
le champ h par (4) et ensuite le champ b par (3). Notons que par la relation (4), la continuité 
de la composante tangentielle du champ magnétique est assurée si le potentiel scalaire est 
continu. La condition de continuité de la composante normale de l’induction est, quant à elle, 
implicite dans l’équation (5). 

Soulevons dès maintenant un problème. La relation (4) entraîne que la circulation de h le 
long d’un chemin γAB, reliant deux points A et B, est égale à la différence des valeurs du 
potentiel scalaire entre l’origine et l’extrémité de ce chemin, i.e. 

 h l l. .d grad d
AB AB

A Bγ γ
φ φ φ∫ ∫= − = −  . (6) 

En particulier, lorsque le chemin d’intégration est fermé, i.e. A ≡ B, la circulation de h est 
nulle puisque φA = φB. Si la région étudiée est un tore Ω, par exemple, et si celui-ci est 
traversé par un fil conducteur parcouru par un courant I (Fig. 1), alors la circulation de h le 
long d’une génératrice γ du tore ne peut être que nulle si l’on s’en tient à la relation (6), et 
donc à (4). 

 
Fig. 1.  Domaine d’étude toroïdal. 

Cependant, d’après le théorème d’Ampère, cette circulation doit être égale au courant I. La 
relation (4) ne peut donc pas être valable partout. En réalité, c’est le lemme de Poincaré qui 
nous permet de faire dériver un champ à rotationnel nul d’un potentiel, mais cela en général 
seulement localement. Et le tore est justement un exemple de non-application globale de ce 
lemme parce qu’il présente un “trou”, et donc parce qu’il existe une famille de contours sur 
lesquels il n’est pas possible d’appuyer une surface qui soit complètement dans le tore. Plus 
précisément, on dit que le tore est un domaine multiplement connexe, par opposition aux 
domaines simplement connexes. 

En un point de Ω, il y a une infinité de valeurs du potentiel, leurs différences deux à deux 
étant des multiples de I. On parle de potentiel multivoque (Bossavit, 1991c). Une solution 
consiste à définir une coupure dans le tore de façon à le rendre simplement connexe (surface 
Σ sur la figure 1), et à imposer sur cette coupure une discontinuité du potentiel scalaire égale 
au courant I (Dautray & Lions, 1988b). Ainsi, il ne pourra plus exister de contour mettant à 
défaut le théorème d’Ampère. 
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3.1.2 Potentiel scalaire partiel 

Lorsque des sources de courant sont présentes dans le domaine d’étude Ω, il n’est pas 
possible d’utiliser un potentiel scalaire défini par (4) partout. Il est toutefois possible de 
conserver une formulation en potentiel scalaire. Dans ce but, décomposons le champ 
magnétique en deux parties hs et hr, c’est-à-dire 

 h = hs + hr , (7) 

où le champ hs est choisi tel que 

 rot hs = j  . (8) 

Par conséquent, le champ complémentaire hr est irrotationnel, i.e. 

 rot hr = 0 , (9) 

et peut donc dériver d’un potentiel scalaire φ, c’est-à-dire 

 hr = – grad φ , (10) 

Ce potentiel est souvent appelé potentiel scalaire partiel . Le champ h, dit total, est donc 
défini par 

 h = hs – grad φ . (11) 

Portant alors (3) et (11) dans (2), nous obtenons l’équation 

 div ( µ (hs – grad φ) ) = 0   . (12) 

Par la relation (10), la continuité de la composante tangentielle du champ hr est assurée si le 
potentiel scalaire partiel est également continu. L’équation (12) entraîne, quant à elle, la 
continuité de la composante normale de l’induction associée au champ total. 

Notons que la relation (10) n’est valable que si le domaine d’étude est simplement connexe, à 
moins qu’il n’y ait aucune source de courant extérieure à ce domaine ; s’il en existe, elles 
peuvent être prises en compte par hs et il n’y a alors pas de problème. Un domaine 
multiplement connexe pourra toutefois être rendu simplement connexe grâce à l’introduction 
de coupures. Nous considérerons qu’une telle transformation a été réalisée de façon à pouvoir 
définir la relation (10) dans tous les cas. 

Le champ hs peut être choisi comme créé par les seules sources de courant en l’absence de 
tout matériau magnétique (i.e. µ = µ0 partout). Il est dans ce cas donné par la loi de Biot-
Savart (Nayfeh & Brussel, 1985), qui est la solution intégrale du problème de la 
magnétostatique dans le vide, i.e. 

 h x
j r

xs P Qr
d( ) = ∧⌠

⌡


1

4 3π Ω
 , (13) 

où r  est le vecteur position du point d’évaluation xP par rapport au point d’intégration xQ, i.e. 
xP – xQ, et r est la distance entre ces points, i.e. r P Q= = −r x x . Le support du champ j  se 
réduit bien entendu aux domaines conducteurs de Ω. Ce champ hs est appelé champ source et 
le champ hr est alors appelé champ de réaction, puisqu’il est engendré par le phénomène 
d’aimantation dans les matériaux magnétiques. Le potentiel partiel φ, associé à hr, est aussi 
appelé potentiel de réaction. 

Le champ hs, défini par (13), est à divergence nulle. Il s’agit d’une contrainte, implicite 
dans (13), dont on pourrait se passer. Il existe en réalité toute une famille de champs hs 
vérifiant rot hs = j  et le champ (13) n’est qu’un de ses éléments, fixé par la condition de 
divergence. Choisir d’autres champs de cette famille, qui n’ont cependant plus de signification 
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physique, peut être intéressant. Cela constitue une généralisation des formulations en potentiel 
scalaire, connue sous le nom de formulation T-Ω, où T est connu. Nous parlerons encore, 
mais ce sera un abus de langage, de champs source et de réaction. Le champ hs défini diffère 
du champ source réel (13) par le gradient d’un potentiel scalaire η ; le champ de réaction 
s’adapte en conséquence et diffère ainsi du champ de réaction réel. Le potentiel de réaction 
qui est alors défini ne diffère du potentiel réel qu’au potentiel η près. On pourrait parler de 
champs source et de réaction généralisés. 

Par exemple, on peut se contenter de choisir un champ hs nul presque partout à l’extérieur des 
conducteurs, sauf dans le voisinage des coupures qui leur sont associées, avec toutefois des 
conditions de transmission correctes sur les interfaces (Kladas & Tegopoulos, 1992 ; Nakata, 
Takahashi, Fujiwara & Okada, 1988). Dans ce cas, la relation (11) se ramène à (4), et l’on 
peut, en quelque sorte, parler de couplage des potentiels partiel et total. Un potentiel total 
est en effet défini implicitement presque partout à l’extérieur des conducteurs. Nous verrons 
au point suivant quel avantage particulier cela peut apporter. 

Un couplage des potentiels peut aussi être défini explicitement. 

3.1.3 Couplage des potentiels partiel et total 

Un potentiel partiel peut être défini dans certaines régions, dont les régions conductrices, 
et un potentiel total peut être défini dans les autres régions. Il s’agit du couplage, explicite, des 
potentiels partiel et total. 

Des conditions de transmission appropriées doivent alors être établies aux interfaces entre ces 
deux groupes de régions. Notons ψ le potentiel total défini par (4) et φ le potentiel partiel 
défini par (10). Si ces deux potentiels sont définis de part et d’autre d’une interface Σ  — et 
sur Σ elle-même par prolongement —, alors la continuité de la composante tangentielle du 
champ h est assurée si la relation 

 ψ φ
γΣ Σ= − ∫ h ls d

PQ
.  (14) 

a lieu en tout point Q de Σ ; γPQ est un chemin sur Σ reliant un point P fixé quelconque, où 
l’égalité de φ et ψ est posée, au point Q. 

Le couplage des potentiels est en général réalisé afin d’éviter l’utilisation d’un potentiel 
partiel dans les matériaux à forte perméabilité magnétique, dans lesquels le champ h est en 
général très faible (h tend vers 0 lorsque µ tend vers l’infini, b = µ h restant fini et n’étant pas 
faible). En effet, les champs hs et hr, s’ils étaient définis dans de tels matériaux, auraient le 
même ordre de grandeur et seraient de sens opposés, ce qui engendrerait une forte imprécision 
numérique sur le champ total, d’où une erreur importante sur l’induction b (Bossavit, 1989d ; 
Nakata, Takahashi, Fujiwara & Imai, 1990). 

Cette erreur est particulièrement importante lorsque hs et hr sont calculés de façon différente. 
Cependant, elle peut être réduite par un choix adéquat de l’espace fonctionnel 
d’approximation de hs. C’est le cas lorsque cet espace contient l’image, par le gradient, de 
l’espace du potentiel scalaire (Biro et al., 1993 ; Webb & Forghani, 1989). Dans tous les cas, 
l’utilisation d’un potentiel total dans les régions à forte perméabilité, couplé à un potentiel 
partiel ailleurs, permet d’éviter ce type d’imprécision (Bedrosian et al., 1993 ; Magele et al., 
1988). Notons qu’un potentiel total implicite, comme dans l’exemple de la sous-section 
précédente, doit également permettre d’éviter ce genre d’erreur. 

Dans les régions à potentiel partiel, le champ hs peut être défini par (13). Dans ce cas, 
l’évaluation de la circulation de ce champ, dans la condition de transmission (14), demande en 
général un effort de calcul particulièrement important. Le choix d’un autre champ hs peut, par 
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contre, conduire à simplifier l’expression des conditions de transmission (Kladas & 
Tegopoulos, 1992 ; Webb & Forghani, 1989, 1990). 

3.2 Formulation magnétostatique en potentiel vecteu r 
L’équation (2), i.e. div b = 0, permet de dériver b d’un potentiel vecteur magnétique a 

(Stratton, 1941), c’est-à-dire 

 b = rot a . (15) 

Ce potentiel vecteur est cependant déterminé au gradient d’une fonction scalaire arbitraire 
près, et plus encore si le domaine d’étude est multiplement connexe, et n’est donc pas unique. 
En effet, si a' = a + grad f, alors rot a' = rot a. Portant (3) et (15) dans (1), nous obtenons 
l’équation 

 rot (µ–1 rot a) = j   , (16) 

qui constitue une formulation magnétostatique en potentiel vecteur. Notons que, par la 
relation (15), la continuité de la composante normale de b est assurée si la composante 
tangentielle de a est continue. La condition de continuité de la composante tangentielle de h 
est, quant à elle, implicite dans l’équation (16). Notons également que, par la relation (15), le 
flux de b à travers une surface Σ est égal à la circulation de a le long de son contour ∂Σ, i.e. 

 ΦΣ Σ
= =∫ ∫∂Σ

b n a l. .ds d  . (17) 

Un inconvénient de cette formulation, par rapport aux formulations en potentiel scalaire, 
est le caractère vectoriel de l’inconnue, qui conduit à une résolution plus “lourde”. Un autre 
inconvénient est qu’elle nécessite d’imposer des conditions supplémentaires pour assurer 
l’unicité de la solution. Cependant, nous verrons dans la suite qu’elle ne peut pas être 
abandonnée pour la cause. Elle fournit en effet au niveau numérique une solution qui a ses 
avantages propres, tout comme la solution scalaire a les siens. Mais n’anticipons pas 
davantage sur le niveau discret. 

Il est possible de définir un potentiel vecteur partiel d’une façon similaire à la définition 
d’un potentiel scalaire partiel. Notons qu’une telle définition n’est toutefois pas nécessaire, 
elle conduit juste à une autre formulation. Décomposons pour cela le potentiel vecteur a en 
deux parties as et ar, c’est-à-dire 

 a = as + ar , (18) 

où le potentiel as est choisi tel que 

 rot as = bs , (19a) 

avec 

 bs = µ0 hs ,    rot hs = j  . (19b-c) 

Les relations (19abc) entraînent que 

 rot (µ0
–1 rot as) = j  , (20) 

et l’équation (16) devient alors 

 rot (µ–1 rot ar) = rot ( (µ0
–1 – µ–1) rot as ) . (21) 

Le potentiel as peut être choisi comme associé au champ magnétique créé par les seules 
sources de courant, en l’absence de tout matériau magnétique, c’est-à-dire qu’il peut être 
défini par 
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 a x
j

xs P Qr
d( ) = ⌠

⌡


µ
π
0

4 Ω
 , (22) 

avec les mêmes notations que dans (13). On peut vérifier que le rotationnel de (22) donne bien 
(13), au facteur µ0 près. Le potentiel as ainsi défini est appelé potentiel vecteur source et le 
potentiel complémentaire ar est appelé potentiel vecteur de réaction, puisqu’il est associé au 
phénomène d’aimantation dans les matériaux magnétiques. 

Le potentiel as défini par (22) est à divergence nulle. Rien n’empêche cependant, comme pour 
le champ source dans la formulation en potentiel scalaire, de choisir d’autres formes pour as, 
qui vérifient toutefois (19). C’est la non-unicité du potentiel vecteur qui rend cela possible. 

Condition de jauge 

Comme nous l’avons déjà mentionné, l’équation (16) (resp. (21)) n’a pas une solution 
unique a (resp. ar). En effet, si a est solution de (16), alors tout champ du type a + grad η, où 
η est une fonction scalaire quelconque, est également solution de (16). Nous considérons que 
le domaine d’étude est un domaine simplement connexe, auquel tout domaine multiplement 
connexe peut toujours se ramener grâce à l’introduction de coupures. Il manque en réalité une 
équation scalaire, appelée condition de jauge, pour assurer l’unicité du potentiel vecteur, en 
fixant en quelque sorte la fonction η. Il s’agit également de définir des conditions aux limites 
adéquates, relatives au potentiel vecteur a, sur la frontière du domaine d’étude. 

Une jauge possible est la jauge de Coulomb (Biro & Preis, 1989), c’est-à-dire 

 div a = 0 . (23) 

Notons que cette jauge entraîne la continuité de la composante normale du potentiel vecteur a. 
D’autres jauges, mieux adaptées à certaines méthodes de résolution, sont également 
envisageables. 

Considérons la condition 

 a . w = 0 , (24) 

où w est un champ de vecteurs dont les lignes de champ ne sont pas fermées et sont telles 
qu’elles peuvent relier toute paire de points quelconque du domaine d’étude (Albanese & 
Rubinacci, 1990a). Ainsi, si a1 et a2 sont tels que rot a1 = rot a2, alors rot δa = rot (a1 – a2) = 0. 
Si de plus, ils vérifient la condition (24), i.e. a1 . w = 0 et a2 . w = 0, alors δa . w = 0 et 

 0 = = = −∫ ∫δ η η η
γ γ

a l l x x. . ( ) ( )d grad d
PQ PQ

Q P  ,   ∀ xP, xQ ∈ Ω , 

où γPQ est un chemin qui suit les lignes de champ de w, i.e. auquel w est en tout point tangent. 
Il en résulte que la fonction η est constante et donc que δa = grad η = 0, c’est-à-dire que a1 et 
a2 sont identiques. La condition (24) est donc bien une condition de jauge. Un exemple de 
champ w est le champ radial w(r ) = r . Nous verrons qu’au niveau discret, le champ w peut ne 
pas être continu. 

3.3 Comparaison des formulations en potentiels scal aire et 
vecteur 

Le problème de la magnétostatique demande la résolution des équations (1) et (2), et 
l’introduction de la notion de potentiel magnétique apparaît être un outil pratique pour cette 
résolution. Chacun des potentiels considérés est défini en relation avec une de ces équations 
afin de la rendre implicite. Les formulations qui en résultent peuvent alors être classées en 
deux catégories : la famille des formulations construites à partir de l’équation (1), rot h = j , et 



  Section 3.  Formulations magnétostatiques 21 

 

celle des formulations construites à partir de l’équation (2), div b = 0. La première famille est 
directement basée sur le champ magnétique alors que la seconde est directement basée sur 
l’induction magnétique. Nous parlons respectivement de famille de formulations en h et de 
famille de formulations en b. Nous verrons que ces deux familles sont généralisables pour le 
problème de la magnétodynamique. 

Nous pouvons nous demander laquelle de ces formulations est préférable pour un 
problème donné. Il est clair que les problèmes qui admettent une solution analytique seront de 
préférence résolus à l’aide de la formulation qui apparaît la mieux adaptée, en ce qui concerne 
les outils mathématiques à mettre en oeuvre, sans qu’il n’y ait d’influence sur la qualité de la 
solution finale. Par contre, au niveau discret, les propriétés d’une solution numérique 
dépendent en général du type de la formulation utilisée. Une solution numérique d’un 
problème donné n’est en effet qu’une approximation de la solution exacte de ce problème et 
cette approximation est directement liée à la formulation mise en oeuvre. 

Le potentiel scalaire présente l’avantage, par rapport au potentiel vecteur, d’avoir un 
caractère scalaire plutôt que vectoriel, ce qui réduit considérablement la dimension du 
problème à résoudre. Il peut cependant être multiforme , dans des domaines multiplement 
connexes, et nécessiter alors un traitement spécifique (définition de coupures, imposition de 
discontinuités de potentiel). Le potentiel vecteur n’entraîne quant à lui pas ce genre de 
problème mais nécessite par contre la définition d’une condition de jauge afin d’assurer son 
unicité. Il apparaît donc que les difficultés, ou inconvénients, propres au potentiel scalaire 
n’ont pas lieu pour le potentiel vecteur, de même que les difficultés propres au potentiel 
vecteur n’ont pas lieu pour le potentiel scalaire. 

Les problèmes qui présentent une invariance de leur solution dans une certaine direction 
(c’est le cas lorsqu’il y a une symétrie de translation ou de révolution), appelés problèmes 
bidimensionnels, peuvent être posés en terme d’un potentiel vecteur dont la direction peut être 
fixée a priori et dont seule la norme constitue alors une inconnue. Ce choix permet de fixer 
l’unicité du potentiel vecteur, grâce à la définition implicite correspondante d’une condition 
de jauge. De tels problèmes peuvent donc être résolus plus facilement avec un potentiel 
vecteur qu’avec un potentiel scalaire, car ce dernier nécessiterait en plus un traitement 
particulier des domaines multiplement connexes. C’est ainsi que la formulation en potentiel 
vecteur est souvent utilisée dans les problèmes bidimensionnels (Nicolet, 1991), en priorité 
sur la formulation en potentiel scalaire. Notons toutefois que cette dernière formulation ne 
devrait pas être abandonnée pour la cause. Nous verrons plus tard qu’elle a ses avantages 
propres au niveau discret. 

Dans les problèmes tridimensionnels, au niveau discret, on a souvent tendance à préférer 
la formulation en potentiel scalaire, parce qu’elle réduit considérablement leur dimension. Il 
s’agit toutefois de ne pas abandonner la formulation en potentiel vecteur. Nous verrons en 
effet qu’elle a aussi ses avantages propres et qu’elle est, en quelque sorte, complémentaire à la 
formulation en potentiel scalaire. 

Les formulations établies dans cette section ne sont pas encore bien adaptées à une 
résolution numérique, autre que la méthode des différences finies (que nous ne développerons 
pas à cause de son impossibilité d’être appliquée à des géométries complexes). Le but du 
chapitre suivant est de définir les outils qui permettront de les exprimer sous d’autres formes, 
en particulier adaptées à la méthode des éléments finis. 
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4. Formulations magnétodynamiques 
La magnétodynamique consiste en l’étude des phénomènes magnétiques et électriques en 

régime dynamique, en négligeant toutefois les courants de déplacement, c’est-à-dire sous 
l’hypothèse de l’électrotechnique. Les champs électromagnétiques sont alors variables, soit 
par variation de courants d’excitation, soit par mouvement d’aimants permanents. Le 
mouvement n’est cependant pas pris en compte ici et seul le premier cas sera étudié. Les 
équations à considérer sont issues des équations de Maxwell (2.12-15). Elles sont 

 rot h = j  ,    rot e = – ∂t b ,    div b = 0 , (1-2-3) 

et il convient d’y ajouter la loi de comportement magnétique (2.16), ainsi que la loi d’Ohm 
(2.18), i.e. 

 b = µ h ,    j  = σ e , (4-5) 

avec éventuellement µ = µ(h) pour les matériaux non linéaires. 

Il s’agit également de fixer des conditions aux limites adéquates sur la frontière du 
domaine d’étude. Elles sont relatives soit à la composante tangentielle de h, soit à la 
composante normale de b, de façon à assurer l’unicité de la solution. Notons qu’elles sont 
également respectivement associées à la composante normale de j  et à la composante 
tangentielle de e. Dans un souci de simplification, nous ne les poserons cependant pas 
explicitement dans cette présentation des formulations. 

Les équations (1) et (2) sont respectivement l’équation d’Ampère et l’équation de Faraday. 
Notons, comme nous l’avons déjà fait remarquer, que l’équation (3) n’est pas tout à fait 
indépendante de l’équation (2), en ce sens que si elle est vérifiée à l’instant initial, elle le reste 
à tout instant ultérieur. 

La densité de courant j  peut se décomposer en deux contributions, l’une js relative aux 
courants imposés et connue, l’autre j r due aux courants induits et inconnue, i.e. 

 j  = js + j r . (6) 

Les supports de js et j r sont parfois disjoints. 

Les équations du problème des courants induits suffisent à déterminer les champs h, b et j  
partout dans le domaine d’étude. Par contre, elles ne permettent pas de déterminer de façon 
unique le champ électrique e dans les régions non conductrices. En effet, on peut toujours lui 
ajouter le champ grad ψ, avec ψ constant dans les régions conductrices, sans affecter les autres 
champs. On pourra en réalité souvent se passer de calculer le champ e dans les régions non 
conductrices. Sa détermination est toutefois possible à condition de tenir compte, en plus, de 
l’équation (2.15) et de la loi de comportement (2.17). 

Les champs h, b, e et j  sont suffisants pour caractériser un état électromagnétique dans 
l’espace. Des formulations peuvent directement s’exprimer en fonction de ces champs. 
Néanmoins, tout comme en magnétostatique, l’introduction de la notion de potentiel peut se 
révéler intéressante. Différents potentiels peuvent être définis pour conduire à d’autres 
formulations. 

4.1 Formulation magnétodynamique en champ magnétiqu e 
Dans une région conductrice (σ ≠ 0), portant (5) et (4), i.e. e = σ–1 j  et b = µ h, puis (1), 

i.e. j  = rot h, dans (2), nous obtenons l’équation 
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 rot (σ –1 rot h) + ∂t (µ h) = 0   . (7) 

Cette équation s’exprime uniquement en fonction du champ magnétique h et est appelée 
formulation en h du problème des courants induits. Elle admet une solution unique si elle est 
accompagnée de conditions aux limites adéquates. 

Dans les régions non conductrices, il n’est pas nécessaire de déterminer le champ 
électrique e. Dans ce cas, l’équation (2) peut être abandonnée à condition d’être remplacée par 
l’équation (3). De plus, dans ces régions, le champ magnétique est irrotationnel, et peut donc, 
comme en magnétostatique, dériver d’un potentiel scalaire magnétique φ, i.e. 

 h = – grad φ . (8) 

Un champ source hs peut aussi être défini afin de permettre la prise en compte des régions à 
courant imposé. Ainsi, 

 h = hs – grad φ , (9a) 

avec 

 rot hs = js . (9b) 

Portant (4) et (9a) dans (3), nous obtenons l’équation 

 div ( µ (hs – grad φ) ) = 0   , (10) 

qui est équivalente à l’équation (3.12) du problème de la magnétostatique et qui ne s’applique 
qu’aux régions non conductrices. 

La formulation en champ magnétique, caractérisée par les équations (7) et (10), est appelée 
formulation  h-φ. Afin de coupler les régions conductrices et non conductrices, il faut définir 
des conditions de transmission entre h et φ aux interfaces entre ces régions. Au niveau discret, 
nous verrons qu’un certain choix des espaces fonctionnels d’approximation de h et φ permet 
d’exprimer aisément ces conditions. Notons que l’espace d’approximation de h devra 
permettre la continuité de sa composante tangentielle et devra laisser libre sa composante 
normale. Il s’agit d’une contrainte liée au caractère physique de cette inconnue. 

4.2 Formulation magnétodynamique en potentiel vecte ur 
électrique 

Un potentiel vecteur électrique t (Carpenter, 1977 ; Renhart et al., 1988) peut être défini 
par 

 rot t = j  , (11) 

de sorte que l’équation de conservation du courant, div j  = 0, est vérifiée. 

De (1) et (11), on déduit que 

 rot h = rot t , 

et donc, 

 h = t – grad ω , (12) 

où ω est un potentiel scalaire magnétique défini dans le domaine d’étude rendu simplement 
connexe. Notons qu’un potentiel vecteur magnétique source ts pourrait également être défini, 
i.e. 

 t = ts + tr , (13a) 
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avec 

 rot ts = js . (13b) 

Dans une région conductrice (σ ≠ 0), portant (5) et (4), i.e. e = σ –1 j  et b = µ h, puis (11) 
et (12), dans (2), nous obtenons l’équation 

 rot (σ –1 rot t) + ∂t ( µ (t – grad ω) ) = 0   . (14) 

Dans une région non conductrice, portant (4) et (12) dans (3), nous obtenons l’équation 

 div ( µ (t – grad ω) ) = 0   . (15) 

On pose en général t = 0 (ou bien tr = 0, si on a défini ts) dans une telle région, et donc 

 div ( µ grad ω ) = 0 . (16) 

La formulation en potentiel vecteur électrique, caractérisée par les équations (14) et (15), 
est appelée formulation  t-ω (aussi notée T-Ω). La continuité de la composante tangentielle de 
h est assurée si à la fois ω et la composante tangentielle de t sont continues. Il en résulte que 
le passage de (15) à (16) nécessite l’annulation de la composante tangentielle de t aux 
interfaces entre les régions conductrices et non conductrices. Une telle condition entraîne alors 
l’annulation de la composante normale de j  sur ces interfaces. La continuité de la composante 
normale de b est implicite dans (14) et (15). 

La formulation en h (h-φ) apparaît être un cas particulier de la formulation en potentiel 
vecteur électrique (t-ω). En effet, en annulant ω, on a h = t, dont on peut redéfinir un potentiel 
scalaire φ dans certaines régions. 

Condition de jauge 

Dans le cas général, il s’agit d’imposer une condition de jauge sur le potentiel vecteur 
électrique. On peut définir des conditions similaires à celles utilisées pour le potentiel vecteur 
magnétique du problème de la magnétostatique, i.e. (3.23) ou (3.24). Il s’agit également de 
définir des conditions aux limites adéquates, relatives au potentiel vecteur t, sur la frontière du 
domaine d’étude. 

4.3 Formulation magnétodynamique en potentiel vecte ur 
magnétique 

Un potentiel vecteur magnétique a peut être défini par 

 b = rot a . (17) 

et, par conséquent, l’équation (3) est vérifiée. Portant (17) dans (2), nous obtenons 

 rot ( e + ∂t a ) = 0 , 

et il en résulte que 

 e = – ∂t a – grad v , (18) 

où v est un potentiel scalaire électrique. Portant alors (4) et (5), i.e. h = µ–1 b et j  = σ e, puis 
(17) et (18), dans (1), nous obtenons l’équation 

 rot (µ–1 rot a) + σ ( ∂t a + grad v ) = 0   , (19) 

qui constitue une formulation magnétodynamique en potentiel vecteur. Plus précisément, 
elle est appelée formulation  a-v. Le potentiel scalaire électrique n’a besoin d’être défini que 
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dans les régions conductrices, si on ne vise au calcul du champ e que dans ces régions. Nous 
verrons qu’il est même possible de l’annuler. 

La relation (17) entraîne que la continuité de la composante normale de b est assurée si la 
composante tangentielle de a est continue. La continuité de la composante tangentielle du 
champ magnétique est, quant à elle, implicite dans l’équation (19). Il en est de même de la 
continuité de la composante normale de la densité de courant. 

Condition de jauge 

Tout comme pour la formulation magnétostatique en potentiel vecteur, il s’agit de définir 
une condition de jauge, associée au potentiel vecteur, afin d’assurer l’unicité de la solution de 
l’équation (19). Ici encore, les conditions (3.23) ou (3.24) constituent des jauges possibles. Il 
s’agit également de définir des conditions aux limites adéquates, relatives au potentiel vecteur 
a, sur la frontière du domaine d’étude (Biro & Preis, 1989). 

4.4 Formulation magnétodynamique en potentiel vecte ur 
magnétique modifié 

Définissons un potentiel vecteur magnétique a*, dit modifié (Emson & Simkin, 1983 ; 
Kameari, 1990), tel que 

 b = rot a* ,    e = – ∂t a* . (20-21) 

Cette dernière relation est un cas particulier de (18), où le potentiel scalaire électrique est 
annulé (v = 0). La loi de Faraday (2) est par conséquent également vérifiée dans ce cas. Par la 
relation (21), le potentiel vecteur a* peut être considéré comme une primitive temporelle du 
champ électrique e, i.e. 

 a e* ( ) ( ' ) 't t dt
t

= −∫0  . (22) 

Portant (4) et (5), i.e. h = µ–1 b et j  = σ e, puis (20) et (21), dans (1), nous obtenons l’équation 

 rot (µ–1 rot a*) + σ ∂t a* = 0   , (23) 

qui constitue une formulation magnétodynamique en potentiel vecteur modifié ou 
formulation  en a*. Il s’agit bien entendu d’un cas particulier de la formulation (19). Il est 
intéressant de remarquer, en prenant la divergence de l’équation (23), que l’on obtient 

 ∂t div (σ a*) = 0 , 

et donc que, si a* = 0 en t = 0, 

 div (σ a*) = 0 . (24) 

Il s’agit d’une jauge implicite dans (23) qui n’apparaît cependant que dans les régions 
conductrices (σ ≠ 0). Dans les régions non conductrices, une condition de jauge doit alors être 
imposée explicitement. On définira par exemple (3.23) ou (3.24). Notons que la relation (24) 
entraîne la continuité du produit de la conductivité par la composante normale du potentiel 
vecteur modifié, i.e. σ n . a*. Par conséquent, à la surface de séparation entre deux matériaux 
de conductivité différente, la composante normale de a* est discontinue. Sa composante 
tangentielle doit, par contre, d’après la relation (20), être continue afin d’assurer la continuité 
de la composante normale de b. Le potentiel vecteur a, de la formulation a-v, peut, quant à 
lui, être entièrement continu ; c’est le cas lorsque la jauge de Coulomb est adoptée. C’est la 
composante normale du champ grad v, de l’expression (18), qui peut subir une discontinuité. 



26 Chapitre I.  Modélisation en électrotechnique 

 

4.5 Comparaison des formulations magnétodynamiques 
Des potentiels scalaires et vecteur ont été définis pour le problème de la 

magnétodynamique. Les caractéristiques qui ont déjà été énoncées pour de tels potentiels en 
magnétostatique (Section 3.3) sont encore d’application. 

La formulation en champ magnétique ainsi que la formulation en potentiel vecteur 
électrique font partie de la famille des formulations en h. Les formulations en potentiels 
vecteur magnétiques, modifié ou non, appartiennent à la famille des formulations en b. 
Notons qu’il apparaît une certaine similitude entre la formulation en champ magnétique (7) et 
la formulation en potentiel vecteur magnétique modifié (23), ainsi qu’entre la formulation en 
potentiel vecteur électrique (14) et la formulation en potentiel vecteur magnétique (19). Il 
apparaît d’une part une dualité entre h et a*, et d’autre part une dualité entre t-ω et a-v. Dans 
les deux cas, les rôles de la conductivité σ et de la perméabilité µ sont interchangés mais il y a 
une différence essentielle : σ peut s’annuler alors que µ est toujours supérieur ou égal à un. 

Pour les problèmes tridimensionnels, au niveau discret, nous ne privilégierons a priori 
aucune des formulations car nous verrons qu’elles ont chacune leurs avantages propres et 
qu’elles sont complémentaires. 

4.6 Vers une discrétisation des formulations 
Les formulations établies seront bientôt exprimées sous d’autres formes, adaptées à une 

discrétisation par la méthode des éléments finis, et c’est le but du chapitre suivant de définir 
les outils nécessaires à une telle transformation. 

Pour ce faire, nous définirons des espaces fonctionnels construits sur mesure pour les champs 
électromagnétiques et les potentiels. Nous étudierons ensuite les principales propriétés des 
opérateurs différentiels utilisés, le gradient, le rotationnel et la divergence. Les notions 
introduites jusqu’ici, telles que les notions de multiple connexité et de coupure, seront 
approfondies. 

Nous développerons ensuite un ensemble d’outils permettant la discrétisation des espaces 
fonctionnels définis, et donc la discrétisation des champs et des potentiels, en tâchant de 
conserver, au niveau discret, les propriétés des espaces et des opérateurs. En particulier, nous 
tâcherons de pouvoir exprimer aisément les conditions d’interface et les conditions aux 
limites. 
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Chapitre II 

Modèles aux dérivées partielles 

Partie A 
Structure mathématique continue 

1. Position du problème 
Considérons un ensemble Ω ouvert et borné de l’espace euclidien affine à trois dimensions 

(Fig. 1), dont les éléments sont appelés des points. Cet ensemble est appelé domaine Ω ; il 
peut être connexe, c’est-à-dire d’un seul tenant, ou non connexe. Sa frontière  ∂Ω est notée Γ. 
Il s’agit de résoudre, dans ce domaine Ω, des équations aux dérivées partielles qui font 
intervenir les opérateurs différentiels particuliers, le gradient, le rotationnel et la 
divergence. De telles équations régissent la répartition spatiale de champs vectoriels (champ 
magnétique, champ électrique, potentiel vecteur, …) ou scalaires (potentiel scalaire, …). Dans 
ce but, nous allons définir une structure mathématique apte à accueillir ce genre d’équations 
et qui va réunir des outils permettant leur étude. Il s’agira principalement des opérateurs et de 
leurs domaines de définition ; ces derniers sont des espaces fonctionnels de champs scalaires 
et vectoriels définis sur Ω qu’il faudra caractériser de façon précise. 

Ω

∂Ω = Γ  
Fig. 1. Domaine étudié. 

2. Outils de base 

2.1 Espaces fonctionnels 
Nous considérons l’espace fonctionnel L2(Ω), qui est l’espace des fonctions, ou champs 

scalaires, de carré intégrable sur Ω (Bass, 1971 ; Wait & Mitchell, 1985). Nous lui associons 
le produit interne, ou produit scalaire, de deux de ses éléments, u et v, noté (u, v) et défini 
par 

 ( , ) ( ) ( ) , , ( )u v u v d u v L= ∈∫ x x x
Ω

Ω2  , (1) 
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où x est un point de l’espace et dx est un élément de volume. La norme correspondante d’un 
élément u de L2(Ω) est notée u L2( )Ω  et est définie par 

 ( )u u u u d u LL2
1 2 2

1 2
2

( ) ( , ) ( ) , ( )Ω Ω
Ω= = ∈∫ x x  . (2) 

Elle est toujours finie. La distance entre deux fonctions, u et v ∈ L2(Ω), est définie comme 
étant la norme de leur différence, i.e. u v− . Un produit scalaire vérifie l’inégalité de 
Cauchy-Schwartz (Bass, 1968a), i.e. 

 ( , ) ( ) ( )u v u vL L≤ 2 2Ω Ω  ,   ∀ u, v ∈ L2(Ω) , 

et nous constatons alors que (u, v) est bien défini, c’est-à-dire que l’intégrale (1) existe si u et 
v ∈ L2(Ω). 

Nous considérons également l’espace L2(Ω), qui est l’espace des champs de vecteurs dont 
le carré de la norme euclidienne (dans IR3) est intégrable sur Ω. Nous lui associons le produit 
scalaire de deux de ses éléments, u et v, noté (u, v) et défini par 

 ( , ) ( ) . ( ) , , ( )u v u x v x x u v L= ∈∫ d
Ω

Ω2  . (3) 

La norme correspondante est 

 ( )u u u x x u LL2
1 2 2

1 2
2

( ) ( , ) ( ) , ( )Ω Ω
Ω= = ∈∫ u d  , (4) 

où u est la norme euclidienne du vecteur u (u = u u. ). Elle est toujours finie. 

Nous utiliserons la notation (u, v)Ωc (resp. (u, v)Ωc) lorsque le support de u (resp. u) ou de 
v (resp. v) se réduit à un sous-domaine Ωc de Ω. 

Deux éléments u, v ∈ L2(Ω) (resp. u, v ∈ L2(Ω)) sont dits orthogonaux si leur produit 
scalaire est nul, i.e. (u, v) = 0 (resp. (u, v) = 0). Deux espaces fonctionnels sont dits 
orthogonaux si tous leurs éléments sont orthogonaux deux à deux. 

Un espace vectoriel, dans lequel un produit scalaire est défini, est un espace de pré-Hilbert. 
De plus, s’il est complet, c’est-à-dire si toute suite fondamentale {un} dans cet espace 
converge selon la norme qui y est définie vers un de ses éléments u, alors il est un espace de 
Hilbert  (Bass, 1971 ; Wait & Mitchell, 1985). Pour rappel, une suite {un} est une suite 
fondamentale si pour tout ε > 0, il existe un nombre entier N tel que u ui j−  < ε si i, j  > N ; 
de plus, ui converge vers u si u ui−  → 0 lorsque i → ∞. 

Les espaces L2(Ω) et L2(Ω) sont des espaces de Hilbert. Ils peuvent accueillir des champs 
physiques, caractérisés par une énergie finie. De plus, ils sont bien adaptés aux formulations 
variationnelles. Des sous-espaces de L2(Ω) et L2(Ω), pour lesquels toutes les dérivées 
partielles du premier ordre des champs sont également de carré intégrable, sont appelés 
espaces de Sobolev (Dautray & Lions, 1987c ; Wait & Mitchell, 1985). 

Les espaces fonctionnels définis sont réels mais on peut, sans grande difficulté, les 
généraliser pour les rendre complexes (Bass, 1968a). 

Afin d’alléger les expressions, nous définissons les notations suivantes, relatives à des 
intégrales sur une surface Γ : 

 u v u v ds, ( ) ( )Γ Γ
= ∫ x x   ,       u v u x v x, ( ) . ( )Γ Γ

= ∫ ds  , 

avec u, v, u et v définis sur Γ tels que ces intégrales aient un sens. 
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2.2 Les opérateurs gradient, rotationnel, divergenc e 

2.2.1 Définition des opérateurs gradient, rotationn el, divergence 

Nous allons étudier les propriétés des opérateurs différentiels linéaires qui sont le gradient 
(grad), le rotationnel (rot) et la divergence (div). 

Soit Ω un ouvert de IR3. Soient f un champ scalaire de type Ω → IR , et f un champ 
vectoriel de type Ω → IR3 . Les coordonnées cartésiennes sont utilisées. Les coordonnées d’un 
point x ∈ Ω sont notées (x, y, z), et les composantes d’un champ vectoriel f sont notées 
(fx, fy, fz), avec fx, fy, fz de type Ω → IR . 

Le gradient du champ scalaire f est défini par 

 grad f = ∇ f =
def

 (∂x f, ∂y f, ∂z f) . (5) 

Le rotationnel du champ vectoriel f est défini par 

 rot f = ∇ ∧ f =
def

 (∂y fz – ∂z fy, ∂z fx – ∂x fz, ∂x fy – ∂y fx) . (6) 

La divergence du champ vectoriel f est définie par 

 div f = ∇ . f =
def

 ∂x fx + ∂y fy + ∂z fz . (7) 

Au sens classique, ces opérateurs ne sont définis qu’à l’intérieur des domaines où les 
champs auxquels ils s’appliquent sont différentiables. En un point de l’interface entre deux 
domaines, ces champs peuvent en effet ne pas être différentiables, ni même continus. Il s’agit 
alors de préciser ce qui se passe sur une telle interface, en général à l’aide de conditions de 
transmission. Cependant, grâce à la notion de distribution, ces opérateurs peuvent être définis 
partout et, en particulier, les conditions de transmission deviennent implicites. 

Nous définissons les espaces de Sobolev, de champs scalaire et vectoriel, suivants : 

 H1(Ω) =
def

 { v ∈ L2(Ω) ; ∂x v, ∂y v, ∂z v ∈ L2(Ω) } , (8) 

 H1(Ω) =
def

 { v ∈ L2(Ω) ; ∂x v, ∂y v, ∂z v ∈ L2(Ω) } . (9) 

2.2.2 Définition des domaines et des noyaux des opé rateurs 

Nous allons étudier les espaces qui correspondent aux réalisations des opérateurs grad, rot 
et div, et qui sont respectivement les espaces suivants : 

 H(grad, Ω) =
def

 { v ∈ L2(Ω) ; grad v ∈ L2(Ω) } , (10) 

 H(rot, Ω) =
def

 { v ∈ L2(Ω) ; rot v ∈ L2(Ω) } , (11) 

 H(div, Ω) =
def

 { v ∈ L2(Ω) ; div v ∈ L2(Ω) } . (12) 

Ces espaces constituent les domaines (dom) des opérateurs considérés. Nous pouvons noter 
que H(grad, Ω) correspond à H1(Ω). 

Nous pouvons également définir les sous-espaces associés suivants, où des conditions aux 
limites homogènes sont introduites, 

 H1
0(Ω) = H0(grad, Ω) =

def

 { v ∈ H(grad, Ω) ; vΓ = 0 } , (13) 
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 H0(rot, Ω) =
def

 { v ∈ H(rot, Ω) ; n ∧ vΓ = 0 } , (14) 

 H0(div, Ω) =
def

 { v ∈ H(div, Ω) ; n . vΓ = 0 } . (15) 

Nous notons n le champ des vecteurs unitaires normaux à Γ et orientés vers l’extérieur de Ω. 
Nous l’appelons aussi champ de normales. 

Les noyaux des opérateurs grad, rot et div, sont notés ker(.) et sont définis respectivement 
par 

 ker(grad) = H(grad 0, Ω) =
def

 { v ∈ L2(Ω) ; grad v = 0 } , (16) 

 ker(rot) = H(rot 0, Ω) =
def

 { v ∈ L2(Ω) ; rot v = 0 } , (17) 

 ker(div) = H(div 0, Ω) =
def

 { v ∈ L2(Ω) ; div v = 0 } . (18) 

Le noyau d’un opérateur A est le sous-espace du domaine de cet opérateur dont l’image est 
nulle, c’est-à-dire 

 ker(A) = { x ∈ dom(A) ; A x = 0 } . 

Nous définissons finalement des sous-espaces de ker(rot) (17) et ker(div) (18), associés à 
des conditions aux limites homogènes, 

 H0(rot 0, Ω) =
def

 { v ∈ L2(Ω) ; rot v = 0 , n ∧ vΓ = 0 } , (19) 

 H0(div 0, Ω) =
def

 { v ∈ L2(Ω) ; div v = 0 , n . vΓ = 0 } . (20) 

2.2.3 Formules de Green 

La relation d’analyse vectorielle 

 u . grad v + v div u = div(v u) , 

intégrée sur le domaine Ω, et après application du théorème de la divergence, donne la 
formule de Green dite de type grad-div dans Ω, i.e. 

 ( u , grad v ) + ( div u , v ) = < v , n . u >Γ ,    ∀ u ∈ H1(Ω) ,  ∀ v ∈ H1(Ω) . (21) 

La relation d’analyse vectorielle 

 u . rot v – rot u . v = div(v ∧ u) , 

intégrée sur le domaine Ω, et après application du théorème de la divergence, donne la 
formule de Green dite de type rot-rot  dans Ω, i.e. 

 ( u , rot v ) – ( rot u , v ) = < u ∧ n , v >Γ ,    ∀ u, v ∈ H1(Ω) . (22) 

Notons que le terme d’intégrale de surface qui apparaît dans cette dernière formule peut 
prendre les formes équivalentes suivantes : 

 < u ∧ n , v >Γ = < v ∧ u , n >Γ = – < v ∧ n , u >Γ . 

Il est possible de définir une formule de Green dite généralisée (Morse & Feshbach, 
1953a) par 

 ( L u , v ) – ( u , L*  v ) = Q u v ds( , )
Γ∫  ,    ∀ u ∈ dom(L)  et  ∀ v ∈ dom(L*) , (23) 
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où L et L* sont des opérateurs différentiels d’ordre n qui s’appliquent respectivement à des 
fonctions u et v définies sur Ω  ; Q est une fonction bilinéaire en u et v. L’opérateur L* est 
appelé l’adjoint  de L. Lorsque L et L* sont égaux, L est dit auto-adjoint.  

On remarque aisément que les formules (21) et (22) sont des cas particuliers de (23). 

2.2.4 Formulation faible 

Considérons un problème aux dérivées partielles de la forme 

 L u = f     dans Ω ,        B u = g     sur Γ , (24a-b) 

où L est un opérateur différentiel d’ordre n, B est un opérateur qui définit une condition à la 
limite, f et g sont des fonctions respectivement définies sur Ω et Γ, et u est une fonction 
inconnue d’un espace fonctionnel U et définie sur Ω , i.e. u ∈ U( Ω ). Notons que f peut 
éventuellement dépendre de u. Le problème (24) constitue ce que l’on appelle une 
formulation forte , ou encore classique. Une fonction u ∈ U( Ω ) qui vérifie ce problème est 
appelée solution forte, ou classique. En particulier, puisque L est d’ordre n, la fonction u doit 
être n–1 fois continûment dérivable, i.e. u ∈ Cn–1(Ω). Une formulation faible  du problème 
(24) est définie comme étant de la forme 

 ( u , L*  v ) – ( f , v ) + Q v dsg( )
Γ∫  = 0 ,   ∀ v ∈ V(Ω) , (25) 

où L* est l’opérateur adjoint de L tel qu’il est défini par la formule de Green généralisée (23), 
Qg est une forme linéaire en v qui dépend de g, et l’espace V(Ω) est un espace de fonctions-
test qu’il s’agit de définir en rapport avec l’opérateur L* et en particulier en rapport avec la 
condition à la limite (24b). Une fonction u qui satisfait cette équation pour toute fonction-test 
v ∈ V(Ω) est appelée solution faible. Des définitions équivalentes des formulations forte et 
faible peuvent être obtenues dans (Brezis, 1983) ou dans (Johnson, 1987), par exemple. 

La formule de Green généralisée (23) peut s’appliquer à la formulation (25) de façon à 
passer de L* à L, ce qui revient en général à effectuer une intégration par partie. Il est alors 
possible de retrouver, grâce à un choix judicieux des fonctions-test, les différents éléments de 
la forme forte du problème, i.e. l’équation (24a) et la condition à la limite (24b). 

Il est souvent facile de vérifier qu’une solution forte est également une solution faible. Il 
n’est par contre pas toujours immédiat qu’une solution faible soit aussi une solution forte car 
elle doit être suffisamment régulière pour être définie au sens classique (Brezis, 1983). Un 
avantage mathématique des formulations faibles est qu’elles permettent en général de prouver 
l’existence d’une solution plus aisément que les formulations fortes. Il s’agit de prouver que la 
solution faible trouvée est suffisamment régulière pour être également une solution forte. Un 
autre avantage des formulations faibles est qu’elles sont bien adaptées à la discrétisation par 
éléments finis (Johnson, 1987), ce qui apparaîtra lors de l’étude des formulations discrètes 
correspondantes. Les formulations fortes, par contre, se prêtent moins bien à une résolution 
numérique. Notons que dans certains cas, il est possible de définir un problème de 
minimisation équivalent à la formulation faible (25). C’est le cas lorsque le théorème de Lax-
Milgram (Brezis, 1983) est d’application. Dans ce cas, il fournit même une preuve d’existence 
et d’unicité d’une solution. Notons aussi que la notion de formulation faible fait intervenir 
comme outils de base les espaces de Sobolev. On peut trouver une bonne introduction à la 
notion de formulation faible, appliquée aux problèmes de l’électrotechnique, dans (Bossavit, 
1989d). 
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Exemple de formulation faible pour le problème de l a magnétostatique 

De façon à illustrer la notion de formulation faible, considérons le problème de la 
magnétostatique, limité au domaine Ω, dont les équations sont 

 rot h = j  ,    div b = 0 ,    b = µ h , (26a-b-c) 

et dont les conditions aux limites sur des portions complémentaires Γh et Γe de Γ sont 

 n ∧ hΓh = 0 ,    n . bΓe = 0 . (26d-e) 

Cette forme initiale du problème constitue sa formulation forte . Considérons la formule de 
Green de type grad-div dans Ω (21) appliquée au champ b et à un champ scalaire φ' à définir, 
c’est-à-dire 

 ( b , grad φ' ) + ( div b , φ' ) = < n . b , φ' >Γ ,   ∀ φ' ∈ Φ(Ω) . (27) 

Si nous définissons l’espace Φ(Ω) tel que 

 Φ(Ω) = { φ ∈ H1(Ω) ; φΓh = 0 } , (28) 

alors le dernier terme de l’équation (27) se réduit à < n.b , φ' >Γe et s’annule si l’on y introduit 
la condition (26e). De même, le deuxième terme de cette équation s’annule lorsque l’on y 
introduit l’équation (26b). L’équation (27) se réduit alors à 

 ( b , grad φ' ) = 0 ,   ∀ φ' ∈ Φ(Ω) . (29) 

C’est cette forme que l’on nomme formulation faible  du problème. Nous l’avons établie au 
départ d’une formule de Green mais nous pouvons maintenant la considérer en temps que 
forme posée a priori pour ensuite en déduire les informations qu’elle renferme. En réalité, la 
formulation faible (29) contient à la fois l’équation (26b) et la condition à la limite (26e). En 
effet, en lui appliquant la formule de Green de type grad-div, nous obtenons 

 ( div b , φ' ) = < n . b , φ' >Γ ,   ∀ φ' ∈ Φ(Ω) . (30) 

Cette équation est vérifiée pour toute fonction-test φ' ∈ Φ(Ω) et donc en particulier pour toute 
fonction φ' de trace nulle sur Γ, i.e. φ' ∈ Φ0(Ω) puisque Φ0(Ω) ⊂ Φ(Ω). Il en résulte que 
(div b, φ') = 0 pour toute fonction φ' de ce genre et par conséquent que div b = 0 dans Ω, c’est-
à-dire que l’équation (26b) est vérifiée. Ainsi, l’équation (30) se réduit à <n.b, φ'>Γ = 0, et en 
considérant maintenant toutes les fonctions φ' ∈ Φ(Ω) sans restriction, qui peuvent donc varier 
librement sur Γe, il en résulte finalement que n.bΓe = 0, c’est-à-dire que la condition (26e) est 
vérifiée. 

Il est possible d’obtenir plus d’informations encore de la formulation faible, particulièrement 
en ce qui concerne les conditions de transmission qui apparaissent sur des surfaces 
intérieures à Ω. Considérons pour cela deux sous-domaines Ω1 et Ω2 de Ω séparés par une 
interface Σ (Fig. 1). 

Ω 1

Ω 2Σ

n

Ω

 
Fig. 1.  Interface Σ entre deux sous-domaines Ω1 et Ω2. 
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Appliquons la formule de Green de type grad-div (21) aux champs b et φ' successivement 
dans les deux sous-domaines Ω1 et Ω2. En tenant compte du fait que div b = 0 dans Ω, et donc 
en particulier dans Ω1 et Ω2, puis en sommant les relations obtenues, nous avons finalement la 
relation 

 ( b , grad φ' )Ω1∪Ω2 = < n . (b1 – b2) , φ' >Σ + < n . b , φ' >∂(Ω1∪Ω2) ,  ∀ φ' ∈ Φ(Ω) , (31) 

où b1 et b2 représentent le champ b de part et d’autre de Σ dans les domaines respectifs Ω1 et 
Ω2. En considérant les fonctions-test φ' de support Ω1∪Ω2 et nulles sur ∂(Ω1∪Ω2), il subsiste 
de (31) la condition de transmission bien connue n . (b1–b2)Σ = 0. Notons que le premier 
terme de (31) s’annule grâce à l’équation (29) : le domaine d’intégration Ω1 ∪ Ω2 peut en effet 
s’étendre à Ω grâce aux fonctions-test choisies. 

Nous avons décrit la façon d’établir une formulation faible pour l’équation (26b) et nous 
avons mis en évidence la richesse des informations qu’elle renferme. Selon une procédure 
équivalente, nous pourrions également établir une formulation faible associée à l’équation 
(26a), mais procédons autrement de façon à conserver des équations fortes. 

Si nous décomposons le champ h selon une composante source donnée hs, telle que rot hs = j , 
et une composante de réaction hr, alors rot hr = 0 et hr est par conséquent de la forme  
hr = – grad φ (si Ω est simplement connexe). Cela revient à satisfaire l’équation (26a) au sens 
fort. En tenant compte de la loi de comportement (26c), nous pouvons alors écrire  
b = µ (hs – grad φ) et porter cette dernière expression dans (29) pour obtenir 

 ( µ (hs – grad φ) , grad φ' ) = 0 ,   ∀ φ' ∈ Φ(Ω) . (32) 

Cette formulation renferme alors le problème (26) dans sa totalité. Le potentiel φ en est 
l’inconnue et les autres champs peuvent être déduits de φ grâce aux équations qui sont restées 
sous forme forte. Il apparaît que le potentiel φ appartient au même espace que les fonctions-
test ou tout au moins à un espace Φr(Ω) qui lui est parallèle, c’est-à-dire où la condition à la 
limite de φ sur Γh n’est pas nécessairement homogène, i.e. φΓh = constante. 

La formulation (32) peut être considérée comme un système d’une infinité d’équations à une 
infinité d’inconnues. Nous verrons dans la suite comment il est possible d’approximer un tel 
problème afin de permettre sa résolution numérique. Cette approximation constituera la phase 
de discrétisation. 

Il est possible de définir un problème de minimisation associé à (32). Définissons pour 
cela la fonctionnelle 

 W(φ) = 
1
2  ( µ (hs – grad φ) , hs – grad φ ) , (33) 

et posons le problème de minimisation suivant : 

 trouver  φ ∈ Φr(Ω)  tel que  W(φ) ≤ W(φ') ,   ∀ φ' ∈ Φr(Ω) . (34) 

Nous considérons ici des matériaux à caractéristiques magnétiques linéaires. Plus tard, nous 
généraliserons la fonctionnelle (33) à des problèmes non linéaires. En stationnarisant la 
fonctionnelle (33) par rapport à φ (Johnson, 1987), on peut vérifier que l’on obtient (32). Nous 
pouvons aussi vérifier que la solution φ de (32) minimise cette fonctionnelle. En effet, 
supposons que φ ∈ Φr(Ω) soit solution de (32) et considérons une fonction quelconque 
ψ ∈ Φr(Ω) ; posons alors η = ψ – φ, qui entraîne η ∈ Φ(Ω) ; nous avons 

 W(ψ) = W(φ + η) = 
1
2  ( µ (hs – grad (φ + η)) , hs – grad (φ + η) ) 

et donc 
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 W(ψ) = W(φ) + 
1
2  ( µ grad η , grad η ) + ( µ (hs – grad φ) , – grad η ) . 

Etant donné que le deuxième terme de la somme est positif ou nul et que le troisième terme 
est nul, vu (32), il en résulte que W(ψ) ≥ W(φ). Les formulations (32) et (34) sont donc 
équivalentes. Notons que la quantité W(φ) est la coénergie magnétique et que le problème 
revient en réalité à minimiser cette coénergie. 

2.2.5 Simple ou multiple connexité 

Un domaine Ω est simplement connexe si tout contour simple qui y est tracé peut être le 
support d’une surface située entièrement dans Ω, ou encore peut se réduire à un point de Ω par 
déformation continue (Bass, 1968a). Par exemple dans IR3, une sphère est simplement 
connexe. C’est également le cas de tout ouvert homéomorphe à l’intérieur d’une sphère, c’est-
à-dire en correspondance biunivoque avec une sphère (Fig. 2). 

 
Fig. 2.  Homéomorphisme entre un domaine Ω et une sphère. 

Dans le cas contraire, le domaine Ω est dit multiplement connexe. C’est par exemple le cas 
d’un tore ou de tout ouvert homéomorphe à un tore. C’est également le cas du domaine 
représenté à la figure 3 et caractérisé par deux “trous”. Nous allons voir à quoi peut 
correspondre cette notion intuitive de trou. 

 
Fig. 3.  Domaine multiplement connexe. 

Il est possible de quantifier la multiple connexité d’un domaine Ω par le nombre de types de 
contours que l’on peut y tracer, ce nombre étant directement lié au nombre de “trous” du 
domaine. En effet, il existe toujours des courbes fermées réductibles à un point par 
déformation continue ; elles sont dites du type γ0 (Fig. 3). Il peut également exister d’autres 
courbes fermées qui entourent les trous de Ω, qui ne sont par conséquent pas réductibles à un 
point, et qui ne sont pas réductibles l’une à l’autre par déformation continue ; ces courbes sont 
caractérisées par les types γi, 1 ≤ i  ≤ N, où N est le nombre de trous de Ω. Une courbe qui 
entoure à la fois deux trous peut par contre se déformer jusqu’à devenir un “8”, qui est 
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réunion de deux courbes γi et γj, 1 ≤ i, j  ≤ N, i ≠ j. L’ordre de multiple connexité est N+1, et 
l’on peut parler de domaines simplement (N+1 = 1) ou doublement (N+1 = 2) connexes, ou en 
général (N+1) – connexes. Cette notion de simple ou multiple connexité sera importante dans 
l’étude du noyau du rotationnel. Elle peut également être définie pour des surfaces, encore 
grâce à la propriété de réduction de contours. 

2.2.6 Lemme de Poincaré 

Soit Ω un ouvert de IR3, et soit u ∈ C1(Ω). 
a) Si u est tel que rot u = 0 (sous-entendu dans Ω), alors pour tout pavé ϑ ⊂ Ω , il existe 

une fonction φ ∈ C1(ϑ) telle que u = grad φ . Le champ scalaire φ est appelé potentiel 
scalaire et l’on dit que u dérive de φ. 

b) Si u est tel que div u = 0 , alors pour tout pavé ϑ ⊂ Ω , il existe une fonction 
vectorielle v ∈ C1(ϑ) telle que u = rot v . Le champ vectoriel v est appelé potentiel 
vecteur et l’on dit que u dérive de v. 

Selon ce lemme, si u est tel que rot u = 0 (resp. div u = 0 ), alors u est localement de la 
forme u = grad φ (resp. u = rot v ) (Dautray & Lions, 1988b). Ce lemme a aussi des 
conséquences globales. Si Ω est un ouvert connexe et simplement connexe, alors dans le cas 
où u est tel que rot u = 0 , on peut recoller les diverses fonctions φ = φϑ (pour tout pavé 
ϑ ⊂ Ω) telles que u = grad φ, par simple addition de constantes. Par contre, dans le cas d’un 
domaine multiplement connexe, un champ à rotationnel nul peut ne plus être un gradient. Il 
peut donc ne pas dériver d’un potentiel scalaire, tout au moins au sens classique, c’est-à-dire 
dans le domaine considéré. De même, un champ à divergence nulle peut ne pas être 
globalement un rotationnel. Ces deux types particuliers de champs seront caractérisés lors de 
l’étude des noyaux des opérateurs associés. Il apparaîtra que le nombre de champs 
linéairement indépendants de chacun des deux types est, en réalité, fini et entièrement 
déterminé par la topologie du domaine d’étude Ω. 

2.3 Noyaux et images des opérateurs grad, rot et di v 

2.3.1 Noyau du gradient 

Le noyau de l’opérateur grad est constitué des fonctions constantes sur chacune des 
composantes connexes du domaine Ω. Sa dimension est égale au nombre de composantes 
connexes de Ω, i.e. nc,Ω. Il est noté 

  0(Ω) = { v , vΩi = ci   (constante) ,  1 ≤ i ≤ nc,Ω }   , (35) 

avec 

 dim( 0(Ω) ) = nc,Ω . 

2.3.2 Image du gradient 

L’espace image du gradient, son codomaine, est noté grad H1(Ω). Il est intéressant, pour la 
suite, de déterminer l’espace qui lui est orthogonal, et qui est noté (grad H1(Ω))⊥. Soit 
u ∈ (grad H1(Ω))⊥ , c’est-à-dire u ∈ L2(Ω) orthogonal à l’espace grad H1(Ω) ; alors, par 
définition, 

 (u , grad v) = 0 ,   ∀ v ∈ H1(Ω) . 

L’application de la formule de Green de type grad-div (21) donne 

 (u , grad v) = – (div u , v) + <n . u , v>Γ = 0 ,   ∀ v ∈ H1(Ω) , (36) 
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et entraîne les relations 

 div u = 0 ,    n . uΓ = 0 . 

L’espace des fonctions u qui satisfont ces relations a déjà été défini et a été noté H0(div 0, Ω) 
(20). Nous avons ainsi la caractérisation 

 (grad H1(Ω))⊥ = H0(div 0, Ω) . 

Les développements précédents permettent également de caractériser l’espace orthogonal à 
grad H1

0(Ω) comme étant 

 (grad H1
0(Ω))⊥ = H(div 0, Ω) . 

Le terme d’intégrale de surface de (36) s’annule directement car vΓ = 0. De plus, les espaces 
images considérés et les espaces orthogonaux associés sont supplémentaires dans L2(Ω) 
(Dautray & Lions, 1988b). Il en découle que l’espace L2(Ω) admet les décompositions 
orthogonales suivantes : 

 L2(Ω) = grad H1(Ω) ⊕ H0(div 0, Ω)   , (37) 

 L2(Ω) = grad H10(Ω) ⊕ H(div 0, Ω)   . (38) 

Tout élément v ∈ L2(Ω) peut donc être décomposé suivant les espaces grad H1(Ω) et 
H0(div 0, Ω), c’est-à-dire 

 v = u + grad φ ,   φ ∈ H1(Ω), u ∈ H0(div 0, Ω) . 

2.3.3 Noyau du rotationnel 

L’identité 

 rot grad φ = 0 ,   ∀ φ ∈ H1(Ω) , 

entraîne que l’espace image du gradient est dans le noyau du rotationnel, c’est-à-dire 

 grad H1(Ω) ⊂ H(rot 0, Ω) . 

D’après le lemme de Poincaré, cette inclusion devient une égalité lorsque l’ouvert Ω est 
simplement connexe. Par contre, si Ω est multiplement connexe, le supplémentaire de 
grad H1(Ω) dans H(rot 0, Ω) ne se réduit pas à l’ensemble vide. Il est noté 1(Ω) et est, 
d’après (37), caractérisé par 

 1(Ω) = H0(div 0, Ω) ∩ H(rot 0, Ω) , 

c’est-à-dire 

  1(Ω) = { v ∈ L2(Ω) , rot v = 0, div v = 0, n . vΓ = 0 }   . (39) 

Les éléments de l’espace 1(Ω) sont à rotationnel nul, mais ne sont pas des gradients. Le 
noyau du rotationnel est par conséquent caractérisé par 

 ker(rot) = H(rot 0, Ω) = grad H1(Ω) ⊕ 1(Ω)   . (40) 

L’espace 1(Ω) est de dimension finie, égale au nombre de coupures nécessaires pour 
rendre Ω simplement connexe. Ce nombre est égal au nombre de “boucles” dans Ω. Nous 
allons vérifier cette propriété en construisant une base pour l’espace 1(Ω). 
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Détermination de l’espace 1(ΩΩΩΩ) 

Soit Ω un ouvert borné et connexe de IR3 (Fig. 4), de frontière Γ lipschitzienne (Dautray & 
Lions, 1988b) ; Ω est situé localement d’un seul côté de Γ. La frontière Γ a un nombre fini de 
composantes connexes, notées Γ0, …, Γm. L’ouvert Ω peut être multiplement connexe. Dans 
ce cas, il peut être rendu simplement connexe grâce à un nombre fini de coupures régulières 
Σ1, …, ΣN, telles que Σi∩Σj = ∅ pour i ≠ j, et qui ne sont pas tangentes à Γ. Ainsi, l’ouvert 

 ɺΩ  = Ω\Σ ,   avec  Σ Σ=
=

i
i à N1
∪  , 

est simplement connexe. 

Notons qu’en toute rigueur, l’introduction de coupures dans une région tridimensionnelle Ω 
ne rend pas nécessairement ɺΩ  simplement connexe. C’est le cas du complémentaire d’un 
domaine “noué” (Bossavit, 1989e ; Kotiuga, 1990 ; Vourdas & Binns, 1989), dont les 
coupures sont multiplement connexes (ce qui est rare dans les problèmes pratiques). Les 
propriétés qui vont être établies resteront néanmoins valables dans ce cas. 

(Ω)
.

Ω

Σ 1

Σ 2

Γ 0

Γ 1
Γ 2

 
Fig. 4.  Exemple de domaine d’étude Ω connexe, multiplement connexe, avec cavités. Sa surface extérieure est 

Γ0, et sa surface intérieure est constituée des surfaces Γ1 et Γ2 relatives à des cavités (m=2). Les surfaces de 
coupure Σ1 et Σ2 (N=2) transforment le domaine Ω en un domaine simplement connexe ɺΩ . 

Soit v ∈ 1(Ω) . Alors, v est localement le gradient d’une fonction harmonique q et donc, 
par prolongement analytique, il existe une fonction q harmonique dans l’ouvert simplement 
connexe ɺΩ , telle que v = grad q dans ɺΩ . La condition div v = 0 dans Ω se traduit par 

 ∆ q = 0     dans ɺΩ  , 

et la condition n . vΓ = 0 devient 

 n . vΓ = 
∂
∂
q

n Γ
 = 0 . 

Cherchons maintenant l’expression des conditions sur q , à imposer sur les parties restantes de 
la frontière de ɺΩ , c’est-à-dire sur les coupures Σi. Les deux côtés de la coupure Σi sont 
désignés par Σ i

+  et Σ i
− , et la normale n à Σi est orientée de Σ i

+  vers Σ i
−  (Fig. 5). La 

discontinuité au travers des coupures de toute fonction φ définie sur ɺΩ  est notée 

 [ ]φ φ φΣ Σ Σi i i
= −+ −  . 

En particulier, nous avons 
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 [ ]v Σ i
 = 0 ,   i = 1 à N , 

puisque v est défini dans Ω, ce qui entraîne 

 [ ]q
iΣ  = ci   (constante)   sur Σi ,   i = 1 à N . 

 
Fig. 5.  Les deux côtés d’une coupure Σi et la normale associée. 

Enfin, la formule de Green de type grad-div dans Ω (21), appliquée au champ v et à une 
fonction quelconque φ ∈ H1(Ω), donne 

 ( v , grad φ ) + ( div v , φ ) = < n . v , φ >Γ ,  ∀ φ ∈ H1(Ω) . 

Seul le premier terme de cette relation subsiste vu les propriétés du champ v. Ainsi, elle 
devient 

 ( v , grad φ ) = 0 ,  ∀ φ ∈ H1(Ω) , 

et peut ensuite s’exprimer par l’intermédiaire de la fonction q sous la forme 

 ( , ) ɺgrad q gradφ Ω = 0 ,  ∀ φ ∈ H1(Ω) . 

Par une nouvelle application de la formule de Green, mais cette fois dans ɺΩ , cette dernière 
forme devient 

 
∂
∂

⌠
⌡
 =

∂

q

n
dsφ

ɺΩ
0  ,  ∀ φ ∈ H1(Ω) , 

pour finalement donner 

 
i

N q

n
ds

ii=
∑

∂
∂






⌠

⌡
 =

1

0
ΣΣ

φ  ,  ∀ φ ∈ H1(Ω) , 

et donc 

 
∂
∂






q

n
iΣ
 = 0 ,   i = 1 à N . 

Ainsi, la fonction q ∈ H1( ɺΩ ) cherchée doit être solution du problème suivant : 

 [ ]

∆ Ω

Γ

Σ

Σ

q dans

q

n

q c i à N

q

n
i à N

i

i

i

=

∂
∂

=

= =

∂
∂






= =

















0

0

1

0 1

ɺ

( ) ,

, .

constante
 (41) 
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Les solutions de ce problème dépendent linéairement des N valeurs ci = [q]Σi des sauts de q à 
travers Σi . L’espace des solutions q est donc de dimension N+1 au plus. Les N fonctions qj , 
j = 1 à N, solutions respectivement de chacun des problèmes 

 [ ]

∆ Ω

Γ

Σ

Σ

q dans

q

n

q i à N

q

n
i à N

i

i

ij

=

∂
∂

=

= =

∂
∂






= =

















0

0

1

0 1

ɺ

,

,

δ  (42) 

pour j = 1 à N, sont linéairement indépendantes ; elles existent et sont uniques à une constante 
additive près. L’espace 1(Ω) est donc de dimension N, i.e. 

 dim( 1(Ω) ) = N . 

2.3.4 Image du rotationnel 

L’espace image du rotationnel est noté rot H1(Ω). Déterminons l’espace qui lui est 
orthogonal, et qui est noté (rot H1(Ω))⊥. Soit u ∈ (rot H1(Ω))⊥ , c’est-à-dire u ∈ L2(Ω) 
orthogonal à l’espace rot H1(Ω) ; alors, par définition, 

 (u , rot v) = 0 ,   ∀ v ∈ H1(Ω) . 

L’application de la formule de Green de type rot-rot (22) donne 

 ( u , rot v ) = ( rot u , v ) + < u ∧ n , v >Γ = 0 ,   ∀ v ∈ H1(Ω) , 

et entraîne les relations 

 rot u = 0 ,    n ∧ uΓ = 0 . 

L’espace des fonctions u qui satisfont ces relations a déjà été défini et a été noté H0(rot 0, Ω) 
(19). Nous avons ainsi la caractérisation 

 (rot H1(Ω))⊥ = H0(rot 0, Ω) . 

Cet espace est le supplémentaire de rot H1(Ω) dans L2(Ω). L’espace L2(Ω) admet alors la 
décomposition orthogonale suivante : 

 L2(Ω) = rot H1(Ω) ⊕ H0(rot 0, Ω)   . (43) 

Il est possible de déterminer une autre caractérisation de l’espace H0(rot 0, Ω). Si 
u ∈ H0(rot 0, Ω), il existe une fonction φ ∈ H1( ɺΩ ) telle que u = grad φ ; cela résulte du 
lemme de Poincaré appliqué au domaine simplement connexe ɺΩ . De ce fait, la condition de 
surface n ∧ uΓ = 0 présente dans la définition de H0(rot 0, Ω) s’exprime par n ∧ grad φΓ = 0. 
La fonction φ est donc constante sur chaque composante connexe Γi de Γ, et il s’en suit 
qu’elle ne subit aucune discontinuité au travers des coupures Σj, i.e. [φ]Σj = 0 , j = 1 à N. Il en 
résulte que φ ∈ H1(Ω) et que l’espace H0(rot 0, Ω) peut être caractérisé par 

 H0(rot 0, Ω) = { u = grad φ, φ ∈ H1(Ω), φΓi = ci (const.), 0 ≤ i  ≤ m } . (44) 

2.3.5 Noyau de la divergence 

L’identité 
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 div rot u = 0 ,   ∀ u ∈ H1(Ω) , 

entraîne que l’espace image du rotationnel est dans le noyau de la divergence, c’est-à-dire 

 rot H1(Ω) ⊂ H(div 0, Ω) . 

Cette inclusion peut parfois devenir une égalité. Cependant, en général, il existe des éléments 
à divergence nulle, mais qui ne sont pas des rotationnels. Ils appartiennent à un espace, noté 

2(Ω), que nous allons déterminer. Cet espace est en fait le supplémentaire de rot H1(Ω) dans 
H(div 0, Ω), c’est-à-dire d’après (43), 

 2(Ω) = H0(rot 0, Ω) ∩ H(div 0, Ω) . (45) 

Il est donc caractérisé par 

  2(Ω) = { v ∈ L2(Ω) , rot v = 0, div v = 0, n ∧ vΓ = 0 }   . (46) 

Le noyau de la divergence est par conséquent caractérisé par 

 ker(div) = H(div 0, Ω) = rot H1(Ω) ⊕ 2(Ω)   . (47) 

Détermination de l’espace 2(ΩΩΩΩ) 

La caractérisation (44) de H0(rot 0, Ω), associée à (45), conduit à 

 2(Ω) = { u = grad φ, φ ∈ H1(Ω), ∆φ=0, φΓi = ci (const.), 0 ≤ i  ≤ m } . (48) 

Sa dimension est finie et est égale au nombre de “cavités” dans Ω, c’est-à-dire 

 dim( 2(Ω) ) = m . 

2.3.6 Image de la divergence 

L’espace image de la divergence est noté div H1(Ω). On peut montrer (Dautray & Lions, 
1988b) que l’on a 

 L2(Ω) = div H1(Ω)   . (49) 

2.4 Décomposition de l’espace L 2(ΩΩΩΩ) 
Les décompositions orthogonales de sous-espaces de L2(Ω), établies précédemment, 

peuvent se retrouver résumées dans la figure 6 (Bossavit, 1988c ; Dautray & Lions, 1988b). 
La décomposition de L2(Ω) en somme directe de cinq sous-espaces mutuellement 
orthogonaux y apparaît alors. 

Les noyaux et les images des opérateurs grad, rot et div dans Ω sont mis en évidence par la 
figure 7. Les espaces L2(Ω) et L2(Ω) y sont représentés par des axes horizontaux sur quatre 
niveaux (ordres 0, 1, 2, 3, pour L2(Ω), L2(Ω), L2(Ω), L2(Ω), respectivement), et certains de 
leurs sous-espaces sont représentés par des subdivisions de ces axes. Les axes relatifs à L2(Ω) 
présentent les mêmes subdivisions que celles de l’axe de la figure précédente (Fig. 6) ; l’axe 
du niveau 2 doit cependant se lire de droite à gauche. Les flèches tracées correspondent aux 
applications des opérateurs grad, rot ou div, suivant le niveau. Un sous-espace situé entre les 
origines de deux flèches a comme image par l’opérateur associé le sous-espace situé entre les 
extrémités de ces flèches. Les noyaux et les images des opérateurs apparaissent alors 
clairement. 
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L   (Ω)2
H  (Ω)2 H  (Ω)1

ker(rot) = H (rot 0, Ω)

ker(div) = H (div 0, Ω)

rot H  (Ω)1

H  (div 0, Ω)0

H  (rot 0, Ω)0

grad H  (Ω)0
1

grad H  (Ω)1

rot H   (Ω)1
0

 
Fig. 6.  Décompositions orthogonales de L2(Ω). 
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Fig. 7.  Noyaux et images des opérateurs grad, rot et div dans Ω. 
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3. Structure mathématique 

3.1 Domaine d’étude 
Nous considérons un domaine Ω ouvert et borné de l’espace euclidien affine à trois 

dimensions (Fig. 1). Sa frontière  ∂Ω est notée Γ. Elle se compose de deux parties 
complémentaires, Γh et Γe, qui peuvent être non connexes. 

Ω

Γh Γe  
Fig. 1.  Domaine étudié. 

3.2 Structure de base 
On considère une structure formée de quatre espaces fonctionnels et de trois opérateurs 

différentiels. Les quatre espaces sont deux copies de L2(Ω) et deux copies de L2(Ω). Ils sont 
notés Fp, p = 0, 1, 2, 3. Les trois opérateurs sont le gradient (grad), le rotationnel (rot) et la 
divergence (div). Ils sont des opérateurs différentiels linéaires et non bornés. Leurs domaines 
de définition sont définis de façon restrictive, en ce sens qu’ils sont des sous-espaces de L2(Ω) 
et L2(Ω), pour lesquels des conditions aux limites données doivent être satisfaites. Les 
opérateurs dépendent donc de la frontière Γ du domaine Ω. Leurs domaines sont définis dans 
le tableau 1. 

Les quatre espaces fonctionnels définis et limités aux domaines des opérateurs sont notés 
Fh

p, p = 0, 1, 2, 3 ; rigoureusement, il faudrait les noter Fhp(Ω), mais on se permettra souvent 
de simplifier ainsi la notation ; p est appelé le degré de l’opérateur associé. Nous notons n le 
champ des vecteurs unitaires normaux à Γ et orientés vers l’extérieur de Ω. La structure ainsi 
définie est appelée complexe (Bossavit, 1988d, 1989b). 

 
Degré Opérateur Domaine 

0 gradh Fh
0 = { u ∈ L2(Ω) ; grad u ∈ L2(Ω) , uΓh = 0 } 

1 roth Fh
1 = { h ∈ L2(Ω) ; rot h ∈ L2(Ω) , n ∧ hΓh = 0 } 

2 divh Fh
2 = { b ∈ L2(Ω) ; div b ∈ L2(Ω) , n . bΓh = 0 } 

Tableau 1.  Les trois opérateurs et leurs domaines. 

Les domaines des opérateurs ont été construits de façon à satisfaire les relations 

 gradh Fh
0 ⊂ Fh

1 ,    roth Fh
1 ⊂ Fh

2 ; (1) 

c’est-à-dire cod(gradh) ⊂ dom(roth) et cod(roth) ⊂ dom(divh). C’est en effet le cas puisque, 
grâce aux conditions aux limites introduites, nous avons les implications 

 uΓh = 0  ⇒  n ∧ grad uΓh = 0 ,    n ∧ hΓh = 0  ⇒  n . rot hΓh = 0 . 
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Ainsi, les opérateurs définissent des applications de Fh
p dans Fhp+1, et sont dits du type 

Fh
p → Fh

p+1. De ce fait, ils “lient” les espaces fonctionnels entre eux de façon à former une 
suite (Fig. 2). 

F F F Fh
grad

h
rot

h
div

h
h h h0 1 2 3 →  →  →  

Fig. 2.  Suite des espaces Fh
p. 

En général, on a les inclusions 

 gradh Fh
0 ⊂ ker(roth) ,    roth Fh

1 ⊂ ker(divh) ; (3-4) 

mais dans le cas où Ω, Γh et Γe sont connexes et simplement connexes, ces inclusions 
deviennent des égalités et la suite est dite exacte, i.e. 

 gradh Fh
0 = ker(roth) ,    roth Fh

1 = ker(divh) . (5-6) 

3.3 Structure duale 

3.3.1 Opérateurs adjoints 

L’opérateur adjoint A* de domaine DA*, d’un opérateur A de domaine DA, est défini par 

 (A u, v) = (u, A* v) ,   ∀ u ∈ DA ,  ∀ v ∈ DA* . 

Dans la définition générale d’un opérateur adjoint, un terme d’intégrale de surface peut 
apparaître dans la relation précédente mais nous tâcherons ici de l’annuler. Cela est possible 
grâce aux conditions aux limites homogènes définies. Notons que la généralisation à des 
conditions aux limites non homogènes ne doit toutefois pas poser de problème. Nous allons 
déterminer les opérateurs adjoints des opérateurs gradh, roth et divh. 

Opérateur adjoint du gradient 

L’opérateur adjoint de gradh, soit (gradh)*, doit vérifier 

 (gradh u, v) = (u, (gradh)* v) ,  ∀ u ∈ dom(gradh), ∀ v ∈ dom(gradh)* , 

ce dernier domaine devant être défini. 

La formule de Green de type grad-div dans Ω (2.21) peut s’appliquer aux champs u et v 
définis pour donner 

 (grad u, v) + (u, div v) = <u, n . v>Γ . (7) 

Si nous avons les conditions 

 u ∈ dom(gradh)   (i.e.  uΓh = 0)    et    n . vΓe = 0 , 

alors, l’intégrale de surface dans (7) s’annule, et nous pouvons écrire 

 (gradh u, v) = (u, –dive v) . (8) 

L’opérateur adjoint de gradh apparaît donc être 

 (gradh)* = –dive , (9) 

avec 

 Fe
2 = dom(dive) = { b ∈ L2(Ω) ; div b ∈ L2(Ω) , n . bΓe = 0 } . (10) 

Opérateur adjoint du rotationnel 

L’opérateur adjoint de roth, soit (roth)*, doit vérifier 
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 (roth u, v) = (u, (roth)* v) ,  ∀ u ∈ dom(roth), ∀ v ∈ dom(roth)* . 

La formule de Green de type rot-rot dans Ω (2.22) peut s’appliquer aux champs u et v définis 
pour donner 

 (rot u, v) – (u, rot v) = <u ∧ v, n>Γ  (= <n ∧ u, v>Γ = –<n ∧ v, u>Γ) . (11) 

Si nous avons les conditions 

 u ∈ dom(roth)   (i.e.  n ∧ uΓh = 0)    et    n ∧ vΓe = 0 , 

alors, l’intégrale de surface dans (11) s’annule, et nous pouvons écrire 

 (roth u, v) = (u, rote v) . (12) 

L’opérateur adjoint de roth est donc 

 (roth)* = rote , (13) 

avec 

 Fe
1 = dom(rote) = { h ∈ L2(Ω) ; rot h ∈ L2(Ω) , n ∧ hΓe = 0 } . (14) 

Opérateur adjoint de la divergence 

L’opérateur adjoint de divh, soit (divh)*, doit vérifier 

 (divh v, u) = (v, (divh)* u) ,  ∀ v ∈ dom(divh), ∀ u ∈ dom(divh)* . 

Nous pouvons reprendre la relation (7) 

 (div v, u) + (v, grad u) = <n . v, u>Γ , 

et, si nous avons les conditions 

 v ∈ dom(divh)   (i.e.  n . vΓh = 0)    et    uΓe = 0 , 

alors, l’intégrale de surface s’annule. Nous pouvons donc écrire 

 (divh v, u) = (v, –grade u) . (15) 

L’opérateur adjoint de divh est donc 

 (divh)* = –grade , (16) 

avec 

 Fe
0 = dom(grade) = { u ∈ L2(Ω) ; grad u ∈ L2(Ω) , uΓe = 0 } . (17) 

3.3.2 Structure duale 

Les domaines des opérateurs adjoints, donnés par (10), (14) et (17), sont repris dans le 
tableau 2. Les espaces Fe

p, p = 0, 1, 2, 3, sont encore les quatre espaces fonctionnels Fp définis 
mais limités aux domaines des opérateurs adjoints. 

 

Degré Opérateur Domaine 

2 (gradh)* = –dive Fe
2 = { b ∈ L2(Ω) ; div b ∈ L2(Ω) , n . bΓe = 0 } 

1 (roth)* = rote Fe
1 = { h ∈ L2(Ω) ; rot h ∈ L2(Ω) , n ∧ hΓe = 0 } 

0 (divh)* = –grade Fe
0 = { u ∈ L2(Ω) ; grad u ∈ L2(Ω) , uΓe = 0 } 

Tableau 2.  Les opérateurs adjoints et leurs domaines. 
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On peut remarquer que les conditions aux limites sont maintenant relatives à la portion de 
surface complémentaire à Γh, c’est-à-dire Γe. Pour cette structure duale, nous avons encore des 
relations similaires à celles de la structure de base, i.e. 

 grade Fe
0 ⊂ Fe

1 ,    rote Fe
1 ⊂ Fe

2 ; (18-19) 

c’est-à-dire cod(grade) ⊂ dom(rote) et cod(rote) ⊂ dom(dive). Ainsi, nous pouvons encore 
placer les espaces fonctionnels Fe

p, p = 0, 1, 2, 3, selon une suite (Fig. 3). 

F F F Fe
div

e
rot

e
grad

e
e e e3 2 1 0←  ←  ←   
Fig. 3.  Suite des espaces Fe

p. 

3.4 Structure générale 
Nous avons donc maintenant quatre paires d’espaces fonctionnels, en dualité, et trois 

paires d’opérateurs, mutuellement adjoints, organisés selon deux structures. Le rapprochement 
de ces deux structures peut se faire grâce à un diagramme que l’on appelle diagramme de 
Tonti  (Fig. 4) (Bossavit, 1988b, 1989b, 1991c). 

div
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↓

↓

↓

↑

↑

↑

h

h

h

e

e

e

 
Fig. 4.  Diagramme de Tonti représentant les deux structures en dualité. 

Cette structure globale peut accueillir une grande variété de modèles aux dérivées partielles. 
Les conditions aux limites sont prises en compte au niveau de la définition des opérateurs 
différentiels des suites. Ce sera notamment le cas pour le modèle de la magnétostatique, ainsi 
que pour le modèle des courants induits, comme nous le verrons dans les chapitres III et IV. 

Notons que le diagramme de Tonti schématisé ci-avant peut être généralisé aux problèmes 
d’évolution temporelle en y ajoutant une troisième dimension. Cette transformation sera 
effectuée lors de l’étude du problème des courants induits. 

Remarque 

La structure étudiée est construite sur un ouvert de l’espace euclidien à trois dimensions et est 
basée sur le formalisme vectoriel. En réalité, elle peut être encore plus générale, c’est-à-dire 
qu’elle peut être définie sur un continuum à n dimensions, appelé variété. Le formalisme 
utilisé est alors celui des formes différentielles, dont l’étude constitue l’objet de la géométrie 
différentielle (Deschamps, 1970, 1981 ; Ingarden & Jamiolkowski, 1985 ; Schutz, 1980). 
Notre but n’est pas ici de procéder à une telle généralisation. Nous travaillons en effet dans 
une espace à trois dimensions et les champs scalaire et de vecteurs, qui y sont définis, 
apparaissent être des représentations de formes différentielles, définies sur la variété 
correspondante (Bossavit, 1988c, 1988e, 1989b). 
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Partie B 
Structure mathématique discrète 

1. Discrétisation 

1.1 Méthode des éléments finis 
Une formulation continue d’un problème ne peut en général pas être résolue 

analytiquement et il faut avoir recours à des méthodes numériques si l’on veut disposer 
d’informations quantitatives sur la solution. Les fonctions inconnues d’un problème continu 
donné appartiennent à des espaces fonctionnels continus qui sont en général de dimensions 
infinies, c’est-à-dire qu’elles sont décrites par un nombre infini de paramètres. Le principe de 
base de toute méthode numérique est de discrétiser un tel problème afin d’obtenir un 
problème discret analogue, caractérisé par un nombre fini d’inconnues que l’on appelle 
degrés de liberté. Ce processus de discrétisation consiste à remplacer les espaces fonctionnels 
continus impliqués par des espaces fonctionnels discrets, i.e. de dimensions finies, qui en 
constituent en général des sous-ensembles. Ces espaces sont aussi appelés espaces 
d’approximation  et leurs éléments sont appelés fonctions d’approximation (Johnson, 1987). 

Les espaces fonctionnels sont définis sur un certain domaine d’étude. Si celui-ci est 
discrétisé, c’est-à-dire s’il est défini comme étant la réunion d’éléments géométriques de 
formes simples, et si les espaces fonctionnels discrets sont construits de telle façon que leurs 
éléments soient définis par morceaux, alors la méthode numérique d’approximation porte le 
nom de méthode des éléments finis (Dautray & Lions, 1988c ; Dhatt & Touzot, 1981 ; 
Dwoyer et al., 1988 ; Johnson, 1987 ; Wait & Mitchell, 1985). C’est à ce type de méthode que 
nous allons nous intéresser. Nous voyons donc que la méthode des éléments finis repose sur 
un double processus de discrétisation : une discrétisation des espaces fonctionnels et une 
discrétisation de l’espace géométrique constituant le domaine d’étude (maillage). Ces deux 
types de discrétisation apparaissent en réalité être intimement liés. 

Les formulations faibles, telles qu’elles ont été définies dans la première partie de ce 
chapitre, se révèlent être bien adaptées pour la méthode des éléments finis. Cela apparaîtra 
dans les chapitres ultérieurs. Nous pouvons déjà noter que si les espaces fonctionnels continus 
sont ramenés à des espaces discrets, et si les fonctions-test impliquées sont limitées à ces 
espaces, alors les informations contenues dans une formulation faible ne pourront être 
satisfaites que de façon approchée. Nous dirons qu’elles sont satisfaites faiblement et nous ne 
confondrons cependant pas ce sens faible au niveau discret avec le sens faible mathématique 
initial.  

Afin d’illustrer le principe de base de la discrétisation des formulations faibles, 
considérons la formulation faible du problème de la magnétostatique (II.A.2.32), i.e. 

 ( µ (hs – grad φ) , grad φ' ) = 0 ,   ∀ φ' ∈ Φ(Ω) , (1) 

avec φ ∈ Φ(Ω). Il s’agit de remplacer l’espace Φ(Ω) par un espace discret Φh(Ω) qui en est un 
sous-ensemble, i.e. Φh(Ω) ⊂ Φ(Ω). Cet espace est de dimension finie, soit N, et il peut donc 
être défini par N fonctions de base linéairement indépendantes. Le principe est alors de 
chercher la fonction φ dans Φh(Ω), ce qui revient à déterminer N paramètres inconnus. Cette 
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fonction ne sera donc qu’une approximation de la solution réelle φ ∈ Φ(Ω), d’autant meilleure 
que les fonctions de Φ(Ω) sont bien approchées par celles de Φh(Ω). Chaque fonction-test φ' 
va donner lieu à une équation de la forme (1) et, si nous voulons autant d’équations que 
d’inconnues, il faut choisir N fonctions-test linéairement indépendantes. Ce choix peut se 
porter sur les fonctions de base de Φh(Ω) et l’on parle dans ce cas de méthode de Galerkine 
(par exemple, Johnson, 1987). 

1.2 Objectif poursuivi 
Un grand nombre de modèles aux dérivées partielles, tels le problème des courants de 

Foucault ou le problème de la magnétostatique, peuvent être décrits à l’aide d’une structure 
mathématique qui permet une expression rigoureuse des équations différentielles. Si les 
propriétés de cette structure sont conservées au niveau discret, les équations, alors rendues 
algébriques, peuvent s’exprimer d’une façon tout aussi rigoureuse. C’est ainsi que le 
complexe de Whitney (Bossavit, 1988b, 1988e,1989b,1990e) a connu et connaît toujours un 
grand intérêt auprès des adeptes des éléments mixtes, en particulier des éléments d’arête 
(Albanese & Rubinacci, 1988, 1990a, 1990b ; Ren & Razek, 1990, 1992 ; Takahashi et al., 
1992 ; Webb, 1993 ; Webb & Forghani, 1989, 1990, 1993). 

Notre objectif est ici de définir une structure discrète analogue à la structure continue 
présentée au chapitre II.A. Le processus de discrétisation utilisé consiste à déterminer ce que 
l’on appelle des éléments finis. Nous en donnons une définition générale tant au niveau local 
(éléments finis) que global (espaces d’éléments finis). Les différents outils qui nous sont 
nécessaires sont ainsi mis en évidence. Une suite d’espaces d’éléments finis Si, i = 0 à 3, 
analogues discrets des espaces Fi, i = 0 à 3 (Section II.A.3), est alors définie. 

Nous présentons ensuite une généralisation du complexe de Whitney, associée non plus 
seulement à des simplexes, c’est-à-dire à des tétraèdres en dimension trois, mais à des 
assemblages de trois types d’éléments géométriques : des tétraèdres, des hexaèdres et des 
prismes. La suite ainsi définie vérifie des propriétés analogues à celles du complexe de 
Whitney. Elle généralise ce qui a été développé dans le domaine des éléments d’arête 
construits sur des hexaèdres (Kameari, 1990 ; Sakiyama et al., 1990 ; van Welij, 1985) et 
conduit à des éléments d’arête construits sur des prismes. La généralisation est également 
établie pour les éléments de facette. Nous présentons donc des éléments finis nodaux, 
d’arête, de facette et de volume, qui sont des éléments mixtes, associés à des assemblages 
d’éléments géométriques différents. Les fonctions de base des espaces d’approximation 
relatifs à ces éléments finis sont définies et leurs propriétés sont établies. 

2. Eléments finis 

2.1 Définition d’un élément fini 
Un élément fini est défini par le triplet  (K,  PK , ΣΣΣΣK) où : 
• K  est un domaine de l’espace appelé élément géométrique (généralement de forme 

simple, par exemple un tétraèdre, un hexaèdre, un prisme) ; 
• PK  est un espace fonctionnel de dimension finie nK, défini sur K ; 
• ΣK  est un ensemble de nK degrés de liberté représentés par nK fonctionnelles linéaires 

φi, 1 ≤ i  ≤ nK, définies sur l’espace PK, et à valeurs dans IR ; 
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de plus, il faut qu’une fonction quelconque u ∈ PK puisse être déterminée de façon unique 
grâce aux degrés de liberté de ΣK. Cette dernière condition définit l’unisolvance de l’élément 
fini (K,  PK, ΣK). 

Le rôle d’un élément fini est d’interpoler un champ dans un espace fonctionnel de 
dimension finie, et ce, localement, et le plus souvent dans un domaine de l’espace de 
topologie simple, un élément géométrique. Plusieurs éléments finis peuvent être définis sur un 
même élément géométrique et l’on peut alors parler, sous certaines conditions, d’éléments 
finis mixtes. La figure 1 schématise les différents espaces qui interviennent dans la définition 
d’un élément fini ; la définition du sous-ensemble de points κ ⊂ K est associée à celle des 
fonctionnelles. 

IR

cod(f)
K = dom(f) f ∈ P

x
f(x)

φ  (f)i

κ

K

 
Fig. 1.  Espaces associées à un élément fini. 

Pour les éléments finis les plus couramment utilisés et les plus connus, les degrés de 
liberté sont associés aux noeuds de K et les fonctionnelles φi se réduisent à des fonctions des 
coordonnées dans K ; nous les appelons éléments finis nodaux. Mais la définition que nous 
présentons ici est plus générale grâce à la liberté laissée dans le choix des fonctionnelles. 
Notons qu’elle est très rarement présentée sous la forme donnée (un des rares exemples, 
Dautray & Lions, 1988c) et que, même dans l’affirmative, elle n’est appliquée qu’aux 
éléments nodaux. C’est à la section 3 de ce chapitre que nous définirons d’autres formes de 
fonctionnelles. Elles pourront être, en plus de valeurs nodales, des intégrales le long de 
segments, sur des surfaces et sur des volumes ; ces formes peuvent être bien adaptées à 
différents types de champs à interpoler. Il s’agit de remarquer que le sous-ensemble κ ⊂ K 
(Fig. 1) peut alors se ramener respectivement à un point, à un segment, à une surface, ou à un 
volume. 

2.2 Elément fini unisolvant 
L’élément fini (K, PK, ΣK) est unisolvant si 

 ∀ p ∈ PK ,  φi(p) = 0 ;  ∀ φi ∈ ΣK   ⇒   p ≡ 0 . 

Si tel est le cas, alors, pour une fonction quelconque u assez régulière, on peut définir une 
interpolation unique uK, appelée PK  - interpolante, telle que 

 φi(u – uK) = 0 ,  ∀ φi ∈ ΣK ;  uK ∈ PK . (1) 

L’ensemble ΣK est dit PK - unisolvant. 

Preuve : 

Tout élément p ∈ PK peut s’écrire sous la forme d’une combinaison linéaire des éléments 
d’une base de PK, soit {pi, 1 ≤ i  ≤ nK}, i.e. 
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 p a pi i
i

nK

=
=
∑

1

 , 

où les pi, 1 ≤ i  ≤ nK, sont appelés fonctions de base. Puisque les fonctionnelles φj, 1 ≤ j  ≤ nK, 
sont linéaires, nous avons 

 φ φj i j i
i

n

p a p
K

( ) ( )=
=
∑

1

 ,  1 ≤ j ≤ nK . 

Et puisque φj(p) = 0, 1 ≤ j  ≤ nK, entraîne p ≡ 0, le déterminant de la matrice Φ (Φji  = φj(pi), 
1 ≤ i, j  ≤ nK) est non nul ; la solution du système correspondant doit en effet être identiquement 
nulle (i.e. ai = 0, 1 ≤ i ≤ nK). Par conséquent, le système 

 φ φ φ φj j K j i j i
i

n

u u u a p
K

( ) ( ) ( ) ( )= ⇔ =
=
∑

1

 ,  1 ≤ j ≤ nK , 

a une solution unique (ai, 1 ≤ i  ≤ nK). 

2.3 Degrés de liberté 
L’interpolation d’une fonction u, dans l’espace PK et sur K, est donnée par l’expression 

 u a pK i
i

n

i

K

=
=
∑

1

 ,  uK ∈ PK , 

où les nK coefficients ai des fonctions de base pi ∈ PK peuvent être déterminés grâce aux 
relations (1), c’est-à-dire grâce à la résolution du système linéaire 

 φ φj i j i
i

n

u a p
K

( ) ( )=
=
∑

1

 ,  1 ≤ j ≤ nK , 

à condition que la fonction u soit suffisamment régulière pour que les φj(u), 1 ≤ j  ≤ nK, 
existent. Cette résolution est simplifiée au maximum si nous définissons les fonctionnelles de 
façon à ce que 

 φj(pi) = δij ,  1 ≤ i, j ≤ nK   , (2) 

où δij  est le symbole de Kronecker, i.e. 

 δ ij
si i j

si i j
=

=
≠





1

0
 . 

La matrice du système est alors la matrice unité et la solution est 

 aj = φj(u) ,  1 ≤ j ≤ nK . 

Dans ce cas, l’interpolation uK ∈ PK s’exprime par 

 u u pK j
j

n

j

K

=
=
∑φ ( )

1

  , (3) 

où les coefficients φj(u) = φj(uK), 1 ≤ j  ≤ nK, portent le nom de degrés de liberté. 
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2.4 Espaces d’éléments finis 
Un espace d’éléments finis Xh peut être construit sur un ensemble d’éléments 

géométriques et d’éléments finis associés (Dautray & Lions, 1988c). Sa définition dépend du 
maillage Mh du domaine Ω considéré, ainsi que de la donnée de l’élément fini (K, PK, ΣK) 
associé à tout domaine K ∈ Mh. 

Etant donnée une fonction u définie sur Ω, assez régulière, son interpolante uh ∈ Xh est 
définie, de manière unique, comme suit : 

• la restriction uhK appartient à l’espace PK ; 
• la restriction uhK est entièrement déterminée par la donnée de l’ensemble de valeurs 

ΣK(u) des degrés de liberté de la fonction u — c’est une conséquence de 
l’unisolvance — ; 

• il est nécessaire d’assurer des conditions de continuité au travers des interfaces entre 
éléments géométriques. 

L’espace d’éléments finis Xh est un espace de dimension finie, soit Dh. On peut lui 
associer un ensemble de degrés de liberté Σh lié aux ensembles ΣK, ∀ K ∈ Mh, soit 

 Σh = {φh,j ,   1 ≤ j ≤ Dh} . 

Il est également possible de définir les fonctions de base ph,i, 1 ≤ i  ≤ Dh, de l’espace Xh à partir 
des fonctions de base des espaces PK, ∀ K ∈ Mh. Elles doivent vérifier les relations 

 φh,j(ph,i) = δij  ,   1 ≤ i, j ≤ Dh   , (4) 

analogues aux relations (2). Elles sont en général définies par morceaux et de supports aussi 
“petits” que possible, c’est-à-dire constitués d’un nombre restreint d’éléments géométriques. 
Ainsi, à toute fonction u suffisamment régulière pour que les degrés de liberté φh,j(u), 
1 ≤ j  ≤ Dh, soient bien définis, nous pouvons associer la fonction uh, appelée Xh - interpolante, 
définie par 

 u u ph h j
j

D

h j

h

=
=
∑φ , ,( )

1

  . (5) 

3. Une suite d’espaces d’éléments finis 

3.1 Introduction 
La construction d’espaces d’éléments finis nécessite avant tout une discrétisation spatiale, 

ou maillage, du domaine étudié. Nous utilisons pour cela trois types d’éléments 
géométriques : des tétraèdres, des hexaèdres et des prismes à base triangulaire. Ensuite, des 
fonctions ou champs de vecteurs associés aux différentes entités géométriques du maillage 
(noeuds, arêtes, facettes et volumes) sont définis. Ceux-ci constituent des bases pour des 
espaces d’approximation Si, i = 0 à 3, qui sont des analogues discrets des espaces Fi, i = 0 à 3 
(Section II.A.3). 

3.2 Eléments géométriques 
Considérons un maillage d’un domaine, réalisé par un assemblage d’éléments 

géométriques pouvant être des tétraèdres, des hexaèdres et des prismes à base triangulaire 
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(Fig. 1). Ces éléments sont appelés volumes et leurs sommets constituent les noeuds. Les 
ensembles des noeuds, des arêtes, des facettes et des volumes de ce maillage sont notés N, 
A, F et V, respectivement. Ils sont de dimensions #N, #A, #F et #V. Les éléments de ces 
ensembles sont appelés des entités géométriques ; quatre types d’entités géométriques sont 
ainsi considérés. Dans un maillage, deux éléments géométriques quelconques ont en commun, 
soit une facette, ou une arête, ou un noeud, ou bien sont disjoints. Nous désignons le i�me 
noeud du maillage par ni ou {i}, ou simplement i à condition de définir son appartenance à 
l’ensemble des noeuds, c’est-à-dire i ∈ N. Les arêtes et facettes peuvent être définies par des 
ensembles ordonnés de noeuds. Ainsi, nous désignons une arête par aij  ou {i, j}, une facette 
triangulaire par fijk ou {i, j, k}, et une facette quadrangulaire par fijkl  ou {i, j, k, l}. Ces entités 
géométriques sont représentées à la figure 2. 

 
Fig. 1.  Assemblage d’éléments géométriques différents. 

i j

kl

ijklf

i

j

k

ijkfi

i

j

ija

noeud

arête

facette triangulaire

facette quadrangulaire  
Fig. 2.  Entités géométriques : noeud, arête et facettes (i, j, k, l ∈ N). 

3.3 Fonctions de base 

3.3.1 Fonctions de base nodales 

Considérons la fonction pi(x) des coordonnées du point x et relative au noeud ni, qui prend 
la valeur 1 en ce noeud, varie continûment dans les éléments géométriques ayant ce noeud en 
commun, et s’annule dans les autres éléments sans subir de discontinuité. Les coordonnées 
cartésiennes du point x sont notées (x, y, z). Cette fonction n’est autre que la fonction de base, 
associée au noeud ni, de l’espace fonctionnel des éléments finis nodaux, dits isoparamétriques 
et de type I, construits sur les éléments géométriques considérés. Les sous-espaces 
fonctionnels associés à chaque élément fini sont de dimensions respectives 4, 8 et 6, pour les 
tétraèdres (4 noeuds), les hexaèdres (8 noeuds) et les prismes (6 noeuds) (Dautray & Lions, 
1988c ; Dhatt & Touzot, 1981). 

Un élément géométrique quelconque K, dit réel, peut se ramener à un élément de référence 
Kr, i.e. dans un système de coordonnées de référence u = (u, v, w), grâce à des fonctions de 
transformation, i.e. u = u(x), x ∈ K. C’est en général la transformation inverse que l’on utilise, 
c’est-à-dire que l’on paramétrise chaque élément réel à l’aide de coordonnées de référence 
u ∈ Kr, i.e. x = x(u) = u–1(u), x∈K (Annexe II.1). Dans le cas d’un élément isoparamétrique, 
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ces fonctions de transformation x(.) s’expriment à l’aide des fonctions de base définies dans 
l’élément Kr (qui s’expriment plus facilement que dans K) ; ceci permet d’assurer les 
conditions de continuité demandées. Les éléments finis nodaux considérés sont décrits ci-
après ; les éléments de référence associés sont détaillés dans l’annexe II.2. 

Tétraèdre de type I 

L’élément fini associé est défini par le triplet (K, PK, ΣK) où : 
• K  est un tétraèdre (Fig. 3 ; les noeuds sont notés ni et sont représentés par des points 

noirs), ou simplexe de dimension 3 ; 
• PK = P1, dim PK = nK = 4, où P1 est l’espace des polynômes en x, y, z de degré 

inférieur ou égal à 1 ; une base de PK peut donc être {1, x, y, z} ; 
• ΣK = {pi , 1 ≤ i ≤ 4} ; ces fonctionnelles sont associées aux noeuds de l’élément. 

Hexaèdre de type I 

L’élément fini associé est défini par le triplet (K, PK, ΣK) où : 
• K  est un hexaèdre (Fig. 4) ; 
• PK = Q1, dim PK = nK = 8, où Q1 est l’espace des polynômes en x, y, z de degré 

inférieur ou égal à 1 par rapport à chaque variable x, y, z ; une base de PK peut donc 
être {1, x, y, z, xy, xz, yz, xyz} ; 

• ΣK = {pi , 1 ≤ i ≤ 8} ; ces fonctionnelles sont associées aux noeuds de l’élément. 

Prisme à base triangulaire de type I 

L’élément fini associé est défini par le triplet (K, PK, ΣK) où : 
• K  est un prisme à base triangulaire (Fig. 5) ; 
• PK = P1(x,y)⊗P1(z), dim PK = nK = 6 ;  

une base de PK peut donc être {1, x, y, z, xz, yz} ; 
• ΣK = {pi , 1 ≤ i ≤ 6} ; ces fonctionnelles sont associées aux noeuds de l’élément. 
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Fig. 3.  Tétraèdre de type I. Fig. 4.  Hexaèdre de type I. Fig. 5.  Prisme à base triangulaire de 

type I. 

3.3.2 Fonctions de base d’une structure discrète 

A un noeud ni = {i}, nous associons la fonction 

 s pn ii
( ) ( )x x=   . (1) 

Nous appelons S0, l’espace de dimension finie engendré par les sn, ∀ n ∈ N. 

Dans un souci d’alléger les expressions, nous omettrons souvent de mentionner, de façon 
explicite, le point d’évaluation x des champs scalaires ou vectoriels. 
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A une arête aij  = {i,  j}, nous associons le champ de vecteurs 

 sa j rr N i rr Nij
F ji F ij

p grad p p grad p= −∈ ∈∑ ∑
, ,

  , (2) 

où NF mn, , m, n ∈ N ({m, n}  = {i,  j} ou {j,  i}) , est un ensemble de noeuds défini comme suit. 
Pour un point d’évaluation x qui appartient à un élément géométrique adjacent à l’arête amn, 
N F mn,  est l’ensemble des noeuds de la facette qui appartient à cet élément et qui comprend le 
noeud m mais pas le noeud n. Une telle facette est définie de façon unique pour les éléments 
qui ont trois arêtes issues de chaque noeud. Sa détermination est montrée à la figure 6, où une 
facette soit triangulaire, soit quadrangulaire, est impliquée, et où les arêtes apparentes 
appartiennent à l’élément géométrique comprenant le point x. L’ensemble défini des noeuds y 
apparaît comme étant soit {{m}, {o},  {p}}, soit {{m},  {o},  {p},  {q}}. Les directions des arêtes 
en pointillés peuvent être modifiées pour schématiser un tétraèdre, un hexaèdre ou un prisme. 
En tout autre point d’évaluation, extérieur aux éléments adjacents à l’arête amn, l’ensemble 
N F mn,  est vide. Par conséquent, le champ saij est nul dans tous les éléments non adjacents à 
l’arête aij . Son support se réduit alors aux éléments adjacents à l’arête aij  (Fig. 7) ; il est noté 
supp(saij). Ce champ peut être considéré comme défini par morceaux, c’est-à-dire par élément 
géométrique, du fait que les ensembles NF ij,  et NF ji,  dépendent des éléments. 

Nous appelons S1, l’espace des champs de vecteurs engendré par les sa, ∀ a ∈ A. 

m

p

o

n n

m

q
p

o

 
Fig. 6.  Détermination de la facette associée à NF mn, . 

i

j

aij

 
Fig. 7.  Eléments adjacents à l’arête aij  constituant le support du champ saij. 

A une facette f = fijk = {i,  j, k} = {q 1, q2, q3} ou f = fijkl  = {i,  j, k, l} = {q 1, q2, q3, q4}, nous 
associons le champs de vecteurs 

 sf f q
c

Nf

rr N rr N
a p grad p grad p

c F qc qc F qc qc

= 





 ∧ 








=
∈ ∈∑ ∑ ∑

+ −1 1 1

#

, ,
  , (3) 

où • #Nf est le nombre de noeuds de la facette f ; 
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• af = 2  si  #Nf = 3 ,  af = 1  si  #Nf = 4 ; 
• la liste des qi est rendue circulaire en posant q0 ≡ q#Nf et q#Nf+1 ≡ q1. 

Ce champ est lui aussi défini par morceaux, et son support, supp(sf), se réduit à l’ensemble 
des éléments géométriques adjacents à la facette f. Les champs de vecteurs sf, ∀ f ∈ F, 
engendrent un espace noté S2. 

A un volume v , nous associons la fonction 

 s
vol vv = 1

( )
  , (4) 

de support v, et où vol(v) est le volume de l’élément géométrique v. L’espace S3 est engendré 
par les fonctions sv, ∀ v ∈ V. 

Quelques développements permettent d’établir les propriétés suivantes : 
• la fonction sn est égale à 1 au noeud n, et à 0 aux autres noeuds, c’est-à-dire 

 si(xj) = δij   ,    ∀ i, j ∈ N , (5) 

 où xj représente les coordonnées du noeud j ∈ N ; 
• la circulation de sa est égale à 1 le long de l’arête a, et à 0 le long des autres arêtes, 

c’est-à-dire 

 s . lij ijd∫ = δ   ,    ∀ i, j ∈ A ; (6) 

• le flux de sf est égal à 1 à travers la facette f, et à 0 à travers les autres facettes, c’est-à-
dire 

 s . nij ijds∫ = δ   ,    ∀ i, j ∈ F ; (7) 

• l’intégrale volumique de sv est égale à 1 sur le volume v, et à 0 sur les autres volumes, 
c’est-à-dire 

 s dvij ij∫ = δ   ,    ∀ i, j ∈ V . (8) 

Ces propriétés mettent en évidence différentes fonctionnelles pour lesquelles des relations de 
la forme (2.2) ou (2.4) sont satisfaites. Les fonctionnelles linéaires liées aux degrés de liberté, 
et introduites dans la définition des éléments finis, sont ainsi des évaluations ponctuelles, des 
intégrales curvilignes, des intégrales de surface et des intégrales de volume. Il résulte des 
propriétés (5-8) que les fonctions sn, sa, sf et sv, constituent des bases pour les espaces qu’elles 
génèrent. Nous les appelons fonctions de base nodales, d’arête, de facette et de volume. 
Les éléments finis associés sont appelés éléments nodaux, d’arête, de facette et de volume. 

Notons que l’expression si, ou si, définit sans ambiguïté une des quatre fonctions de base à 
condition que l’entité i soit définie, c’est-à-dire que son domaine d’appartenance soit spécifié. 
Notons également qu’il faudrait écrire Si(Ω) plutôt que Si, mais nous utilisons en général la 
seconde notation lorsque cet espace fonctionnel est défini dans le domaine global. 

3.3.3 Interprétation géométrique des fonctions de b ase 

Une interprétation géométrique des fonctions de base peut nous aider à vérifier certaines 
de leurs propriétés. Il est pour cela utile de commencer par analyser le champ de vecteurs 

 grad P grad pF mn rr NF mn
,

,
= ∈∑  , (9) 
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qui est impliqué dans les expressions (2) et (3). Le champ scalaire continu qui y apparaît, 
c’est-à-dire 

 P pF mn rr NF mn
,

,
= ∈∑  , (10) 

a la caractéristique d’être égal à 1 en tout point de la facette associée à NF mn, . C’est une 
propriété des fonctions de base nodales utilisées. Par conséquent, le champ de vecteurs (9) est 
orthogonal à cette facette en tout point (Fig. 8). 

Considérons maintenant le champ de vecteurs obtenu par multiplication de pm et (9), c’est-
à-dire 

 p grad pm rr NF mn∈∑
,

 . (11) 

Dans la suite, celui-ci est dit associé à l’arête {m, n}. La fonction pm est égale à 0 le long de 
toutes les arêtes de l’élément géométrique comprenant le point x, à l’exception de celles qui 
sont issues du noeud {m}. Ainsi, la circulation du champ (11) est égale à 0 le long de toutes 
les arêtes à l’exception de amn ; le champ (11) est en fait soit identiquement nul le long de 
certaines de ces arêtes, soit orthogonal à d’autres. La combinaison de deux champs de la 
forme (11) associés aux arêtes {j, i} et {i,  j}, comme dans l’expression (2) de sa, donne un 
champ de vecteurs qui a les mêmes propriétés que le champ (11), et qui a par conséquent les 
propriétés annoncées pour sa, i.e. (6) (Fig. 8). Le fait que sa circulation le long de l’arête aij  
soit égale à 1 peut être vérifié par calcul. 

i
ja ij

NF, ji
-
           

i
ja ij

NF, ij
-

 
+

 

i
ja ij

sa

NF, ij
- NF, ji

-
 

Fig. 8.  Interprétation géométrique de la fonction de base d’arête sa (2). 

Considérons maintenant le champ de vecteurs qui apparaît dans l’expression (3) de sf, 

 p grad P grad Pq F q q F q qc c c c c, , –+
∧

1 1
 . (12) 

Les deux gradients qui y apparaissent sont représentés à la figure 9. Chacun est orthogonal à 
sa facette associée, et leur produit vectoriel (a ∧ b sur la figure 9) est donc parallèle aux deux 
facettes associées. Son flux, et par conséquent celui du champ (12), est alors égal à 0 au 
travers de celles-ci. Le terme pqc dans l’expression du champ (12) permet d’annuler son flux 
au travers de toutes les autres facettes à l’exception de la facette f. La sommation effectuée 
dans l’expression (3) de sf conserve la même propriété. Le flux de sf au travers de la facette f 
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est donc le seul à différer de 0 et il est possible de vérifier par calcul qu’il vaut 1. Les relations 
(7) sont donc bien vérifiées (Fig. 10). 

q
c

q
c+1

q
c–1

grad PF,q  q
-

c c+1

= a
= b

a ∧ b

facette f

grad PF,q  q
-

c c–1

 
Fig. 9.  Champ de vecteurs a ∧ b impliqué dans l’expression de sf. 
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Fig. 10.  Interprétation géométrique de la fonction de base de facette sf (3). 

3.4 Degrés de liberté 
L’expression d’un champ dans la base d’un espace Si  — S0 ou S3 pour un champ scalaire, 

S1 ou S2 pour un champ de vecteurs —  fait apparaître des coefficients qui sont appelés degrés 
de liberté. Nous pouvons exprimer des champs φ ∈ S0, h ∈ S1, j  ∈ S2 et ρ ∈ S3, sous les 
formes respectives 

 φ φ φ= ∈∈∑ n nn N
s S, 0   ,    h s h= ∈∈∑ h Sa aa A

, 1 , (13-14) 

 j s j= ∈∈∑ j Sf ff F
, 2   ,    ρ ρ ρ= ∈∈∑ v vv V

s S, 3  , (15-16) 

où les coefficients scalaires φn, ha, jf et ρv, sont les degrés de liberté. Grâce aux propriétés (5), 
(6), (7) et (8), ceux-ci vérifient les relations 

 φn = φ(xn)  ,    n ∈ N  ,    h da a
= ∫ h . l   ,    a ∈ A , (17-18) 

 j dsf f
= ∫ j . n    ,    f ∈ F  ,    ρ ρv v

dv= ∫   ,    v ∈ V . (19-20) 

Ces degrés de liberté sont donc respectivement les valeurs aux noeuds, les circulations le long 
des arêtes, les flux au travers des facettes ou les intégrales sur les volumes, des champs 
associés. 
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3.5 Continuité des fonctions de base 
Des propriétés de continuité aux intersections entre éléments, c’est-à-dire à travers les 

facettes, peuvent être établies. 
• La fonction sn, n ∈ N, est continue à travers les facettes. 
 C’est une propriété déjà énoncée de la fonction de base nodale sn = pn. 
• La composante tangentielle de sa, a ∈ A, est continue à travers les facettes. 
 En effet, considérons l’arête a = {i,  j} ∈A, la fonction sa donnée par (2), et une facette 

f  ∈ F de normale n.  
Si f ∉ supp(sa), on a saf = 0 des deux côtés de f. Si f ∈ supp(sa), on a :   
Si i ∉ f et j ∉ f, alors saf = 0 ; si i ∈ f ou j ∈ f, mais a ∉ f, alors sa ⊥ f et donc n ∧ saf = 0. 
Pour chacun de ces cas, la facette f est à la frontière de supp(sa) et il y a donc bien 
continuité de n ∧ saf (qui est même nulle).  
Si a ∈ f, i.e. f est à l’intérieur de supp(sa), la continuité de n ∧ saf est assurée grâce au 
fait que ∇pkf ⊥ f, i.e. n ∧ ∇pkf = 0, ∀ k ∉ f, et que n ∧ ∇plf = 0, ∀ l  ∈ f, ne dépend que 
de f. 

• La composante normale de sf, f ∈ F, est continue à travers les facettes. 
 En effet, considérons la facette f ∈ F de normale n, et la fonction sf donnée par (3). La 

composante normale de sf sur f' ∈ F est non nulle uniquement lorsque f' est intérieure à 
supp(sf), et donc f' = f.  
Si k, l  ∉ f, alors ∇pkf = ∇plf (⊥f), et donc ∇pk ∧ ∇plf = 0 ; si k ∈ f et l ∉ f, alors 
∇plf ⊥ f, et donc ∇pk ∧ ∇plf // f, i.e. n . (∇pk ∧ ∇pl)f = 0 ; si k ∈ f et l ∈ f, alors 
n . (∇pk ∧ ∇pl)f = n . (∇t pk ∧ ∇tpl)f ne dépend que de f (l’indice t associé à ∇ est relatif 
à sa composante tangentielle sur f) et est donc continu au passage de f.  
Ces propriétés permettent de vérifier la continuité de la composante normale au travers 
de f de chacun des termes qui apparaissent dans l’expression (3) de sf. 

• La fonction sv, v ∈ V, est, quant à elle, discontinue. 

Ces propriétés définissent ce que l’on appelle la conformité. Elle permettent la prise en 
compte exacte des conditions d’interface de différentes grandeurs utilisées dans la 
modélisation de problèmes physiques. Par exemple, dans les problèmes électromagnétiques, 
les champs de vecteurs de S1 peuvent représenter des champs de vecteurs comme le champ 
magnétique h ou le champ électrique e dont les composantes tangentielles sont continues au 
travers des interfaces entre matériaux. Les champs de vecteurs de S2 peuvent, quant à eux, 
représenter des champs comme le champ d’induction b ou le champ de densité de courant j , 
dont les composantes normales sont continues au travers des interfaces. 

3.6 Suite des espaces d’éléments finis 

3.6.1 Notion d’incidence 

Définissons tout d’abord la notion d’incidence (Bossavit, 1990e). 

L’incidence d’un noeud n dans une arête a, notée i(n, a), vaut 1 si n est l’extrémité de a, 
–1 si n est l’origine de a, et 0 si n n’appartient pas à a. Par exemple, 

 i(n, {m,  n})  = 1 ,  i(m, {m,  n})  = –1 ,  i(q, {m,  n})  = 0 . 

De même, l’incidence d’une arête a dans une facette f, notée i(a, f), vaut 1 ou –1 suivant 
que, a appartenant à f, la liste ordonnée des noeuds de a apparaît comme une sous-liste directe 
ou inverse dans la liste circulaire des noeuds de f, et vaut 0 si f ne contient pas a. Par exemple, 
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 i({m,  n},  {m,  n, o})  = 1 , i({o,  m},  {m,  n, o})  = 1 , 

 i({o,  n},  {m,  n, o})  = –1 , i({p,  q},  {m,  n, o})  = 0 . 

Enfin, l’incidence d’une facette f dans un volume v, notée i(f, v), vaut 1 ou –1 suivant 
que, f appartenant à v, la normale à f définie grâce à la liste circulaire de ses noeuds (règle de 
la main droite) est extérieure ou intérieure à v, et vaut 0 si f n’appartient pas à v. 

Des matrices rectangulaires GAN, RFA et DVF, dont les éléments sont définis par 

 Gan = i(n, a) ,    ∀ a ∈ A ,  ∀ n ∈ N , (21) 

 Rfa = i(a, f) ,    ∀ f ∈ F ,  ∀ a ∈ A , (22) 

 Dvf = i(f, v) ,    ∀ v ∈ V ,  ∀ f ∈ F , (23) 

sont appelées matrices d’incidence. Elles sont de dimensions (nombre de lignes × nombre de 
colonnes) respectives #A × #N, #F × #A et #V × #F. Pour un domaine connexe, le rang de GAN 
est égal à #N – 1 et celui de RFA est égal à #A – #N + 1 (Boite & Neirynck, 1976). Pour un 
domaine non connexe, constitué de p domaines disjoints, ces rangs sont respectivement égaux 
à #N – p et #A – #N + p. 

3.6.2 Suite des espaces 

Les relations suivantes, dans lesquelles intervient la notion d’incidence, peuvent être 
démontrées : 

 i n a grad saa A n( , )s∈∑ = , i a f rotff F a( , )s s∈∑ = , i f v s divvv V f( , )∈∑ = s . 

  (24-25-26) 

Ainsi, grâce à la relation (24), le gradient d’un champ scalaire φ de S0, i.e. de la forme (13), 
définit le champ vectoriel 

 h s= = =∈ ∈ ∈∑ ∑ ∑grad grad s i n an nn N nn N aa A
φ φ φ ( , )  , 

et donc, 

 ( )h s= = ∈ ∈∑ ∑grad i n a
a A nn N aφ φ( , )  ,   φ ∈ S0 . (27) 

Ce champ h est de la forme (14) et est, par conséquent, un élément de S1. Ses composantes 
(ha) sont des différences de valeurs nodales de φ, i.e. φqa – φpa pour a = {pa, qa}. Si { φn} est le 
vecteur colonne des composantes de φ, alors le vecteur des composantes de h = grad φ, noté 
{ha}, est donné par la formule matricielle 

 {ha} = GAN {φn} . (28) 

La matrice GAN apparaît ainsi comme l’équivalent discret du gradient. 

De même, grâce à la relation (25), le rotationnel d’un champ vectoriel h de S1, i.e. de la forme 
(14), définit le champ vectoriel 

 ( )j h s= = ∈ ∈∑ ∑rot i a f h
f F aa A f( , )  ,   h ∈ S1 , (29) 

qui appartient à l’espace S2, puisqu’il est de la forme (15). Ses composantes (jf) sont les 
circulations de h le long des contours de chacune des facettes. Le vecteur des composantes de 
j  = rot h, noté {jf}, peut être obtenu à partir du vecteur {ha} des composantes de h grâce à la 
formule matricielle 

 {j f} = RFA {ha} . (30) 
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La matrice RFA apparaît alors comme l’équivalent discret du rotationnel. En particulier, on 
peut vérifier que la relation vectorielle rot grad φ = 0 est bien vérifiée au niveau discret, i.e. 
que RFA GAN = 0. 

Finalement, grâce à la relation (26), la divergence d’un champ vectoriel b de S2, i.e. de la 
forme (15), définit le champ scalaire 

 ( )η = = ∈ ∈∑ ∑div i f v b s
v V ff F vb ( , )  ,   b ∈ S2 , (31) 

qui appartient à l’espace S3, puisqu’il est de la forme (16). Ses composantes (ηv) sont les flux 
de b au travers des facettes de chacun des volumes. Le vecteur des composantes de η = div b, 
noté {ηv}, peut être obtenu à partir du vecteur {bf} des composantes de b grâce à la formule 
matricielle 

 {ηv} = DVF {b f} . (32) 

La matrice DVF apparaît alors comme l’équivalent discret de la divergence. En particulier, on 
peut vérifier que la relation vectorielle div rot h = 0 est bien vérifiée au niveau discret, i.e. que 
DVF RFA = 0. 

Les relations (24), (25) et (26) entraînent les inclusions 

 grad(S0) ⊂ S1  ,    rot(S1) ⊂ S2  ,    div(S2) ⊂ S3 . (33-34-35) 

Il en résulte que les espaces Si, i = 0 à 3, forment une suite. Celle-ci peut être schématisée à 
l’aide du diagramme ci-dessous (Fig. 11). 

S S S Sgrad rot div0 1 2 3 →  →  →  

Fig. 11.  La suite des espaces Si. 

Ces espaces peuvent donc constituer des espaces d’approximation des espaces continus Fi, 
i = 0 à 3, définis à la section II.A.3. Les éléments finis associés peuvent être qualifiés 
d’éléments mixtes. 

Les conditions aux limites qui peuvent être définies dans les espaces Fi, i = 0 à 2 
(Tableaux II.A.3.1-2), s’introduisent de façon naturelle dans les espaces correspondants Si, 
i  = 0 à 2. Ces conditions peuvent en effet être imposées par l’intermédiaire des degrés de 
liberté (17-19) qui sont associés aux entités géométriques de la surface correspondante : 
valeur pour un noeud, circulation pour une arête, flux pour une facette. 

Nous voudrions insister sur le fait que toutes les propriétés établies des fonctions de base 
sont valables pour tout assemblage des éléments géométriques considérés, c’est-à-dire 
pour tout mélange de tétraèdres, d’hexaèdres et de prismes. 

4. Sous-espaces particuliers de l’espace des 
éléments d’arête 

Un champ h de l’espace fonctionnel S1(Ω) peut s’exprimer sous la forme (3.14), 

 h s= ∈∑ ha aa A
  ,    h ∈ S1(Ω) , (1) 

où • A  est l’ensemble des arêtes du domaine global Ω , 
• sa  est la fonction (vectorielle) de base associé à l’arête a , 
• ha  est la circulation de h le long de l’arête a, c’est-à-dire 
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 h da a
= ∫ h . l   ,    a ∈ A . (2) 

Les fonctions de base d’arête sa, a ∈ A, sont linéairement indépendantes si elles couvrent 
tout l’espace S1(Ω). Elles sont en nombre égal à la dimension de S1(Ω), donnée par le nombre 
d’arêtes de Ω. Par contre, ces fonctions sont trop riches pour ne couvrir qu’un sous-espace de 
S1(Ω), de dimension inférieure. Elles sont dans ce cas linéairement dépendantes. La 
construction d’une nouvelle base doit être réalisée et nous allons voir à quel point les 
propriétés des espaces d’éléments finis introduits facilitent cette construction. 

Notons qu’une condition à la limite, essentielle, sur une portion Γh de la frontière Γ du 
domaine Ω, du type 

 n ∧ hΓh = 0 , 

définit un sous-espace de S1(Ω) dont les fonctions de base ne sont plus associées qu’aux 
arêtes qui ne sont pas situées sur Γh. Nous considérerons souvent ces conditions aux limites 
comme étant implicites et nous continuerons à écrire le sous-espace défini par S1(Ω). 

Notre étude va porter sur des sous-espaces de S1(Ω) couramment rencontrés. Il s’agit de 
noyaux, total ou réduit, de l’opérateur rotationnel, ainsi que de sous-espaces “jaugés”, c’est-à-
dire dans lesquels une condition de jauge est définie. 

4.1 Noyaux de l’opérateur rotationnel 
Nous pouvons être amenés à caractériser le noyau de l’opérateur rotationnel relatif à Ω 

ou à un sous-domaine Ωc
C de Ω  — dont le complémentaire dans Ω est Ωc —, c’est-à-dire 

 ker(rot, Ω) = { h ∈ S1(Ω) ; rot h = 0 } , (3) 

 kerr(rot, Ω, Ωc
C) = { h ∈ S1(Ω) ; rot h = 0   dans Ωc

C } . (4) 

Nous parlons de noyau (ker) et de noyau réduit (kerr). Ceux-ci vérifient les inclusions 

 kerr(rot, Ω, Ωc
C) ⊂ ker(rot, Ω) ⊂ dom(rot) . 

En particulier, nous avons l’égalité 

 kerr(rot, Ω, Ωc
C) = ker(rot, Ω)      si  Ωc

C = Ω . 

Les développements qui suivent vont conduire à la détermination d’une base de l’espace 
H = kerr(rot, Ω, Ωc

C). Une base de ker(rot, Ω) peut en être déduite si le domaine Ωc
C est 

étendu au domaine global Ω. Notons que par l’équation d’Ampère, rot h = j , de tels noyaux 
sont définis dans les régions non conductrices, où j  = 0. 

4.1.1 Cas des domaines simplement connexes 

Par les propriétés de l’espace H = kerr(rot, Ω, Ωc
C), les coefficients ha, a ∈ A, dans 

l’expression (1), ne sont pas tous indépendants. En effet, l’équation rot h = 0 dans le domaine 
simplement connexe Ωc

C entraîne que la circulation de h le long d’un contour quelconque 
contenu dans Ωc

C est nulle, et donc que la somme des coefficients ha associés aux arêtes d’un 
tel contour est nulle. Il y a donc des contraintes globales sur les coefficients ha, a ∈ A, et il 
faut exprimer h d’une autre façon pour faire apparaître les fonctions de base de l’espace H. 
Pour cela, classons les arêtes du domaine global Ω en deux sous-ensembles complémentaires : 

• Ac , qui comprend les arêtes internes au domaine Ωc , 
• Ac

C , qui comprend les arêtes internes au domaine Ωc
C ainsi que les arêtes situées sur 

sa frontière ∂Ωc
C . 
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Définissons également deux sous-ensembles complémentaires de noeuds : 
• Nc , qui est l’ensemble des noeuds internes au domaine Ωc , 
• Nc

C , qui est l’ensemble des noeuds de Ωc
C et de sa frontière ∂Ωc

C . 

Une portion du domaine Ω au voisinage de la frontière ∂Ωc est représentée ci-après (Fig. 1). 
Les ensembles définis y sont mis en évidence. L’expression (1) peut alors se décomposer 
comme suit : 

 h s s= +∈ ∈∑ ∑h hk kk A l ll Ac c
C  . (5) 

La condition rot h = 0 dans Ωc
C, qui est simplement connexe, entraîne que le champ h y dérive 

d’un potentiel scalaire φ, c’est-à-dire 

 h = –grad φ      dans Ωc
C . (6) 

Grâce à la relation (3.33), ce potentiel peut être défini dans l’espace S0(Ωc
C). Par continuité, il 

est également défini sur ∂Ωc. Par la relation (3.27), il vient alors que 

 hl a bl l
= −φ φ  (7a) 

pour toute arête lab ∈ Ac
C, al et bl étant respectivement ses noeuds origine et extrémité. Notons 

que nous pouvons aussi écrire 

 h gradl l l a b
ab ab

l l
= = − = −∫ ∫h dl dl. .φ φ φ  . (7b) 

Ainsi, l’expression (5) devient 

 ( )h s s= + −∈ ∈∑ ∑hk kk A a b ll Ac l lc
C φ φ  . (8) 

En regroupant les termes en φn dans cette dernière expression, elle devient 

 h s v= +∈ ∈∑ ∑hk kk A n nn Nc c
C φ   , (9) 

où nous avons posé 

 v sn njnj Ac
C= ∈∑  . (10) 

La figure 1 peut aider à comprendre cette dernière sommation. Il est suggéré, pour cela, d’y 
considérer les noeuds tels que n et n', dont les potentiels associés sont φn et φn'. Grâce à la 
propriété (3.24) liant les éléments des espaces S0 et S1, on peut vérifier que l’expression (10) 
de vn peut se simplifier pour devenir 

 vn ngrad p= −       dans Ωc
C , (11) 

où pn est la fonction de base nodale associée au noeud n (pn = sn). Cela ne peut effectivement 
être le cas que si toutes les arêtes incidentes au noeud n sont impliquées dans la sommation 
(10). C’est ce que permettent tous les noeuds de Nc

C lorsque vn est évaluée dans Ωc
C. Par 

contre, il n’en est pas de même des noeuds de Nc
C situés sur ∂Ωc lorsque vn est évaluée dans 

Ωc. 

Dans le cas où le domaine Ωc
C est simplement connexe, nous avons ainsi construit une 

base de l’espace H. Celle-ci est constituée des fonctions linéairement indépendantes sk, 
k ∈ Ac, et vn, n ∈ Nc

C, qui apparaissent dans l’expression (9). 
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Fig. 1.  Voisinage de la frontière ∂Ωc. 

4.1.2 Cas des domaines multiplement connexes 

Un domaine Ωc
C multiplement connexe peut être rendu simplement connexe par 

l’introduction de coupures. Il devient alors possible d’y définir, comme précédemment, un 
potentiel scalaire duquel le champ h peut dériver, et d’établir l’expression (9). Cependant, 
celle-ci ne fait pas encore apparaître explicitement une base pour les éléments de H. Il nous 
faut en effet expliciter les contraintes relatives aux coupures. Dans ce but, considérons 
l’ensemble C des coupures Γeci, ∀ i  ∈ C, du domaine Ωc

C, et appelons Neci l’ensemble des 
noeuds de Γeci. Nous pouvons décomposer le potentiel φ en deux parties, 

 φ = φcont + φdisc , (12) 

dont l’une, φcont, est continue dans le domaine Ωc
C originel, c’est-à-dire multiplement 

connexe, et l’autre, φdisc, est discontinue au travers des coupures qui ont rendu Ωc
C 

simplement connexe. En effet, le potentiel φ subit de telles discontinuités qui, en particulier, 
sont constantes et caractéristiques de la forme du champ h dans le domaine complémentaire 
de Ωc

C, c’est-à-dire dans Ωc. Elles sont ainsi reprises par φdisc et peuvent être mises en 
évidence en écrivant 

 φdisc
i ii C

I q= ∈∑  , (13) 

où Ii est la valeur de la discontinuité associée à la coupure Γeci, et qi est une fonction définie 
dans Ωc

C qui subit une discontinuité unitaire au travers de la coupure Γeci. Notons qu’une telle 
fonction qi ne dépend que de la topologie du domaine Ωc

C. 
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Construisons une fonction qi ayant les propriétés définies. Nous pouvons fixer la valeur de qi à 
1 en tout point d’un côté de la coupure, appelé côté '+', et à 0 de l’autre côté, appelé côté '–'. 
Nous pouvons ensuite choisir de réaliser la transition de qi, entre ces deux valeurs, sur la 
couche d’éléments géométriques de Ωc

C adjacents au côté '+' de la coupure. La fonction qi 
s’annulera donc au travers des facettes qui permettent de quitter cette couche de transition. 

Si nous appelons φ+ et φ– les traces de φ sur les côtés '+' et '–' des coupures, nous avons pour 
Γeci, 

 φ+ – φ– = φΓ+eci
 – φΓ–eci

 = [φ]Γeci
 = Ii , (14) 

avec, conformément à la forme donnée à qi, 

 φ+ = φcont + Ii  ,    φ– = φcont . (15-16) 

Une coupe, dans une structure tridimensionnelle présentant une coupure, est représentée ci-
après (Fig. 2) et fait apparaître les différents éléments qui viennent d’être définis. Une portion 
du domaine Ω, au voisinage d’une coupure et de la frontière ∂Ωc, est également représentée 
ci-après (Fig. 3) et met en évidence les ensembles de noeuds et d’arêtes définis et à définir, 
ainsi que la couche de transition relative à la coupure. 

 
Fig. 2.  Coupure, fonction qi, traces du potentiel. 

En termes de valeurs nodales, nous pouvons remarquer que les discontinuités Ii, ∀ i  ∈ C, 
n’accompagnent que les potentiels des noeuds des côtés '+', et donc que φn est équivalent à 
φcont

n pour tout autre noeud n. Ainsi, 

 φ+
n = φcont

n + Ii  ,  ∀ n ∈ Neci,  ∀ i ∈ C , 

 φ–
n = φcont

n          ,  ∀ n ∈ Nec , 

 φn  = φcont
n          ,  ∀ n ∈ Nc

C\Nec . 

L’expression (9) devient alors 

 h s v c= + +∈ ∈ ∈∑ ∑ ∑h Ik kk A
contn nn N i ii Cc c

C φ   , (17) 

où la fonction ci est définie comme suit pour la coupure Γeci. Son support est composé de la 
couche, dite de transition, des éléments géométriques de Ωc

C qui sont adjacents au côté '+' de 
la coupure Γeci, ainsi que des éléments géométriques de Ωc qui touchent cette couche par une 
arête de surface issue du bord ∂Γeci de la coupure. En fait, cette fonction résulte de la 
sommation de fonctions, appelées v+

n, associées à tous les noeuds de Neci, 

 c vi nn Neci

= +
∈∑  . (18) 
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La figure 3, déjà introduite, peut aider à comprendre cette expression ; il est suggéré d’y 
observer particulièrement les noeuds n et n' situés du côté '+' de la coupure et dont les traces 
des potentiels associés y sont φ+

n et φ–
n.  

 
Fig. 3.  Voisinage d’une coupure et de la frontière ∂Ωc. 

Dans la couche de Ωc
C, il est aisé de voir que 

 v+
n = vn = –grad pn      (dans Ωc

C) ; (19) 

c’est le support défini qui a permis de faire intervenir le φ+
n uniquement du côté '+'. Dans les 

éléments de Ωc, l’expression de v+
n est moins immédiate : 

 v s+

∈
∈ ∉

=

+

∑n nj
nj A

avec j N j N
c
C

c
C

eci
,

       (dans Ωc) , (20) 

où Nc
C

+ est l’ensemble des noeuds de la couche de transition. Elle résulte du fait que seules 
les arêtes en surface issues du noeud n et situées du côté '+' doivent être considérées pour 
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“introduire” la contribution de la discontinuité Ii dans Ωc. Ce v+
n n’est plus qu’une partie 

réduite du vn exprimé par (10). 

Grâce aux propriétés liant les espaces S0 et S1, la fonction ci peut aussi s’exprimer par 

 c si nj
nj A

avec n N j N j N
c
C

eci c
C

eci

=
∈

∈ ∈ ∉+

∑
, ,

 , (21) 

partout dans son domaine de définition. Les arêtes impliquées dans cette sommation sont 
représentées sur la figure ci-dessous (Fig. 4), où est schématisée la portion de couche de 
transition de la figure 3. 

 
Fig. 4.  Arêtes — en traits épais — de la couche de transition qui contribuent à la fonction ci. 

La base de l’espace H apparaît explicitement dans l’expression (17). Elle est constituée 
des fonctions de base d’arête sk des arêtes de Ac, des fonctions de base nodales vn des noeuds 
de Nc

C, et des fonctions de base ci des coupures de C. 

Dans la suite, nous nous permettrons d’utiliser la notation φ à la place de φcont. La 
discontinuité du potentiel scalaire a en effet été extraite du potentiel pour apparaître 
explicitement dans les expressions ; les potentiels que nous considérerons seront donc tous 
continus. 

4.2 Sous-espaces jaugés 
Nous pouvons être amenés à définir un potentiel vecteur a, duquel un champ b peut 

dériver selon la relation 

 b = rot a , (22) 

avec a ∈ S1(Ω) et b ∈ S2(Ω), afin d’assurer l’annulation de la divergence de ce champ b. La 
relation (3.34) justifie une telle définition. Les champs a et b peuvent s’exprimer, dans les 
espaces définis, sous les formes (3.14) et (3.15), c’est-à-dire 

 a s= ∈∑ aa aa A
 ,  a ∈ S1(Ω) ,    b s= ∈∑ bf ff F

 ,    b ∈ S2(Ω) , (23-24) 

où aa est la circulation de a le long de l’arête a (3.18), et bf est le flux de b à travers la facette f 
(3.19). 

Notons que le champ b appartient en fait à un sous-espace de S2(Ω) qui est dans le noyau 
de la divergence. Il existe alors des relations entre les composantes bf, f ∈ F. En effet, la 
somme des composantes bf relatives à tout groupe de facettes constituant une surface fermée 
est nulle du fait qu’elle représente le flux du champ b à travers cette surface. La relation (3.31) 
permet de justifier cette propriété, au niveau discret. Toutes les relations de ce type sont en 
réalité implicitement vérifiées si le champ b est défini par l’intermédiaire d’un potentiel 
vecteur, tel que a, c’est-à-dire sous la forme (3.29). Le potentiel vecteur magnétique, modifié 
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ou non, ainsi que le potentiel vecteur électrique, sont des exemples d’application de potentiel 
vecteur (Chapitre I). En particulier, c’est aussi le cas pour un champ source généralisé, hs, qui 
doit vérifier rot hs = j , où j  est un champ connu à divergence nulle (Section I.3.1.2). 

Nous savons que de tels potentiels ne sont pas uniques et que, pour assurer leur unicité, 
une condition de jauge doit être imposée. Une jauge, qui a déjà été introduite au chapitre I, 
définie par (I.3.24), va se révéler être naturelle dans l’espace des éléments d’arête, S1(Ω). Il 
s’agit de la condition 

 a . w = 0 , (25) 

où w est un champ de vecteurs dont les lignes de champ ne sont pas fermées et sont telles 
qu’elles peuvent relier toute paire de points quelconque du domaine d’étude (Albanese & 
Rubinacci, 1990a). Cette condition est définie au niveau continu et nous allons voir à quoi elle 
peut correspondre au niveau discret. 

4.2.1 Jauge dans le domaine global 

Par la relation (3.29), appliquée à a ∈ S1(Ω) et b ∈ S2(Ω), et avec les notations définies 
dans la section correspondante, nous avons 

 b i a f af aa A
= ∈∑ ( , )  ,   f ∈ F , (26) 

ou, sous forme matricielle, 

 {b f} = RFA {aa} , (27) 

où {bf} est le vecteur des composantes de b dans S2(Ω) et {aa} est le vecteur des composantes 
de a dans S1(Ω). La matrice RFA est la matrice d’incidence facette - arête relative au maillage 
du domaine global (3.22). Ses dimensions sont #F × #A et son rang est égal à #A – #N + 1. 
Notons que #F < #A. 

La relation (27) traduit bien, au niveau discret, la non-unicité du potentiel vecteur a 
associé à un champ b qui, lui, doit être unique. Le rang de la matrice RFA est en effet égal à 
#A – #N + 1, ce qui donne la possibilité de fixer arbitrairement #N – 1 composantes de a dans 
S1(Ω), à condition toutefois que ces composantes soient bien choisies. 

Afin de nous guider dans ce choix, introduisons la notion d’arbre, issue de la théorie des 
graphes (Boite & Neirynck, 1976). Un arbre, construit sur les arêtes d’un maillage d’un 
domaine connexe, est un ensemble d’arêtes qui relient tous les noeuds du maillage entre eux 
sans former de chemin fermé (Fig. 5). Il existe dans un arbre un seul parcours entre toute paire 
de noeuds. Le nombre d’arêtes d’un arbre est donc égal à #N – 1 ou, plus généralement,  
#N – p, pour un domaine à p composantes connexes. Les arêtes du maillage qui ne sont pas 
dans l’arbre constituent le co-arbre associé. Elles sont en nombre égal à #A – #N + 1. 

On peut montrer que les arêtes d’un co-arbre donnent lieu à une sous-matrice carrée, dans la 
matrice RFA, qui est régulière (Boite & Neirynck, 1976). De plus, il s’agit de remarquer que 
l’ordre de cette sous-matrice, égal au nombre d’arêtes du co-arbre, est aussi égal au rang de 
RFA. Les facettes relatives aux lignes de cette sous-matrice sont qualifiées d’indépendantes ; il 
leur correspond des composantes bf indépendantes. Aux autres facettes sont associées des 
composantes bf dépendantes des précédentes, par la condition div b = 0 au niveau discret. 

Par conséquent, les composantes du potentiel vecteur a qui peuvent être fixées a priori sont 
associées aux arêtes d’un arbre. Nous pouvons décider d’annuler ces composantes et la 
condition ainsi définie constitue une jauge. On remarque alors l’analogie qui existe entre cette 
jauge et la jauge (25) : le champ de vecteurs w, défini au niveau continu, a une direction qui 
peut être identifiée, au niveau discret, à celle des arêtes d’un arbre. 
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Fig. 5.  Arbre et co-arbre sur une portion du maillage  

(les arêtes de l’arbre apparaissent en traits épais, celles du co-arbre en traits fins) 

Ainsi, classons les arêtes du domaine global Ω en deux sous-ensembles complémentaires 
dans A : 

• 
⌢
A , qui comprend les arêtes d’un arbre construit dans le domaine Ω, avec  
#
⌢
A  = #N – 1 , 

• 
⌣
A , qui comprend les arêtes du co-arbre associé à l’arbre défini, i.e. 

⌣
A  = A \ 

⌢
A , avec 

#
⌣
A  = #A – #

⌢
A  = #A – #N + 1 . 

Un sous-espace jaugé de S1(Ω), noté 
⌣
S1(Ω), peut alors être caractérisé par 

 
⌣
S1(Ω) = { a ∈ S1(Ω) ; aj = 0, ∀ j ∈ 

⌢
A  } . (28) 

Sa dimension est donc égale au nombre d’arêtes du co-arbre, c’est-à-dire 

 dim 
⌣
S1(Ω) = #

⌣
A  = #A – #N + 1 , (29) 

et les fonctions si, i ∈ 
⌣
A , associées aux arêtes du co-arbre, constituent une base pour cet 

espace. Les composantes du potentiel vecteur a dans cette base, ou degrés de liberté, sont 
donc associées aux arêtes du co-arbre. Le potentiel vecteur a peut ainsi s’exprimer sous la 
forme 

 a s= ∈∑ ai ii A
⌣  ,    a ∈ 

⌣
S1(Ω) . (30) 

Chaque composante ai, i ∈ 
⌣
A , relative à une arête du co-arbre, représente le flux de rot a au 

travers d’un ensemble de facettes qui s’appuient sur le contour, unique, constitué de l’arête en 
question et des arêtes de l’arbre qui relient ses deux extrémités. Le signe de ce flux dépend de 
l’orientation de l’arête considérée. L’espace 

⌣
S1(Ω) défini est en correspondance biunivoque 

avec son image par le rotationnel, rot 
⌣
S1(Ω), ce qui n’était pas le cas de S1(Ω) et rot S1(Ω). 

Prise en compte de conditions aux limites 

Nous n’avons jusqu’ici pas tenu compte des conditions aux limites qui peuvent être 
définies sur la frontière Γ de Ω. Considérons maintenant une portion Γe de Γ où une condition 
à la limite homogène relative à la composante normale du champ b est fixée, c’est-à-dire 

 n . bΓe = 0 . (31) 

La généralisation à des conditions non homogènes ne doit pas poser de problème. Nous nous 
limitons cependant à considérer les conditions aux limites, essentielles, que nous serons 
amenés à utiliser dans la suite. La condition (31) est assurée si nous imposons une condition, 
sur la composante tangentielle de a, telle que 

 n ∧ aΓe = 0 . (32) 

Nous pourrions alors penser qu’il suffit d’annuler les composantes ai, i ∈ A, relatives aux 
arêtes qui sont sur Γe. Cela n’est en réalité applicable que si toutes les facettes situées sur Γe 
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sont indépendantes. Un moyen d’assurer cette condition est de construire l’arbre sur Γe avant 
de l’étendre au domaine restant. Un tel arbre est dit complet sur Γe (Fig. 6). Notons que si la 
surface Γe est non connexe, il s’agit de définir un arbre complet sur chacune de ses parties 
connexes. 

 
Fig. 6.  Arbre complet sur une surface Γe. 

Si la surface Γe est simplement connexe, nous sommes alors amenés à annuler toutes les 
composantes ai, i ∈ A, relatives à Γe : celles qui sont relatives aux arêtes de l’arbre, par (28), et 
celles qui sont relatives aux arêtes du co-arbre sur Γe, par (32). Nous pouvons remarquer que 
nous imposons ainsi un nombre de contraintes sur les éléments de 

⌣
S1(Ω) égal au nombre de 

facettes de Γe. Par contre, si la surface Γe est multiplement connexe (Fig. 7), il doit subsister 
des degrés de liberté associés à certaines arêtes du co-arbre sur Γe.  

 
Fig. 7.  Arbre complet sur une surface Γe multiplement connexe et mise en évidence des arêtes libres sur Γe. 

Le nombre de ces degrés de liberté est égal au nombre de trous dans Γe et chaque fonction de 
base associée est une somme de fonctions si, i ∈ 

⌣
A , relatives à des arêtes bien déterminées, 

dites libres, du co-arbre sur Γe. Ces degrés de liberté sont directement liés au flux de rot a au 
travers de chacun des trous. 

Nous utilisons encore la notation 
⌣
A  pour représenter l’ensemble des arêtes du co-arbre qui 

restent associées à des degrés de liberté, après la prise en compte des conditions aux limites. 
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4.2.2 Jauge dans un sous-domaine 

Une condition de jauge qui n’est définie que dans un sous-domaine Ωc
C de Ω est appelée 

jauge réduite. Notons que Ωc
C est défini par l’intermédiaire d’un domaine Ωc et est son 

complémentaire dans Ω. Une telle jauge est définie lorsque d’autres conditions permettent 
d’assurer l’unicité du potentiel vecteur a dans Ωc. Les conditions définies précédemment pour 
une jauge dans le domaine global sont applicables à condition, toutefois, de les restreindre à 
Ωc

C et de définir des conditions spécifiques sur la frontière commune à Ωc
C et Ωc, qui est en 

général un portion de ∂Ωc, que nous notons Γc. 

Considérons que le potentiel vecteur a est défini de façon unique dans Ωc. Par continuité, 
il est aussi défini sur ∂Ωc et donc, sur Γc, mais seule sa composante tangentielle est continue 
au passage de cette interface. Il n’y a alors pas de condition à imposer sur les composantes ai, 
i  ∈ A, relatives aux arêtes de Γc et il s’agit de ne pas étendre l’arbre à cette surface. Nous 
notons : 

• 
⌢
A J, l’ensemble des arêtes de l’arbre dans Ωc

C , 
• 
⌣
A J, le complémentaire de 

⌢
A J dans A, i.e. 

⌣
A J = A\

⌢
A J . 

L’ espace jaugé réduit défini est noté 
⌣
S1(Ω, Ωc

C). Il vérifie les inclusions 

 
⌣
S1(Ω) ⊂ 

⌣
S1(Ω, Ωc

C) ⊂ S1(Ω) (33) 

et admet la caractérisation suivante : 

 
⌣
S1(Ω, Ωc

C) = { a ∈ S1(Ω) ; aj = 0, ∀ j ∈ 
⌢
A J } . (34) 

Le potentiel vecteur a peut ainsi s’exprimer sous la forme 

 a s= ∈∑ ai ii A J

⌣  ,    a ∈ 
⌣
S1(Ω, Ωc

C) . (35) 
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Annexe 

1. Transformations géométriques 

1.1 Paramétrisation de l’élément réel 
Considérons un élément volumique K, dit réel, et notons (x, y, z) les coordonnées d’un 

point quelconque x dans cet élément. Une certaine paramétrisation de cet élément, i.e. 

 

x x u v w

y y u v w

z z u v w

=
=
=









( , , )

( , , )

( , , )

        ou bien        x = x(u) , (1-2) 

où u = (u, v, w) ∈ Kr, permet de faire correspondre de façon biunivoque, tout point (x, y, z) de 
K avec un point (u, v, w) de Kr, alors appelé élément de référence (Fig. 1). La transformation 
inverse est notée 

 u = u(x) . (3) 

v

w

u

y

z

x

K

rK

x(u)

u

x

u(x)

 
Fig. 1.  Correspondance biunivoque entre K et Kr. 

1.2 Expression des dérivées – matrice jacobienne de  
transformation 

Les dérivées directionnelles selon les coordonnées réelles et de référence, i.e. dans K et Kr, 
sont reliées selon les relations matricielles suivantes : 
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∂
∂
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∂
∂
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J  , (4) 
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∂
∂
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∂
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=
















−J 1  . (5) 

La matrice J est appelée matrice jacobienne de transformation. Les relations (4) et (5) 
peuvent être écrites sous les formes respectives 

 ∂u = J ∂x ,   avec   J = ∂ux , (6) 

 ∂x = J–1 ∂u ,   avec   J–1 = ∂xu . (7) 
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Il est intéressant de remarquer que les colonnes de J–1 (5) sont les gradients, par rapport 
aux coordonnées réelles x, des fonctions u(x), v(x) et w(x), i.e. gradx u(x), gradx v(x) et 
gradx w(x). Ces gradients peuvent alors être obtenus à partir des éléments de la matrice J, et 
plus précisément à partir des lignes de J, qui sont ∂u xT, ∂v xT et ∂w xT (4), et qui sont en 
général plus faciles à exprimer. Ainsi, nous avons 

 gradx u(x) = (∂v x ∧ ∂w x) / det J , (8a) 

 gradx v(x) = (∂w x ∧ ∂u x) / det J , (8b) 

 gradx w(x) = (∂u x ∧ ∂v x) / det J , (8c) 

où det J est le déterminant de J, i.e. 

 det J = ∂u x . (∂v x ∧ ∂w x) . (9) 

1.3 Expression des intégrales volumiques 
L’intégration volumique d’une fonction f sur l’élément K peut se ramener à une 

intégration sur l’élément Kr, donnée par la formule suivante : 

 f d f d
K K r

( ) ( ( )) detx x x u J u∫ ∫=  . (10) 

2. Eléments finis 

2.1 Eléments isoparamétriques 
Un élément isoparamétrique est un élément fini dont les fonctions de base nodales, qui 

permettent l’interpolation des champs scalaires, sont aussi utilisées pour paramétriser 
l’élément géométrique associé (Chari & Silvester, 1980). 

Les fonctions de base sont généralement définies par morceaux, sur chacun des éléments 
géométriques qui remplissent le domaine étudié, et il s’agit alors d’assurer leur continuité aux 
interfaces entre éléments. Ainsi, il n’y aura pas de discontinuité ni des champs scalaires 
interpolés, ni des coordonnées après transformation des éléments de référence vers les 
éléments réels. De telles fonctions de base sont dites conformes. 

Considérons un élément fini nodal (K, PK, ΣK). Si NK est l’ensemble des noeuds de K, de 
coordonnées xi, i ∈ N, et si les pi(u), i ∈ NK, sont ses fonctions de base exprimées dans les 
coordonnées u de l’élément de référence Kr associé à K, alors la paramétrisation de K (i.e. 
x = x(u)) est donnée par 

 x x u= ∈∑ i ii N
p

K
( )  , (1) 

avec x ∈ K, u ∈ Kr ; cet élément est isoparamétrique. 

2.2 Eléments de référence 
Nous définissons ci-après les éléments de référence qui sont associés aux trois types 

d’éléments géométriques considérés, c’est-à-dire aux tétraèdres, aux hexaèdres et aux prismes 
à base triangulaire. Des éléments finis nodaux, d’arête, de facette et de volume, sont définis 
sur ces éléments géométriques. 



72 Chapitre II.  Modèles aux dérivées partielles    Annexe 

 

2.2.1 Tétraèdre de référence de type I 

Le tétraèdre de référence de type I est un élément à 4 noeuds dont les coordonnées sont 
données sur la figure 1. Les entités géométriques associées, ainsi que leur numérotation, sont 
mises en évidence sur la figure 2. Les fonctions de base nodales et d’arête de cet élément sont 
données dans les tableaux 1 et 2. Le tableau 3 reprend la numérotation des facettes. Les 
matrices d’incidence sont données par (2), (3) et (4). 

n1

n2

n3

n4 (0, 0, 1)

(0, 1, 0)

(1, 0, 0)

(0, 0, 0)

u

v

w

 
Fig. 1.  Tétraèdre de référence de type I. 

n1

n2

n3

n4

a1

a2

a3

a4

a5

a6

f 1

f 2

f 4

f 3

 
 

Entité Noeud (ni) Arête (ai) Facette (fi) Volume 
Nombre 4 6 4 1 

Fig. 2.  Entités géométriques définies sur un tétraèdre de type I. 

 
Noeud 
i ∈ N 

Fonction de base nodale 
pi (u, v, w) = si (u, v, w) 

1 1 – u – v – w 
2 u 
3 v 
4 w 

Tableau 1.  Fonctions de base nodales du tétraèdre de type I. 
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Arête a = {i, j}  sa(u) ,  u = (u, v, w) 
a ∈ A i  ∈ N j ∈ N  sa,u sa,v sa,w 

1 1 2  1 – v –w u u 
2 1 3  v 1 – u –w v 
3 1 4  w w 1 – u –v 
4 2 3  – v u 0 
5 2 4  – w 0 u 
6 3 4  0 – w v 

Tableau 2.  Numérotation des arêtes du tétraèdre de type I et fonctions de base d’arête associées (sa). 

 
Facette f = {i, j, k} 

f ∈ F i ∈ N j ∈ N k ∈ N 
1 1 2 4 
2 1 3 2 
3 1 4 3 
4 2 3 4 

Tableau 3.  Numérotation des facettes du tétraèdre de type I. 

Matrice d’incidence arête  - noeud Matrice d’incidence facette  - arête 

  GAN = 

a
n⋱ 1 2 3 4

1

2

3

4

5

6

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

−
−
−

−
−

−

























. .

. .

. .

. .

. .

. .

 , RFA = 

f
a⋱ 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

. . .

. . .

. . .

. . .

−
− −

− −
−



















 (2-3) 

Matrice d’incidence volume  - facette 

 DVF = ( )
v

f⋱ 1 2 3 4

1 1 1 1 1
 (4) 

2.2.2 Hexaèdre de référence de type I 

L’hexaèdre de référence de type I est un élément à 8 noeuds dont les coordonnées sont 
données sur la figure 3. Les entités géométriques associées, ainsi que leur numérotation, sont 
mises en évidence sur la figure 4. Les fonctions de base nodales (dites trilinéaires) et d’arête 
de cet élément sont données dans les tableaux 4 et 5. Le tableau 6 reprend la numérotation des 
facettes. Les matrices d’incidence sont données par (5), (6) et (7). 
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n1

n2 n3 u

v

wn4
(–1, –1, –1)

( 1, –1, –1) ( 1,  1, –1)

(–1,  1, –1)

n5

n6 n7

n8

( 1, –1,  1) ( 1,  1,  1)

(–1,  1,  1)(–1, –1,  1)

 
Fig. 3.  Hexaèdre de référence de type I. 

a1

a2

a3

a4

a5

f 1

f 2

f 3

f 4

n1

n2 n3

n4

n5

n6 n7

n8

a6

a7

a8

a9

a10

a11
a12

f 5

f 6

 
 

Entité Noeud (ni) Arête (ai) Facette (fi) Volume 
Nombre 8 12 6 1 

Fig. 4.  Entités géométriques définies sur un hexaèdre de type I. 

 
Noeud 
i∈N 

Fonction de base nodale 
pi (u, v, w) = si (u, v, w) 

1 (1 – u) (1 – v) (1 – w) / 8 
2 (1 + u) (1 – v) (1 – w) / 8 
3 (1 + u) (1 + v) (1 – w) / 8 
4 (1 – u) (1 + v) (1 – w) / 8 
5 (1 – u) (1 – v) (1 + w) / 8 
6 (1 + u) (1 – v) (1 + w) / 8 
7 (1 + u) (1 + v) (1 + w) / 8 
8 (1 – u) (1 + v) (1 + w) / 8 

Tableau 4.  Fonctions de base nodales de l’hexaèdre de type I. 



  Section 2.  Eléments finis 75 

 

 
Arête a = {i, j}  sa(u) ,  u = (u, v, w) 
a∈A i∈N j∈N  sa,u sa,v sa,w 

1 1 2   (1 – v) (1 – w) / 8 0 0 
2 1 4  0 (1 – u) (1 – w) / 8 0 
3 1 5  0 0 (1 – u) (1 – v) / 8 
4 2 3  0 (1 + u) (1 – w) / 8 0 
5 2 6  0 0 (1 + u) (1 – v) / 8 
6 3 4  –(1 + v) (1 – w) / 8 0 0 
7 3 7  0 0 (1 + u) (1 + v) / 8 
8 4 8  0 0 (1 – u) (1 + v) / 8 
9 5 6   (1 – v) (1 + w) / 8 0 0 
10 5 8  0 (1 – u) (1 + w) / 8 0 
11 6 7  0 (1 + u) (1 + w) / 8 0 
12 7 8  –(1 + v) (1 + w) / 8 0 0 

Tableau 5.  Numérotation des arêtes de l’hexaèdre de type I et fonctions de base d’arête associées (sa). 

 
Facette f = {i, j, k, l} 

f ∈ F i ∈ N j ∈ N k ∈ N l ∈ N 
1 1 2 6 5 
2 1 4 3 2 
3 1 5 8 4 
4 2 3 7 6 
5 3 4 8 7 
6 5 6 7 8 

Tableau 6.  Numérotation des facettes de l’hexaèdre de type I. 

Matrice d’incidence arête  - noeud 

 GAN

a
n

=

−
−
−

−
−

−
−

−
−
−

−
−











































⋱ 1 2 3 4 5 6 7 8
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

 (5) 
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Matrice d’incidence facette  - arête 

 RFA = 

f
a⋱ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1

2

3

4

5

6

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

. . . . . . . .

. . . . . . . .

. . . . . . . .

. . . . . . . .

. . . . . . . .

. . . . . . . .

− −
− − −

− −
− −

− −
−

























 (6) 

Matrice d’incidence volume  - facette 

 DVF = ( )
v

f⋱ 1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1 1
 (7) 

2.2.3 Prisme à base triangulaire de référence de ty pe I  

Le prisme à base triangulaire de référence de type I est un élément à 6 noeuds dont les 
coordonnées sont données sur la figure 5. Les entités géométriques associées, ainsi que leur 
numérotation, sont mises en évidence sur la figure 6. Les fonctions de base nodales et d’arête 
de cet élément sont données dans les tableaux 7 et 8. Le tableau 9 reprend la numérotation des 
facettes. Les matrices d’incidence sont données par (8), (9) et (10). 

n1

n2

n3
(0, 1, –1)

(1, 0, –1)

(0, 0, –1)

u

v

w

n4

n5

n6
(0, 1, 1)

(1, 0, 1)

(0, 0, 1)

 
Fig. 5.  Prisme à base triangulaire de référence de type I. 
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a1

a2

a3

a4

a5

f 1

f 2

f 3

f 4

n1

n2

n3

n4

n5

n6

f 5

a6

a7

a8

a9

 
 

Entité Noeud (ni) Arête (ai) Facette (fi) Volume 
Nombre 6 9 5 1 

Fig. 6.  Entités géométriques définies sur un prisme de type I. 

 
Noeud 
i ∈ N 

Fonction de base nodale 
pi (u, v, w) = si (u, v, w) 

1 (1 – u – v) (1 – w) / 2 
2 u (1 – w) / 2 
3 v (1 – w) / 2 
4 (1 – u – v) (1 + w) / 2 
5 u (1 + w) / 2 
6 v (1 + w) / 2 

Tableau 7.  Fonctions de base nodales du prisme de type I. 

 
Arête a = {i, j}  sa(u) ,  u = (u, v, w) 
a ∈ A i  ∈ N j ∈ N  sa,u sa,v sa,w 

1 1 2  (1 – v) (1 – w) / 2 u (1 – w) / 2 0 
2 1 3  v (1 – w) / 2 (1 – u) (1 – w) / 2 0 
3 1 4  0 0 (1 – u – v) / 2 
4 2 3  – v (1 – w) / 2 u (1 – w) / 2 0 
5 2 5  0 0 u / 2 
6 3 6  0 0 v / 2 
7 4 5  (1 – v) (1 + w) / 2 u (1 + w) / 2 0 
8 4 6  v (1 + w) / 2 (1 – u) (1 + w) / 2 0 
9 5 6  – v (1 + w) / 2 u (1 + w) / 2 0 

Tableau 8.  Numérotation des arêtes du prisme de type I et fonctions de base d’arête associées (sa). 



78 Chapitre II.  Modèles aux dérivées partielles    Annexe 

 

 
Facette f = {i, j, k (, l)} 

f ∈ F i ∈ N j ∈ N k ∈ N l ∈ N 
1 1 2 5 4 
2 1 3 2 – 
3 1 4 6 3 
4 2 3 6 5 
5 4 5 6 – 

Tableau 9.  Numérotation des facettes du prisme de type I. 

Matrice d’incidence arête  - noeud 
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 (8) 

Matrice d’incidence facette  - arête 

 RFA = 

f
a⋱ 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1

2

3

4

5

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

. . . . .

. . . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . . .

− −
− −

− −
− −

−























 (9) 

Matrice d’incidence volume  - facette 

 DVF = ( )
v

f⋱ 1 2 3 4 5

1 1 1 1 1 1
 (10) 
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2.3 Fonctions de base d’arête dans les éléments rée ls 
L’expression générale des fonctions de base d’arête pour les éléments de type I est 

(II.B.3.2) 

 s x x xx xa j rr N i rr Nij
F ji F ij

p grad p p grad p( ) ( ) ( )
, ,

= −∈ ∈∑ ∑  , 

pour une arête aij={i,  j} dont les noeuds origine et extrémité sont respectivement i et j ; 
l’indice associé à l’opérateur grad indique le système de coordonnées utilisé. 

Les fonctions de base étant en général exprimées dans des éléments de référence, des 
transformations de coordonnées sont nécessaires pour les exprimer dans les éléments réels. 
Plus précisément, la présence de l’opérateur gradient dans l’expression de sa va nécessiter, 
dans ce but, l’application de la matrice jacobienne de transformation. En effet, nous avons 
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et donc, 

 

s x J u J u

J u u

J s u

u u

u u

a j rr N i rr N

j rr N i rr N

a

ij
F ji F ij

F ji F ij

ij

p grad p p grad p

p grad p p grad p

( ) ( ) ( )
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, ,
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∑ ∑

1 1

1

1

 

Il suffit donc de prémultiplier la fonction de base d’arête exprimée dans l’élément de référence 
par l’inverse de la matrice jacobienne de transformation, pour obtenir la fonction de base 
exprimée dans l’élément réel. 
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Chapitre III 

Problème de la magnétostatique 

Partie A 
Formulation continue 

1. Position du problème 
Il s’agit de calculer le champ magnétique dans une structure tridimensionnelle 

constituée de matériaux magnétiques, éventuellement saturables, et d’inducteurs, sources 
du champ, définis par des grandeurs locales (densités de courant). Une telle configuration est 
schématisée ci-dessous (Fig. 1). Y sont représentés, un domaine magnétique ΩΩΩΩm et un 
domaine inducteur ΩΩΩΩs dans lequel la densité de courant est connue (j ). Ces domaines sont 
plongés dans le domaine ΩΩΩΩ, constituant le domaine global d’étude ; sa surface est notée ΓΓΓΓ. 
Notons que Ω est défini comme regroupant le domaine extérieur ΩΩΩΩe (i.e. Ω\{ Ωm∪Ωs}) et les 
différents domaines matériels. Plusieurs domaines de chacun des types définis peuvent se 
présenter dans une configuration, c’est-à-dire que chaque type peut être associé à un domaine 
non connexe. 

Ωm

Ω

Ωe

Ωs

j

 
Fig. 1.  Type de configuration étudiée pour le problème de la magnétostatique. 

2. Modèle mathématique 

2.1 Equations 
Les équations à résoudre sont issues des équations de Maxwell pour lesquelles toute 

variation temporelle est éliminée ; les phénomènes magnétiques et électriques sont alors 
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découplés. Les équations associées aux phénomènes magnétiques constituent le modèle de la 
magnétostatique et sont 

 rot h = j  ,    div b = 0 . (1-2) 

2.2 Loi de comportement 
Les propriétés magnétiques des matériaux peuvent s’exprimer grâce à la relation 

 b = µ h , (3) 

où µ est la perméabilité magnétique, qui peut ne pas être constante. C’est le cas lorsqu’elle 
est relative à des matériaux saturables, également qualifiés de non linéaires ; elle dépend alors 
du champ magnétique h, µ = µ(h). 

2.3 Conditions aux limites 
A la frontière ΓΓΓΓ du domaine global Ω, nous considérons certaines conditions aux limites 

fréquemment rencontrées. Sur une portion de surface Γh de Γ, éventuellement non connexe, 
est définie la condition 

 n ∧ hΓh = 0 . (4) 

Sur la portion de surface Γe, complémentaire de Γh dans Γ, de nouveau éventuellement non 
connexe, est définie la condition 

 n . bΓe = 0 . (5) 

De telles conditions aux limites peuvent se présenter sur des plans de symétrie. La 
condition (4) peut aussi se présenter si le domaine extérieur à Ω a une perméabilité 
magnétique infinie. 

2.4 Diagramme de Tonti 
Les champs h, j  et b peuvent être accueillis par la structure mathématique continue qui a 

été définie à la section II.A.3. Il s’agit de chercher h dans Fh1 et b dans Fe2 vérifiant rot h = j  
et div b = 0 , j  étant dans Fh2. Les espaces fonctionnels définis sont appropriés à ces champs, 
ils constituent les domaines de définition des opérateurs qui peuvent leur être appliqués. De 
plus, ils prennent en compte les conditions aux limites (4-5). Notons que les contraintes 
physiques d’énergie finie sont également assurées. 

Les équations, les lois de comportement et les conditions aux limites du problème de la 
magnétostatique peuvent alors se trouver rassemblées dans le diagramme de Tonti ci-après 
(Fig. 1). 

 
Fig. 1.  Diagramme de Tonti du problème de la magnétostatique. 

Les champs h, j  et b sont disposés aux niveaux appropriés du diagramme et les équations qui 
les relient, ainsi que la loi de comportement magnétique, sont alors mises en évidence. Les 
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équations sont à lire “verticalement” des deux côtés du diagramme, elles peuvent être 
considérées comme ayant un caractère purement géométrique. La loi de comportement doit, 
quant à elle, être lue “horizontalement”, elle traduit les propriétés physiques de la matière et 
n’est donc pas une notion géométrique (Bossavit, 1991c).  

Des potentiels sont également introduits. Le champ h peut en effet, sous certaines conditions, 
dériver d’un potentiel scalaire magnétique φ et le champ b peut, quant à lui, dériver d’un 
potentiel vecteur magnétique a (Chapitre I). Ces potentiels ont une position prédéterminée 
dans le diagramme de Tonti : ils se placent naturellement en aval des champs qui peuvent en 
dériver, c’est-à-dire à l’étage inférieur dans la suite correspondante. 

3. Sources du champ magnétique 
Des conducteurs actifs, ou inducteurs, sont à l’origine d’un champ magnétique. 

3.1 Les sources extérieures 
Un inducteur peut être extérieur au domaine d’étude Ω. Le champ inducteur 

correspondant, ou champ source, est alors entièrement déterminé. C’est par exemple le cas 
lorsque nous voulons considérer un champ source de direction uniforme dans le domaine 
d’étude. 

3.2 Les inducteurs bobinés 
Un inducteur, ou conducteur actif, bobiné — c’est-à-dire constitué d’un certain nombre de 

brins conducteurs avec une entrée et une sortie de courant —, peut être modélisé par une 
densité de courant donnée. Un inducteur Ωs (Fig. 1), dans lequel la densité de courant js = j  est 
connue, peut être pris en compte grâce à la définition d’un champ hs, appelé champ source, 
qui vérifie 

 rot hs = js   dans Ωs ,    rot hs = 0   dans Ωs
C , (1a-b) 

et donc appartient à l’espace Hs défini par 

 Hs = { hs ∈ Fh
1 ; rot hs = 0 dans Ωs

C} . (2) 

Comme un tel champ n’est pas unique, nous avons une certaine liberté quant à son expression. 

Ωs

j s
 

Fig. 1.  Inducteur de type Ωs. 

4. Formulations 
Soient h ∈ Fh

1 , j  ∈ Fh
2 , b ∈ Fe

2 . Nous choisissons d’exprimer les équations (2.1) et (2.2) 
sous forme forte, et la loi de comportement (2.3) sous forme faible ; ou plutôt en formulation 
variationnelle dans un premier temps. Au niveau discret, cette loi ne pourra pas être vérifiée 
exactement. Un moyen pour s’en convaincre est de remarquer que les espaces 
d’approximation de Fh1 et Fe

2 sont en général différents et donc qu’il ne peut exister une 
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relation du type de la loi de comportement, b = µ h, entre deux éléments quelconques de ces 
espaces. En réalité, la discrétisation des espaces fonctionnels fait perdre la dualité qui existe, 
au niveau continu, entre les espaces d’un même niveau sur le diagramme de Tonti (Section 
II.A.3). Cela signifie que les opérateurs en regard sur ce diagramme ne sont plus adjoints l’un 
de l’autre. Par contre, les équations (2.1) et (2.2) pourront, quant à elles, être satisfaites 
exactement pour les champs approchés ; si toutefois ceux-ci appartiennent à des espaces 
d’approximation qui le permettent, ce qui sera bien le cas. Tout ne sera donc pas perdu après 
discrétisation (Bossavit, 1989b). A vrai dire, puisqu’on discrétise, il doit bien apparaître une 
erreur d’approximation : elle se situera dans la relation constitutive, que l’on va se contenter 
de satisfaire au “mieux”, c’est-à-dire faiblement. 

Considérons les fonctionnelles 

 W w db b( ) ( )b b x= ∫Ω  ,    W w dh h( ) ( )h h x= ∫Ω  , (1-2) 

avec 

 w db( ) .b b b
b

= − ° °∫ µ 1
0

 ,    w dh ( ) .h h h
h

= ° °∫ µ
0

 . (3-4) 

Les fonctionnelles Wb(b) et Wh(h) représentent respectivement l’énergie magnétique et la 
coénergie magnétique du système, à condition toutefois que h et b soient les champs réels de 
ce système (Bossavit, 1990a). Les fonctionnelles wb(b) et wh(h) sont les densités 
correspondantes, elles dépendent de la position x. 

Nous considérons le cas où des matériaux non linéaires peuvent être présents dans le domaine 
d’étude Ω, c’est-à-dire que la perméabilité µ peut dépendre du champ h, ou b, i.e. µ = µ(h) et 
µ–1 = µ–1(b). Les fonctions µ(h) h et µ–1(b) b doivent cependant être strictement croissantes, ce 
qui est généralement vérifié. La caractéristique magnétique b-h d’un matériau est représentée 
à la figure 1 et les fonctionnelles wb(b) et wh(h) y sont mises en évidence. Notons que cette 
courbe peut dépendre de la position. 

r

h

b
w  (h)h

w  (b)b

 
Fig. 1.  Courbe b-h d’un matériau et densités d’énergie et de coénergie associées. 

Il apparaît que l’inégalité 

 wh(h) + wb(b) ≥ h . b ,    ∀ h ∈ Fh
1 ,  ∀ b ∈ Fe

2 , (5) 

est toujours vérifiée et que, en particulier, l’égalité associée a lieu si et seulement si le point 
{ b, h} est sur la courbe b-h, donc lorsque la loi de comportement b = µ h est vérifiée sous 
forme forte, au point x. Définissons maintenant la fonctionnelle 

 (h, b) =
def

 Wh(h) + Wb(b) – ( )h b,  , (6) 

qui, d’après (5), vérifie l’inégalité 
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 (h, b) ≥ 0 ,    ∀ h ∈ Fh
1 ,  ∀ b ∈ Fe

2 . (7) 

L’égalité associée a lieu si et seulement si la loi b = µ h est vérifiée en tout point du domaine 
Ω. Notons que lorsque les matériaux considérés sont linéaires, les densités (3) et (4) 
deviennent 

 wb(b) = 
1
2  µ–1 b2 ,    wh(h) = 

1
2  µ h2 , (8-9) 

et les fonctionnelles (1) et (2) peuvent s’exprimer sous les formes 

 Wb(b) = ( )1

2
1µ− b b,  ,    Wh(h) = ( )1

2
µ h h,  . (10-11) 

La fonctionnelle (6) devient alors, dans un domaine linéaire, 

 (h, b) = ( )1

2
µ h h,  + ( )1

2
1µ− b b,  – ( )h b,  . (12) 

Le problème à résoudre peut se poser comme ceci : il s’agit de minimiser la 
fonctionnelle (6), (h, b), sous les contraintes (2.1) et (2.2), c’est-à-dire rot h = j  et 
div b = 0 . Essayons maintenant de poser ce problème sous une autre forme. 

Grâce aux propriétés des espaces Fh
1 et Fh

2, il est possible de déterminer un champ hs  
— non unique, mais cela est sans importance car nous aurons plus de liberté pour sa 
détermination — , tel que rot hs soit la projection de j  sur Fh2. Ainsi, nous décomposons le 
champ h en deux parties : une partie hs, appelée champ source (3.1), et une partie hr, appelée 
champ de réaction. Nous avons alors 

 rot hs = j  ,    h = hs + hr . (13-14) 

Et comme le champ source hs est associé à la densité de courant total j , par rot hs = j , il en 
résulte que le champ complémentaire de réaction hr est dans le noyau du rotationnel, i.e. 
rot hr = 0. Il dérive donc d’un potentiel scalaire qui peut être défini dans le domaine global 
d’étude Ω et qui est dans Fh0 ; il s’agit de remarquer qu’aucun problème de discontinuité de φr 
n’est à craindre si, comme c’est le cas en général, Ω est simplement connexe. Ce potentiel est 
appelé potentiel scalaire de réaction φr, et le champ hr est, au signe près, son gradient, c’est-
à-dire 

 hr = – grad φr ,    φr ∈ Fh
0 . (15) 

Le champ magnétique total s’exprime donc par 

 h = hs – grad φr . (16) 

Le champ d’induction b est, quant à lui, par (2.2), dans le noyau de la divergence et peut 
ainsi s’exprimer par l’intermédiaire d’un potentiel vecteur a, non unique, qui est dans Fe

1, 
c’est-à-dire 

 b = rot a ,    a ∈ Fe
1 . (17) 

Notons qu’une condition de jauge est nécessaire pour fixer l’unicité de a, ce qui conduit en 
réalité à ne plus considérer qu’un sous-espace de Fe

1 pour a, en correspondance biunivoque 
avec son image par l’opérateur rotationnel, rot Fe

1. Notons que rot Fe
1 ⊂ Fe

2. 

Remarquons maintenant que, puisque a ∈ Fe
1, et donc rot a ∈ Fe

2, et φr ∈ Fh
0, nous avons, 

grâce à (II.A.3.8),  

 ( ) ( )rot grad div rotr ra a, ,φ φ= − = 0  , 

et donc 
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 ( ) ( ) ( )b h h b h b h, , ,− = ⇔ =s s0  . (18) 

La fonctionnelle (6), (h, b), devient alors 

 (h, b) = Wh(h) + Wb(b) – ( )h bs ,  . (19) 

C’est cette quantité que nous devons minimiser sous les contraintes déjà définies. Cette forme 
de la fonctionnelle à minimiser laisse apparaître un découplage du problème : elle est en fait la 
somme de deux fonctions, l’une de h, l’autre de b. Nous avons donc à résoudre deux 
problèmes de minimisation distincts. Le premier problème, appelé problème en h, consiste 
à minimiser la fonctionnelle Wh(h) sous la contrainte (2.1), rot h = j . Le second problème, 
appelé problème en b, consiste, quant à lui, à minimiser la fonctionnelle Wb(b) – ( )h bs ,  
sous la contrainte (2.2), div b = 0. L’introduction des potentiels scalaire et vecteur permet de 
simplifier les contraintes associées aux deux problèmes. Nous allons ainsi pouvoir transformer 
les problèmes avec contraintes explicites en problèmes avec contraintes implicites. 

Le problème en h va maintenant consister à minimiser la fonctionnelle 

 Wh'(φr) =
def

 Wh(hs – grad φr)  (20) 

sous la contrainte (13), rot hs = j  , implicite lorsqu’une expression de hs est choisie. Le 
problème en b va, quant à lui, consister à minimiser la fonctionnelle 

 Wb'(a) =
def

 Wb(rot a) – ( )h as rot,   (21) 

sans contrainte particulière. Les problèmes qui viennent d’être définis peuvent être 
transformés en formulations faibles grâce au principe de stationnarisation. 

4.1 Formulations faibles avec potentiels 

4.1.1 Formulation en potentiel scalaire magnétique 

Le problème en h avec potentiel, qui consiste à minimiser la fonctionnelle (20), peut se 
ramener à une formulation faible en stationnarisant cette fonctionnelle. Ainsi, la condition 

 δ[ Wh(hs – grad φr) ] = 0 , 

où le symbole δ représente une variation quelconque de la grandeur à laquelle il s’applique, 
donne 

 ( )( )µ φ δφhs r rgrad grad− − =, 0  . 

Et, en introduisant la fonction-test φ' = δφr , nous obtenons la formulation faible 

 ( )( )µ φ φhs rgrad grad− − =, ' 0   ,  ∀ φ' �  Fh0
0   , (22) 

avec, pour rappel, φr ∈ Fh
0 (5) et hs ∈ Hs (3.2). L’espace Fh0

0 est parallèle à Fh0 et est défini 
par 

 Fh0
0 = { φ ∈ Fh

0 ; φΓh = 0 } ; 

l’indice 0 associé à un espace définit l’espace qui lui est parallèle et dont les conditions aux 
limites associées sont homogènes (i.e. trace nulle) ; notons que l’espace de départ peut déjà 
avoir cette propriété. 
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4.1.2 Formulation en potentiel vecteur magnétique 

Le problème en b avec potentiel, qui consiste à minimiser la fonctionnelle (21), peut 
également se ramener à une formulation faible par stationnarisation. La condition 

 δ[ Wb(rot a) – ( )h as rot,  ] = 0 , 

associée à la relation 

 ( ) ( )rot rots sa h a h, ,=  , 

conduit à 

 ( ) ( )µ δ δ− − =1 0rot rot rot sa a a h, ,  . 

En introduisant la fonction-test a' = δa , nous obtenons finalement la formulation faible 

 ( ) ( )µ− =1 rot rota a j a, ' , '   ,  ∀ a' ∈ Fe0
1   , (23) 

avec, pour rappel, a ∈ Fe
1 (7). 

4.2 Formulations faibles sans potentiels 
Considérons le problème en h avec contrainte explicite (2.1), c’est-à-dire sans potentiel. 

Cette contrainte peut se traiter, par la méthode des multiplicateurs de Lagrange (Bossavit, 
1989b), en ajoutant le terme (rot h – j  , v) à la fonction à minimiser. Stationnarisons alors la 
fonctionnelle résultante : 

 ( )[ ]δ W roth( ) ,h h j v+ − = 0  , 

et donc, 

 ( ) ( ) ( ) ( )µ δ δ δ δh h h v h v j v, , , ,+ + − =rot rot 0  . 

En introduisant les fonctions-test h' = δh et v' = δv , nous avons finalement 

 ( ) ( )µ h h v h, ' , '+ =rot 0  ,  ∀ h' ∈ Fh0
1   , (24a) 

 ( ) ( )rot h v j v, ' , '=  ,  ∀ v' ∈ Fh0
2   . (24b) 

Pour le problème en b sans potentiel avec contrainte explicite (2.2), div b = 0, la méthode 
des multiplicateurs de Lagrange conduit à ajouter le terme (div b, u) à la fonction à minimiser. 
Il nous reste alors à stationnariser la fonctionnelle résultante, c’est-à-dire 

 ( ) ( )[ ]δ W div ub s( ) , ,b b h b− + = 0  , 

et donc, 

 ( ) ( ) ( ) ( )µ δ δ δ δ− − + + =1 0b b h b b b, , , ,s u div div u  . 

En introduisant les fonctions-test b' = δb et u' = δu , nous avons finalement 

 ( ) ( ) ( )µ− − + =1 0b b h b b, ' , ' , 's u div  ,  ∀ b' ∈ Fe0
2   , (25a) 

 ( )div ub , ' = 0  ,  ∀ u' ∈ Fe0
3   . (25b) 
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4.3 Formulation forte de la loi de comportement 
Il est donc possible, grâce aux méthodes définies, de satisfaire exactement les équations 

rot h = j  et div b = 0, la loi de comportement b = µ h étant satisfaite faiblement. Au niveau 
discret, cela reviendra à concentrer toute l’erreur de l’approximation dans cette loi. Il s’agit en 
fait de résoudre deux schémas complémentaires. Le premier consiste à résoudre (22) ou (24a-
b) qui donne h dans Fh1, et assure ainsi la conformité en h. Le second consiste à résoudre (23) 
ou (25a-b) qui donne b dans Fe2, et assure donc la conformité en b. Une approche plus 
économique consisterait à ne résoudre qu’un de ces deux schémas (Bossavit, 1988d, 1989b). 

4.3.1 Formulation en potentiel scalaire magnétique 

Nous pouvons en effet résoudre (22) ou (24a-b) pour ainsi assurer la conformité en h, et 
exprimer fortement la loi de comportement (2.3), i.e. b = µ h, ce qui n’assure cependant plus 
la conformité en b. Ce schéma peut s’interpréter comme l’expression de l’équation (2.2), i.e. 
div b = 0, au sens faible. En effet, 

 ( )div b , 'φ = 0   ,  ∀ φ' ∈ Fh0
0 , 

entraîne, grâce à (II.A.3.8), 

 ( )b , '− =gradφ 0   ,  ∀ φ' ∈ Fh0
0 , 

et, en satisfaisant exactement la loi de comportement (2.3) et en décomposant le champ h 
selon (16), nous obtenons la formulation faible 

 ( )( )µ φ φhs rgrad grad− − =, ' 0   ,  ∀ φ' ∈ Fh0
0 , (26) 

qui est bien équivalente à (22). Notons que la condition sur Γh apparaît explicitement dans 
cette formulation (par l’intermédiaire de l’espace Fh0

0), alors que la condition sur Γe est 
implicite (on peut le vérifier en appliquant de nouveau (II.A.3.8) à (26)). On parle 
respectivement de conditions aux limites essentielle et naturelle. 

4.3.2 Formulation en potentiel vecteur magnétique 

Nous pouvons aussi opter pour la résolution de (23) ou (25a-b) pour assurer la conformité 
en b, et exprimer fortement la loi de comportement (2.3), i.e. b = µ h, ce qui n’assure alors 
plus la conformité en h. Ce schéma peut s’interpréter comme l’expression de l’équation (2.1), 
i.e. rot h = j , au sens faible. En effet, 

 ( ) ( )rot h a j a, ' , '=   ,  ∀ a' ∈ Fe0
1 , 

entraîne, grâce à (II.A.3.12), 

 ( ) ( )h a j a, ' , 'rot =   ,  ∀ a' ∈ Fe0
1 , 

et, en satisfaisant exactement la loi (2.3) et en utilisant (17), nous obtenons la formulation 
faible 

 ( ) ( )µ − =1 rot rota a j a, ' , '   ,  ∀ a' ∈ Fe0
1 , (27) 

qui est bien équivalente à (23). Notons qu’ici, contrairement à (26), c’est la condition sur Γe 
qui apparaît explicitement dans cette formulation, alors que la condition sur Γh est maintenant 
implicite. 
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Partie B 
Formulation discrète 

1. Discrétisation 
La résolution analytique du problème de la magnétostatique (Chapitre III.A) n’est en 

général pas possible. Ce problème continu, ou exact, doit être approché par un problème 
discret, formulé dans un espace de dimension finie. 

Une telle transformation du problème porte le nom de discrétisation. Elle nécessite la 
réalisation d’un maillage des domaines géométriques impliqués, et l’association d’éléments 
finis, définis à la section II.B.2, aux éléments géométriques qui en résultent. Il s’agit donc de 
construire des espaces d’éléments finis. Les espaces Si, i = 0 à 3, définis à la section II.B.3, 
sont ceux que nous allons utiliser comme équivalents discrets des espaces Fh

i, i = 0 à 3, et Fei, 
i  = 0 à 3. 

Il s’agit en fait de réaliser une double discrétisation, c’est-à-dire une discrétisation de 
l’espace géométrique, suivie d’une discrétisation des champs qui y sont définis. Cette double 
discrétisation peut être considérée comme formant un tout grâce à la définition des espaces 
d’éléments finis. 

Tous les espaces, tant géométriques que fonctionnels, qui vont apparaître dans la suite, 
sont des espaces discrets. Et, puisque toute confusion devient alors impossible, nous les 
notons, par facilité, de la même façon que les espaces continus dont ils sont les analogues. 
Ainsi, dans cette partie, les domaines Ω, Ωm, … , de même que les espaces Fh

i, i = 0 à 3, et Fei, 
i  = 0 à 3, deviennent discrets. 

2. Formulation en potentiel scalaire magnétique 

2.1 Espaces fonctionnels 
Les équivalents discrets des espaces fonctionnels qui interviennent dans la formulation en 

potentiel scalaire magnétique (III.A.4.22) sont 

 Φr = { φr ∈ Fh0
0 } ,    Hs = { hs ∈ Fh

1 ; rot hs = 0 dans Ωs
C} . (1-2) 

Dans cette formulation, le champ de réaction hr, défini par (III.A.4.14), dérive du potentiel 
scalaire φr selon l’expression (III.A.4.15), i.e. 

 hr = – grad φr ,    φr ∈ Φr , 

qui est maintenant définie au niveau discret. Le potentiel scalaire appartient à l’espace Fh
0 et 

peut alors s’exprimer sous la forme discrète (II.B.3.13), c’est-à-dire 

 φr = φ r j jj N
s,∈∑  , (3) 

où • N est l’ensemble des noeuds de Ω ; 
• sj est la fonction de base nodale associée au noeud j ∈ N ; 
• φr,j est la valeur du potentiel de réaction au noeud j ∈ N. 
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Le gradient de cette expression est défini et donne, au signe près, le champ de réaction hr, 
c’est-à-dire 

 hr = – grad φr = φ r j jj N
grad s, ( )−∈∑  , 

ou encore 

 hr = – grad φr = φ r j jj N , v∈∑  , (4) 

en posant 

 vj = – grad sj ,    j ∈ N . (5) 

Il est intéressant de remarquer que, d’après la relation (II.B.3.24), le champ vj, j∈N, est un 
élément de Fh1 (ou S1). Le champ hr est donc également un élément de cet ensemble et peut, 
par conséquent, s’exprimer sous la forme (II.B.3.27). Nous avons donc hr ∈ Hr avec 

 Hr = – grad Φr = { – grad φr , φr ∈ Fh0
0 } = { hr ∈ Fh0

1 ; rot hr = 0 } ; (6) 

le domaine global Ω est en général simplement connexe et le noyau du rotationnel se limite 
bien dans ce cas à l’image du gradient. 

Le champ source hs, quant à lui, appartient à l’espace d’approximation Fh
1 et peut donc 

s’exprimer sous la forme (II.B.3.14), i.e. 

 h ss s j jj A
h= ∈∑ ,  . 

De plus, il est un élément de l’espace Hs (2), qui est un noyau réduit de l’opérateur rotationnel 
(Section II.B.4.1). Il peut, de ce fait, s’exprimer sous la forme (II.B.4.17) en tant que 
combinaison linéaire des fonctions de base de cet espace, c’est-à-dire 

 h s v cs s j jj A s j jj N s j jj C
h I

s s
C

s
= + +∈ ∈ ∈∑ ∑ ∑, , ,φ  , (7) 

où • φs est le potentiel source associé à hs ; 
• As est l’ensemble des arêtes internes au domaine Ωs ; 
• Ns

C est l’ensemble des noeuds de Ωs
C et de sa frontière ∂Ωs

C ; 
• Cs est l’ensemble des coupures source de Ωs

C, associées au potentiel φs et 
caractérisées par les discontinuités Is,j, ∀ j  ∈ Cs . 

Le champ hs est construit sur base de la méthode exposée à la section II.B.4.2 à partir d’une 
jauge naturelle dans l’espace des éléments d’arête. Son support est ainsi limité aux inducteurs 
et à un voisinage des coupures associées. 

2.2 Forme matricielle de la formulation faible 

2.2.1 Vecteurs de base et de composantes 

Les coefficients des fonctions de base, ou composantes, qui apparaissent dans (4), peuvent 
être regroupés en un vecteur, défini par 

 xφ

φ

φ
=
















r

r N

,

,#

1

⋮  , 

où le préfixe # associé à un ensemble donne la dimension algébrique de celui-ci, et où les 
indices numériques sont relatifs aux numéros d’ordre des éléments dans les ensembles 
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considérés. Ce vecteur est appelé vecteur des composantes du champ hr dans la base de Hr et 
est aussi noté x, i.e. 

 x = xφ ,   x ∈ X . (8) 

Il définit un espace X dont la dimension est 

 dim X = dim Hr = #N . 

Nous pouvons également définir le vecteur des fonctions de base de l’espace Hr, i.e. 

 e = e

v

v
φ =

















1

⋮

#N

 . (9) 

Les conditions aux limites sur Γh, associées à la définition de l’espace Fh
0, imposent la 

fixation de certaines composantes de x : le potentiel de réaction φr est fixé sur Γh par 
l’intermédiaire de ses valeurs nodales sur cette surface. Pour les conditions aux limites 
homogènes considérées, nous pouvons laisser tomber ces composantes ainsi que les fonctions 
de base associées. Les composantes qui ne sont pas fixées, dites libres, constituent les degrés 
de liberté du problème. Nous continuerons à noter #N le nombre de ces composantes, 
associées aux noeuds qui ne sont pas situés sur Γh. Notons qu’il n’y aurait cependant pas de 
difficulté à considérer des conditions aux limites non homogènes. On définirait pour cela 
explicitement le vecteur des composantes fixées, xφ,h, et le vecteur des fonctions de base 
associées, eφ,h. 

De même, nous pouvons regrouper en vecteurs les coefficients des fonctions de base 
présents dans (7), 

 x x xs h

s

s A

s

s

s N

s I

s
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h

h
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s s

C s
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 , 

et réunir ceux-ci pour former le vecteur des composantes du champ hs dans la base de Hs, 

 x

x

x

x

s

s h

s

s I

=

















,

,

,

φ  ,   xs ∈ Xs . (10) 

Les vecteurs des fonctions de base, 

 e

s

s

e
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c
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s
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Cs s
C s

,

#

,

#

,
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⋮ ⋮ ⋮φ  , 

peuvent aussi être réunis pour former la base de l’espace Hs, qui est 

 e

e

e

e

s

s h

s

s I

=

















,

,

,

φ  . (11) 
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Il est important de noter que les numérotations des fonctions de base de Hs sont différentes de 
celles des fonctions de base de Hr ; elles sont propres aux ensembles des entités associées. 

Grâce à ces notations vectorielles, les expressions (4) et (7) peuvent respectivement 
s’écrire 

 h x er
T= φ φ  ,    h x e x e x es s h

T
s h s

T
s s I

T
s I= + +, , , , , ,φ φ  , 

ou encore, 

 h x er
T=  ,    h x es s

T
s=  . (12-13) 

Notons que pour des conditions aux limites non homogènes, on aurait 

 h x e x er
T

h
T

h= + φ φ, ,  . (14) 

2.2.2 Forme matricielle 

Les expressions (12) et (13) peuvent être introduites dans l’équation (III.A.4.22), i.e. 

 ( )( )µ φ φhs rgrad grad− − =, ' 0   ,  ∀ φ' ∈ Fh0
0 , 

pour donner 

 ( ) ( )µ µx e x e x e x eT T
s
T

s
T, ' , '+ = 0  ,  ∀ x' ∈ X . (15) 

En exprimant maintenant les produits scalaires sous forme de produits matriciels et en 
conservant les parenthèses indicées pour exprimer une intégration volumique  — ce qui est un 
abus de notation — , nous obtenons 

 ( ) ( )µ µx e e x x e e x' 'T T T
s
T

sΩ Ω
+ = 0  ,  ∀ x' ∈ X . (16) 

Les termes de cette équation peuvent encore se transformer de façon à faire apparaître des 
matrices, c’est-à-dire 

 ( ) ( )µ µx e e x x e e x x E x' ' 'T T T T T
Ω Ω= =  , 

 ( ) ( )µ µx e e x x e e x x E x' ' 'T
s
T

s
T

s
T

s
T

s sΩ Ω
= =  . 

Il est aisé de voir que la matrice E ainsi définie est carrée et symétrique, alors que la matrice 
Es est en général rectangulaire. Ainsi, l’équation (16) devient 

 x E x x E x' 'T T
s s+ = 0  ,  ∀ x' ∈ X , (17) 

et, puisque x' peut être quelconque, nous avons finalement à résoudre le système symétrique 
d’équations algébriques suivant, d’inconnue x, 

 E x E x+ =s s 0   , (18) 

avec 

 ( )E e e= µ T
Ω  ,    ( )E e es s

T= µ
Ω

 . (19-20) 

Les éléments de ces matrices peuvent s’écrire sous forme de produits internes, c’est-à-dire 

 ( )Eij i j= µ e e,
Ω

 ,    ( )Es ij i s j, ,,= µ e e
Ω

 , (21-22) 

où ei est la i�me composante du vecteur (de vecteurs) e. 
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L’équation (18) peut se mettre sous la forme 

 A(x) x = b(x) , (23) 

avec 

 A(x) = E ,    b(x) = – Es xs . (24-25) 

Les matériaux saturables, dans lesquels la perméabilité magnétique µ est une fonction du 
champ magnétique h, font apparaître des composantes des matrices E et Es qui dépendent à la 
fois de x et xs. De tels matériaux confèrent donc un caractère non linéaire au système 
d’équations (18) ou (23). 

2.2.3 Problème non linéaire 

La méthode itérative de Newton-Raphson (Dahlquist & Björck, 1974 ; Stoer & Bulirsch, 
1980) est utilisée pour la résolution de l’équation matricielle (23), lorsque celle-ci est non 
linéaire. Rappelons que cette méthode consiste à résoudre des systèmes d’équations successifs 
de la forme 

 J(xn) δxn = – r (xn) , (26a) 

où r  (xn) est le vecteur résidu, à l’étape n+1, donné par 

 r (xn) = A(xn) xn – b(xn) , (26b) 

et où J est la matrice jacobienne dont les éléments sont donnés par 

 J
r

x
A

A

x
x

b

xij
i

j
ij

ik

j
k

i

j
=

∂
∂

= + −
∂
∂

∂
∂

 ,  1 ≤ i, j ≤ dim X , (26c) 

où les xj, j = 1 à dim X, sont les composantes du vecteur x ; la convention de sommation sur 
les indices répétés est utilisée. Il s’agit ainsi de calculer des corrections δxn à ajouter à chaque 
nouvelle estimation du vecteur solution x, soit 

 xn+1 = xn + δxn (26d) 

à l’étape n+1, jusqu’à obtention d’une précision désirée. L’expression (26c) devient, avec (24) 
et (25), 

 J E
E

x
x

E

x
xij ij

ik

j
k

s ik

j
s k= + +

∂
∂

∂
∂

,
,  . (27) 

Elle peut également s’écrire 

 J E Kij ij ij= +  , (28) 

où les éléments Kij  d’une matrice K  sont définis par 

 K
E

x
x

E

x
xij

ik

j
k

s ik

j
s k= +

∂
∂

∂
∂

,
,  ,  1 ≤ i, j ≤ dim X . (29) 

L’élément Kij  de la matrice K  peut être développé pour donner 
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K
x

x
x

x

x x

x

ij
j

i k k
j

i s k s k

j
i r

j
i s

j
i

= ∂µ
∂









 + ∂µ

∂











= ∂µ
∂









 + ∂µ

∂











= ∂µ
∂











( ) , ( ) ,

( ) , ( ) ,

( ) ,

, ,x e e x e e

x e h x e h

x e h

Ω Ω

Ω Ω

Ω

 

avec 

 ( )∂µ
∂

= ∂µ
∂

∂
∂

= ∂µ
∂

∂
∂

+ = ∂µ
∂x h

h

x h x hj j j

T
s
T

s j( ) . .x h x e x e h e
2

2

2 2
2 2  . (30) 

Il peut donc s’exprimer sous la forme 

 K
hij i j= ∂µ

∂






2

2
( . ) ( . )h e h e

Ω
 , (31) 

ou encore, sous la forme équivalente 

 K h
hij i j= ∂µ

∂






2 2

2
( ɵ . ) (ɵ . )h e h e

Ω
 , (32) 

où nous avons posé h2 = h . h et ˆ h = h / h . La forme (32) est souvent préférable à la forme 
(31) car le facteur ∂µ/∂h2 peut être singulier en h = 0, alors que h2 ∂µ/∂h2 est régulier. Ce 
dernier terme est obtenu à partir de la courbe de saturation (b-h) du matériau associé. Nous 
pouvons remarquer que la matrice K  est symétrique. La matrice J, dont les éléments sont 
définis par l’expression (28), est donc également symétrique. 

2.2.4 Evaluation des matrices – Matrices élémentair es 

Les intégrations sur le domaine Ω, qui doivent conduire à l’évaluation des matrices 
définies (19-20, 32), peuvent être remplacées par des intégrations sur tous les éléments 
géométriques Ωk, ∀ k ∈ E, constituant le maillage de ce domaine. De plus, le support d’une 
fonction de base se limite aux éléments géométriques qui ont en commun l’entité associée 
(noeud, arête, coupure). Ainsi, les matrices définies sont creuses. Cette propriété est très 
intéressante pour la résolution numérique du système d’équations associé, ainsi que pour le 
nombre, alors réduit, des composantes à considérer. Il en résulte aussi que chaque élément 
géométrique Ωk contribue de façon locale à ces matrices. Ceci peut être mis en évidence en 
définissant des matrices élémentaires relatives à chaque élément, et pour lesquelles seules les 
entités associées à chacun de ces éléments sont à prendre en compte. Ainsi, pour l’élément Ωk, 
nous avons les matrices élémentaires suivantes : 

 ( )E e ek k k
T

k
= µ

Ω
 ,    ( )E e es k k s k

T

k
, ,= µ

Ω
 , (33-34) 

où ek est le vecteur des fonctions de base relatives aux entités qui sont associées à cet 
élément ; c’est une sous-liste du vecteur e. Les éléments de ces matrices peuvent, comme 
précédemment, s’écrire sous forme de produits internes, c’est-à-dire 

 ( )Ek ij k i k j
k

, , ,,= µ e e
Ω

 ,    ( )Es k ij k i s k j
k

, , , , ,,= µ e e
Ω

 . (35-36) 
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Les éléments (32) peuvent aussi être considérés localement, par élément Ωk, c’est-à-dire selon 

 K h
hk ij k i k j

k

, , ,( ɵ . ) (ɵ . )= ∂µ
∂







2 2

2
h e h e

Ω
 . (37) 

L’union, ou assemblage, de toutes les matrices élémentaires d’un type donné mène à la 
matrice globale correspondante. 

3. Formulation en potentiel vecteur magnétique 

3.1 Espace fonctionnel 
L’équivalent discret de l’espace fonctionnel qui intervient dans la formulation en potentiel 

vecteur magnétique (III.A.4.23) est Fe
1, ou S1, dans lequel une condition de jauge doit être 

définie afin d’assurer l’unicité du potentiel. Notons que l’espace Fe0
1 est également considéré. 

Nous considérons la jauge définie dans la section II.B.4.2.1 par (II.B.4.28). L’espace jaugé qui 
en résulte est noté 

⌣
F e

1 et est caractérisé par 

 
⌣
F e

1 = { a ∈ S1(Ω) ; aj = 0, ∀ j ∈ 
⌢
A  } , (1) 

où • 
⌢
A  est l’ensemble des arêtes d’un arbre construit dans Ω de la façon définie dans la 
section mentionnée pour la prise en compte de la condition à la limite sur Γe, i.e. 
n ∧ aΓe = 0 ; 

• aj est la circulation de a le long de l’arête j ∈ 
⌢
A  . 

Le potentiel vecteur a peut alors s’exprimer sous la forme discrète (II.B.4.30), qui est une 
forme particulière de (II.B.3.14), c’est-à-dire 

 a s= ∈∑ aj jj A
⌣  , (2) 

où • 
⌣
A  est l’ensemble des arêtes du co-arbre associé à l’arbre défini ; 

• sj est la fonction de base associée à l’arête j ∈ 
⌣
A  ; 

• aj est la circulation de a le long de l’arête j ∈ 
⌣
A  . 

3.2 Forme matricielle de la formulation faible 

3.2.1 Vecteurs de base et de composantes 

Les coefficients des fonctions de base, ou composantes, qui apparaissent dans (2), peuvent 
être regroupés en un vecteur, défini par 

 x x= =
















a

A

a

a

1

⋮

⌣
#

 ,   x ∈ X , (3) 

si les arêtes du co-arbre sont numérotées de 1 à #
⌣
A . Ce vecteur est appelé vecteur des 

composantes du potentiel vecteur a dans la base de 
⌣
F e

1. Il définit un espace X dont la 
dimension est 

 dim X = dim 
⌣
F e

1 = #
⌣
A  . 

Nous définissons le vecteur des fonctions de base de l’espace 
⌣
F e

1, 
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 e = e

s

s
a

A

=
















1

⋮

⌣
#

 . (4) 

Les conditions aux limites sur Γe, associées à la définition de l’espace Fe
1, ont déjà été 

considérées dans la définition des ensembles 
⌢
A  et 

⌣
A . Toutes les composantes de x 

constituent alors des degrés de liberté. 

Ainsi, l’expression (2) du potentiel vecteur peut s’écrire sous la forme 

 a x e x e= =a
T

a
T  . (5) 

3.2.2 Forme matricielle 

L’expression (5) peut être introduite dans l’équation (III.A.4.23), avec jauge, i.e. 

 ( ) ( )µ − =1 rot rota a j a, ' , '   ,  ∀ a' ∈ 
⌣
F e0

1 , 

pour donner 

 ( ) ( )µ − =1 x e x e j x eT T Trot rot, ' , '  ,  ∀ x' ∈ X , (6) 

où rot e est le vecteur des rotationnels des fonctions de base de e. En exprimant les produits 
scalaires sous forme de produits matriciels et en conservant les parenthèses indicées pour 
exprimer une intégration volumique, nous obtenons 

 ( ) ( )µ − =1 x e e x x e j' 'T T T Trot rot Ω Ω  ,  ∀ x' ∈ X . (7) 

Les termes de cette équation peuvent encore se transformer de façon à faire apparaître des 
matrices, c’est-à-dire 

 ( ) ( )µ µ− −= =1 1x e e x x e e x x R x' ' 'T T T T Trot rot rot rotΩ Ω  , 

 ( ) ( )x e j x e j x E' ' 'T T T T T
JΩ Ω= =  . 

Il est aisé de voir que la matrice R ainsi définie est carrée et symétrique. Ainsi, l’équation (7) 
devient 

 x R x x E' 'T T
J=  ,  ∀ x' ∈ X , (8) 

et, puisque x' peut être quelconque, nous avons finalement à résoudre le système symétrique 
d’équations algébriques suivant, d’inconnue x, 

 R x E= J   , (9) 

avec 

 ( )R e e= −µ 1 rot rot T
Ω  ,    ( )E e jJ

T= Ω  . (10-11) 

Les éléments de ces matrices peuvent s’écrire sous forme de produits internes, c’est-à-dire 

 ( )R rot rotij i j= −µ 1 e e,
Ω

 ,    ( )EJ ij i, ,= e j Ω  , (12-13) 

où ei est la i�me composante du vecteur (de vecteurs) e. 

L’équation (9) peut se mettre sous la forme 

 A(x) x = b , (14) 
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avec 

 A(x) = R ,    b = EJ . (15-16) 

Les matériaux saturables, dans lesquels la réluctivité magnétique µ–1 dépend de 
l’induction b, font dépendre la matrice R de l’inconnue x et confèrent donc un caractère non 
linéaire au système d’équations (9) ou (14). 

3.2.3 Problème non linéaire 

La méthode itérative de Newton-Raphson (Dahlquist & Björck, 1974 ; Stoer & Bulirsch, 
1980) est utilisée pour la résolution de l’équation matricielle (14), lorsque celle-ci est non 
linéaire. Les éléments de la matrice jacobienne J correspondante sont donnés par 

 J A
A

x
x

b

xij ij
ik

j
k

i

j
= + −

∂
∂

∂
∂

 ,  1 ≤ i, j ≤ dim X , (17) 

où les xj, j=1 à dim X, sont les composantes du vecteur x. Cette expression devient, avec (15) 
et (16), 

 J R
R

x
xij ij

ik

j
k= +

∂
∂

 . (18) 

Elle peut aussi s’écrire 

 J R Kij ij ij= +  , (19) 

en posant 

 K
R

x
xij

ik

j
k=

∂
∂

 ,  1 ≤ i, j ≤ dim X . (20) 

Ces éléments Kij  définissent une matrice K  et peuvent être développés pour donner 

 K
x

rot rot x
x

rotij
j

i k k
j

i= ∂µ
∂









 = ∂µ

∂











− −1 1
( ) , ( ) ,x e e x e b

Ω Ω

 

avec 

 ( )∂µ
∂

= ∂µ
∂

∂
∂

= ∂µ
∂

∂
∂

= ∂µ
∂

− − − −1 1

2

2 1

2

1

2
2 2

x b

b

x b x
rot

b
rot

j j j

T
j( ) . .x b x e b e  . (21) 

Ils peuvent donc s’exprimer sous la forme 

 K
b

rot rotij i j= ∂µ
∂









−
2

1

2
( . ) ( . )b e b e

Ω
 , (22) 

ou encore, sous la forme équivalente 

 K b
b

rot rotij i j= ∂µ
∂









−
2 2

1

2
( ɵ . ) (ɵ . )b e b e

Ω
 , (23) 

où nous avons posé b2 = b . b et ˆ b = b / b . Le facteur ∂µ–1/∂b2 dans (22) ou (23) est obtenu à 
partir de la courbe de saturation (b-h) du matériau associé. Nous pouvons remarquer que la 
matrice K  est symétrique. La matrice J, dont les éléments sont définis par l’expression (19), 
est donc également symétrique. 
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3.2.4 Evaluation des matrices – Matrices élémentair es 

Les intégrations sur le domaine Ω, qui doivent conduire à l’évaluation des matrices 
définies (10-11, 23), peuvent être remplacées par des intégrations sur tous les éléments 
géométriques Ωk, ∀ k ∈ E, constituant le maillage de ce domaine. Comme le support d’une 
fonction de base d’arête se limite aux éléments géométriques qui ont en commun l’arête 
associée, les matrices définies sont creuses. De plus, chaque élément géométrique Ωk 
contribue de façon locale à ces matrices. Ceci peut être mis en évidence en définissant des 
matrices élémentaires relatives à chaque élément, et pour lesquelles seules les entités 
associées à chacun de ces éléments sont à prendre en compte. Ainsi, pour l’élément Ωk, nous 
avons les matrices élémentaires suivantes, associées à (10-11) : 

 ( )R e ek k k
Trot rot

k
= −µ 1

Ω
 ,    ( )E e jJ k k

T
k

, = Ω  , (24-25) 

où ek est le vecteur des fonctions de base relatives aux entités qui sont associées à cet 
élément ; c’est une sous-liste du vecteur e. Les éléments de ces matrices peuvent, comme 
précédemment, s’écrire sous forme de produits internes, c’est-à-dire 

 ( )R e ek ij k i k jrot rot
k

, , ,,= −µ 1
Ω

 ,    ( )E e jJ k i k i
k

, , , ,=
Ω

 . (26-27) 

Les éléments (23) peuvent aussi être considérés localement, par élément Ωk, c’est-à-dire selon 

 K b
b

rot rotk ij k i k j
k

, , ,( ɵ . ) (ɵ . )= ∂µ
∂









−
2 2

1

2
b e b e

Ω
 . (28) 

L’union, ou assemblage, de toutes les matrices élémentaires d’un type donné mène à la 
matrice globale correspondante. 
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Chapitre IV 

Problème des courants induits 

Partie A 
Formulation continue 

1. Position du problème 
Il s’agit de calculer le champ magnétique ainsi que les courants induits dans une 

structure tridimensionnelle constituée de matériaux magnétiques, éventuellement 
saturables, et conducteurs. Les sources du champ magnétique sont des inducteurs définis 
par des grandeurs locales (densité de courant) ou globales (courant ou tension). Une telle 
configuration est schématisée ci-dessous (Fig. 1).  

Ωp

Ω

Ωe

Ωa

Va

I a

Ωs

j s

 
Fig. 1.  Type de configuration étudiée pour le problème des courants induits. 

Y sont représentés, un domaine conducteur passif ΩΩΩΩp, c’est-à-dire sans source, un domaine 
conducteur actif ΩΩΩΩa, pour lequel des grandeurs globales telles que courant (Ia) et tension (Va) 
sont définies, et un domaine inducteur ΩΩΩΩs, dans lequel la densité de courant est connue (js). 
Ces domaines sont plongés dans le domaine extérieur ΩΩΩΩe. Plusieurs domaines de chacun des 
types définis peuvent se présenter dans une configuration, c’est-à-dire que chaque type peut 
être associé à un domaine non connexe. Le domaine global d’étude ΩΩΩΩ est l’union de tous ces 
domaines ; sa surface est notée ΓΓΓΓ. Nous définissons enfin le domaine conducteur global ΩΩΩΩc 
comme l’union Ωp ∪ Ωa. C’est dans ce domaine que des courants induits peuvent apparaître. 
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2. Modèle mathématique 

2.1 Equations 
Les équations à résoudre sont les équations de Maxwell pour lesquelles les courants de 

déplacement sont négligés devant les courants de conduction. Cette approximation, appelée 
approximation classique de l’électrotechnique ou approximation quasi-stationnaire, est 
valable pour l’étude des phénomènes physiques qui font intervenir les fréquences utilisées en 
électrotechnique (de quelques hertz à quelques centaines de kilohertz). Le système 
d’équations est alors le suivant : 

 rot h = j  ,    rot e = – ∂tb ,    div b = 0 . (1-2-3) 

Notons que l’équation (2) entraîne ∂t(div b) = 0 et donc div b = cte. Ainsi, si div b est nulle 
à l’instant initial, elle le restera à tout instant ultérieur. 

2.2 Lois de comportement 
Les propriétés magnétiques des matériaux peuvent s’exprimer grâce à la relation 

 b = µ h , (4) 

où µ est la perméabilité magnétique, qui peut ne pas être constante. C’est le cas lorsqu’elle 
est relative à des matériaux saturables, également qualifiés de non linéaires ; elle dépend alors 
du champ magnétique h, µ = µ(h). 

Les matériaux conducteurs peuvent être décrits par la loi d’Ohm . Ainsi, 

 j = σ e     dans Ωp , (5a) 

où σ est la conductivité électrique, qui elle-même est l’inverse de la résistivité ρ, σ = 1/ρ. 
L’expression de la loi d’Ohm dans les inducteurs de type Ωa sera donnée dans un paragraphe 
ultérieur. Dans les inducteurs Ωs où la densité de courant est connue, nous avons simplement 

 j = js     dans Ωs , (5b) 

où js est un champ de densité de courant donné. 

2.3 Conditions aux limites 
A la frontière ΓΓΓΓ du domaine global Ω, nous considérons certaines conditions aux limites 

fréquemment rencontrées. Sur une portion de surface Γh de Γ, éventuellement non connexe, 
est définie la condition 

 n ∧ hΓh = 0 , (6a) 

qui entraîne la condition 

 n . rot hΓh = 0 

équivalente à 

 n . jΓh = 0 . (6b) 

Sur la portion de surface Γe, complémentaire de Γh dans Γ, de nouveau éventuellement non 
connexe, est définie la condition 

 n . bΓe = 0 , (7a) 
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qui résulte de 

 n ∧ eΓe = 0 . (7b) 

De telles conditions aux limites peuvent se présenter sur des plans de symétrie. La 
condition (6a) peut aussi se présenter si le domaine extérieur à Ω a une perméabilité 
magnétique infinie. 

2.4 Diagramme de Tonti 
Les champs h, j , b et e peuvent être accueillis par la structure mathématique continue qui a 

été définie à la section II.A.3. Il s’agit de chercher les champs h, j , b et e tels que 

 h ∈ Fh
1 ,  j  ∈ Fh

2 ,    b ∈ Fe
2 ,  e ∈ Fe

1 . 

Les espaces fonctionnels définis sont en effet appropriés à ces champs. Ils constituent les 
domaines de définition des opérateurs pouvant être appliqués aux champs considérés. De plus, 
il prennent en compte les conditions aux limites (6-7). Notons que les contraintes physiques 
d’énergie finie sont également assurées. 

Les équations, les lois de comportement et les conditions aux limites du problème des 
courants induits peuvent alors se trouver rassemblées dans les diagrammes de Tonti donnés ci-
après (Fig. 1 et 2). Le premier diagramme est une combinaison de deux copies du diagramme 
de Tonti présenté au chapitre II (Fig. II.A.3.4), liées par l’opérateur de dérivation par rapport 
au temps. Le second diagramme fait abstraction de cet opérateur et constitue ainsi une 
simplification du premier. Les champs h, j , b et e sont disposés aux niveaux appropriés de ces 
diagrammes et les équations qui les relient, ainsi que les lois de comportement, sont alors 
mises en évidence. 

Des potentiels sont également introduits et sont disposés en aval des champs qui peuvent en 
dériver. Il s’agit d’un potentiel scalaire magnétique φ, d’un potentiel vecteur électrique t, d’un 
potentiel scalaire électrique v, d’un potentiel vecteur magnétique a et d’un autre, modifié, a*. 
Les diverses formulations magnétodynamiques en potentiels (Chapitre I) peuvent ainsi être 
mises en évidence. 

 
Fig. 1.  Diagramme de Tonti du problème des courants induits. 

 
Fig. 2.  Diagramme de Tonti du problème des courants induits (avec abstraction de la dérivation temporelle). 
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Notons que le diagramme de la figure 1 peut être facilement complété pour prendre en 
compte les courants de déplacement. Il suffit pour cela d’ajouter les champs d et ρv à l’arrière 
de la partie gauche du diagramme, aux niveaux respectifs 2 et 3, de définir l’opérateur de 
dérivation temporelle sur cette même partie et de placer la loi de comportement d = ε e sur le 
segment horizontal reliant d à e (Bossavit, 1991c). 

3. Sources du champ magnétique 
Des conducteurs actifs, ou inducteurs, sont à l’origine d’un champ magnétique. 

3.1 Les sources extérieures 
Un inducteur peut être extérieur au domaine d’étude Ω. Le champ inducteur 

correspondant, ou champ source, est alors entièrement déterminé. C’est par exemple le cas 
lorsque nous voulons considérer un champ source de direction uniforme dans le domaine 
d’étude. 

3.2 Les inducteurs bobinés 
Un inducteur, ou conducteur actif, bobiné — c’est-à-dire constitué d’un certain nombre de 

brins conducteurs avec une entrée et une sortie de courant — peut être modélisé par une 
densité de courant donnée lorsque l’épaisseur de peau est grande par rapport à la dimension 
d’un fil conducteur. En effet, le champ de réaction d’induit est dans ce cas négligeable, et par 
conséquent ne perturbe pas la distribution spatiale du champ magnétique. 

Un inducteur Ωs (Fig. 1), dans lequel la densité de courant js est connue, peut être pris en 
compte grâce à la définition d’un champ hs, appelé champ source, qui vérifie 

 rot hs = js   dans Ωs ,    rot hs = 0   dans Ωs
C , (1a-b) 

et donc appartient à l’espace Hs défini par 

 Hs = { hs ∈ Fh
1 ; rot hs = 0 dans Ωs

C} . (2) 

Comme un tel champ n’est pas unique, nous avons une certaine liberté quant à son expression. 

Ωs

j s
 

Fig. 1.  Inducteur de type Ωs. 

3.3 Les inducteurs massifs 
Un inducteur massif peut être le siège de courants induits. C’est le cas lorsque l’épaisseur 

de peau est inférieure à certaines de ses dimensions. 

Considérons un conducteur actif Ωa (Fig. 2) pour lequel des grandeurs globales, telles que 
courant et tension, sont définies. Dans un tel inducteur, considérons qu’il y a une source de 
champ électrique électromoteur ea, localisée entre deux sections Sa1 et Sa2 très proches 
l’une de l’autre dans Ωa. Le sous-domaine de Ωa compris entre ces deux sections constitue un 
générateur et est noté Ωae. 
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Ωa

Va

I a
Sa1

Sa2

, ΣaeΩae

 
Fig. 2.  Inducteur actif. 

Si l’on fait tendre Sa1 vers Sa2, le sous-domaine Ωae tend vers une section Σae. Le champ 
électrique électromoteur est alors localisé sur cette section et peut s’exprimer par 

 ea(x) = nΣ(xΣ) Va δ(x–xΣ) , (3) 

où x est un point de Ωae, xΣ est sa projection sur Σae, nΣ(xΣ) est la normale à Σae en xΣ et Va 
est une quantité scalaire, représentant une force électromotrice (f.e.m.) pouvant dépendre du 
temps. Vu de l’extérieur, un générateur est la source d’une différence de potentiel électrique 
égale à Va. Dans un tel inducteur, la loi d’Ohm s’écrit 

 e = σ 
–1 j  – ea   dans Ωae ,    e = σ 

–1 j    dans Ωa\Ωae . (4-5) 

4. Formulations 
Dans un premier temps, choisissons de chercher les champs h, j , b et e tels que 

 h ∈ Fh
1 ,  j  ∈ Fh

2 ,    b ∈ Fe
2 ,  e ∈ Fe

1 . 

Choisissons ensuite d’exprimer les équations (2.1) et (2.2) sous forme forte et les lois de 
comportement (2.4) et (2.5) sous forme faible. 

Au niveau discret, ces lois ne pourront pas être vérifiées exactement. En effet, les espaces 
d’approximation de Fh1 et Fe

2 d’une part, et de Fh2 et Fe
1 d’autre part, sont en général 

différents. Il ne peut alors pas exister de relations du type des lois de comportement entre des 
éléments de ces ensembles. A vrai dire, puisqu’on discrétise, il doit bien apparaître une erreur 
d’approximation : elle se situera dans les relations constitutives, que l’on ne peut se contenter 
que de satisfaire au “mieux”, c’est-à-dire faiblement. Par contre, les équations (2.1) et (2.2) 
pourront être satisfaites exactement pour les champs approchés ; si toutefois ceux-ci 
appartiennent à des espaces d’approximation qui le permettent, ce qui sera bien le cas. 

Choisissons maintenant de considérer le problème des courants induits de deux façons 
différentes. 

Premièrement, prenons h dans Fh1 et j  dans Fh2 pour que l’équation (2.1) puisse être 
satisfaite exactement, et satisfaisons exactement les lois de comportement (2.4) et (2.5). Ceci 
revient à placer b dans Fh1 et e dans Fh2, et ne permet donc de formuler l’équation (2.2) que 
faiblement. Cette méthode portera le nom de formulation conforme en h. Notons qu’elle est 
également conforme en j  et, plus généralement, pour tout le côté gauche du diagramme de 
Tonti de la figure 2.1. 

Deuxièmement, prenons b dans Fe2 et e dans Fe1 pour que l’équation (2.2) puisse être 
satisfaite exactement, et satisfaisons encore exactement les lois de comportement (2.4) et 
(2.5). Ceci revient cette fois à placer h dans Fe2 et j  dans Fe1, et ne permet donc de formuler 
l’équation (2.1) que faiblement. Cette méthode portera le nom de formulation conforme en 
b. Elle est également conforme en e et, plus généralement, pour tout le côté droit du 
diagramme de Tonti de la figure 2.1. 
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Chacune de ces deux méthodes a ses avantages. Le choix de l’une d’entre elles se fera en 
fonction du type de conformité désirée. La formulation en h permet de satisfaire exactement la 
loi d’Ampère, alors que la formulation en e permet de satisfaire exactement la loi de Faraday. 

5. Formulations conformes en h 

5.1 Formulation mixte en h et e 
Prenons h dans Fh1 et j  dans Fh2 de sorte que l’équation d’Ampère (2.1) puisse être 

satisfaite exactement. Satisfaisons également exactement les lois de comportement (2.4) et 
(2.5). Au niveau discret, cela revient à placer b dans Fh1 et e dans Fh2, et ne permet donc de 
vérifier l’équation de Faraday (2.2) que de façon approchée. Exprimons alors dès maintenant 
cette équation en formulation faible avec néanmoins, dans un premier temps, b dans Fe2 et e 
dans Fe1, c’est-à-dire avant l’expression forte des lois de comportement. 

La formulation faible de l’équation de Faraday (2.2) va de pair avec la forme intégrale 

 ( ) ( )∂ t rotb h e h, ' , '+ = 0  ,  ∀ h' ∈ Fh0
1 , (1) 

dans laquelle les termes de l’équation (2.2) apparaissent explicitement et où h' est un champ-
test, indépendant du temps (c’est le cas pour tous les champs-test). Elle s’exprime en effet, en 
terme de l’opérateur adjoint du rotationnel (II.A.3.13), sous la forme 

 ( ) ( )∂ t rotb h e h, ' , '+ = 0  ,  ∀ h' ∈ Fh0
1 . (2) 

En portant la loi de comportement (2.4) dans cette forme faible, nous obtenons finalement 

 ( ) ( )∂ µt roth h e h, ' , '+ = 0  ,  ∀ h' ∈ Fh0
1 . (3) 

L’équation d’Ampère (2.1) peut également s’écrire sous forme intégrale avec champ-test, 
c’est-à-dire 

 ( ) ( )rot h j j j, ' , '=  ,  ∀ j ' ∈ Fh
2 . (4) 

Cette forme est souvent appelée forme faible, mais c’est un abus de langage car elle ne répond 
pas à la définition qui en a été donnée. En effet, aucun opérateur adjoint n’y est impliqué. En 
réalité, au niveau discret, elle conduit à satisfaire exactement l’équation (2.1). 

L’introduction de la loi d’Ohm (2.5, 3.4-5) dans (4) conduit à 

 ( ) ( ) ( ) ( )rot
p a ae s

a sh j e j e j j j, ' , ' , ' , '− − =∪σ σΩ Ω Ω Ω  ,  ∀ j ' ∈ Fh
2 , (5) 

où le troisième terme peut être simplifié grâce à l’expression (3.3) de ea , 

 ( ) ( )σ σ δ σ σe j n j n j ja a a a a
ae ae ae

V V V I
def

, ' , ' , ' ( ' )Ω Σ Ω Σ Σ= = =  , (6) 

pour conduire finalement à l’équation suivante : 

 ( ) ( ) ( )rot V I
c s

a a sh j e j j j j, ' , ' ( ' ) , '− − =σ σΩ Ω  ,  ∀ j ' ∈ Fh
2 . (7) 

Les équations (3) et (7) constituent une formulation mixte  en h et e, où seule la 
conformité en h est assurée. Cette formulation ne se prête cependant pas à une résolution 
numérique aisée et on préfère souvent la réduire à une forme qui ne s’exprime qu’en fonction 
de h. C’est la formulation en h. 
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5.2 Formulation en h 

5.2.1 Etablissement de la formulation faible en h 

Nous pouvons éliminer le champ e des équations (3) et (7) pour obtenir une équation 
unique. Pour ce faire, il est intéressant de revenir à la forme forte de l’équation (2.1), plutôt 
que de considérer la forme intégrale équivalente (7). La loi d’Ohm (2.5) nous permet 
d’exprimer le champ e dans les domaines conducteurs, et ainsi d’écrire 

 e = σ 
–1 j       dans Ωp et dans Ωa\Ωae , (8a) 

 e = σ 
–1 j  – ea      dans Ωae , (8b) 

 e  non défini dans Ωc
C , (8c) 

avec j  donné par (2.1), i.e. j  = rot h. Ces différentes expressions de e peuvent être introduites 
dans l’équation (3) pour conduire à 

 ( ) ( ) ( ) ( )∂ µ σt arot rot rot rot
p a c

C
ae

h h h h e h e h, ' , ' , ' , '+ + =−
∪

1
Ω Ω Ω Ω , ∀ h' ∈ Fh0

1 . (9) 

A ce stade de la formulation, nous devons remarquer que la contrainte (2.5b), j  = js dans 
Ωs, n’a pas encore été utilisée, mais doit bien entendu accompagner cette dernière équation. 
Nous avons vu qu’elle conduit à définir un champ source hs qui satisfait (3.1a) et qui 
appartient à l’espace Hs (3.2). Si nous faisons intervenir explicitement hs dans l’expression de 
h en posant 

 h = hr + hs , (10) 

alors, comme 

 rot h = js      dans Ωs 

et 

 rot h = 0      dans Ωc
C–Ωs , 

il résulte que 

 rot hr = 0      dans Ωc
C . (11) 

Le champ hr, appelé champ de réaction, est l’inconnue de notre problème. Le champ-test 
associé h' peut donc n’appartenir qu’à un sous-espace de Fh0

1, noté Hr, qui est défini par 

 Hr = { hr ∈ Fh0
1 ; rot hr = 0 dans Ωc

C} . (12) 

C’est ainsi que le troisième terme de (9) s’annule et qu’il est possible de s’affranchir de la 
connaissance du champ e dans Ωc

C. Rappelons que les équations considérées du problème des 
courants induits ne permettent pas de déterminer le champ e dans les régions non 
conductrices. Enfin, le membre de droite de l’équation (9) peut être simplifié grâce à 
l’expression (3.3) de ea, qui donne 

 ( ) ( )e h n h n h ha a a a arot V rot V rot V I rot
ae ae ae

def

, ' , ' , ' ( ' )Ω Σ Ω Σ Σ= = =δ  , (13) 

où 

 I rot rota

def

ae
( ' ) , 'h n h= Σ Σ  (14) 

est le flux de la densité de courant j ' = rot h' à travers Σae, c’est-à-dire le courant global 
correspondant qui parcourt l’inducteur Ωa, et Va est la force électromotrice injectée dans cet 
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inducteur. Il faut noter que ce courant ne correspond au courant réel que dans le cas particulier 
où le champ-test h' est le champ de réaction réel. 

La formulation en h du problème des courants induits peut donc s’exprimer comme ci-
dessous. 

Connaissant le champ magnétique h à l’instant zéro, il s’agit de rechercher la solution h, pour 
t ≥ 0, du problème suivant : 

 ( ) ( )∂ µ σt a arot rot V I rot
c

h h h h h, ' , ' ( ' )+ =−1
Ω  ,  ∀ h' ∈ Hr , (15) 

où 

 Hr = { hr ∈ Fh0
1 ; rot hr = 0 dans Ωc

C} , 

et 

 h = hr + hs , 

avec 

 hs ∈ Hs ,    Hs = { hs ∈ Fh
1 ; rot hs = 0 dans Ωs

C} ,    rot hs = js  dans Ωs . 

Cette formulation en h peut avantageusement se transformer en une formulation h-φ afin 
de définir explicitement l’espace Hr. Une telle transformation sera réalisée lors de 
l’établissement de la formulation discrète correspondante. 

5.2.2 Retour à la formulation forte 

Déterminons les équations fortes qui sont impliquées par la formulation faible en h (15). 
Dans ce but, choisissons différents types de champs-test, qui couvrent des sous-espaces de Hr 
(Bossavit, 1984c). 

Considérons tout d’abord les champs-test de la forme h' = – grad φ', où φ' ∈ Fh0
0 et 

supp φ' = Ω. La formulation (15) se réduit alors à la forme 

 ( )∂ µ φt gradh , '− = 0  ,  ∀ φ' ∈ Fh0
0 , 

qui entraîne, grâce à la formule de Green de type grad-div (II.A.2.21), 

 ( )∂ µ φ ∂ µ φt tdiv
e

( ) , ' .( ) , 'h n h− =Γ 0  ,  ∀ φ' ∈ Fh0
0 . 

Il en résulte les relations 

 div (µ h) = 0 ,    n . (µ h)Γe = 0 , (16-17) 

à condition toutefois que celles-ci soient vérifiées à l’instant initial. L’équation (2.3) est donc 
vérifiée, partout dans Ω, ainsi que la condition à la limite (2.7a). Notons que la condition à la 
limite (2.6a) est implicite dans la définition de l’espace Fh1. 

Ensuite, choisissons les champs-test h' ∈ Fh0
1 tels que supp h' = Ωc et n ∧ h'∂Ωc = 0. La 

formulation (15) devient alors 

 ( ) ( )∂ µ σt
c c

rot roth h h h, ' , 'Ω Ω+ =−1 0  , 

pour tout champ-test h' ainsi défini. L’application de la formule de Green de type rot-rot 
(II.A.2.22) conduit à 

 ( ) ( )∂ µ σt
c c

rot roth h h h, ' ( ) , 'Ω Ω+ =−1 0  , 

et il en résulte que 
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 ∂t (µ h) + rot (σ 
–1 rot h) = 0         dans Ωc , (18) 

qui correspond à l’équation de Faraday (2.2) dans Ωc. 

Considérons maintenant les champs-test h' ∈ Fh0
1 tels que h' = – grad φ' dans Ωc

C. Ces 
champs appartiennent bien à l’espace Hr, mais ne couvrent en général pas tout cet espace car 
le domaine Ωc

C peut être multiplement connexe, c’est-à-dire que φ' peut être multivoque. La 
formulation (15) devient, pour tout champ-test h' ainsi défini, 

 ( ) ( ) ( )∂ µ σ ∂ µ φt t
c c c

Crot rot gradh h h h h, ' , ' , 'Ω Ω Ω+ + − =−1 0  . (19) 

Les deux premiers termes de cette équation conduisent, par application de la formule de 
Green de type rot-rot (II.A.2.22), à 

 
( ) ( )

( ) ( )
∂ µ σ

∂ µ σ σ

t

t

c c

c c c

rot rot

rot rot rot

h h h h

h h h h n h h

, ' , '

, ' ( ) , ' ( ) , '

Ω Ω

Ω Ω

+

= + − ∧

−

− −
∂Ω

1

1 1
 

et ensuite, en tenant compte de (18), en écrivant n ∧ h'∂Ωc = – n ∧ grad φ'∂Ωc par 
prolongement et en posant e = σ 

–1 rot h, il reste 

 ( ) ( )∂ µ σ φt
c c c

rot rot gradh h h h e n, ' , ' ' ,Ω Ω+ = ∧−
∂Ω

1  . 

Grâce à la relation vectorielle e ∧ grad φ' = φ' rot e – rot (φ' e), la dernière expression devient 

 ( ) ( )∂ µ σ φt
c c c

rot rot roth h h h e n, ' , ' ' ,Ω Ω+ =−
∂Ω

1  , (20) 

car rot
c

( ' ) ,φ e n ∂Ω  = 0 (par application du théorème de Stokes, avec ∂(∂Ωc) = ∅). 

Le troisième terme de l’équation (19) peut, par application de la formule de Green de type 
grad-div (II.A.2.21), se transformer selon 

 ( ) ( )∂ µ φ ∂ µ φ ∂ µ φt t tgrad div
c
C

c
C

c
Ch h n h, ' ( ) , ' .( ) , '− = − ∂ΩΩ Ω  , 

et ensuite, en tenant compte de (16) et (17), il reste 

 ( )∂ µ φ ∂ µ φt tgrad
c
C

c
h n h, ' .( ) , '− = + ∂ΩΩ  , (21) 

où n est maintenant la normale extérieure à Ωc, qui est opposée à la normale extérieure à Ωc
C, 

sur la frontière commune à ces deux domaines. 

Portant (20) et (21) dans l’équation (19), cette dernière devient 

 n e n h. , ' .( ) , 'rot
c c

tφ ∂ µ φ∂Ω ∂Ω+ = 0  

et entraîne, puisque φ' est quelconque, la relation 

 n . ( rot e + ∂t (µ h) )∂Ωc = 0 , (22) 

qui est la projection normale à ∂Ωc de l’équation de Faraday (2.2). 

On peut finalement montrer, en considérant tous les champs-test h' ∈ Hr, que la circulation 
de e le long d’un courbe fermée sur ∂Ωc entourant un trou dans Ωc est égale à la dérivée 
temporelle du flux de l’induction à travers ce trou (Bossavit, 1984a). Pour cela, on peut se 
limiter aux champs-test h' ∈ 1(Ωc

C) (II.A.2.39). 

5.2.3 Interprétation physique de la formulation fai ble en h 

Considérons qu’aucun domaine de type Ωs n’est présent dans le domaine d’étude, et donc 
que hs = 0. Si le champ h est solution du problème (15), alors la formulation faible associée 
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est vérifiée pour tout champ-test h' ∈ Hr et donc, en particulier, pour h' = h, à un instant fixé. 
Ainsi, la formulation (15) se réduit à la relation 

 ( ) ( )∂ µ σt a arot rot V I rot
c

( ) , , ( )h h h h h+ =−1
Ω  . (23) 

Nous allons voir que cette relation exprime un bilan énergétique. Tout d’abord, le terme 

 V I rot V I V Ia a a a a a( ) ( )h j= =  (24) 

représente la puissance fournie par les sources de force électromotrice. Ensuite, le terme 

 ( ) ( )σ σ σ− − −= = ∫1 1 1 2rot rot j d
c c c

h h j j x, ,Ω Ω Ω
 (25) 

représente la puissance dissipée par effet Joule dans les régions conductrices Ωc. 
Finalement, le terme 

 ( )∂ µt ( ) ,h h  = ∂t Wb(b) (26) 

représente la variation temporelle de l’énergie magnétique. En effet, l’énergie magnétique 
Wb(b), donnée par (III.A.4.1), est reliée à la coénergie magnétique Wh(h), donnée par 
(III.A.4.2), par la relation 

 Wb(b) = ( )h b,  – Wh(h) , 

qui résulte de (III.A.4.6). Ainsi, cette relation devient 

 ∂t Wb(b) = ∂t ( )h h, µ  – ∂t Wh(h) , 

et, en développant le second membre, nous obtenons 

 ∂t Wb(b) = ( )∂ t h h, µ  + ( )h h, ( )∂ t µ  – ( )µ h h, ∂ t  = ( )∂ t ( ) ,µ h h  . 

Cette interprétation physique directe n’est possible que si aucun domaine de type Ωs n’est 
présent, ni dans le domaine d’étude, ni à l’extérieur. En effet, si un tel domaine existe dans le 
domaine d’étude, alors, puisque nous renonçons à connaître le champ électrique e à l’extérieur 
des régions conductrices, c’est-à-dire dans Ωc

C et donc, dans Ωs, la formulation (15) ne 
renferme pas les informations nécessaires pour connaître les puissances du type  
(σ 

–1 js, js)Ωs ; la conductivité σ n’y est même pas définie. De plus, pour un domaine Ωs 
existant à l’extérieur du domaine d’étude, les sources ne sont pas modélisées. 

6. Formulations conformes en b 

6.1 Formulation mixte en e et h 
Prenons b dans Fe2 et e dans Fe1 de sorte que l’équation de Faraday (2.2) puisse être 

satisfaite exactement. Satisfaisons également exactement les lois de comportement (2.4) et 
(2.5). Au niveau discret, cela revient à placer h dans Fe2 et j  dans Fe1, et ne permet donc de 
vérifier l’équation d’Ampère (2.1) que de façon approchée. Exprimons alors dès maintenant 
cette équation en formulation faible. 

La formulation faible de l’équation d’Ampère (2.1) va de pair avec la forme intégrale 

 ( ) ( )rot h a j a, ' , '=  ,  ∀ a' ∈ Fe0
1 , (1) 

dans laquelle les termes de l’équation (2.1) apparaissent explicitement et où a' est un champ-
test. Elle s’exprime en effet, en terme de l’opérateur adjoint du rotationnel (II.A.3.13), sous la 
forme 
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 ( ) ( )h a j a, ' , 'rot =  ,  ∀ a' ∈ Fe0
1 . (2) 

En limitant le second terme de cette forme faible au support de j  et en considérant les relations 
(2.5a-b) et (3.4-5), nous obtenons 

 ( ) ( ) ( ) ( )h a e a e a j a, ' , ' , ' , 'rot
p a ae s

a s= + +∪σ σΩ Ω Ω Ω  ,  ∀ a' ∈ Fe0
1 , (3) 

où le troisième terme peut être développé grâce à l’expression (3.3) de ea, qui donne 

 ( ) ( )σ σ δ σ σe a n a n a aa a a a a
ae ae ae

V V V I
def

, ' , ' , ' ( ' )Ω Σ Ω Σ Σ= = =  . (4) 

Portant (4) dans (3), nous obtenons finalement l’équation suivante : 

 ( ) ( ) ( )h a e a j a a, ' , ' , ' ( ' )rot V I
p a s

s a a= + +∪σ σΩ Ω Ω  ,  ∀ a' ∈ Fe0
1 . (5) 

L’équation de Faraday (2.2) peut également s’écrire sous forme intégrale avec champ-test, 
c’est-à-dire 

 ( ) ( )rot te b h b, ' , '= − ∂ µ  ,  ∀ b' ∈ Fe
2 . (6) 

Cette forme est souvent appelée, par abus de langage, forme faible de l’équation (2.2). 

Les équations (5) et (6) constituent une formulation mixte  en e et h, où seule la 
conformité en e est assurée. On préfère souvent la réduire à une forme qui ne s’exprime qu’en 
fonction de e et qui constitue la formulation en e. 

6.2 Formulation en e 
Nous pouvons éliminer le champ h des équations (5) et (6) pour obtenir une équation 

unique. Pour ce faire, il est intéressant de revenir à la forme forte de l’équation (2.2), plutôt 
que de considérer la forme intégrale équivalente (6). Portons la loi de comportement (2.4) 
dans (5), puis dérivons par rapport au temps l’équation obtenue. Sous l’hypothèse 
d’invariance de la perméabilité µ avec le temps, nous obtenons 

 ( ) ( ) ( ) ( )∂ σ µt t t s t a a
c s

rot V Ie a b a j a a, ' , ' , ' ( ' )Ω Ω− ∂ = −∂ − ∂−1  ,  ∀ a' ∈ Fe0
1 . (7) 

Portant finalement l’équation de Faraday (2.2) dans cette équation, elle devient 

 ( ) ( ) ( ) ( )∂ σ µt t s t a a
c s

rot rot V Ie a e a j a a, ' , ' , ' ( ' )Ω Ω+ = −∂ − ∂−1  ,  ∀ a' ∈ Fe0
1 . (8) 

Du fait de l’hypothèse considérée sur la perméabilité, cette équation ne peut pas 
s’appliquer à des matériaux non linéaires. C’est un inconvénient qui peut être éliminé grâce à 
l’introduction d’un potentiel vecteur. 

6.3 Formulation en a * 
Considérons le potentiel vecteur modifié a*, défini par 

 a* ∈ Fe
1 ,    b = rot a* ,    e = – ∂t a* , (9a-b-c) 

de sorte que l’équation de Faraday puissent s’exprimer sous forme forte. Portant la loi de 
comportement (2.4), puis les expressions (9b) et (9c), dans (5), nous obtenons 



110 Chapitre IV.  Problème des courants induits    Partie A.  Formulation continue 

 

 ( ) ( ) ( )∂ σ µt s a a
c s

rot rot V Ia a a a j a a* *, ' , ' , ' ( ' )Ω Ω+ = +−1  ,  ∀ a' ∈ Fe0
1 . (10) 

Cette dernière équation constitue la formulation en potentiel vecteur modifié a*. 

Nous savons que les informations manquent, dans les équations considérées, pour pouvoir 
déterminer le champ électrique e, et donc a*, dans les régions non conductrices. Le potentiel 
vecteur a* n’est donc pas unique dans ces régions et il s’agit de lui associer une condition de 
jauge. Nous choisissons la jauge (I.3.24), i.e. 

 a* . w = 0 , (11) 

où w est un champ de vecteurs dont les lignes de champ ne sont pas fermées et sont telles 
qu’elles peuvent relier toute paire de points quelconque du domaine d’étude (Albanese & 
Rubinacci, 1990a). Nous définirons un tel champ w lors de l’établissement de la formulation 
discrète correspondante. Notons que la condition de jauge revient à réduire l’espace Fe

1 de la 
solution a* et l’espace Fe0

1 des champs-test. 
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Partie B 
Formulation discrète 

1. Discrétisation 
La résolution analytique du problème des courants induits n’est en général pas possible. 

Ce problème continu, ou exact, doit être approché par un problème discret, formulé dans un 
espace de dimension finie. 

Une telle transformation du problème porte le nom de discrétisation. Elle nécessite la 
réalisation d’un maillage des domaines géométriques impliqués, et l’association d’éléments 
finis, définis à la section II.B.2, aux éléments géométriques qui en résultent. Il s’agit donc de 
construire des espaces d’éléments finis. Les espaces Si, i = 0 à 3, définis à la section II.B.3, 
sont ceux que nous allons utiliser comme équivalents discrets des espaces Fh

i, i = 0 à 3, et Fei, 
i  = 0 à 3. 

Il s’agit en fait de réaliser une double discrétisation, c’est-à-dire une discrétisation de 
l’espace géométrique, suivie d’une discrétisation des champs qui y sont définis. Cette double 
discrétisation peut être considérée comme formant un tout grâce à la définition des espaces 
d’éléments finis. 

Tous les espaces, tant géométriques que fonctionnels, qui vont apparaître dans la suite, 
sont des espaces discrets. Et, puisque toute confusion devient alors impossible, nous les 
notons, par facilité, de la même façon que les espaces continus dont ils sont les analogues. 
Ainsi, dans cette partie, les domaines Ω, Ωc, ∂Ωc, … , de même que les espaces Fh

i, i = 0 à 3, 
et Fe

i, i = 0 à 3, Hr et Hs, deviennent discrets. 

2. Formulation en champ magnétique 

2.1 Espaces fonctionnels 
Les équivalents discrets des espaces fonctionnels qui interviennent dans la formulation en 

h (IV.A.5.15) sont 

 Hr = { hr ∈ Fh0
1 ; rot hr = 0 dans Ωc

C} ,  Hs = { hs ∈ Fh
1 ; rot hs = 0 dans Ωs

C} . (1-2) 

Ils sont ce que nous avons appelé à la section II.B.4.1, des noyaux réduits de l’opérateur 
rotationnel. Des fonctions de base y ont été déterminées. 

Ainsi, comme le champ h appartient à l’espace d’approximation Fh
1, nous pouvons 

l’exprimer sous la forme (II.B.3.14), 

 h s= ∈∑ h j jj A
 . (3) 

Il en est de même des champs source et de réaction, 

 h ss s j jj A
h= ∈∑ ,  ,    h sr r j jj A

h= ∈∑ ,  . (4-5) 

De plus, le champ de réaction hr est un élément de l’espace Hr (1) et peut donc s’exprimer 
sous la forme générale (II.B.4.17), 
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 h s v cr r j jj A r j jj N r j jj C
h I

c c
C

r
= + +∈ ∈ ∈∑ ∑ ∑, , ,φ  , (6) 

où • φr est le potentiel, dit de réaction, associé à hr ; 
• Ac est l’ensemble des arêtes internes au domaine Ωc ; 
• Nc

C est l’ensemble des noeuds de Ωc
C et de sa frontière ∂Ωc

C ; 
• Cr est l’ensemble des coupures de Ωc

C, dites de réaction, associées au potentiel φr et 
caractérisées par les discontinuités Ir,j , ∀ j  ∈ Cr . 

Quant au champ source hs, il est un élément de l’espace Hs (2) et peut donc aussi 
s’exprimer sous la forme (II.B.4.17), 

 h s v cs s j jj A s j jj N s j jj C
h I

s s
C

s
= + +∈ ∈ ∈∑ ∑ ∑, , ,φ  , (7) 

où • φs est le potentiel source associé à hs ; 
• As est l’ensemble des arêtes internes au domaine Ωs ; 
• Ns

C est l’ensemble des noeuds de Ωs
C et de sa frontière ∂Ωs

C ; 
• Cs est l’ensemble des coupures source de Ωs

C, associées au potentiel φs et 
caractérisées par les discontinuités Is,j , ∀ j  ∈ Cs . 

Le champ hs est construit sur base de la méthode exposée à la section II.B.4.2 à partir d’une 
jauge naturelle dans l’espace des éléments d’arête. Son support est ainsi limité aux inducteurs 
et à un voisinage des coupures associées. 

2.2 Forme matricielle de la formulation faible 

2.2.1 Vecteurs de base et de composantes 

Les coefficients des fonctions de base, ou composantes, qui apparaissent dans (6), peuvent 
être regroupés en vecteurs, définis par 

 x x xh

r

r A

r

r N

I

r

r C

h

h

I

I
c c

C r

=

















=

















=

















,

,#

,

,#

,

,#

, ,

1 1 1

⋮ ⋮ ⋮φ

φ

φ
 , 

où le préfixe # associé à un ensemble donne la dimension algébrique de celui-ci, et où les 
indices numériques sont relatifs aux numéros d’ordre des éléments dans chacun des ensembles 
considérés. Ces vecteurs peuvent ensuite être réunis pour n’en former plus qu’un, appelé 
vecteur des composantes du champ hr dans la base de Hr et noté 

 x

x

x

x

=

















h

I

φ  ,   x ∈ X . (8) 

Celui-ci est un élément d’un espace appelé X, dont la dimension est la même que celle de 
l’espace Hr, c’est-à-dire 

 dim X = dim Hr = #Ac + #Nc
C + #Cr . 

Nous pouvons également définir les vecteurs des fonctions de base 
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 e

s

s

e

v

v

e

c

c
h

A N

I

Cc c
C r

=

















=

















=

















1 1 1

⋮ ⋮ ⋮

# # #

, ,φ  , 

et les réunir pour former ce que nous appelons la base de l’espace Hr, 

 e

e

e

e

=

















h

I

φ  . (9) 

Les conditions aux limites sur Γh, associées à la définition de l’espace Fh
1, imposent la 

fixation de certaines composantes de x : la composante tangentielle de hr est fixée sur Γh par 
l’intermédiaire de sa circulation le long des arêtes de Γh et φr est fixé par l’intermédiaire de ses 
valeurs nodales. Pour les conditions aux limites homogènes considérées, nous pouvons laisser 
tomber ces composantes ainsi que les fonctions de base associées. Les composantes qui ne 
sont pas fixées constituent les degrés de liberté du problème. Nous continuerons à noter #Ac 
et #Nc

C le nombre de ces composantes, associées aux arêtes et aux noeuds qui ne sont pas 
situés sur Γh. Notons qu’il n’y aurait cependant pas de difficulté à considérer des conditions 
aux limites non homogènes. On définirait pour cela explicitement les vecteurs des 
composantes fixées, xh,h et xφ,h, et les vecteurs des fonctions de base associées, eh,h et eφ,h. 

De même, nous pouvons regrouper en vecteurs les coefficients des fonctions de base 
présents dans (7), 

 x x xs h

s

s A

s

s

s N

s I

s

s C

h

h

I

I
s s

C s

,

,

,#

,

,

,#

,

,

,#

, ,=

















=

















=

















1 1 1

⋮ ⋮ ⋮φ

φ

φ
 , 

et réunir ceux-ci pour former le vecteur des composantes du champ hs dans la base de Hs, 

 x

x

x

x

s

s h

s

s I

=

















,

,

,

φ  ,   xs ∈ Xs . (10) 

Les vecteurs des fonctions de base, 

 e

s

s

e

v

v

e

c

c
s h

A

s

N

s I

Cs s
C s

,

#

,

#

,

#

, ,=

















=

















=

















1 1 1

⋮ ⋮ ⋮φ  , 

peuvent aussi être réunis pour former la base de l’espace Hs qui est 

 e

e

e

e

s

s h

s

s I

=

















,

,

,

φ  . (11) 

Il est important de noter que les numérotations des fonctions de base de Hs sont différentes de 
celles des fonctions de base de Hr ; elles sont propres aux ensembles des entités associées. 
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Grâce à ces notations vectorielles, les expressions (6) et (7) peuvent respectivement 
s’écrire 

 h x e x e x er h
T

h
T

I
T

I= + +φ φ  ,    h x e x e x es s h
T

s h s
T

s s I
T

s I= + +, , , , , ,φ φ  , 

ou encore, sous formes plus condensées, 

 h x er
T=  ,    h x es s

T
s=  . (12-13) 

Notons que pour des conditions aux limites non homogènes, on aurait 

 h x e x e x er
T

h h
T

h h h
T

h= + +, , , ,φ φ  . (14) 

2.2.2 Forme matricielle 

Les expressions (12) et (13) peuvent être introduites dans l’équation (IV.A.5.15), i.e. 

 ( ) ( )∂ µ σt s r r a arot rot V I rot
c

( ) , ' , ' ( ' )h h h h h h+ + =−1
Ω  ,  ∀ h' ∈ Hr , 

pour donner 

 
( ) ( )

( )
∂ µ ∂ µ

σ

t
T T

t s
T

s
T

T T
a a

Trot rot V I rot X
c

x e x e x e x e

x e x e x e x

, ' , '

, ' ( ' ) , ' ,

+

+ = ∀ ∈−1
Ω

 (15) 

où rot e est le vecteur des rotationnels des fonctions de base de e. La formulation (15) est 
l’analogue semi-discret de (IV.A.5.15). Il y subsiste en effet une dérivée temporelle qui devra 
elle aussi être discrétisée pour conduire à la formulation discrète complète. En exprimant 
maintenant les produits scalaires sous forme de produits matriciels et en conservant les 
parenthèses indicées pour exprimer une intégration volumique  — ce qui est un abus de 
notation — , nous obtenons 

 
( ) ( )

( )
∂ µ ∂ µ

σ

t
T T

t
T

s
T

s

T T
a a

Trot rot V I rot X
c

x e e x x e e x

x e e x x e x

' '

' ( ' ) , ' .

Ω Ω

Ω

+

+ = ∀ ∈−1
 (16) 

Les termes de cette équation peuvent encore se transformer de façon à faire apparaître des 
matrices, c’est-à-dire 

 ( ) ( )µ µx e e x x e e x x E x' ' 'T T T T T
Ω Ω= =  , 

 ( ) ( )µ µx e e x x e e x x E x' ' 'T
s
T

s
T

s
T

s
T

s sΩ Ω
= =  , 

 ( ) ( )σ σ− −= =1 1x e e x x e e x x R x' ' 'T T T T Trot rot rot rot
c cΩ Ω  , 

 V I rot V I rota a
T T

a a( ' ) ' ( )x e x e=  . 

Il est aisé de voir que les matrices E et R ainsi définies sont carrées et symétriques, alors que 
la matrice Es est en général rectangulaire. Ainsi, l’équation (16) devient 

 ∂ ∂t
T

t
T

s s
T T

a aV I rot X( ' ) ( ' ) ' ' ( ) , 'x E x x E x x R x x e x+ + = ∀ ∈  , (17) 

et, puisque x' peut être quelconque, nous avons finalement à résoudre le système symétrique 
d’équations différentielles suivant, d’inconnue x, 

 ∂ ∂t t s s i iV I rot( ) ( ) ( )E x E x R x e+ + =   , (18) 
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avec 

 ( )E e e= µ T
Ω  ,    ( )E e es s

T= µ
Ω

 ,    ( )R e e= −σ 1 rot rot T
cΩ . (19-20-21) 

Les éléments de ces matrices peuvent s’écrire sous forme de produits internes, c’est-à-dire 

    ( )Eij i j= µ e e,
Ω

 ,    ( )Es ij i s j, ,,= µ e e
Ω

 ,    ( )R rot rotij i j
c

= −σ 1 e e,
Ω

, (22-23-24) 

où ei est la i�me composante du vecteur (de vecteurs) e. 

Les matériaux saturables, dans lesquels la perméabilité magnétique µ est une fonction du 
champ magnétique h, font apparaître des composantes des matrices E et Es qui dépendent à la 
fois de x et xs. De tels matériaux confèrent donc un caractère non linéaire au système 
d’équations (18). 

Expression du flux de rot e 

Le vecteur Ii(rot e), associé à un conducteur actif (Fig. 1), qui apparaît dans l’équation (18) 
peut, d’après la relation (IV.A.5.14), s’écrire 

 I rot roti
ae i

( ) ,
,

e n e= Σ Σ  . 

Ωc
C

Ωc∂Ωc

∂Σ ae,i

Σ ae,i

arête a 
Cr,i

 
Fig. 1.  Coupure (Cr,i) et surface “générateur” (Σae,i) associées à un conducteur actif. 

L’application du théorème de Stokes permet alors de l’exprimer sous la forme d’une intégrale 
curviligne le long du contour ∂Σae,i de Σae,i, c’est-à-dire 

 I rot di
ae i

( ) .
,

e e l=
∂Σ∫  . 

Les composantes de ce vecteur d’intégrales curvilignes dépendent du type des fonctions de 
base du vecteur e et sont données par 

 I rot di j j
ae i

( ) .
,

s s l= =
∂Σ∫ 0  ,  ∀ j ∈ Ac , (25) 

 I rot di j j
ae i

( ) .
,

v v l= =
∂Σ∫ 0  ,  ∀ j ∈ Nc

C , (26) 

 I rot di j j ij
ae i

( ) .
,

c c l= =
∂Σ∫ δ  ,  ∀ j ∈ Cr , (27) 

pour une fonction Ii associée à la coupure i ∈ Cr. La première relation (25) est due au fait 
qu’aucune des arêtes de Ac n’appartient au contour ∂Σae,i situé sur ∂Ωc, et donc que leurs 
circulations sont nulles le long de celui-ci. La seconde relation (26) est obtenue grâce au fait 
que l’expression vj = – grad sj est valable dans Ωc

C, et par continuité sur ∂Ωc ; la circulation 
d’un gradient le long du contour ∂Σae,i situé sur ∂Ωc est par conséquent nulle. La troisième 
relation (27) découle, quant à elle, de l’expression (II.B.4.21) de cj : parmi les arêtes de la 
couche de transition qui contribuent à la fonction cj, une seule apporte une contribution non 
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nulle (arête a sur la figure 1), et égale à un, à la fonction Ii, à condition que j = Cr,i. Ainsi, seule 
la fonction de base ci, i ∈ Cr, apporte une contribution du type Vi Ii(rot ci) = V i à l’équation 
(18) à condition qu’elle soit une fonction-test, c’est-à-dire que le courant traversant la surface 
Σae,i soit inconnu. 

2.2.3 Discrétisation temporelle 

La discrétisation temporelle de l’équation (18) est réalisée à l’aide d’un schéma itératif en 
θθθθ (Wait & Mitchell, 1985). Cette méthode reprend, en particulier, la méthode d’Euler 
implicite (avec θ = 1) et la méthode de Crank-Nicolson (avec θ = 1/2). Grâce à un tel schéma, 
la solution à l’étape n, i.e. à l’instant tn, peut être obtenue à partir de la solution connue à 
l’étape précédente n–1, i.e. en tn–1. L’intervalle de temps entre ces deux étapes est noté ∆tn, et 
est appelé pas de temps à l’étape n, 

 ∆tn = tn – tn–1 . 

Nous utilisons les indices t et t–∆t pour caractériser des expressions aux instants tn et tn–1. La 
dérivée temporelle d’une variable x à l’instant tn est discrétisée de la façon suivante : 

 ( )∂ ≈
−
−

= −−

−
−t n

n n

n n n
t t tx t

x t x t

t t t
x x( )

( ) ( )1

1

1

∆ ∆  . 

L’équation matricielle (18) devient alors 

 

( ) ( )1 1

1

1

∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆

∆

∆

t t

V I rot V I rot

n
t t t t t t

n
s t s t s t t s t t

t t t

i t i i t t i

E x E x E x E x

R x R x

e e

− + −

+ + −

= + −

− − − −

−

−

, , , ,

, ,

( )

( ) ( ) ( )

θ θ

θ θ

 (28) 

pour une étape n donnée. Cette équation peut se mettre sous la forme 

 A(x) x = b(x) , (29) 

où 

 x = xt ,    A(x) = 
1

∆t n
tE R+ θ  , (30-31) 

 ( )b x E R x E x E x( ) ( ) , , , ,= − −








 − −− − − −

1
1

1

∆ ∆∆ ∆ ∆ ∆t tn
t t t t

n
s t s t s t t s t tθ  

 + + − −θ θV I rot V I roti t i i t t i, ,( ) ( ) ( )e e1 ∆  . (32) 

Il faut noter que, dans le cas d’un problème non linéaire, les matrices E et Es dépendent du 
temps par l’intermédiaire de x. 

2.2.4 Problème non linéaire 

La méthode itérative de Newton-Raphson (Dahlquist & Björck, 1974 ; Stoer & Bulirsch, 
1980) est utilisée pour la résolution de l’équation matricielle (29), lorsque celle-ci est non 
linéaire. Les éléments de la matrice jacobienne J correspondante sont donnés par 

 J A
A

x
x

b

xij ij
ik

j
k

i

j
= + −

∂
∂

∂
∂

 ,  1 ≤ i, j ≤ dim X , (33) 
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où les xj, j = 1 à dim X, sont les composantes du vecteur x = xt. Cette expression devient, avec 
(30),(31) et (32), 

 J
t

E R
t

E

x
x

t

E

x
xt ij

n
t ij ij

n

t ik

j
k

n

s t ik

j
s k, ,

, , ,
,= + + +1 1 1

∆ ∆ ∆
θ

∂
∂

∂
∂

 . (34) 

Elle peut également s’écrire 

 J
t

E R
t

Kt ij
n

t ij ij
n

t ij, , ,= + +1 1

∆ ∆
θ  , (35) 

où les éléments Kt,ij d’une matrice K t sont définis par 

 K
E

x
x

E

x
xt ij

t ik

j
k

s t ik

j
s k,

, , ,
,= +

∂
∂

∂
∂

 ,  1 ≤ i,j ≤ dim X . (36) 

L’élément Kt,ij de la matrice K t peut être développé pour donner 

 

K
x

x
x

x

x x

x

t ij
j

t i k k
j

t i s k s k

j
t i r

j
t i s

j
t i

, , ,( ) , ( ) ,
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∂
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∂x h

h

x h x hj
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s j( ) . .x h x e x e h e
2

2

2 2
2 2  . (37) 

Il peut donc s’exprimer sous la forme 

 K
ht ij i j, ( . ) ( . )= ∂µ

∂






2

2
h e h e

Ω
 , (38) 

ou encore, sous la forme équivalente 

 K h
ht ij i j, ( ɵ . ) (ɵ . )= ∂µ

∂






2 2

2
h e h e

Ω
 , (39) 

où nous avons posé h2 = h . h et ɵ /h h= h . C’est par l’intermédiaire de h que les éléments Kt,ij 
dépendent du temps. La forme (39) est souvent préférable à la forme (38) car le facteur ∂µ/∂h2 
peut être singulier en h = 0, alors que h2 ∂µ/∂h2 est régulier. Ce dernier terme est obtenu à 
partir de la courbe de saturation (b-h) du matériau associé. Nous pouvons remarquer que la 
matrice K t est symétrique. La matrice Jt, dont les éléments sont définis par l’expression (35), 
est donc également symétrique. 

2.2.5 Evaluation des matrices – Matrices élémentair es 

Les intégrations sur les domaines Ω et Ωc, qui doivent conduire à l’évaluation des matrices 
définies (19-21, 39), peuvent être remplacées par des intégrations sur tous les éléments 
géométriques Ωk, ∀ k ∈ E, et Ωc,k, ∀ k ∈ Ec, constituant les maillages de ces domaines. De 
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plus, le support d’une fonction de base se limite aux éléments géométriques qui ont en 
commun l’entité associée (noeud, arête, coupure). Ainsi, les matrices définies sont creuses. 
Cette propriété est très intéressante pour la résolution numérique du système d’équations 
associé, ainsi que pour le nombre, alors réduit, des composantes à considérer. 

Il en résulte aussi que chaque élément géométrique Ωk contribue de façon locale à ces 
matrices. Ceci peut être mis en évidence en définissant des matrices élémentaires relatives à 
chaque élément, et pour lesquelles seules les entités associées à chacun de ces éléments sont à 
prendre en compte. Ainsi, pour l’élément Ωk ou Ωc,k, nous avons les matrices élémentaires 
suivantes : 

 ( )E e ek k k
T

k
= µ

Ω
, ( )E e es k k s k

T

k
, ,= µ

Ω
, ( )R e ek k k

Trot rot
c k

= −σ 1
Ω ,

, (40-41-42) 

où ek est le vecteur des fonctions de base relatives aux entités qui sont associées à cet 
élément ; c’est une sous-liste du vecteur e. Les éléments de ces matrices peuvent, comme 
précédemment, s’écrire sous forme de produits internes, c’est-à-dire 

 ( )Ek ij k i k j
k

, , ,,= µ e e
Ω

, ( )Es k ij k i s k j
k

, , , , ,,= µ e e
Ω

, ( )R rot rotk ij k i k j
c k

, , ,,
,

= −σ 1 e e
Ω

. 

  (43-44-45) 

Les éléments (39) peuvent aussi être considérés localement, par élément Ωk, c’est-à-dire selon 

 K h
ht k ij k i k j

k

, , , ,( ɵ . ) (ɵ . )= ∂µ
∂







2 2

2
h e h e

Ω
 . (46) 

L’union, ou assemblage, de toutes les matrices élémentaires d’un type donné mène à la 
matrice globale correspondante. 

3. Formulation en potentiel vecteur magnétique 
modifié 

3.1 Espace fonctionnel 
L’équivalent discret de l’espace fonctionnel qui intervient dans la formulation en potentiel 

vecteur magnétique modifié (IV.A.6.10) est Fe
1, ou S1, dans lequel une condition de jauge 

doit être définie dans Ωc
C afin d’y assurer l’unicité du potentiel. Notons que l’espace Fe0

1 est 
également considéré. Nous considérons la jauge définie dans la section II.B.4.2.2 par 
(II.B.4.34). L’espace jaugé qui en résulte est noté 

⌣
F e

1 et est caractérisé par 

 
⌣
F e

1(Ω, Ωc
C) = { a*  ∈ S1(Ω) ; aj = 0, ∀ j ∈ 

⌢
A J } , (1) 

où • 
⌢
A J est l’ensemble des arêtes d’un arbre construit dans Ωc

C de la façon définie dans la 
section mentionnée, en particulier, pour la prise en compte de la condition à la limite 
sur Γe, i.e. n ∧ aΓe = 0 ; 

• aj est la circulation de a le long de l’arête j ∈ 
⌢
A J . 

Le potentiel vecteur modifié a* peut alors s’exprimer sous la forme discrète (II.B.4.35), qui 
est une forme particulière de (II.B.3.14), c’est-à-dire 

 a s* = ∈∑ aj jj A J

⌣  , (2) 

où • 
⌣
A J est l’ensemble des arêtes du maillage qui n’appartiennent pas à l’arbre défini, i.e. ⌣
A J = A\

⌢
A J ; 
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• sj est la fonction de base associée à l’arête j ∈ 
⌣
A J ; 

• aj est la circulation de a le long de l’arête j ∈ 
⌣
A J . 

3.2 Forme matricielle de la formulation faible 

3.2.1 Vecteurs de base et de composantes 

Les coefficients des fonctions de base, ou composantes, qui apparaissent dans (2), peuvent 
être regroupés en un vecteur, défini par 

 x x= =

















a

A

a

a
J

1

⋮

⌣
#

 ,   x ∈ X , (3) 

si les arêtes de 
⌣
A J sont numérotées de 1 à #

⌣
A J. Ce vecteur est appelé vecteur des 

composantes du potentiel vecteur a* dans la base de 
⌣
F e

1(Ω, Ωc
C). Il définit un espace X 

dont la dimension est 

 dim X = dim 
⌣
F e

1(Ω, Ωc
C) = #

⌣
A J . 

Nous définissons le vecteur des fonctions de base de l’espace 
⌣
F e

1(Ω, Ωc
C), 

 e = e

s

s
a

AJ

=

















1

⋮

⌣
#

 . (4) 

Les conditions aux limites sur Γe, associées à la définition de l’espace Fe
1, ont déjà été 

considérées dans la définition des ensembles 
⌢
A J et 

⌣
A J. Toutes les composantes de x 

constituent alors des degrés de liberté. Ainsi, l’expression (2) du potentiel vecteur modifié 
peut s’écrire sous la forme 

 a x e x e= =a
T

a
T  . (5) 

3.2.2 Forme matricielle 

L’expression (5) peut être introduite dans l’équation (IV.A.6.10), avec jauge, i.e. 

 ( ) ( ) ( )∂ σ µt s a a
c s

rot rot V Ia a a a j a a* *, ' , ' , ' ( ' )Ω Ω+ = +−1   ,  ∀ a' ∈ 
⌣
F e0

1(Ω, Ωc
C) , 

pour donner 

 ( ) ( ) ( )∂ + = +−
t

T T T T
s

T
a a

T
c

rot rot V Iσ µx e x e x e x e j x e x e, ' , ' , ' ( ' )Ω
1  ,   

 ∀ x' ∈ X , (6) 

où rot e est le vecteur des rotationnels des fonctions de base de e. Cette dernière formulation 
est l’analogue semi-discret de (IV.A.6.10), une discrétisation temporelle devant encore être 
réalisée. En exprimant les produits scalaires sous forme de produits matriciels et en 
conservant les parenthèses indicées pour exprimer une intégration volumique, nous obtenons 

 ( ) ( ) ( )∂ + = +−
t

T T T T T
s
T

a a
T

c
rot rot V Iσ µx e e x x e e x x e j x e' ' ' ( ' )Ω Ω Ω

1  ,   

 ∀ x' ∈ X . (7) 



120 Chapitre IV.  Problème des courants induits    Partie B.  Formulation discrète 

 

Les termes de cette équation peuvent encore se transformer de façon à faire apparaître des 
matrices, c’est-à-dire 

 ( ) ( )σ σx e e x x e e x x E x' ' 'T T T T T
c cΩ Ω= =  , 

 ( ) ( )µ µ− −= =1 1x e e x x e e x x R x' ' 'T T T T Trot rot rot rotΩ Ω  , 

 ( ) ( )x e j x e j x E' ' 'T
s
T T

s
T T

JΩ Ω
= =  , 

 V I V Ia a
T T

a a( ' ) ' ( )x e x e=  . 

Il est aisé de voir que les matrices E et R ainsi définies sont carrées et symétriques. Ainsi, 
l’équation (7) devient 

 ∂ + = +t
T T T

J
T

i iV I( ' ) ' ' ' ( )x E x x R x x E x e  ,  ∀ x' ∈ X , (8) 

et, puisque x' peut être quelconque, nous avons finalement à résoudre le système symétrique 
d’équations différentielles suivant, d’inconnue x, 

 ∂ + = +t J i iV I( ) ( )E x R x E e   , (9) 

avec 

 ( )E e e= σ T
cΩ , ( )R e e= −µ 1 rot rot T

Ω , ( )E e jJ s
T=

Ω
. (10-11-12) 

Les éléments de ces matrices peuvent s’écrire sous forme de produits internes, c’est-à-dire 

 ( )Eij i j
c

= σ e e,
Ω

, ( )R rot rotij i j= −µ 1 e e,
Ω

, ( )EJ ij i s, ,= e j Ω , (13-14-15) 

où ei est la i�me composante du vecteur (de vecteurs) e. 

Les matériaux saturables, dans lesquels la réluctivité magnétique µ–1 dépend de 
l’induction b, font dépendre la matrice R de l’inconnue x et confèrent donc un caractère non 
linéaire au système d’équations (9). 

3.2.3 Discrétisation temporelle 

La discrétisation temporelle de l’équation (9) est réalisée à l’aide d’un schéma itératif en 
θθθθ (Wait & Mitchell, 1985), qui a déjà été introduit à la section 2.2.3. L’équation matricielle 
(9) devient alors, avec les notations déjà définies, 

 
( )1

1

1 1

∆ ∆ ∆ ∆

∆ ∆

t

V I V I

n
t t t t t t t t t

J t J t t i t i i t t i

E x x R x R x

E E e e

− + + −

= + − + + −

− − −

− −

θ θ

θ θ θ θ

( )

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,

 (16) 

pour une étape n donnée. Cette équation peut se mettre sous la forme 

 A(x) x = b , (17) 

où 

 x = xt ,    A(x) = 
1

∆tn
tE R+ θ  , (18-19) 
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 b E R x= − −








− −

1
1

∆ ∆ ∆tn
t t t t( )θ                                 

 ( ) ( )+ + + − +− −θ θE e E eJ t i t i J t t i t t iV I V I, , , ,( ) ( ) ( )1 ∆ ∆  . (20) 

Il faut noter que, pour un problème non linéaire, la matrice R dépend du temps par 
l’intermédiaire de x. 

3.2.4 Problème non linéaire 

La méthode itérative de Newton-Raphson (Dahlquist & Björck, 1974 ; Stoer & Bulirsch, 
1980) est utilisée pour la résolution de l’équation matricielle (17), lorsque celle-ci est non 
linéaire. Les éléments de la matrice jacobienne J correspondante sont donnés par 

 J A
A

x
x

b

xij ij
ik

j
k

i

j
= + −

∂
∂

∂
∂

 ,  1 ≤ i, j ≤ dim X , (21) 

où les xj, j = 1 à dim X, sont les composantes du vecteur x. Cette expression devient, avec 
(18), (19) et (20), 

 J
t

E R
R

x
xt ij

n
ij t ij

t ik

j
k, ,

,= + +1

∆
θ θ

∂
∂

 . (22) 

Elle peut aussi s’écrire 

 J
t

E R Kt ij
n

ij t ij t ij, , ,= + +1

∆
θ θ  , (23) 

en posant 

 K
R

x
xt ij

t ik

j
k,

,=
∂

∂
 ,  1 ≤ i, j ≤ dim X . (24) 

Ces éléments Kt,ij définissent une matrice K t qui a déjà été déterminée dans la section 
III.B.3.2.3, sous la forme (III.B.2.23), c’est-à-dire 

 K b
b

rot rott ij i j, ( ɵ . ) (ɵ . )= ∂µ
∂









−
2 2

1

2
b e b e

Ω
 , (25) 

où b2 = b . b et ɵ /b b= b . Le facteur ∂µ–1/∂b2 dans (25) est obtenu à partir de la courbe de 
saturation (b-h) du matériau associé. Notons que les éléments Kt,ij dépendent du temps par 
l’intermédiaire de b. Nous pouvons remarquer que la matrice jacobienne J est symétrique. 

3.2.5 Evaluation des matrices – Matrices élémentair es 

Les intégrations sur les domaines Ω et Ωc, qui doivent conduire à l’évaluation des matrices 
définies (10-12, 25), peuvent être remplacées par des intégrations sur tous les éléments 
géométriques Ωk, ∀ k ∈ E, et Ωc,k, ∀ k ∈ Ec, constituant les maillages de ces domaines. Ces 
matrices sont creuses car le support d’une fonction de base d’arête se limite aux éléments 
géométriques qui ont en commun l’arête associée. De plus, chaque élément géométrique Ωk 
contribue de façon locale à ces matrices. Ceci peut être mis en évidence en définissant des 
matrices élémentaires relatives à chaque élément, et pour lesquelles seules les entités 
associées à chacun de ces éléments sont à prendre en compte. Ainsi, pour l’élément Ωk ou 
Ωc,k, nous avons les matrices élémentaires suivantes, associées à (10-12) : 
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   ( )E e ek k k
T

ck

= σ
Ω

, ( )R e ek k k
Trot rot

k
= −µ 1

Ω
, ( )E e jJ k k s

T

k
, =

Ω
, (26-27-28) 

où ek est le vecteur des fonctions de base relatives aux entités qui sont associées à cet 
élément ; c’est une sous-liste du vecteur e. Les éléments de ces matrices peuvent, comme 
précédemment, s’écrire sous forme de produits internes, c’est-à-dire 

   ( )E e ek ij k i k j
ck

, , ,,= σ
Ω

, ( )R e ek ij k i k jrot rot
k

, , ,,= −µ 1
Ω

, ( )E e jJ k i k i s
k

, , , ,=
Ω

. 

  (29-30-31) 

Les éléments (25) peuvent aussi être considérés localement, par élément Ωk, c’est-à-dire selon 

 K b
b

rot rott k ij k i k j
k

, , , ,( ɵ . ) (ɵ . )= ∂µ
∂









−
2 2

1

2
b e b e

Ω
 . (32) 

L’union, ou assemblage, de toutes les matrices élémentaires d’un type donné mène à la 
matrice globale correspondante. 
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Chapitre V 

Résultats 

Problème de la sphère 

1. Position du problème 

1.1 Description générale 
Une sphère, magnétique ou non, conductrice ou non, est placée dans une région de 

l’espace, constituée d’air, où règne un champ magnétique uniforme, qui peut éventuellement 
varier dans le temps. Divers problèmes peuvent ainsi être définis, en magnétostatique et en 
magnétodynamique. En magnétostatique, il s’agit de calculer le champ magnétique en tout 
point de l’espace. En magnétodynamique, il s’agit de déterminer ce champ à tout instant ainsi 
que les courants induits dans la sphère, lorsque celle-ci est conductrice. 

Ces problèmes admettent des solutions analytiques. Ils constituent alors des problèmes-test 
qui permettent une analyse aisée de la précision des résultats numériques ainsi qu’une 
validation des formulations discrètes développées (maillage, conditions aux limites et 
conditions de symétrie, …). Ces problèmes présentent une symétrie de révolution et 
pourraient, de ce fait, être résolus à l’aide d’une formulation adéquate, c’est-à-dire une 
formulation bidimensionnelle axisymétrique. Une telle symétrie peut également être prise en 
compte de façon efficace dans une formulation tridimensionnelle. 

1.2 Description de la géométrie et des matériaux 
Le rayon de la sphère, R, est égal à 0.055 m (Fig. 1). C’est la seule grandeur qui est fixée a 

priori. La valeur choisie est celle qui est couramment utilisée pour le problème-test de la 
sphère. 

 
Fig. 1.  Sphère magnétique et conductrice plongée dans l’air où règne un champ magnétique uniforme. 
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Les caractéristiques magnétiques (linéaires) et électriques de la sphère, c’est-à-dire sa 
perméabilité magnétique relative µr (µ/µ0) et sa conductivité électrique σ, sont prises dans une 
vaste gamme de valeurs afin de mettre en évidence plusieurs phénomènes (modification du 
champ magnétique due à l’aimantation, courants induits et profondeur de pénétration). La 
sphère est plongée dans l’air, dont la perméabilité relative µr, air est égale à 1. 

1.3 Description de l’excitation 
Un champ magnétique uniforme dans l’espace, appelé champ source hs, est appliqué selon 

la direction z (Fig. 1), i.e. hs = hs,z ez. Pour l’étude magnétostatique, l’induction magnétique 
source correspondante, bs,z = µ0 hs,z, est définie par 

 bs,z = b0 , (1) 

où b0 = 1 T. Pour l’étude magnétodynamique sinusoïdale, l’induction source est définie par 
une fonction cosinusoïdale, 

 bs,z(t) = b0 cos ω t , (2) 

où b0 = 1 T et ω est la pulsation de l’excitation, liée à sa fréquence f (Hz) par ω = 2 π f. 
Plusieurs fréquences doivent être envisagées afin de couvrir une certaine gamme de 
profondeurs de pénétration δ (m), définies par 

 δ ω µ σ= 2  . (3) 

La profondeur de pénétration, ou épaisseur de peau, caractérise la profondeur dans le matériau 
à laquelle le courant a tendance à se concentrer (Krawczyk & Tegopoulos, 1993). Une 
augmentation de la fréquence, par exemple, entraîne une diminution de δ, ce qui se traduit par 
une densification du courant en superficie du conducteur. 

1.4 Grandeurs à calculer 
En magnétostatique, il s’agit de calculer le champ magnétique, et l’induction magnétique, 

en tout point de l’espace pour différentes valeurs de la perméabilité relative µr. Une valeur 
particulière à considérer sera µr = 100. En magnétodynamique, il s’agit de calculer les 
évolutions temporelles du champ magnétique, et de l’induction magnétique, en tout point de 
l’espace ainsi que de la densité de courant induit en tout point de la sphère. Un problème de 
base, relatif à une sphère en cuivre, sera caractérisé par les grandeurs f = 50 Hz, µr = 1, 
σ = 5.92 107 Ω–1m–1, et l’influence de la variation de chacune de ces grandeurs sera étudiée. 
Les variations spatiales des champs seront représentées le long de coupes représentatives, ou 
de portions de ces coupes, dans la structure étudiée (Fig. 2). 
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Fig. 2.  Définition de coupes dans la structure. 
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1.5 Solutions analytiques 

1.5.1 Problème magnétostatique 

La résolution analytique du problème de la sphère dans un champ uniforme en 
magnétostatique peut être réalisée grâce à l’utilisation du potentiel scalaire magnétique φ. Il 
s’agit alors de résoudre l’équation de Laplace ∆φ = 0, avec des conditions de transmission 
adéquates à l’interface sphère - air, pour obtenir l’expression de l’induction magnétique dans 
la sphère et dans l’air (Nayfeh & Brussel, 1985). En coordonnées sphériques (selon er et eθ 
(Fig. 1), il y a invariance de la solution selon eφ) et pour une sphère de rayon R, l’induction est 
donnée par 
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b e e e

( , ) ,
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 (4) 

1.5.2 Problème magnétodynamique sinusoïdal 

La résolution analytique du problème de la sphère dans un champ uniforme sinusoïdal peut 
être réalisée grâce à l’utilisation du potentiel vecteur magnétique a, dont seule la 
composante selon eφ, en coordonnées sphériques, est non nulle. L’expression de ce potentiel 
est déterminée dans Smythe (1968) et est donnée, en coordonnées sphériques et dans le 
formalisme complexe, pour une sphère de rayon R, par 
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avec 
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 , (6a) 
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 D j k R
k R

j k R
r r

= −








 +1 01

1
( ) ( )

µ µ
 . (6d) 

La fonction jn(z) est la fonction de Bessel sphérique d’ordre n (Morse & Feshbach, 1953a), 
qui peut s’exprimer selon la fonction de Bessel de première espèce Jn+1/2(z), c’est-à-dire 

 j z
z

J zn n( ) ( )/= +
π

2 1 2  . (7) 

Notons que pour n = 0, 1 et 2, on a 
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L’expression de l’induction magnétique dans la sphère et dans l’air est donnée par 
b = rot a, c’est-à-dire, en coordonnées sphériques, 
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On peut finalement déterminer la densité de courant induit dans la sphère par l’équation 
d’Ampère, j  = rot h = rot (b/µ). 

2. Modélisation 

2.1 Formulation utilisée 
La formulation utilisée est la formulation en h, dans laquelle les inconnues sont 

directement liées au champ magnétique h. Dans les matériaux non conducteurs en 
magnétodynamique, ainsi que dans tous les matériaux en magnétostatique, ce champ peut 
dériver d’un potentiel scalaire magnétique φ et on parle alors de formulation  h-φ. Ce sont 
en général les composantes de réaction de ces champs qui sont les inconnues ; i.e. hr et φr, 
avec h = hr + hs partout (hs est un champ source connu), et hr = – grad φr dans les matériaux 
non conducteurs. 

L’excitation considérée dans ce problème, (1.1) ou (1.2), peut directement être traitée comme 
champ source hs. Ainsi, les inconnues se réduisent au champ de réaction hr dans la sphère et 
au potentiel scalaire de réaction φr dans l’air. Pour le problème en magnétostatique, le 
potentiel scalaire φr se substitue à hr dans la sphère. Au niveau discret, les éléments finis 
utilisés sont alors des éléments nodaux pour l’interpolation de φr et des éléments d’arête pour 
l’interpolation de hr. En réalité, certains éléments peuvent résulter d’un couplage d’éléments 
nodaux et d’arête, c’est-à-dire que leurs fonctions de base peuvent être associées à la fois à 
des noeuds et à des arêtes ; c’est le cas des éléments conducteurs en contact avec l’interface 
conducteur - air. 

Nous pouvons déduire du champ magnétique h une approximation de l’induction magnétique 
b, par b = µ h, ainsi qu’une approximation de la densité de courant induit j , par j  = rot h. 

2.2 Types d’éléments finis utilisés 
Nous utiliserons des éléments finis nodaux et d’arête construits sur trois types d’éléments 

géométriques : des tétraèdres, des hexaèdres et des prismes à base triangulaire, dits de type I. 
Plusieurs maillages seront construits, chacun étant constitué d’une majorité d’éléments d’un 
seul de ces types. La précision de la solution pourra être étudiée en fonction de la finesse du 
maillage ainsi que du type d’éléments utilisés. 

2.3 Conditions aux limites et symétries 
Les symétries qui peuvent être prises en compte sont au nombre de deux (Fig. 1). Elles 

sont, en centrant la sphère au point (0, 0, 0) : 
• une symétrie à courant parallèle, ou à champ magnétique perpendiculaire, sur le plan 

z = 0, noté Γh, où 
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 n ∧ hΓh = 0 ,   ou encore   n . jΓh = 0 ; (1) 

• une symétrie de révolution autour de l’axe z, que nous adaptons pour une étude 
tridimensionnelle en exprimant deux symétries à courant perpendiculaire, ou à 
induction parallèle, sur les plans φ = φ1 et φ = φ2, notés Γe, où 

 n . bΓe = 0 ,   ou encore   n ∧ eΓe = 0 . (2) 

La géométrie à étudier peut ainsi se réduire à une portion de la structure initiale ; nous 
considérons la région {φ1 ≤ φ ≤ φ2, z ≥ 0}. La portion de Γh en contact avec l’air est notée Γh, air 
et son complémentaire dans Γh, i.e. Γh\Γh, air, est noté Γh, sph�re. Les surfaces Γe, air et Γe, sph�re 
sont définies de la même façon. 

De plus, nous limitons le domaine d’étude à une sphère de rayon suffisamment grand 
(r = R∞, idéalement infini) et dont la surface, qui approxime la surface à l’infini, est notée Γ∞ 
(Fig. 1). On considère que le champ de réaction s’annule sur cette surface, c’est-à-dire que la 
structure étudiée n’a pas d’influence à son niveau. 
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∞Γ

(r = R   )∞

(z = 0)

(φ = φ   )1

x
y

z

airsphère

(φ = φ   )2

 
Fig. 1.  Domaine d’étude et conditions aux limites. 

Les conditions sur les surfaces Γh et Γe, i.e. (1) et (2), s’appliquent au champ total. Or, 
comme elles sont vérifiées par le champ source, elles peuvent aussi s’appliquer seulement au 
champ de réaction (par superposition). Sur la surface Γ∞, nous avons le choix entre les 
conditions des types (1) et (2). La formulation en h nous donne en réalité le choix entre 
n . bΓe = 0 et n ∧ hrΓh = 0. La première condition ne peut cependant pas être vérifiée dans 
notre cas, car elle concerne l’induction totale, alors que la seconde est valable puisqu’elle 
n’est associée qu’au champ de réaction (et au champ-test correspondant). 

Ainsi, pour la formulation en h, nous devons imposer explicitement les conditions 

 n ∧ hrΓh, sphère = 0 ,    φrΓh, air = 0 ,    φrΓ∞ = 0 , (3a-b-c) 

alors que la condition n . bΓe = 0 est implicite ; la surface Γ∞ est du type de Γh. Cela revient à 
fixer certains degrés de liberté, c’est-à-dire à annuler la circulation de hr sur les arêtes de 
Γh, sph�re et le potentiel φr aux noeuds de Γh, air et Γ∞. Notons que le potentiel φr est défini à 
une constante près, celle-ci étant fixée par les conditions (3b-c). 
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2.4 Méthode de calcul 
Le formalisme complexe est utilisé pour la résolution du problème en magnétodynamique 

sinusoïdale et ce sont par conséquent les parties réelle et imaginaire des champs qui 
constituent la solution. 

3. Résultats en magnétostatique 

3.1 Définition des maillages 
Nous considérons plusieurs maillages du domaine d’étude réalisés à l’aide d’éléments 

géométriques de trois types, des hexaèdres, des prismes et des tétraèdres, générés en 
coordonnées sphériques. Chaque maillage est constitué d’une majorité d’éléments d’un seul 
type afin d’étudier la qualité de l’approximation donnée par les éléments finis associés. Un 
maillage peut être constitué d’une majorité d’hexaèdres liés à une minorité de prismes. Ces 
prismes sont alors soit situés le long de l’axe z, soit situés dans le voisinage du centre de la 
sphère ou, plus précisément, sont issus d’un point distinct de l’origine, afin d’éviter que ces 
éléments ne dégénèrent en pyramides à base quadrilatérale (Fig. 1). Ce type de maillage est 
appelé maillage de base. Notons que c’est grâce aux propriétés des éléments finis développés 
que nous pouvons associer différents types d’éléments.  

Un maillage de base peut se décomposer en un autre constitué de prismes. Il suffit pour 
cela de découper chaque hexaèdre en deux prismes dont l’axe est dirigé selon la direction φ. Il 
est aussi possible de générer des prismes dont l’axe est dirigé selon la direction θ, ou selon la 
direction r, ce qui impose alors de définir également des tétraèdres dans certaines régions 
dégénérées. Un maillage de base peut aussi se décomposer en un maillage constitué 
uniquement de tétraèdres, chaque hexaèdre donnant lieu à six tétraèdres, et chaque prisme, à 
trois tétraèdres. 

Les maillages de base sont caractérisés par différents paramètres (Fig. 1) : 
• le nombre de divisions radiales dans la sphère, nr,s, et dans l’air, nr,a, ainsi que la 

largeur de ces divisions, lr,s et lr,a ; 
• le nombre de divisions, nθ, selon la direction θ, i.e. le nombre de zones “parallèles”, 

ainsi que leur largeur angulaire lθ ; 
• le nombre de divisions, nφ, selon la direction φ, i.e. le nombre de zones “méridiens”, 

ainsi que leur largeur angulaire lφ . 

Nous prenons nφ = 1 avec lφ suffisamment petit, ce qui est en accord avec la géométrie du 
domaine d’étude définie par la symétrie de révolution. De plus, nous considérons des 
divisions uniformes selon θ, i.e. lθ = π/(2 nθ) . Par contre, nous considérons des divisions 
radiales non uniformes dans le but d’affiner le maillage dans les régions où les variations du 
champ sont plus importantes. C’est le cas dans le voisinage de la surface de la sphère. La 
largeur des divisions varie ainsi d’une valeur minimale, lr,s,min dans la sphère, lr,a,min dans 
l’air, près de la surface de la sphère, jusqu’à une valeur maximale, lr,s,max dans la sphère, 
lr,a,max dans l’air. La transition entre ces valeurs se fait de façon régulière. 

La surface Γ∞ est placée à une distance du centre de la sphère égale à environ 4 fois son 
diamètre, c’est-à-dire R∞ = 0.5 m. Il suffit en général d’éloigner les surfaces d’approximation 
de l’infini d’une distance 3 à 4 fois supérieure aux dimensions de la partie utile de la structure. 
Par exemple, on peut vérifier, grâce à la solution analytique (1.4), que le champ de réaction ne 
vaut plus que 0.1 % du champ source en {r = 0.5 m ,  θ = π/2} pour µr = 100. 
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Fig. 1.  Paramètres d’un maillage de base. 

Nous considérons les maillages de base dont les caractéristiques sont données dans le 
tableau 1 (i.e., nombre de divisions selon les trois directions des coordonnées sphériques, 
largeurs de ces divisions, nombre d’hexaèdres et de prismes, nombre de noeuds). La notation 
abrégée 'MSh' (Maillage, Statique, hexaèdre) est utilisée pour les maillages de base. Pour les 
maillages associés, constitués d’autres types d’éléments, nous notons : 

• 'MSp' (prisme), ceux qui sont constitués de prismes dont l’axe est dirigé selon la 
direction φ ; 

• 'MSpt' (prisme, tétraèdre), ceux qui sont constitués d’une majorité de prismes dont 
l’axe est dirigé selon la direction θ et d’une minorité de tétraèdres le long de l’axe z ; 

• 'MSt' (tétraèdre), ceux qui sont constitués de tétraèdres. 
 

 Selon r Selon θ Selon φ Eléments Noeuds 
Maillage 
de base 

nr,s lr,s,min 
(mm) 

lr,s,max 
(mm) 

nr,a lr,a,min 
(mm) 

lr,a,max 
(mm) 

nθ lθ nφ lφ nHex nPri nNoe 

MSh1 5 4.4 22.1 8 3.3 258 10 9° 1 5° 108 22 276 
MSh2 5 4.4 22.1 13 1.6 258 10 9° 1 5° 153 27 381 
MSh3 9 2.1 10.7 8 3.3 258 10 9° 1 5° 144 26 360 
MSh4 9 2.1 10.7 13 1.6 258 10 9° 1 5° 189 31 465 
MSh5 5 4.4 22.1 18 1.0 258 10 9° 1 5° 198 32 486 
MSh6 5 4.4 22.1 13 1.6 258 20 4.5° 1 5° 323 37 741 
MSh7 5 4.4 22.1 13 1.6 258 30 3° 1 5° 783 57 1711 

Tableau 1.  Paramètres relatifs aux maillages de base. 

Les maillages considérés sont choisis de façon à mettre en évidence l’influence de certains de 
leurs paramètres sur la précision de la solution. Ils sont plus ou moins classés par ordre 
croissant de finesse. Le nombre de noeuds d’un maillage est invariant, c’est-à-dire qu’il ne 
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dépend que du maillage de base associé. Le nombre d’inconnues associées aux noeuds dans la 
formulation en potentiel scalaire est donc également invariant (Tableau 2). 
 

Maillage MSh1 MSh2 MSh3 MSh4 MSh5 MSh6 MSh7 
Nombre 

d’inconnues 
228 323 304 399 418 663 1593 

Tableau 2.  Nombre d’inconnues associées aux maillages. 

3.2 Analyse de résultats 
Nous allons étudier l’influence de plusieurs paramètres, géométriques et physiques, sur la 

précision de la solution numérique. Ces paramètres seront liés à la finesse du maillage, à la 
perméabilité magnétique de la sphère et aux types d’éléments finis. 

3.2.1 Influence du maillage de base 

Considérons une sphère de perméabilité magnétique relative µr égale à 100 et analysons 
les résultats numériques obtenus le long des coupes H0, V0 et I45 (Fig. 1.2). Seuls les 
maillages les plus représentatifs sont considérés dans les tracés des variations afin d’éviter une 
surcharge de courbes. 

Le long de la coupe H0, seule la composante de b selon z est non nulle. Sa variation est 
représentée à la figure 2 et la discontinuité de la composante tangentielle de b au passage de 
l’interface sphère - air, en {r = R, θ = π/2}, y est mise en évidence. Cette discontinuité satisfait 
exactement la relation bz,sph�re/µr = bz,air car la formulation en potentiel scalaire, qui fait partie 
de la famille des formulations en h, assure la continuité de la composante tangentielle de h, 
c’est-à-dire hz,sph�re = hz,air. 

 
Fig. 2.  Variation de l’induction le long de la coupe H0. 

Le long de la coupe V0, seule la composante de b selon z est non nulle. Sa variation est 
représentée à la figure 3 et il doit alors être possible d’y mettre en évidence la caractéristique 
physique de continuité de la composante normale de b. La formulation utilisée ne permet en 
réalité d’assurer que faiblement cette continuité, aussi bien au sein d’un même matériau qu’à 
l’interface entre deux régions différentes. Cette caractéristique se traduit par des sauts, ou 
discontinuités, de l’induction qui peuvent apparaître sur certaines coupes, en particulier le 
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long de la coupe V0 dans l’air, {r > R, θ = 0}. Ces sauts ont lieu à travers chaque interface 
entre éléments adjacents alors que la variation est continue dans chaque élément. Ils 
n’apparaissent pas de façon significative dans la sphère car l’induction y est constante. Notons 
que de tels sauts n’apparaissent pas le long de la coupe H0 car la composante bz qui y est 
représentée est quasiment tangente à chaque interface entre éléments et est donc continue, en 
conséquence de la formulation en h. 

 
Fig. 3.  Variation de l’induction le long de la coupe V0. 

Le long de la coupe I45, les variations des composantes de b selon z et x sont représentées 
aux figures 4a-b. Les sauts de l’induction d’un élément à un autre y sont également mis en 
évidence. Notons que pour les maillages considérés (nθ pair), cette coupe est située à 
l’interface entre deux rangées d’éléments, et l’induction est alors calculée comme étant la 
moyenne des valeurs qu’elle prend dans le voisinage de chaque point d’évaluation, c’est-à-
dire avec comme support des fonctions de base, chaque élément adjacent à chaque point. 

 
Fig. 4a.  Variation de l’induction le long de la coupe I45 (composante bz). 
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Fig. 4b.  Variation de l’induction le long de la coupe I45 (composante bx). 

L’erreur relative maximale sur l’induction dans la sphère et dans l’air, le long de la coupe 
H0, est donnée dans le tableau 3. Dans l’air, l’erreur est maximale dans le voisinage immédiat 
de l’interface sphère - air et diminue rapidement vers une valeur limite lorsque r augmente. 
 

 Coupe H0 
Maillage Sphère 

(r < R) 
Air 

(r > R) 
Air 

(r >> R) 
MSh1 1.80 % 1.44 % 0.78 % 
MSh2 1.04 % 0.77 % 0.54 % 
MSh3 1.80 % 1.44 % 0.77 % 
MSh4 1.01 % 0.77 % 0.54 % 
MSh5 0.91 % 0.67 % 0.53 % 
MSh6 0.88 % 0.64 % 0.51 % 
MSh7 0.64 % 0.52 % 0.50 % 

Tableau 3.  Erreurs relatives maximales sur l’induction dans la sphère et dans l’air. 

Les résultats obtenus indiquent qu’un raffinement du maillage dans la sphère n’influence 
pas de façon significative la précision de la solution (MSh1 comparé à MSh3, MSh2 comparé 
à MSh4). L’induction est en effet constante dans la sphère, ce qui est respecté de façon assez 
naturelle au niveau numérique même pour une qualité moyenne de maillage. 

L’augmentation de la finesse du maillage selon r dans l’air y réduit les sauts de l’induction et 
améliore également la précision dans la sphère (MSh1, MSh2, MSh5). L’induction calculée 
dans l’air tend vers une variation continue, par lissage, qui semble être proche de la solution 
analytique, même pour un maillage moyen. Notons que si un tel lissage est facilement 
réalisable au sein d’une région, il l’est plus difficilement dans le voisinage d’une interface 
entre deux régions distinctes, au travers de laquelle les discontinuités sont naturelles ; cela 
consisterait généralement à effectuer une extrapolation. Notre intention ici n’est pas de 
procéder à un lissage de l’induction. Nous préférons présenter les résultats bruts, tels qu’ils 
sont donnés par la formulation étudiée, afin d’en extraire les caractéristiques propres. 
Néanmoins, rien ne nous empêche d’imaginer de tels lissages et de remarquer alors qu’ils sont 
proches de la solution analytique. 
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L’augmentation de la finesse du maillage selon l’angle θ (MSh2 comparé à MSh6) améliore 
également la précision de la solution. Notons qu’il a été vérifié que, pour une largeur 
angulaire lφ fixée, le nombre de divisions selon l’angle φ n’influençait pas du tout la précision 
de la solution. 

3.2.2 Influence du maillage et de la perméabilité 

Nous pouvons étudier l’influence de la perméabilité relative µr de la sphère sur la solution, 
cela pour différents maillages. Pour ce faire, nous représentons l’induction calculée au centre 
de la sphère pour des valeurs de µr allant de 1 à 10000 (Fig. 5). L’erreur relative 
correspondante vis-à-vis de la solution analytique (1.4) est aussi représentée (Fig. 6). 

 
Fig. 5.  Variation de l’induction dans la sphère en fonction de µr. 

 
Fig. 6.  Erreur relative sur l’induction dans la sphère en fonction de µr. 

Nous observons une augmentation de l’erreur relative avec la perméabilité, quel que soit le 
maillage. La précision est d’autant meilleure que le maillage dans l’air est fin, avec toutefois 
une limite de finesse qu’il est inutile de franchir car la solution dans l’air tend vers une valeur 
limite, donnée par (1.4) pour r > R avec µr → ∞. 
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Pour des valeurs de µr au delà de 10000, des imprécisions importantes apparaissent dans la 
sphère alors que la solution reste correcte dans l’air. Le changement de concavité des courbes 
d’erreur relative en est une illustration (Fig. 6). Cette amplification de l’erreur est due au 
caractère de la formulation en h par lequel les inconnues sont directement liées au champ h, 
qui tend vers zéro dans les matériaux où µr tend vers l’infini. Il s’agit principalement d’erreurs 
d’arrondi et un calcul en double précision permettrait de les réduire en augmentant toutefois la 
dimension du problème à résoudre. Il semble plus raisonnable d’adapter la formulation en h 
aux hautes perméabilités (Bossavit, 1988f). 

3.2.3 Influence du type d’élément 

Nous considérons d’autres maillages construits sur les maillages de base déjà définis et 
constitués de prismes et de tétraèdres. Cela consiste à diviser chaque hexaèdre en deux 
prismes ou en six tétraèdres. Le nombre de noeuds est donc conservé, de même que le nombre 
d’inconnues nodales. Outre le fait que le nombre d’éléments augmente, les fonctions de base 
de l’espace d’approximation du champ h sont modifiées et nous nous proposons d’analyser les 
changements qui en résultent dans la qualité de la solution. 

Nous considérons une perméabilité magnétique relative µr égale à 100. De plus, nous 
considérons le maillage de base MSh2 et les maillages associés MSp2, MSpt2 et MSt2, 
définis précédemment. Les variations de la composante de b selon z le long des coupes H0 et 
I45, pour les maillages MSh2 et MSp2, sont représentées aux figures 7-8. Pour le maillage 
MSt2, les variations sont très proches de celles de MSp2, alors que pour le maillage MSpt2, 
elles sont très proches de celles de MSh2. L’erreur relative sur l’induction dans la sphère est 
donnée dans le tableau 4 pour différents maillages. 

 
Fig. 7.  Variation de l’induction le long de la coupe H0. 

Avec les maillages associés, basés sur des prismes ou des tétraèdres, la précision de la 
solution est inférieure à celle qui est obtenue avec des éléments finis construits sur des 
hexaèdres, malgré un même nombre d’inconnues. Cela s’explique par la moins grande 
richesse des espaces d’approximation générés par les prismes et les tétraèdres, par rapport aux 
hexaèdres. Notons que la direction de l’axe des prismes influence la solution, ce qui 
s’explique par la forme des fonctions des base associées. 
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Fig. 8.  Variation de l’induction le long de la coupe I45 (composante bz). 

 
 Maillage de base 

Type de maillage MSh1 MSh2 MSh5 
MSh 1.80 % 1.04 % 0.91 % 
MSp 3.63 % 2.24 % 2.04 % 
MSpt 1.82 % 1.05 % 0.93 % 
MSt 3.65 % 2.26 % 2.07 % 

Tableau 4.  Erreur relative sur l’induction dans la sphère (r < R). 

3.3 Conclusions 
La formulation en potentiel scalaire magnétique, sous sa forme de base, convient très bien 

aux matériaux de perméabilité magnétique moyenne, pour lesquels 1 ≤ µr ≤ 1000. Par contre, 
elle nécessite une certaine adaptation pour traiter les matériaux fortement magnétiques, pour 
lesquels µr > 10000. 

La solution numérique est d’autant plus proche de la solution analytique que le maillage 
est fin, ce qui était prévu par la théorie. Cela contribue donc à une validation de 
l’implémentation numérique de la formulation. Les résultats illustrent les conséquences de la 
formulation faible de l’équation div b = 0, en ce qui concerne la continuité de la composante 
normale de l’induction : des sauts de l’induction ont lieu au passage d’un élément à un autre. 
La vérification de la continuité de la composante tangentielle du champ magnétique est aussi 
mise en évidence. Il apparaît également que la finesse du maillage doit être accrue dans le 
voisinage des matériaux magnétiques afin de rendre compte avec une bonne précision des 
variations plus importantes du champ, sans toutefois devoir dépasser une certaine limite. 

Les éléments finis construits sur des hexaèdres conduisent à une meilleure approximation 
que ceux qui sont construits sur des prismes ou des tétraèdres, pour un même nombre 
d’inconnues. Il est donc intéressant d’utiliser une majorité d’éléments hexaédriques lorsque la 
géométrie de la structure étudiée le permet. Certaines régions peuvent toutefois être 
constituées de prismes ou de tétraèdres. Les propriétés des éléments finis développés 
apportent une rigueur à une telle association d’éléments du point de vue de la conformité. En 
général, on pourra avoir soit une association d’hexaèdres et de prismes, soit une association de 
prismes et de tétraèdres, mais rarement une association des trois types d’éléments. 
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4. Résultats en magnétodynamique sinusoïdale 

4.1 Définition des maillages 
Nous considérons les maillages de base, définis à la section 3.1, dont les caractéristiques 

sont données dans le tableau 1 (i.e., nombre de divisions selon les trois directions des 
coordonnées sphériques, largeurs de ces divisions, nombre d’hexaèdres et de prismes, nombre 
de noeuds). La notation abrégée 'MDh' (Maillage, Dynamique, hexaèdre) est utilisée pour les 
maillages de base. Pour les maillages associés, constitués d’autres types d’éléments, nous 
notons : 

• 'MDp' (prisme), ceux qui sont constitués de prismes dont l’axe est dirigé selon la 
direction φ ; 

• 'MDpt' (prisme, tétraèdre), ceux qui sont constitués d’une majorité de prismes dont 
l’axe est dirigé selon la direction θ et d’une minorité de tétraèdres le long de l’axe z ; 

• 'MDt' (tétraèdre), ceux qui sont constitués de tétraèdres. 

Le nombre de noeuds d’un maillage ne dépend que du maillage de base associé alors que le 
nombre d’arêtes varie avec le nombre de divisions réalisées dans ce maillage de base pour 
générer des prismes ou des tétraèdres. Ainsi, avec la formulation h-φ, le nombre d’inconnues 
reste inchangé dans l’air, où le potentiel est défini en terme de valeur nodale, alors qu’il 
diffère dans la sphère conductrice, où le champ magnétique est défini en terme de sa 
circulation le long des arêtes (Tableau 2). 
 

 Selon r Selon θ Selon φ Eléments Noeuds 
Maillage 
de base 

nr,s lr,s,min 
(mm) 

lr,s,max 
(mm) 

nr,a lr,a,min 
(mm) 

lr,a,max 
(mm) 

nθ lθ nφ lφ nHex nPri nNoe 

MDh1 5 4.4 22.1 13 1.6 258 10 9° 1 5° 153 27 381 
MDh2 9 2.1 10.7 13 1.6 258 10 9° 1 5° 189 31 465 
MDh3 13 1.4 6.9 13 1.6 258 10 9° 1 5° 225 35 549 
MDh4 17 1.0 5.1 18 1.0 258 10 9° 1 5° 261 39 633 
MDh5 17 1.0 5.1 18 1.0 258 20 4.5° 1 5° 646 54 1438 

Tableau 1.  Paramètres relatifs aux maillages de base. 

 
 Maillage de base 

Type de maillage MDh1 MDh2 MDh3 MDh4 MDh5 
MDh 458 650 842 1034 2309 
MDp 530 794 1058   
MDpt 502 738 974   
MDt 657 1037 1417   

Tableau 2.  Nombre d’inconnues associées aux maillages. 

A titre d’exemple, le maillage de base MDh4 du domaine global d’étude est représenté à la 
figure 1. 
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Fig. 1.  Maillage de base MDh4. 

4.2 Analyse de résultats 

4.2.1 Problème de base 

Considérons le problème de la sphère, en magnétodynamique sinusoïdale, caractérisé par 
les grandeurs suivantes : 

 f = 50 Hz ,  µr = 1 ,  σ = 5.92 107 Ω–1m–1 . (1) 

La profondeur de pénétration δ, donnée par (1.3), est alors égale à 9.25 10–3 m. Analysons 
l’induction magnétique b calculée le long des coupes H0 et V0, de même que la densité de 
courant induit calculée le long des coupes H0 et H4 (Fig. 1.2). 

Induction magnétique 

Le champ d’induction b sur le plan y = 0 est représenté à la figure 2 sous forme de cartes 
de vecteurs pour ses parties réelle et imaginaire.  

Le long de la coupe H0, seule la composante de b selon z est non nulle. Les variations de 
ses parties réelle et imaginaire sont représentées aux figures 3a-b et la continuité de la 
composante tangentielle de b au passage de l’interface sphère - air, en {r = R, θ = π/2}, y est 
mise en évidence. Cette continuité est satisfaite exactement car la formulation h-φ assure la 
continuité de la composante tangentielle de h, et donc aussi celle de b vu que les perméabilités 
de la sphère et de l’air sont égales. Seules les variations calculées dans les maillages de base 
MDh1, MDh2 et MDh3 sont représentées. Pour les autres maillages, plus fins, ces variations 
suivent la solution analytique avec une excellente précision. 
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Le long de la coupe V0, seule la composante de b selon z est non nulle. Les variations de 
ses parties réelle et imaginaire sont représentées aux figures 4a-b et il doit alors être possible 
d’y mettre en évidence la caractéristique physique de continuité de la composante normale de 
b. Cette continuité ne peut être assurée que faiblement par la formulation en h, ce qui se 
traduit par des sauts, ou discontinuités, de l’induction, en particulier le long de la coupe V0. 
Ces sauts ont lieu à travers chaque interface entre éléments adjacents alors que la variation est 
continue dans chaque élément. Notons que de tels sauts n’apparaissent pas le long de la coupe 
H0 car la composante bz qui y est représentée est quasiment tangente à chaque interface entre 
éléments et est donc continue en conséquence de la formulation en h. 

 
Fig. 2.  Champ d’induction en y = 0 : partie réelle (bmax = 1.37 T) à gauche et partie imaginaire (bmax = 0.47 T) à 

droite (maillage MDh4). 

 
Fig. 3a.  Variation de l’induction le long de la coupe H0 (partie réelle). 
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Fig. 3b.  Variation de l’induction le long de la coupe H0 (partie imaginaire). 

 

 

 
Fig. 4a.  Variation de l’induction le long de la coupe V0 (partie réelle). 
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Fig. 4b.  Variation de l’induction le long de la coupe V0 (partie imaginaire). 

Densité de courant induit 

Seule la composante de j  selon φ est non nulle. Une carte de lignes d’isovaleurs de ses 
parties réelle et imaginaire, sur le plan y = 0, est représentée à la figure 5. Les variations des 
parties réelle et imaginaire de la composante de j  selon φ le long des coupes H0 et H4 sont 
représentées aux figures 6a-b. Il y apparaît des sauts caractéristiques des espaces 
d’approximation. 

 
Fig. 5.  Lignes d'isovaleurs de la densité de courant sur le plan y = 0 : partie réelle à gauche 

(jmin = 1.38 105 A/m2, jmax = 1.09 108 A/m2, niveau 1 = 5.30 106 A/m2, niveau 20 = 1.30 108 A/m2, écart 
niv. = 5.17 106 A/m2) et partie imaginaire à droite (jmin = 9.06 104 A/m2, jmax = 1.16 108 A/m2, 

niveau 1 = 5.61 106 A/m2, niveau 20 = 1.11 108 A/m2, écart niv. = 5.52 106 A/m2) (maillage MDh4). 



  Section 4.  Résultats en magnétodynamique sinusoïdale 141 

 

 
Fig. 6a.  Variation de la densité de courant le long des coupes H0 et H4 (partie réelle). 

 
Fig. 6b.  Variation de la densité de courant le long des coupes H0 et H4 (partie imaginaire). 

La précision des résultats est d’autant meilleure que le maillage est fin. En particulier, 
l’augmentation de la finesse du maillage réduit les sauts de l’induction et de la densité de 
courant. Néanmoins, en général, les variations obtenues épousent la solution analytique avec 
un très bon accord. Un lissage de la solution pourrait être réalisé pour améliorer sa 
présentation mais ce n’est pas notre but et nous préférons présenter les résultats bruts, pour 
analyser leurs caractéristiques propres et par là, les caractéristiques de la discrétisation de la 
formulation h-φ. 

Avec le maillage MDh1, le nombre de divisions radiales dans la sphère est nettement 
insuffisant pour rendre compte de l’allure précise de l’induction dans la sphère. L’imprécision 
qui en résulte n’a cependant pas une influence significative sur la solution dans l’air, c’est-à-
dire que la solution dans la sphère semble correcte en moyenne, vue de l’extérieur. 
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4.2.2 Influence du type d’élément 

Considérons encore le problème de base défini par (1), ainsi que le maillage de base 
MDh3 et les maillages associés MDp3, MDpt3 et MDt3, définis précédemment. 

Les variations des parties réelle et imaginaire de b le long de la coupe H0, pour les 
maillages MDh3 et MDp3, sont représentées à la figure 7. Pour le maillage MDt3, les 
variations sont très proches de celles de MDp3, alors que pour le maillage MDpt3, elles sont 
très proches de celles de MDh3. Ces observations soulignent l’influence de la direction de 
l’axe des prismes sur la solution. 

Les variations des parties réelle et imaginaire de j  le long de la coupe H0, pour les 
maillages MDh3 et MDp3, sont représentées à la figure 8.  

 
Fig. 7.  Variation de l’induction le long de la coupe H0 (parties réelle et imaginaire). 

 
Fig. 8.  Variation de la densité de courant le long de la coupe H0 (parties réelle et imaginaire). 

Avec les maillages associés, basés sur des prismes ou des tétraèdres, la précision de la 
solution est inférieure à celle qui est obtenue lorsque les éléments finis sont construits sur des 
hexaèdres. L’augmentation du nombre d’inconnues dans les maillages associés ne joue donc 
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pas en faveur de la précision, ce qui peut s’expliquer par la moins grande richesse des espaces 
d’approximation générés par les prismes et les tétraèdres. 

4.2.3 Influence de la conductivité 

Considérons les problèmes de la sphère caractérisés par les grandeurs données dans le 
tableau 3, qui ne diffèrent que par la valeur de la conductivité. 
 

Problème f  (Hz) µr σ  (Ω–1m–1) δ  (m) 
Pcond1 50 1 5.92 106 2.93 10–2 
Pcond2 50 1 5.92 107 9.25 10–3 
Pcond3 50 1 5.92 108 2.93 10–3 

Tableau 3.  Valeurs de f, µr et σ et profondeur de pénétration δ correspondante. 

Induction magnétique 

Les maillages utilisés sont choisis en fonction du type de problème et sont d’autant plus 
fins que la profondeur de pénétration est faible. Les variations des parties réelle et imaginaire 
de b le long de la coupe H0 sont représentées à la figure 9. Le très bon accord entre les 
solutions numériques et analytiques nous permet de ne pas représenter ces dernières. 

 
Fig. 9.  Variation de l’induction le long de la coupe H0 (parties réelle et imaginaire). 

Densité de courant induit 

Les variations des parties réelle et imaginaire de j  le long de la coupe H0 sont représentées 
aux figures 10a-b. L’influence de la profondeur de pénétration sur la solution y est bien 
illustrée. En particulier, ces figures mettent en évidence l’importance de la finesse du maillage 
dans le voisinage de la surface des conducteurs, où les courants induits ont tendance à se 
concentrer, et ce, d’autant plus que la conductivité est élevée. Une finesse suffisante doit 
permettre de rendre compte correctement des fortes variations du champ et du courant. 
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Fig. 10a.  Variation de la densité de courant le long de la coupe H0 (partie réelle). 

 
Fig. 10b.  Variation de la densité de courant le long de la coupe H0 (partie imaginaire). 

4.2.4 Influence de la perméabilité 

Considérons les problèmes de la sphère caractérisés par les grandeurs données dans le 
tableau 4, qui ne diffèrent que par la valeur de la perméabilité. Un changement de la valeur de 
la perméabilité de la sphère modifie non seulement la profondeur de pénétration mais aussi la 
variation du champ au travers de l’interface sphère - air : l’induction tangentielle ne sera plus 
continue lorsque µr sera différent de 1. 
 

Problème f  (Hz) µr σ  (Ω–1m–1) δ  (m) 
Pmur1 50 1 5.92 107 9.25 10–3 
Pmur2 50 2 5.92 107 6.54 10–3 
Pmur3 50 5 5.92 107 4.14 10–3 

Tableau 4.  Valeurs de f, µr et σ et profondeur de pénétration δ correspondante. 
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Induction magnétique 

Les variations des parties réelle et imaginaire de b le long de la coupe H0 sont représentées 
à la figure 11. Le très bon accord entre les solutions numériques et analytiques nous permet de 
ne pas représenter ces dernières. La discontinuité de la composante tangentielle de b au 
passage de l’interface sphère - air, en {r = R, θ = π/2}, y est mise en évidence. Avec la 
formulation h-φ, cette discontinuité est exactement celle qui est vérifiée par la physique. 
Notons que la courbe {Re(bz), Pmur3} a été tronquée, pour la lisibilité du graphique, et atteint 
une valeur maximale de 6.120 T en {r = R–, θ = π/2}, contre une valeur théorique de 6.145 T, 
soit 0.41 % d’erreur. 

 
Fig. 11.  Variation de l’induction le long de la coupe H0 (parties réelle et imaginaire). 

4.2.5 Influence de la fréquence 

L’étude de l’influence de la fréquence peut se ramener à celle de l’influence de la 
conductivité, qui a déjà été réalisée. Cela consiste en un transfert d’ordre de grandeur entre f et 
σ, sans qu’il y ait de répercussion sur la solution numérique. Nous allons toutefois analyser ici 
l’évolution de la solution lorsque la fréquence tend vers zéro, et comparer cette limite avec la 
solution du problème magnétostatique. Notons que cela aurait également pu être réalisé en 
faisant tendre la conductivité vers zéro. Notons aussi que ce passage à la limite est numérique 
et qu’une valeur de f trop faible rendrait le problème mal conditionné. 

La variation de la composante de b selon z le long de la coupe H0 est représentée à la 
figure 12 pour plusieurs valeurs de la fréquence f (Tableau 5) et pour le maillage MDh1. La 
solution analytique à fréquence nulle, en magnétostatique, y est également représentée. 
 

Problème f  (Hz) µr σ  (Ω–1m–1) δ  (m) 
Pfre1 0.10 100 5.92 107 2.07 10–2 
Pfre2 0.05 100 5.92 107 2.93 10–2 
Pfre3 0.01 100 5.92 107 6.54 10–2 

Tableau 5.  Valeurs de f, µr et σ et profondeur de pénétration δ correspondante. 
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Fig. 12.  Variation de l’induction le long de la coupe H0 (partie réelle) (maillage MDh1). 

C’est lorsque la profondeur de pénétration devient supérieure au rayon de la sphère que le 
phénomène dynamique tend à s’atténuer, ce qui se traduit par une réduction de la partie 
imaginaire du champ magnétique et par une réduction de la densité de courant induit. Nous 
avons observé qu’une fréquence inférieure à 0.001 Hz (δ = 20.7 10–2 m) conduisait à un 
problème mal conditionné pour un calcul en simple précision. 

4.3 Conclusions 
Les conclusions établies pour le problème magnétostatique (Section 3.3) sont encore 

valables en magnétodynamique. En particulier, les éléments finis construits sur des hexaèdres 
conduisent ici aussi à une meilleure approximation des champs que ceux qui sont construits 
sur des prismes ou des tétraèdres, malgré un nombre d’inconnues inférieur avec les hexaèdres. 
Avec la formulation h-φ, ce nombre d’inconnues est d’autant plus faible que les régions 
conductrices occupent une place importante dans la structure, car c’est dans ces régions que 
sont utilisés les éléments d’arête. Une meilleure précision et une dimension de problème 
réduite jouent donc en la faveur des éléments hexaédriques. Il apparaît donc intéressant 
d’utiliser une majorité d’éléments hexaédriques lorsque la géométrie de la structure étudiée le 
permet. 

Dans les matériaux conducteurs, les variations du champ magnétique et de la densité de 
courant induit sont d’autant plus importantes dans le voisinage de leur surface que la 
fréquence est élevée. Et c’est pour rendre compte correctement de ces variations qu’il est 
nécessaire d’affiner le maillage dans ces régions. La profondeur de pénétration apparaît être 
un bon estimateur de la finesse nécessaire. 
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Noyau magnétique et inducteur 
(Problème statique linéaire) 

1. Définition du problème 

1.1 Description générale 
Un noyau magnétique parallélépipédique de perméabilité élevée est entouré d’un inducteur 

dans lequel le courant d’excitation est continu. Un écran magnétique, ou blindage, entoure le 
noyau et l’inducteur. Le problème est de calculer le champ magnétique dans cette structure, en 
diverses positions, et de comparer les résultats obtenus avec des résultats expérimentaux. Il 
s’agit d’un problème-test proposé par l’Institut des Ingénieurs Electriciens du Japon (IEEJ, the 
Institute of Electrical Engineers of Japan) (Fujiwara, 1992 ; Nakata, Takahashi, Fujiwara & 
Imai, 1990). 

Il s’agit principalement d’un problème magnétostatique linéaire de calcul du champ 
magnétique dans une structure tridimensionnelle. Celle-ci comporte des matériaux de haute 
perméabilité magnétique et présente des symétries. 

1.2 Description de la géométrie et des matériaux 
La structure étudiée est représentée à la figure 1. Elle comporte un noyau magnétique 

parallélépipédique à base carrée, de largeur égale à 100 mm et de hauteur égale à 200 mm. Un 
inducteur, comportant 457 spires, entoure le noyau. Son courant d’excitation donne lieu à 
une force magnétomotrice de 3000 A. Un écran magnétique, d’épaisseur égale à 1.6 mm, 
enferme le noyau et l’inducteur. Il permet d’isoler la structure du monde extérieur en 
canalisant le flux magnétique et en limitant par conséquent les flux de fuite vers l’extérieur. 

La perméabilité magnétique relative du noyau et de l’écran est égale à 1000. Celle de 
l’inducteur est égale à 1. L’ensemble de la structure est plongé dans l’air, dont la perméabilité 
relative est égale à 1. 

1.3 Grandeurs à calculer 
Il s’agit de calculer la distribution spatiale du champ magnétique dans la structure. En 

particulier, l’induction magnétique calculée sera comparée avec les résultats expérimentaux 
suivants (Nakata, Takahashi, Fujiwara & Imai, 1990) : 

• l’induction mesurée aux points P1 = (0, 0, 110), P2 = (40, 0, 110) et P3 = (40, 40, 110), 
situés dans l’air dans le voisinage de la face supérieure du noyau (les coordonnées sont 
données en mm) (Fig. 2) ; 

• le flux de l’induction magnétique mesuré au travers des surfaces (Fig. 2) 
S1 ≡ {  0 ≤ x ≤ 50, 0 ≤ y ≤ 50, z = 0 } et S2 ≡ {  0 ≤ x ≤ 50, 0 ≤ y ≤ 50, z = 90 }. On se 
ramènera à l’induction moyenne sur ces surfaces en divisant chaque flux par l’aire 
correspondante. 
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Fig. 1.  Structure étudiée : noyau magnétique, inducteur et écran  

(l’écran est volontairement schématisé à échelle réduite). 
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Fig. 2.  Positions définies (mm) pour le calcul de l’induction et de son flux. 
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2. Modélisation 

2.1 Formulation utilisée 
La formulation utilisée est la formulation en h, dans laquelle les inconnues sont 

directement liées au champ magnétique h. Dans les matériaux non conducteurs, ce champ 
peut dériver d’un potentiel scalaire magnétique φ. De plus, si on définit un champ source hs 
tel que rot hs = j , où j  est la densité de courant imposée dans l’inducteur, et que l’on définit le 
champ de réaction correspondant hr, tel que h = hr + hs, alors ce dernier champ peut aussi 
dériver d’un potentiel scalaire de réaction φr dans l’inducteur, c’est-à-dire hr = – grad φr. 

Au niveau discret, les éléments finis utilisés pour l’interpolation de φr sont des éléments 
nodaux. L’interpolation du champ source hs est quant à elle effectuée grâce à des éléments 
d’arête construits sur les mêmes éléments géométriques. Nous verrons bientôt comment 
définir pratiquement un tel champ source. 

Nous pouvons déduire du champ magnétique h une approximation de l’induction magnétique 
b, par b = µ h. 

2.2 Types d’éléments finis utilisés 
Nous utiliserons des éléments finis nodaux et d’arête construits sur des hexaèdres de type 

I. Nous définirons directement un maillage de finesse importante. Notons que le maillage 
considéré comportera également des prismes, en minorité toutefois par rapport aux hexaèdres. 

2.3 Conditions aux limites et symétries 
Les symétries qui peuvent être prises en compte sont au nombre de trois (Fig. 1). Elles 

sont, en centrant la structure au point (0, 0, 0) : 
• une symétrie à champ magnétique perpendiculaire, ou à courant parallèle, sur le plan 

z = 0, noté Γh, où 

 n ∧ hΓh = 0 ,   ou encore   n . jΓh = 0 ; (1) 

• deux symétries à induction parallèle, ou à courant perpendiculaire, sur les plans x = 0 et 
y = x, notés Γe, où 

 n . bΓe = 0 ,   ou encore   n ∧ eΓe = 0 . (2) 

La géométrie à étudier peut ainsi se réduire à un seizième de la structure initiale ; nous 
considérons la région {x ≥ 0, x–y ≥ 0, z ≥ 0}. La portion de Γh en contact avec l’air est notée 
Γh, air et son complémentaire dans Γh, i.e. Γh\Γh, air, est noté Γh, mat. Les surfaces Γe, air et 
Γe, mat sont définies de la même façon. 

De plus, nous limitons le domaine d’étude à une boîte parallélépipédique de dimension 
suffisante (idéalement infinie) et dont les surfaces éloignées de la structure, qui approximent 
les surfaces à l’infini, sont notées Γ∞ (Fig. 1). On considère que le champ de réaction s’annule 
sur ces surfaces, c’est-à-dire que la structure étudiée n’a pas d’influence à leur niveau. La 
présence de l’écran magnétique permet en réalité de placer ces surfaces à courte distance de la 
structure. 

Les conditions sur les surfaces Γh et Γe, i.e. (1) et (2), s’appliquent au champ total. Or, si 
elles sont vérifiées par le champ source, elles peuvent aussi s’appliquer seulement au champ 
de réaction (par superposition). Sur la surface Γ∞, nous avons le choix entre les conditions des 
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types (1) et (2). La formulation en h nous donne en réalité le choix entre n . bΓe = 0 et 
n ∧ hrΓh = 0. Nous choisissons la seconde condition. 

Ainsi, pour la formulation en h, nous devons imposer explicitement les conditions 

 φrΓh, mat = 0   et   n ∧ hsΓh, mat = 0 ,    φrΓh, air = 0 ,    φrΓ∞ = 0 , (3a-b-c) 

alors que la condition n . bΓe = 0 est implicite ; la surface Γ∞ est du type de Γh. Cela revient à 
fixer certains degrés de liberté, c’est-à-dire à annuler le potentiel φr aux noeuds de Γh, air et Γ∞. 
Notons que le potentiel φr est défini à une constante près, celle-ci étant fixée par les conditions 
(3a-b-c). 

x

y
z

hΓ

∞Γ

eΓ

 
Fig. 1.  Domaine d’étude et conditions aux limites. 

2.4 Méthodes de calcul 
La solution du système linéaire d’équations généré par la méthode des éléments finis est 

obtenue par la méthode ICCG (Incomplete Choleski Conjugate Gradient method) (Press & al., 
1989). 

2.5 Prise en compte de l’inducteur 
L’inducteur peut être pris en compte par un champ source généralisé hs qui vérifie 

l’équation rot hs = js dans l’espace des éléments d’arête ; js est la densité de courant imposée 
dans l’inducteur. Le support d’un tel champ peut être réduit au maximum s’il est limité au 
support de js, c’est-à-dire à l’inducteur, avec toutefois une contribution extérieure associée à 
une coupure source, liée à ce même inducteur et qui rend son complémentaire simplement 
connexe. Cette contribution extérieure revient à définir un potentiel scalaire source φs nul 
partout et une discontinuité de coupure source égale à la moitié du courant total imposé, vu les 
symétries considérées. La construction d’un champ source hs dans l’inducteur se fait par 
l’application de la jauge naturelle dans l’espace des éléments d’arête, qui est du type hs . w = 0, 
où w a la direction, discontinue, des arêtes d’un arbre construit dans l’inducteur. 
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La coupure source est définie sur le plan z = 0 et s’appuie sur l’inducteur. Elle se situe donc en 
partie dans l’air et en partie dans le noyau. La définition d’un champ source dans l’inducteur, 
dans l’espace des éléments d’arête, se fait par la fixation de sa circulation sur les arêtes de cet 
inducteur. 

Nous commençons par annuler sa circulation sur les arêtes situées en surface (sur la surface 
réelle de l’inducteur et non pas sur la surface de la portion étudiée, de même que sur la surface 
du type de Γh), excepté celles qui font partie de la couche de transition associée à la coupure, 
où la circulation est fixée égale à la discontinuité de coupure. Ainsi, la continuité de la 
composante tangentielle de hs est assurée sur l’interface inducteur - air. Ensuite, partant d’un 
noeud de la surface, nous construisons un arbre qui relie tous les noeuds internes. Nous 
sommes libres d’annuler la circulation de hs sur les arêtes de cet arbre. La circulation de hs sur 
les arêtes du co-arbre correspondant peut finalement être calculée. A chacune de ces arêtes est 
associé un contour unique constitué de cette arête, d’arêtes de l’arbre et éventuellement 
d’arêtes de surface. Il faut que la circulation totale le long de chaque contour soit égale au flux 
de la densité de courant imposée au travers de la surface qui s’appuie sur ce contour. La 
circulation de hs sur chaque arête du co-arbre est donc égale à ce flux, au signe près suivant 
son orientation par rapport à celle du contour. 

Afin d’illustrer cette méthode de calcul de champ source, considérons le problème du 
calcul du champ magnétique généré par l’inducteur en l’absence de tout matériau magnétique. 
Le domaine d’étude peut toujours être limité au seizième du domaine total, pour les raisons de 
symétrie déjà explicitées. Le maillage de l’air doit toutefois s’étendre à grande distance de 
l’inducteur du fait qu’il n’y a plus de matériau pour canaliser le flux magnétique dans le 
voisinage de la structure. Nous plaçons les deux portions de surface Γ∞ à une distance de 1 m 
du centre de l’inducteur, c’est-à-dire en x = 1 m et z = 1 m. 

Les maillages de l’inducteur, de sa surface et de la coupure sont représentés à la figure 2.  

 
Fig. 2.  Maillage de l’inducteur (à gauche) et maillage de sa surface et de la coupure (à droite). 

L’arbre construit dans l’inducteur est représenté à la figure 3. Ses arêtes sont tracées en traits 
épais. Sont également représentées sur cette figure les arêtes situées en surface, tracées en 
traits pointillés fins, ainsi que les arêtes associées à la couche de transition de la coupure, 
tracées en traits pointillés épais. 
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Les champs hs, hr et h, sur le plan y = 0, sont représentés aux figures 4a-b-c sous forme de 
cartes de vecteurs. Sur la figure 4a, nous pouvons observer le caractère discontinu du champ 
hs dans l’inducteur, qui est dû à la jauge utilisée pour le définir. De plus, l’extension du 
support de ce champ à la couche de transition associée à la coupure y est illustrée. Quant au 
champ hr (Fig. 4b), il s’adapte en conséquence pour conduire au champ total (Fig. 4c), qui 
présente alors les continuités d’un champ physique. 

Les variations du champ magnétique le long des axes OX et OZ sont représentées à la 
figure 5. Seule la composante de h selon z est représentée, les autres étant nulles. Nous 
pouvons observer le très bon accord qui existe entre le champ calculé et le champ donné par 
une méthode semi-analytique, basée sur une méthode intégrale (Ciric, 1992). 

 
Fig. 3.  Arêtes de l’arbre construit dans l’inducteur (en traits épais) et  

arêtes de la couche de transition (en traits pointillés épais). 

 
Fig. 4a.  Champ magnétique source hs sur le plan y = 0 ; (hs, min = 8281.5 A/m, hs, max = 83484 A/m). 
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Fig. 4b.  Champ magnétique de réaction hr sur le plan y = 0 ; (hr, min = 1255.4 A/m, hr, max = 69700 A/m). 

 
Fig. 4c.  Champ magnétique total h sur le plan y = 0 ; (hmin = 1255.4 A/m, hmax = 18943 A/m). 

 
Fig. 5.  Variations du champ magnétique le long des axes OX et OZ. 
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3. Résultats 

3.1 Définition du maillage 
Le maillage du noyau, de l’inducteur et de l’écran est représenté à la figure 1a. La 

projection du maillage du domaine d’étude sur un plan horizontal (z = constante) est 
représentée à la figure 1b.  

 
Fig. 1a.  Maillage de la structure (noyau, inducteur et écran). 

 
Fig. 1b.  Projection horizontale du maillage du domaine d’étude. 
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Les éléments définis sont principalement des hexaèdres associés à une minorité de 
prismes, ces derniers étant situés le long de l’axe OZ. Un maillage régulier est réalisé dans les 
différents matériaux ainsi que dans l’air. Des divisions non uniformes de faible largeur sont 
définies dans les régions où les variations du champ magnétique peuvent être importantes. Les 
portions de surface Γ∞ sont placées à une distance du centre de la structure D∞ égale à 
0.250 m. Cette distance est suffisante vu la présence de l’écran magnétique qui limite 
fortement le flux magnétique à l’extérieur. Le nombre d’éléments et de noeuds est de 9600 et 
10943, respectivement. Le problème comporte alors 9918 inconnues. 

Les calculs ont été effectués sur une station ALPHA DEC 3000/500 (120 MIPS). La 
génération de la matrice du système a demandé 12 secondes. La résolution du système s’est 
déroulée en 64 secondes (53 itérations pour le gradient conjugué, précision demandée = 10–5). 

3.2 Induction magnétique 
Le champ d’induction b, sur le plan y = 0, est représenté à la figure 2 sous forme de carte 

de vecteurs. La forte densité de flux magnétique dans le voisinage de l’arête du noyau, en 
{x  = 50 mm, y = 100 mm}, y est mise en évidence, de même que la canalisation du flux dans 
l’écran. Notons que les flèches représentant les vecteurs n’ont pas une longueur 
proportionnelle au module de ceux-ci. C’est une limitation qui permet néanmoins d’améliorer 
la lisibilité des résultats, notamment en ce qui concerne la direction du champ. En particulier, 
sur la figure 2, l’induction est beaucoup plus faible à l’extérieur de l’écran qu’à l’intérieur. Les 
informations quantitatives sur le module du champ sont plus facilement observables à l’aide 
de courbes représentant son évolution le long de coupes spatiales. 

 
Fig. 2.  Champ d’induction b sur le plan y = 0 ; (bmin = 8.57 10–5 T, bmax = 0.2997 T). 

Les variations de l’induction le long des axes OX et OZ sont représentées à la figure 3. 
Seule la composante de b selon z est représentée, les autres étant nulles. Notons que la portion 
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de courbe bz(x) dans l’écran, c’est-à-dire en 0.2 m < x < 0.2016 m, a été tronquée. Elle s’étend 
en réalité jusqu’à –0.3 T. Nous pouvons observer que l’induction le long de l’axe OX apparaît 
être fortement atténuée à l’extérieur de l’écran (x > 0.2 m). 

Le tableau 1 compare les valeurs calculées et mesurées de l’induction aux points P1, P2 et 
P3. Le tableau 2 compare les valeurs calculées et mesurées de l’induction moyenne sur les 
surfaces S1 et S2. Un très bon accord entre le calcul et la mesure y apparaît. 

 
Fig. 3.  Variations de l’induction le long des axes OX et OZ. 

 
 Induction  (T) 

Point examiné calcul mesure 

P1 0.02411 (0.46 %) 0.02400 

P2 0.02955 (0.87 %) 0.02981 

P3 0.03449  (2.8 %) 0.03550 

Tableau 1.  Comparaison entre les valeurs calculées et mesurées de l’induction aux points P1, P2, P3  
(les écarts entre ces valeurs sont donnés entre parenthèses). 

 
 Induction moyenne  (T) 

Position calcul mesure 

S1 0.1430  (1.6 %) 0.1407 

S2 0.06410  (3.2 %) 0.06208 

Tableau 2.  Comparaison entre les valeurs calculées et mesurées de l’induction moyenne  
sur les surfaces S1 et S2 (les écarts entre ces valeurs sont donnés entre parenthèses). 

3.3 Influence de la perméabilité 
La perméabilité magnétique relative du noyau, µr, est prise égale à 1000. Néanmoins, 

comme ce noyau est constitué d’acier, dont la caractéristique b-h est non linéaire, sa 
perméabilité dépend du champ magnétique h, µ = µ(h). En toute rigueur, il aurait fallu prendre 
en compte cette non-linéarité, mais le problème-test a été posé autrement, en tant que 
problème linéaire, et la perméabilité considérée est une perméabilité moyenne liée au courant 
d’excitation. Nous voudrions montrer que la solution calculée ne varie que très peu suite à une 
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variation de µr, dans un certain voisinage de µr = 1000, pour ainsi rendre compte de la bonne 
qualité de l’approximation linéaire réalisée.  

Dans ce but, résolvons le problème pour diverses perméabilités et traçons les évolutions 
des grandeurs calculées aux points P1, P2 et P3 (Fig. 4) et relatives aux surfaces S1 et S2 
(Fig. 5). Les écarts relatifs entre ces grandeurs et les mesures correspondantes (Tableaux 1 et 
2) sont représentés à la figure 6. Nous pouvons observer que ces écarts sont inférieurs à 6 % 
pour une perméabilité relative supérieure à 200. 

 
Fig. 4.  Evolution de l’induction aux points P1, P2 et P3 en fonction de la perméabilité relative. 

 
Fig. 5.  Evolution de l’induction moyenne sur les surfaces S1 et S2 en fonction de la perméabilité relative. 
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Fig. 6.  Ecarts relatifs entre les grandeurs calculées (aux points P1, P2 et P3 et sur les surfaces S1 et S2) et les 

mesures correspondantes, en fonction de la perméabilité relative. 

3.4 Conclusions 
Ce problème magnétostatique a permis d’illustrer la théorie développée pour le traitement 

des inducteurs à l’aide d’un champ source généralisé. Ce dernier est calculé dans l’espace des 
éléments d’arête et la liberté dont nous disposons pour sa définition nous conduit à limiter son 
support uniquement à l’inducteur et à un voisinage de la coupure associée. En particulier, il en 
résulte un gain de temps de calcul important par comparaison avec la méthode qui aurait 
consisté à évaluer le champ source réel à l’aide de la loi de Biot-Savart. Cette technique, qui 
confirme l’intérêt d’utiliser des éléments d’arête en magnétostatique, est également valable en 
magnétodynamique lorsqu’on souhaite négliger les courants induits dans les inducteurs. Sa 
mise en oeuvre est alors en tous points équivalente.  

Le très bon accord entre le calcul et la mesure contribue à la validation des méthodes 
appliquées. De plus, l’association d’éléments hexaédriques et prismatiques dans le maillage 
considéré permet de simplifier la génération de ce dernier en conservant une majorité 
d’hexaèdres, ces éléments conduisant à une meilleure précision pour une finesse de maillage 
donnée. 
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Brique conductrice trouée 
(“La brique de FELIX”) 

1. Définition du problème 

1.1 Description générale 
Une brique parallélépipédique conductrice percée d’un trou de forme rectangulaire est 

placée dans un champ magnétique uniforme dans l’espace. Ce champ est perpendiculaire aux 
faces trouées et décroît exponentiellement avec le temps. Le problème est de calculer 
l’évolution temporelle des courants induits dans la brique, ainsi que celle du champ 
magnétique. Des grandeurs globales telles que le courant total dans la brique et la puissance 
dissipée par effet Joule doivent également être calculées. 

Il s’agit d’un des problèmes-test internationaux présentés aux TEAM Workshops (Testing 
Electromagnetic Analysis Methods). Il est le problème 4 de la série et est appelé “problème de 
la brique de FELIX” (Kameari, 1988b ; Lamaudière, 1991). 

Il s’agit principalement d’un problème transitoire  de calcul de courants induits dans une 
structure tridimensionnelle, multiplement connexe (“trou”), et présentant des symétries. 

1.2 Description de la géométrie et des matériaux 
La brique parallélépipédique est constituée d’un alliage d’aluminium (type 6061) de 

résistivité ρ = 3.94 10–8 Ωm (conductivité σ = 2.538 107 Ω–1m–1, perméabilité magnétique 
µ0) et est plongée dans l’air (perméabilité µ0). Ses dimensions L × l  × h sont 
0.1524 m × 0.1016 m × 0.0508 m et celles du trou rectangulaire, Lt × lt, réalisé au travers de ses 
grandes faces (L × l), sont 0.0889 m × 0.0381 m (Fig. 1). 
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Fig. 1.  Géométrie de la brique conductrice trouée. 

1.3 Description de l’excitation 
Un champ magnétique uniforme dans l’espace est appliqué perpendiculairement aux 

grandes faces de la brique, c’est-à-dire selon la direction z. L’induction magnétique 
correspondante, bz = µ0 hz, décroît exponentiellement avec le temps de la façon suivante : 
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 bz = b0    pour  t ≤ 0 ,    bz = b0 e–t/τ    pour  t > 0 , (1a-b) 

où b0 = 0.1 T et τ = 0.0119 s (Fig. 2). 

 
Fig. 2.  Evolution temporelle de l’induction magnétique source. 

1.4 Grandeurs à calculer 
Il s’agit de calculer les évolutions temporelles des grandeurs suivantes : l’intensité de 

courant induit total circulant dans la brique (autour du trou) ; la densité de courant induit en 
tout point de la brique ; le champ magnétique en tout point de l’espace ; la puissance Joule 
dans la brique et l’énergie totale dissipée par effet Joule, i.e. 

 p j dv
brique

= ∫ ρ 2  ,    E p dtj =
∞

∫
0

 . (2-3) 

Le phénomène transitoire sera calculé sur une durée de 20 ms. 

2. Modélisation 

2.1 Formulations utilisées 
La formulation principale utilisée est la formulation en h, dans laquelle les inconnues 

sont directement liées au champ magnétique h. Dans les matériaux non conducteurs, ce 
champ peut dériver d’un potentiel scalaire magnétique φ et on parle alors de formulation  
h-φ. Ce sont en général les composantes de réaction de ces champs qui sont les inconnues ; 
i.e. hr et φr, avec h = hr + hs partout (hs est un champ source connu), et hr = – grad φr dans les 
matériaux non conducteurs. 

L’excitation considérée dans ce problème (1.1) peut directement être traitée comme champ 
source hs. Ainsi, les inconnues se réduisent au champ de réaction hr dans la brique et au 
potentiel scalaire de réaction φr dans l’air. Au niveau discret, les éléments finis utilisés sont 
alors des éléments nodaux pour l’interpolation de φr et des éléments d’arête pour 
l’interpolation de hr. En réalité, certains éléments peuvent résulter d’un couplage d’éléments 
nodaux et d’arête, c’est-à-dire que leurs fonctions de base peuvent être associées à la fois à 
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des noeuds et à des arêtes ; c’est le cas des éléments conducteurs en contact avec l’interface 
conducteur - air. 

Nous pouvons déduire du champ magnétique h une approximation de l’induction magnétique 
b, par b = µ h, ainsi qu’une approximation de la densité de courant induit j , par j  = rot h. 

Nous utilisons aussi la formulation en potentiel vecteur magnétique modifié a*, qui fait 
partie de la famille des formulations en b, car les inconnues sont directement liées à 
l’induction magnétique. Le potentiel a* est approximé dans l’espace des éléments d’arête, 
aussi bien dans les matériaux conducteurs que non conducteurs. Dans ces derniers, il s’agit 
d’imposer une condition de jauge afin d’assurer l’unicité du potentiel. Nous utiliserons la 
jauge qui est naturelle dans l’espace des éléments d’arête et qui consiste à annuler la 
circulation de a* le long de toutes les arêtes d’un arbre construit dans les matériaux non 
conducteurs. Les circulations le long des arêtes du co-arbre correspondant constituent les 
degrés de liberté du problème. 

De nouveau, l’excitation considérée est traitée comme champ source bs et nous définissons un 
potentiel vecteur source as

* tel que l’équation rot as
*  = bs soit vérifiée dans l’espace des 

éléments d’arête. C’est donc la composante de réaction du potentiel, ar
*, avec a*  = ar

*  + as
*, 

qui est inconnue. 

Nous pouvons déduire du potentiel vecteur modifié a* une approximation de l’induction 
magnétique b, par b = rot a*, ainsi qu’une approximation de la densité de courant induit j , par 
j  = – σ ∂t a*. 

2.2 Types d’éléments finis utilisés 
Nous utiliserons des éléments finis nodaux et d’arête construits sur trois types d’éléments 

géométriques : des tétraèdres, des hexaèdres et des prismes à base triangulaire, dits de type I. 
Plusieurs maillages seront construits, chacun étant constitué d’éléments d’un seul de ces types. 
La précision de la solution pourra être étudiée en fonction de la finesse du maillage ainsi que 
du type d’éléments utilisés. 

2.3 Conditions aux limites et symétries 
Les symétries qui peuvent être prises en compte sont au nombre de trois (Fig. 1). Elles 

sont, en centrant la brique au point (0, 0, 0) : 
• une symétrie à courant parallèle sur le plan z = 0, noté Γh, où 

 n ∧ hΓh = 0 ,   ou encore   n . jΓh = 0 ; (1) 

• deux symétries à courant perpendiculaire sur les plans x = 0 et y = 0, notés Γe, où 

 n . bΓe = 0 ,   ou encore   n ∧ eΓe = 0 . (2) 

La géométrie à étudier peut ainsi se réduire à un huitième de la structure initiale ; nous 
considérons la région {x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}. La portion de Γh en contact avec l’air est notée Γh, air 
et son complémentaire dans Γh, i.e. Γh\Γh, air, est noté Γh, brique. Les surfaces Γe, air et Γe, brique 
sont définies de la même façon. 

De plus, nous limitons le domaine d’étude à une boîte parallélépipédique de dimension 
suffisante (idéalement infinie) et dont les surfaces éloignées de la brique, qui approximent les 
surfaces à l’infini, sont notées Γ∞ (Fig. 1). On considère que le champ de réaction s’annule sur 
ces surfaces, c’est-à-dire que la structure étudiée n’a pas d’influence à leur niveau. 
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Fig. 1.  Domaine d’étude et conditions aux limites. 

Les conditions sur les surfaces Γh et Γe, i.e. (1) et (2), s’appliquent au champ total. Or, 
comme elles sont vérifiées par le champ source, elles peuvent aussi s’appliquer seulement au 
champ de réaction par superposition. 

Sur la surface Γ∞, nous avons le choix entre les conditions des types (1) et (2). La 
formulation en h nous donne en réalité le choix entre n . bΓe = 0 et n ∧ hrΓh = 0. La première 
condition ne peut cependant pas être vérifiée dans notre cas car elle concerne l’induction 
totale, alors que la seconde est valable puisqu’elle n’est associée qu’au champ de réaction (et 
au champ-test correspondant). La formulation en a* nous donne quant à elle le choix entre 
n . brΓe = 0 et n ∧ hΓh = 0, et seule la première condition est applicable dans notre problème. 

Ainsi, pour la formulation en h, nous devons imposer explicitement les conditions 

 n ∧ hrΓh, brique = 0 ,    φrΓh, air = 0 ,    φrΓ∞ = 0 , (3a-b-c) 

alors que la condition n . bΓe = 0 est implicite ; la surface Γ∞ est du type de Γh. Cela revient à 
fixer certains degrés de liberté, c’est-à-dire à annuler la circulation de hr sur les arêtes de 
Γh, brique et le potentiel φr aux noeuds de Γh, air et Γ∞. 

Pour la formulation en a*, nous devons imposer explicitement les conditions 

 n ∧ ar
*Γe = 0 ,    n ∧ ar

*Γ∞ = 0 , (4a-b) 

alors que la condition n ∧ hΓh = 0 est implicite ; la surface Γ∞ est maintenant du type de Γe. 
Cela revient à annuler la circulation de ar

* sur les arêtes de Γe et Γ∞. 

2.4 Prise en compte du trou 
Le trou dans la brique rend celle-ci multiplement connexe et il vient que le domaine 

extérieur, l’air, l’est également. La formulation h-φ nécessite un traitement particulier du trou, 
en général par l’introduction d’une coupure (Fig. 2). Vu la symétrie considérée par rapport au 
plan z = 0 et la condition associée φrΓh, air = 0, la coupure doit être placée dans ce plan et la 
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discontinuité associée ne sera que la moitié de celle que l’on obtiendrait sans symétrie. En 
effet, la symétrie et la discontinuité totale φr

+ – φr
– = I entraînent φr

+ = I/2 et φr
– = – I/2. 

coupure

x

y

z

 
Fig. 2.  Portion (1/8) de brique étudiée et coupure en z=0. 

Une autre approche, plus simple mais moins rigoureuse, consiste à remplir le trou d’un 
matériau mauvais conducteur et ainsi, en quelque sorte, à réaliser une “coupure volumique” 
qui ne nécessite aucun traitement particulier. Il s’agit cependant de ne pas choisir une 
conductivité trop faible, au risque de rendre le problème mal conditionné. Notons que la 
condition n . j  = 0 à l’interface entre le conducteur et la coupure volumique n’est alors plus 
naturelle et ne pourra être satisfaite que de façon approchée. Les résultats obtenus par ces 
deux approches seront comparés. La formulation en a* ne nécessite par contre aucun 
traitement particulier des domaines multiplement connexes.  

2.5 Méthode de calcul 
La méthode de discrétisation temporelle est basée sur le schéma d’Euler implicite. La 

solution est ainsi calculée à des instants successifs à partir de la solution à l’instant initial. 
Puisque la brique est non magnétique, elle ne perturbe pas le champ uniforme initial et, par 
conséquent, celui-ci constitue la solution initiale, c’est-à-dire h = hs et donc hr = 0, ou ar

*  = 0, 
en t = 0. 

3. Résultats 

3.1 Définition des maillages 
Nous considérons plusieurs maillages du domaine d’étude réalisés à l’aide d’éléments 

géométriques de trois types, des hexaèdres, des prismes et des tétraèdres, générés en 
coordonnées cartésiennes. Chaque maillage est constitué d’éléments d’un seul type afin 
d’étudier la qualité de l’approximation donnée par les éléments finis associés. Un maillage 
constitué d’hexaèdres est appelé maillage de base. Un maillage de base peut se décomposer 
en un autre constitué de prismes en divisant chaque hexaèdre en deux prismes. Il peut aussi se 
décomposer en un maillage constitué de tétraèdres, chaque hexaèdre donnant lieu à six 
tétraèdres. 

Les maillages de base sont caractérisés par différents paramètres (Fig. 1) : 
• le nombre de divisions selon x dans le trou, nx,t, dans la brique, nx,b, et à l’extérieur, 

nx,a, ainsi que la largeur de ces divisions, lx,t, lx,b et lx,a ; 
• le nombre de divisions selon y, avec des notations équivalentes (i.e. ny,É et ly,É) ; 
• le nombre de divisions selon z dans la brique, nz,b, et à l’extérieur, nz,a, ainsi que la 

largeur de ces divisions, lz,b et lz,a . 
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Fig. 1.  Paramètres d’un maillage de base. 

Nous considérons des divisions non uniformes dans le but d’affiner le maillage dans les 
régions où les variations du champ sont plus importantes. C’est le cas dans le voisinage de la 
surface de la brique. La largeur des divisions varie ainsi d’une valeur minimale, près de la 
surface de la brique, jusqu’à une valeur maximale, loin de la brique. La transition entre ces 
valeurs se fait de façon régulière. 

Les portions de surface Γ∞ sont placées à une distance du centre de la structure égale à 
environ 3.5 fois sa dimension maximale, c’est-à-dire D∞ = 0.508 m. 

Nous considérons les maillages de base dont les caractéristiques sont données dans le 
tableau 1 (i.e., nombre de divisions selon les trois directions des coordonnées cartésiennes, 
largeurs de ces divisions, nombre d’hexaèdres, nombre de noeuds). La notation abrégée 'Mh' 
(Maillage, hexaèdre) est utilisée pour les maillages de base. Pour les maillages associés, 
constitués d’autres types d’éléments, nous notons : 

• 'Mp' (prisme), ceux qui sont constitués de prismes ; 
• 'Mt' (tétraèdre), ceux qui sont constitués de tétraèdres. 

Le nombre de noeuds d’un maillage ne dépend que du maillage de base associé alors que le 
nombre d’arêtes varie avec le nombre de divisions réalisées dans ce maillage de base pour 
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générer des prismes ou des tétraèdres. Ainsi, avec la formulation h-φ, le nombre d’inconnues 
reste inchangé dans l’air, où le potentiel est défini en terme de valeur nodale, alors qu’il 
diffère dans la brique conductrice, où le champ magnétique est défini en terme de sa 
circulation le long des arêtes (Tableau 2). 
 

 Selon x Selon y Selon z Elém. Noeuds 
Maillage 
de base 

nx,t 
(min, max) 

nx,b 
(min, max) 

nx,a 
(min, max) 

ny,t 
(min, max) 

ny,b 
(min, max) 

ny,a 
(min, max) 

nz,b 
(min, max) 

nz,a 
(min, max) 

nHex nNoe 

Mh1 5 
(4.5, 15.2) 

4 
(6.0, 10.2) 

4 
(14.7, 334) 

3 
(3.2, 10.8) 

4 
(6.0, 10.2) 

4 
(14.5, 366) 

3 
(4.9, 12.8) 

4 
(50.8, 214) 

1001 1144 

Mh2 5 
(4.5, 15.2) 

4 
(6.0, 10.2) 

8 
(7.9, 231) 

3 
(3.2, 10.8) 

4 
(6.0, 10.2) 

8 
(7.9, 254) 

3 
(4.9, 12.8) 

9 
(6.0, 210) 

3060 3744 

Mh3 8 
(2.7, 9.3) 

8 
(2.9, 5.0) 

10 
(6.4, 207) 

5 
(1.9, 6.5) 

8 
(2.9, 5.0) 

10 
(6.4, 227) 

4 
(4.7, 8.4) 

12 
(4.2, 208) 

9568 11016 

Tableau 1.  Paramètres relatifs aux maillages de base  
(les largeurs minimales et maximales des divisions sont données entre parenthèses, en mm). 

 
 Maillage de base 

Type de maillage Mh1 Mh2 Mh3 
Mh 1074 3021 10094 
Mp 1170 3117  
Mt 1578 3525  

Tableau 2.  Nombre d’inconnues associées aux maillages pour la formulation h-φ. 

Les maillages Mh1 et Mh2 ne diffèrent que par le nombre de divisions dans l’air, à l’extérieur 
de la brique. Le maillage Mh3 est celui qui a la plus grande finesse, dans la brique et dans 
l’air. 

3.2 Analyse des résultats 
Nous allons étudier l’influence de paramètres géométriques sur la précision de la solution 

numérique. Ces paramètres seront liés à la finesse du maillage et aux types d’éléments finis 
utilisés. Un pas de temps fixe, ∆t = 1 ms, est utilisé pour la discrétisation temporelle par la 
méthode d’Euler implicite. Les variations des champs seront représentées le long de coupes 
particulières dans la structure (Fig. 2). 

     

Coupe OX x m y z

Coupe OZ x y z m

Coupe AB x m y m z m

Coupe CD x m y m z m

≡ ≤ ≤ = =
≡ = = ≤ ≤
≡ ≤ ≤ = =
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{ , , . }

{ . , . , . }

{ . , . , . }

0 0120 0 0

0 0 0 0160

0 0 0762 0 0458 0 0230
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y
z

O

Z

A B
C D

X

 
Fig. 2.  Définition de coupes dans la structure. 
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3.2.1 Influence du maillage de base 

Analysons les résultats numériques obtenus avec la formulation h-φ sur les maillages 
définis. 

Induction magnétique 

Le champ d’induction b, sur les plans x = 0, y = 0 et z = 0.0254 m, est représenté aux 
figures 3a-b sous forme de cartes de vecteurs à l’instant t = 20 ms et pour le maillage Mh3. 

 
Fig. 3a.  Champ d’induction b en x = 0 et y = 0 (t = 20 ms et maillage Mh3) ; 

(bmin = 0.00604 T, bmax = 0.0563 T). 

 
Fig. 3b.  Champ d’induction b en z = 0.0254 m (t = 20 ms et maillage Mh3) ; 

(bmin = 0.0154 T, bmax = 0.0500 T). 
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Le long de la coupe OX, seule la composante de b selon z est non nulle. Sa variation est 
représentée à la figure 4, à des instants successifs et pour le maillage Mh3. Notons que les 
maillages Mh1 et Mh2, moins fins, donnent des variations déjà très proches de celles-ci. La 
continuité de la composante tangentielle de b au passage de l’interface brique - air, en 
{x  = 0.04445 m} et en {x = 0.0762 m}, y est mise en évidence. Cette continuité est satisfaite 
exactement car la formulation h-φ assure la continuité de la composante tangentielle de h, et 
donc aussi celle de b vu que les perméabilités de la brique et de l’air sont égales. De plus, 
cette continuité est vérifiée au sein d’un même milieu. 

 
Fig. 4.  Variation de l’induction le long de la coupe OX. 

Le long de la coupe OZ, seule la composante de b selon z est non nulle. Sa variation est 
représentée aux figures 5a-b, pour différents maillages et différents instants.  

 
Fig. 5a.  Variation de l’induction le long de la coupe OZ. 

Il est possible d’y observer la caractéristique physique de continuité de la composante 
normale de b. Cette continuité ne peut être assurée que faiblement par la formulation h-φ, ce 
qui se traduit par des sauts, ou discontinuités, de l’induction, en particulier le long de la coupe 
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V0. Ces sauts ont lieu à travers chaque interface entre éléments adjacents alors que la variation 
est continue dans chaque élément. Un lissage de l’induction peut être réalisé afin d’améliorer 
l’aspect de ses variations, comme à la figure 5b (interpolation linéaire par morceaux par les 
points milieux). Nous pouvons remarquer que, quel que soit le maillage, les variations de 
l’induction tendent à se rapprocher d’une même courbe, qu’un lissage peut mieux mettre en 
évidence. 

 
Fig. 5b.  Variation de l’induction le long de la coupe OZ (courbes brutes et lissées). 

Densité de courant induit 

Une carte de lignes d’isovaleurs de la densité de courant à la surface de la brique est 
représentée à la figure 6, à l’instant t = 20 ms et pour le maillage Mh3. Une carte du vecteur j , 
tracée sur un plan défini près de la surface supérieure de la brique en z = 0.0230 m, est 
représentée à la figure 7, au même instant et pour le même maillage. 

 
Fig. 6.  Lignes d’isovaleurs de la densité de courant à la surface de la brique (t = 20 ms et maillage Mh3) ; 

(jmin = 0, jmax = 2.46 106 A/m2, nombre de niveaux = 12, niveau 1 = 1.89 105 A/m2, niveau 12 = 2.27 106 A/m2, 
écart entre niveaux = 1.89 105 A/m2). 
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Fig. 7.  Champ de densité de courant j  en z = 0.0230 m (t = 20 ms et maillage Mh3) ; 

(jmin = 3.44 105 A/m2, jmax = 2.28 106 A/m2). 

Les variations de la composante de j  selon x le long des coupes AB et CD, en t = 20 ms, 
sont représentées à la figure 8. L’augmentation de la densité de courant dans le voisinage du 
coin intérieur y est mise en évidence (coupe CD). Le long des coupes AB et CD, avec les 
maillages considérés, la composante de j  selon x est celle qui est orthogonale aux interfaces 
entre éléments, ce qui lui permet de ne pas subir de discontinuité. En effet, la formulation h-φ, 
qui assure la continuité de la composante tangentielle de h, assure aussi la continuité de la 
composante normale de j  = rot h. 

 
Fig. 8.  Variations de la densité de courant (jx) le long des coupes AB et CD (t = 20 ms). 

Courant induit total et puissance Joule 

Le courant total dans la brique circule autour du trou et traverse les plans de symétrie à 
courant perpendiculaire (Γe). Par la formulation h-φ, ce courant est directement donné par la 
discontinuité associée à la coupure. Plus précisément, il vaut le double de cette discontinuité, 
vu les symétries considérées. Son évolution temporelle est représentée à la figure 9. Les 
résultats obtenus par un autre logiciel, TRIFOU (Lamaudière, 1991), sont également 
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représentés, à titre indicatif. La sous-section 3.2.5 sera consacrée à la comparaison de nos 
résultats avec ceux de codes internationaux. L’évolution temporelle de la puissance dissipée 
par effet Joule dans la brique entière, donnée par l’expression (1.2), est représentée à la 
figure 10. 

 
Fig. 9.  Evolution temporelle du courant total dans la brique. 

 
Fig. 10.  Evolution temporelle de la puissance Joule dans la brique. 

Comparaison de grandeurs locales et globales 

Certaines grandeurs, locales ou globales, calculées à partir des solutions obtenues avec les 
maillages de base, sont données dans le tableau 3. Elles doivent permettre une comparaison de 
la précision obtenue. L’induction de réaction (br = b – bs) a été calculée après un lissage de la 
variation de b le long de la coupe OZ, tel qu’il est présenté à la figure 5b par exemple. Notons 
que l’évolution temporelle de l’induction de réaction a une allure semblable à celle du courant 
total (Fig. 9). L’amélioration de la finesse du maillage semble conduire à une évolution stable 
de la solution du point de vue de sa convergence (Fig. 4, 5a, 8, 9 et 10 ; Tableau 3). En 
particulier, les résultats obtenus sur le maillage fin Mh3 sont très proches de ceux du maillage 
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moins fin Mh2. Nous pouvons alors supposer qu’ils sont proches de la solution réelle, aux 
erreurs d’approximation près. Ces résultats serviront de référence pour la suite. 
 

 Maillage 

Valeurs maximales de 
grandeurs et temps 

correspondants 

 
Mh1 

 
Mh2 

 
Mh3 

Courant total (A) 
temps (ms) 

3318 
11 

3384 
11 

3386 
11 

Puissance Joule (W) 
temps (ms) 

106.0 
10 

110.1 
10 

111.2 
10 

Induction de réaction 
br,z (Coupe OZ) (T) 

   

z = 0.0000 m 
temps (ms) 

0.0377 
12 

0.0370 
12 

0.0375 
12 

z = 0.0127 m 
temps (ms) 

0.0356 
12 

0.0351 
12 

0.0354 
12 

z = 0.0254 m 
temps (ms) 

0.0297 
12 

0.0293 
12 

0.0293 
12 

z = 0.0508 m 
temps (ms) 

0.0168 
12 

0.0158 
12 

0.0156 
12 

Tableau 3.  Résultats obtenus avec la formulation h-φ sur les maillages de base. 

3.2.2 Influence du type d’élément 

Nous considérons les maillages de base Mh1 et Mh2, constitués d’hexaèdres, et les 
maillages associés Mp1 et Mp2, constitués de prismes, et Mt1 et Mt2, constitués de tétraèdres. 
Nous utilisons encore la formulation h-φ. La variation de b le long de la coupe 0X est 
représentée à la figure 11, en t = 4 ms et pour les maillages Mh2, Mp2 et Mt2. Les variations 
de la composante de j  selon x le long des coupes AB et CD, en t = 20 ms, sont représentées à 
la figure 12. L’évolution temporelle du courant total dans la brique est représentée à la 
figure 13. 

 
Fig. 11.  Variation de l’induction le long de la coupe OX. 
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Fig. 12.  Variations de la densité de courant (jx) le long des coupes AB et CD (t = 20 ms). 

 
Fig. 13.  Evolution temporelle du courant total dans la brique. 

Des grandeurs locales et globales, calculées à partir des solutions sur les maillages 
constitués d’hexaèdres, de prismes ou de tétraèdres, sont données dans le tableau 4, qui peut 
être consulté en parallèle avec le tableau 3. 

L’accord entre les différentes solutions (Fig. 11, 12, 13 ; Tableau 4) contribue à une 
validation de chacun des éléments finis utilisés. Néanmoins, les prismes semblent conduire à 
une moins bonne précision que les hexaèdres, pour un même maillage de base, c’est-à-dire 
pour une même finesse de maillage. Pour les tétraèdres, l’écart est encore plus important. Ces 
observations s’appuient sur la tendance à la croissance, ou à la décroissance, des grandeurs 
avec l’augmentation de la finesse du maillage. Par exemple, le courant total, ou la puissance 
Joule, semble tendre vers une limite par le bas, et ce sont les hexaèdres qui conduisent aux 
valeurs les plus élevées, donc plus proches. L’augmentation du nombre d’inconnues dans les 
maillages associés (Tableau 2) ne joue donc pas en faveur de la précision, ce qui peut 
s’expliquer par la moins grande richesse des espaces d’approximation générés par les prismes 
et les tétraèdres. 
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 Maillage 

Valeurs maximales de 
grandeurs et temps 

correspondants 

 
Mh1 

(hexaèdres) 

 
Mh2 

(hexaèdres) 

 
Mp1 

(prismes) 

 
Mp2 

(prismes) 

 
Mt1 

(tétraèdres) 

 
Mt2 

(tétraèdres) 

Courant total (A) 
temps (ms) 

3318 
11 

3384 
11 

3287 
11 

3353 
11 

3193 
12 

3339 
11 

Puissance Joule (W) 
temps (ms) 

106.0 
10 

110.1 
10 

105.0 
10 

109.2 
10 

99.5 
11 

108.4 
10 

Induction de réaction 
br,z (Coupe OZ) (T) 

      

z = 0.0000 m 
temps (ms) 

0.0377 
12 

0.0370 
12 

0.0378 
12 

0.0371 
12 

0.0390 
12 

0.0374 
12 

z = 0.0127 m 
temps (ms) 

0.0356 
12 

0.0351 
12 

0.0358 
12 

0.0351 
12 

0.0368 
12 

0.0352 
12 

z = 0.0254 m 
temps (ms) 

0.0297 
12 

0.0293 
12 

0.0297 
12 

0.0292 
12 

0.0303 
12 

0.0290 
12 

z = 0.0508 m 
temps (ms) 

0.0168 
12 

0.0158 
12 

0.0166 
12 

0.0155 
12 

0.0146 
11 

0.0155 
12 

Tableau 4.  Résultats obtenus avec formulation h-φ et différents types d’éléments. 

3.2.3 Autre prise en compte du trou 

Avec la formulation h-φ, le trou dans la brique peut être bouché par un domaine de faible 
conductivité, par rapport à celle de la brique, où le potentiel scalaire magnétique n’est alors 
plus défini. Le complémentaire des domaines conducteurs, la brique et le trou, est alors 
simplement connexe et aucune coupure ne doit être réalisée. Cette méthode conduit à utiliser 
des éléments d’arête dans le trou et augmente donc le nombre d’inconnues du problème. Nous 
considérons le maillage Mh2, pour lequel ce nombre passe de 3021 à 3120. La conductivité du 
trou est choisie dans un rapport 104 avec celle de la brique, i.e. σtrou = 2.538 103 Ω–1m–1. Les 
résultats obtenus sont très proches de ceux avec coupure (Tableau 5).  
 

 Maillage 

Valeurs maximales de grandeurs 
et temps correspondants 

Mh2 
(avec coupure) 

Mh2 
(trou bouché) 

Courant total (A) 
temps (ms) 

3384 
11 

3385 
11 

Puissance Joule (W) 
temps (ms) 

110.1 
10 

110.9 
10 

Induction de réaction 
br,z (Coupe OZ) (T) 

  

z = 0.0000 m 
temps (ms) 

0.0370 
12 

0.0374 
12 

z = 0.0127 m 
temps (ms) 

0.0351 
12 

0.0356 
12 

z = 0.0254 m 
temps (ms) 

0.0293 
12 

0.0289 
12 

z = 0.0508 m 
temps (ms) 

0.0158 
12 

0.0159 
12 

Tableau 5.  Résultats avec coupure et trou bouché (formulation h-φ). 
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De plus, les variations spatiales et temporelles des grandeurs qui caractérisent la solution du 
système, obtenues avec les deux méthodes, sont en parfait accord ; nous ne les illustrons donc 
pas ici. Notons que le maximum de puissance Joule dans le trou est atteint en t = 13 ms et vaut 
1.11 10–3 W, soit 10–5 fois la puissance Joule maximale dans la brique, ce qui permet une 
bonne estimation de la qualité de l’approximation. Notons aussi que le courant total ne peut 
être calculé que par l’évaluation explicite du flux de j  à travers une section de la brique. 

3.2.4 Formulation en potentiel vecteur magnétique m odifié 

Nous utilisons maintenant la formulation en potentiel vecteur magnétique modifié a*, avec 
la jauge naturelle dans l’espace des éléments d’arête. De plus, nous considérons les maillages 
de base Mh1, Mh2 et Mh3. Nous allons analyser les résultats obtenus et mettre en évidence les 
particularités de la formulation en a* par rapport à la formulation h-φ. Le nombre d’inconnues 
et le nombre d’éléments non nuls de la matrice du système sont donnés dans le tableau 6 pour 
chaque maillage et pour chaque formulation. La formulation en a* exige le plus d’inconnues, 
environ deux fois plus que la formulation h-φ. Le nombre d’arêtes d’un maillage est en effet 
toujours supérieur au nombre de noeuds, et c’est encore le cas pour le nombre d’arêtes d’un 
co-arbre défini sur ce maillage. 
 

 Maillage 
 Mh1 Mh2 Mh3 

Formulation ninc nnz ninc nnz ninc nnz 
h-φ 1074 25410 3021 72375 10094 256978 
a*  2054 43566 5956 119544 19252 405612 

Tableau 6.  Nombre d’inconnues (ninc) et nombre d’éléments non nuls (nnz) de la matrice du système pour les 
maillages de base et pour les formulations h-φ et en a* . 

Les variations de la composante de b selon z le long des coupes OX et OZ sont 
représentées aux figures 14-15, à des instants successifs et pour le maillage Mh3. Les résultats 
obtenus avec la formulation h-φ sur les mêmes maillages sont également représentés afin de 
mettre en évidence l’accord entre les deux formulations.  

 
Fig. 14.  Variation de l’induction le long de la coupe OX (maillage Mh3). 
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Fig. 15.  Variation de l’induction le long de la coupe OZ (maillage Mh3). 

La formulation en a* assure fortement la continuité de la composante normale de b, ce qui 
est illustré par la figure 15, alors qu’elle n’assure que faiblement la continuité de la 
composante tangentielle de h, et donc de b puisque la perméabilité magnétique est la même 
partout, ce qui est mis en évidence à la figure 14 par des sauts de l’induction aux interfaces 
entre éléments. Avec la formulation h-φ, c’est le comportement contraire qui a lieu. 

Les variations de la composante de j  selon x le long des coupes AB et CD, en t = 20 ms, 
sont représentées à la figure 16. Avec la formulation en a*, à la différence de la formulation 
h-φ, cette composante subit une discontinuité le long de telles coupes. La continuité de la 
composante normale de j  n’est en effet plus assurée : la formulation en a* assure la continuité 
de la composante tangentielle de a* et donc de j  = – σ ∂t a*, pourvu que σ soit continue. Par 
contre, pour la variation de jx le long de coupes selon z, le résultat contraire serait observé 
pour les deux formulations. 

 
Fig. 16.  Variations de la densité de courant (jx) le long des coupes AB et CD (t = 20 ms et maillage Mh3). 
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Les évolutions temporelles du courant total et de la puissance Joule dans la brique sont 
représentées aux figures 17-18. Ces grandeurs globales semblent tendre vers une limite 
commune, par le bas avec la formulation h-φ et par le haut avec la formulation en a*. Cette 
caractéristique traduit une certaine complémentarité des deux formulations. 

 
Fig. 17.  Evolution temporelle du courant total dans la brique. 

 
Fig. 18.  Evolution temporelle de la puissance Joule dans la brique. 

Le tableau 7 donne les valeurs locales et globales de certaines grandeurs, déjà définies, 
calculées par la formulation en a*. Celui-ci peut être consulté en parallèle avec le tableau 3 qui 
reprend les résultats de la formulation h-φ. 
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 Maillage 

Valeurs maximales de 
grandeurs et temps 

correspondants 

 
Mh1 

 
Mh2 

 
Mh3 

Courant total (A) 
temps (ms) 

3502 
11 

3434 
11 

3406 
11 

Puissance Joule (W) 
temps (ms) 

118.1 
10 

113.8 
10 

112.5 
10 

Induction de réaction 
br,z (Coupe OZ) (T) 

   

z = 0.0000 m 
temps (ms) 

0.0384 
11 

0.0390 
12 

0.0382 
12 

z = 0.0127 m 
temps (ms) 

0.0359 
11 

0.0365 
12 

0.0357 
12 

z = 0.0254 m 
temps (ms) 

0.0296 
11 

0.0298 
12 

0.0294 
12 

z = 0.0508 m 
temps (ms) 

0.0179 
11 

0.0153 
12 

0.0153 
12 

Tableau 7.  Résultats obtenus avec la formulation en a*  sur les maillages de base. 

3.2.5 Comparaison avec des codes internationaux 

Les résultats du problème de la brique de FELIX obtenus par des codes internationaux sont 
résumés en termes de valeurs moyennes et d’écarts types de grandeurs globales et locales 
(Tableau 8) (Kameari, 1988b ; Lamaudière, 1991). Nos résultats pour les mêmes grandeurs et 
pour le maillage le plus fin considéré, Mh3, sont également repris dans ce tableau. Leur 
validation peut être confirmée. 

Les codes internationaux repris pour le calcul des grandeurs moyennes sont : 
• EDDY3DT (Kameari, Mitsubishi Atomic Power Ind., Inc.), basé sur les formulations 

a-v-φ et a*-φ (hexaèdres, 8 noeuds), et h-φ (hexaèdres, 8 noeuds (non conducteurs), 12 
arêtes (conducteurs)) (φ est un potentiel scalaire magnétique défini dans les matériaux 
non conducteurs) ; 

• FIELD (Nakata & al., Université d’Okayama), basé sur les formulations a-v et t-ω 
(tétraèdres, 4 noeuds) ; 

• MEGA (Leonard & Rodger, Université de Bath), basé sur la formulation a-v-φ 
(hexaèdres, 8 noeuds) ; 

• CARIDDI (Albanese & Rubinacci, Université de Salerno), basé sur la formulation en 
potentiel vecteur électrique t (hexaèdres, 12 arêtes) ; 

• TRIFOU (Electricité de France), basé sur la formulation h-φ (tétraèdres, 4 noeuds (non 
conducteurs), 6 arêtes (conducteurs)) . 
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 Codes  

internationaux 
Nos résultats 

(formulation h-φ) 
Nos résultats 

(formulation en a*) 

Valeurs maximales de 
grandeurs et temps 

correspondants 

 
Valeur 

moyenne 

 
Ecart  
type 

Exemple : 
Code 

TRIFOU 

 
Mh3 

(mail. fin) 

Ecart par 
rap. à la 
val. moy. 

 
Mh3 

(mail. fin) 

Ecart par 
rap. à la 
val. moy. 

Courant total (A) 
temps (ms) 

3409 
11 

170 
 

3395 
11 

3386 
11 

0.67 % 3406 
11 

0.09 % 

Puissance Joule (W) 
temps (ms) 

110.7 
10 

9.6 
 

110.9 
10 

111.2 
10 

0.45 % 112.5 
10 

1.6 % 

Induction de réaction 
br,z (Coupe OZ) (T) 

       

z = 0.0000 m 
temps (ms) 

0.0389 
11.5 

0.0014 
 

0.0379 
12 

0.0375 
12 

3.6 % 0.0382 
12 

1.8 % 

z = 0.0127 m 
temps (ms) 

0.0366 
11.5 

0.0015 
 

0.0356 
12 

0.0354 
12 

3.3 % 0.0357 
12 

2.5 % 

z = 0.0254 m 
temps (ms) 

0.0297 
11.5 

0.0011 
 

0.0293 
12 

0.0293 
12 

1.3 % 0.0294 
12 

1.0 % 

z = 0.0508 m 
temps (ms) 

0.0164 
11.5 

0.0014 
 

0.0154 
12 

0.0156 
12 

4.9 % 0.0153 
12 

6.7 % 

Tableau 8.  Comparaison avec des codes internationaux. 

3.3 Conclusions 
Ce problème-test a permis de valider nos formulations à différents niveaux, pour des 

grandeurs locales et globales. Tout d’abord, les éléments finis développés conduisent tous à 
des solutions semblables, en allure et en ordre de grandeur. Néanmoins, pour une même 
finesse de maillage, les éléments finis construits sur des hexaèdres conduisent à une meilleure 
approximation des champs que ceux qui sont construits sur des prismes ou des tétraèdres, 
malgré un nombre d’inconnues inférieur avec les hexaèdres. Une meilleure précision et une 
dimension de problème réduite jouent donc en faveur des éléments hexaédriques. Il apparaît 
donc intéressant d’utiliser une majorité d’éléments hexaédriques lorsque la géométrie de la 
structure étudiée le permet. 

Pour la formulation h-φ, la prise en compte des domaines multiplement connexes par la 
définition de coupures a également été validée. Une méthode alternative, moins rigoureuse 
mais plus simple à mettre en oeuvre, a été proposée. Elle consiste à rendre les domaines 
simplement connexes, non plus à l’aide de coupures surfaciques, mais grâce à des coupures 
volumiques constituées d’un matériau fictif mauvais conducteur. 

Les formulations h-φ et en a* ont été comparées et une certaine complémentarité entre 
celles-ci a été mise en évidence. En particulier, les satisfactions fortes et faibles des conditions 
d’interface, propres à chaque formulation, ont été illustrées. 



 

 179 

Plaques d’acier autour d’un inducteur 
(Problème transitoire non linéaire) 

1. Définition du problème 

1.1 Description générale 
Un jeu de plaques en acier ferromagnétique, de faible épaisseur, entoure un inducteur dans 

lequel le courant d’excitation croît exponentiellement avec le temps. Le problème est de 
calculer l’évolution temporelle des courants induits dans les plaques, ainsi que celle du champ 
magnétique, ceci en diverses positions. 

Il s’agit d’un des problèmes-test internationaux présentés aux TEAM Workshops (Testing 
Electromagnetic Analysis Methods). Il est le problème 10 de la série (Albanese & Rubinacci, 
1992 ; Mohammed & al., 1990, 1991 ; Nakata & Fujiwara, 1990 ; Nakata, Takahashi & 
Fujiwara, 1990, 1992). 

Il s’agit principalement d’un problème transitoire non linéaire de calcul de courants 
induits dans une structure tridimensionnelle. Celle-ci présente des entrefers minces et des 
symétries. 

1.2 Description de la géométrie et des matériaux 
La structure étudiée est représentée à la figure 1. Elle comporte trois plaques d’acier, 

d’épaisseur égale à 3.2 mm, dont deux ont la forme d’un “U” et sont disposées 
symétriquement de part et d’autre de la troisième plaque, plane, de telle façon qu’il y ait 
quatre entrefers de 0.5 mm. Un inducteur entoure la plaque centrale et est situé à l’intérieur 
des plaques en “U”. La conductivité des plaques d’acier est égale à 7.505 106 Ω–1m–1. 

Puisque l’acier est ferromagnétique, ses caractéristiques magnétiques sont non linéaires et 
sa perméabilité n’est alors pas constante. Nous considérons cependant qu’il n’y a pas de 
champ rémanent de façon à pouvoir utiliser la courbe de première aimantation au lieu des 
courbes d’hystérésis. La courbe b-h de l’acier est représentée à la figure 2. Les valeurs 
mesurées de b (T) et h (A/m) sont données dans la tableau 1. La variation de la perméabilité 
magnétique relative avec le champ magnétique est représentée à la figure 3. Celle-ci vaut 
environ 124 à l’origine et atteint un maximum de 2325 lorsque le champ magnétique vaut 
375 A/m. La courbe pour des inductions élevées (b ≥ 1.8 T) peut être approximée par 

 ( )b h h h si b T et b h M si b Ts= + + + ≤ ≤ = + ≥µ µ0
2

018 2 22 2 22a b c , . . , , . , (1) 

où µ0 est la perméabilité magnétique du vide. Les constantes a, b et c valent respectivement  
–2.381 10–10, 2.327 10–5 et 1.590. La grandeur Ms vaut 2.16 T et représente l’aimantation de 
saturation de l’acier. L’expression (1) montre que l’acier est complètement saturé lorsque b est 
supérieur à 2.22 T. 
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Fig. 1.  Plaques d’acier autour d’un inducteur. 

 
Fig. 2.  Courbe b-h de l’acier. 
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No b  (T) h  (A/m)  No b  (T) h  (A/m) 

       

1 0 0  15 0.90 313 
2 0.0025 16  16 1.00 342 
3 0.0050 30  17 1.10 377 
4 0.0125 54  18 1.20 433 
5 0.025 93  19 1.30 509 
6 0.05 143  20 1.40 648 
7 0.10 191  21 1.50 933 
8 0.20 210  22 1.55 1228 
9 0.30 222  23 1.60 1934 

10 0.40 233  24 1.65 2913 
11 0.50 247  25 1.70 4993 
12 0.60 258  26 1.75 7189 
13 0.70 272  27 1.80 9423 
14 0.80 289     

Tableau 1.  Valeurs mesurées de b et h sur la courbe de première aimantation. 

 
Fig. 3.  Courbe µr-h de l’acier. 

1.3 Description de l’excitation 
L’inducteur est constitué de 162 spires. Le courant d’excitation croît exponentiellement 

avec le temps, de zéro à une valeur constante, de la façon suivante : 

 I = 0    pour  t < 0 ,    I = Im  (1 – e–t/τ)    pour  t ≥ 0 , (2a-b) 

où Im = 5.64 A et τ = 0.05 s. Cette évolution temporelle est représentée à la figure 4. La force 
magnétomotrice correspondante est de 913.68 A en régime établi. L’amplitude Im est choisie 
de telle sorte que les plaques d’acier puissent être suffisamment saturées. La constante de 
temps τ est quant à elle choisie pour que les courants induits dans les plaques ne soient pas 
trop faibles, en permettant toutefois de les négliger dans l’inducteur. Notons que cette forme 
de courant inducteur est en accord avec l’utilisation de la courbe de première aimantation de 
l’acier. 
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Fig. 4.  Evolution temporelle du courant d’excitation dans l’inducteur. 

1.4 Grandeurs à calculer 
Il s’agit de calculer les évolutions temporelles des grandeurs suivantes sur une durée de 

0.15 s : 
• la densité de courant induit en tout point des plaques d’acier, en particulier aux points 

P1 = (1.6, 6.25, 0), P2 = (41.8, 6.25, 63.2) et P3 = (125.3, 6.25, 0), qui sont situés en 
surface des plaques d’acier et où des mesures ont été réalisées (les coordonnées sont 
données en mm) (Fig. 5) ; 

• le champ magnétique en tout point de l’espace et en particulier le flux de l’induction 
magnétique au travers des surfaces S1 ≡ {  0 ≤ x ≤ 1.6, 0 ≤ y ≤ 25, z = 0 }, 
S2 ≡ {  x = 41.8, 0 ≤ y ≤ 25, 60 ≤ z ≤ 63.2 } et S3 ≡ {  122.1 ≤ x ≤ 125.3, 0 ≤ y ≤ 25, z = 0 }, 
qui sont des sections des plaques d’acier où des mesures de flux ont été réalisées 
(Fig. 5). 

 
Fig. 5.  Positions définies (mm) pour le calcul de la densité de courant et de l’induction. 
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2. Modélisation 

2.1 Formulation utilisée 
La formulation utilisée est la formulation en h, dans laquelle les inconnues sont 

directement liées au champ magnétique h. Dans les matériaux non conducteurs, ce champ 
peut dériver d’un potentiel scalaire magnétique φ et on parle alors de formulation  h-φ. Ce 
sont en général les composantes de réaction de ces champs qui sont les inconnues, i.e. hr et φr, 
avec h = hr + hs partout (hs est un champ source connu), et hr = – grad φr dans les matériaux 
non conducteurs. 

Les inconnues du problème se réduisent au champ h dans les matériaux conducteurs et au 
potentiel scalaire φ ailleurs. Au niveau discret, les éléments finis utilisés sont alors des 
éléments nodaux pour l’interpolation de φ et des éléments d’arête pour l’interpolation de h. En 
réalité, certains éléments peuvent résulter d’un couplage d’éléments nodaux et d’arête, c’est-à-
dire que leurs fonctions de base peuvent être associées à la fois à des noeuds et à des arêtes ; 
c’est le cas des éléments conducteurs en contact avec l’interface conducteur - air. 

Nous pouvons déduire du champ magnétique h une approximation de l’induction magnétique 
b, par b = µ h, ainsi qu’une approximation de la densité de courant induit j , par j  = rot h. 

2.2 Types d’éléments finis utilisés 
Nous utiliserons des éléments finis nodaux et d’arête construits sur des hexaèdres de type 

I. Nous définirons directement un maillage de finesse importante, bien que d’autres maillages 
auront été considérés pour des validations préliminaires. 

2.3 Conditions aux limites et symétries 
Les symétries qui peuvent être prises en compte sont au nombre de trois (Fig. 1). Elles 

sont, en centrant la structure au point (0, 0, 0) : 
• une symétrie à champ magnétique perpendiculaire, ou à courant parallèle, sur le plan 

z = 0, noté Γh, où 

 n ∧ hΓh = 0 ,   ou encore   n . jΓh = 0 ; (1) 

• deux symétries à induction parallèle, ou à courant perpendiculaire, sur les plans x = 0 et 
y = 0, notés Γe, où 

 n . bΓe = 0 ,   ou encore   n ∧ eΓe = 0 . (2) 

La géométrie à étudier peut ainsi se réduire à un huitième de la structure initiale ; nous 
considérons la région {x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}. La portion de Γh en contact avec l’air est notée Γh, air 
et son complémentaire dans Γh, i.e. Γh\Γh, air, est noté Γh, cond. Les surfaces Γe, air et Γe, cond 
sont définies de la même façon. 

De plus, nous limitons le domaine d’étude à une boîte parallélépipédique de dimension 
suffisante (idéalement infinie) et dont les surfaces éloignées de la structure, qui approximent 
les surfaces à l’infini, sont notées Γ�  (Fig. 1). On considère que le champ s’annule sur ces 
surfaces, c’est-à-dire que la structure étudiée n’a pas d’influence à leur niveau. 

Les conditions sur les surfaces Γh et Γe, i.e. (1) et (2), s’appliquent au champ total. Sur la 
surface Γ� , nous avons le choix entre les conditions des types (1) et (2), c’est-à-dire 
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n . bΓe = 0 et n ∧ hΓh = 0. Nous choisissons la seconde condition. Ainsi, pour la formulation 
en h, nous devons imposer explicitement les conditions 

 n ∧ hΓh, cond = 0 ,    φΓh, air = 0 ,    φΓ∞ = 0 , (3a-b-c) 

alors que la condition n . bΓe = 0 est implicite ; la surface Γ�  est du type de Γh. Cela revient à 
fixer certains degrés de liberté, c’est-à-dire à annuler la circulation de h sur les arêtes de 
Γh, cond et le potentiel φ aux noeuds de Γh, air et Γ� . Notons que le potentiel φ est défini à une 
constante près, celle-ci étant fixée par les conditions (3b-c). 

x
y

z

hΓ

eΓ

∞Γ

 
Fig. 1.  Domaine d’étude et conditions aux limites. 

2.4 Prise en compte de l’inducteur 
L’inducteur peut être pris en compte par un champ source hs qui vérifie l’équation 

rot hs = js dans l’espace des éléments d’arête ; js est la densité de courant imposée dans 
l’inducteur. Le support d’un tel champ peut être réduit au maximum s’il est limité au support 
de js, c’est-à-dire à l’inducteur, avec toutefois une contribution extérieure associée à une 
coupure source, liée à ce même inducteur et qui rend son complémentaire simplement 
connexe. Cette contribution extérieure revient à définir un potentiel scalaire source φs nul 
partout et une discontinuité de coupure source égale à la moitié du courant total imposé, vu les 
symétries considérées. La construction d’un champ source hs dans l’inducteur se fait par 
l’application de la jauge naturelle dans l’espace des éléments d’arête, qui est du type hs . w = 0, 
où w a la direction, discontinue, des arêtes d’un arbre construit dans l’inducteur. Un potentiel 
scalaire magnétique de réaction, inconnu, est alors défini dans l’inducteur. 

Une autre solution consiste à traiter directement le champ magnétique total comme 
inconnue, qui dérive d’un potentiel scalaire total dans l’air. L’inducteur est alors modélisé par 
des éléments d’arêtes et l’excitation est alors définie par l’intermédiaire d’une discontinuité de 
coupure, associée à l’inducteur, égale à la moitié du courant total imposé, vu les symétries 
considérées. La coupure est définie dans l’air sur le plan z = 0. Il s’agit de définir une 
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conductivité de l’inducteur de faible valeur afin d’éviter tout effet pelliculaire et ainsi se 
rapprocher de l’excitation réelle. Nous avons vérifié que cette méthode conduisait à une 
solution semblable à celle obtenue avec le champ source. 

2.5 Méthodes de calcul 
Les solutions non linéaires sont obtenues grâce à la méthode de Newton-Raphson et la 

solution de chaque système linéaire d’équations est obtenue par la méthode ICCG (Incomplete 
Choleski Conjugate Gradient method) (Press & al., 1989). La méthode de discrétisation 
temporelle est basée sur le schéma d’Euler implicite. La courbe b-h de l’acier, ou plus 
précisément la courbe de la perméabilité magnétique fonction de h, µ=µ(h), est interpolée par 
des splines cubiques. 

3. Résultats 

3.1 Définition du maillage 
Le maillage des plaques et de l’inducteur est représenté à la figure 1a, avec un 

agrandissement du voisinage de l’entrefer. La projection du maillage du domaine d’étude sur 
un plan horizontal (z = constante) est représentée à la figure 1b. Un maillage régulier est 
réalisé dans les différents matériaux ainsi que dans leur voisinage, avec toutefois des divisions 
non uniformes, de faible largeur, dans les régions où les variations du champ magnétique 
peuvent être importantes. Ailleurs, dans l’air, le maillage est libre (c’est-à-dire automatique, 
avec des dimensions de mailles variables) afin de ne pas propager une finesse de mailles trop 
importante à grande distance. 

 
Fig. 1a.  Maillage de la structure (plaques et inducteur). 

L’épaisseur des plaques est discrétisée avec 6 couches non uniformes d’éléments 
hexaédriques. Les portions de surface Γ�  sont placées à une distance du centre de la structure 
D�  égale à 0.5 m. Le nombre d’éléments et de noeuds est de 14454 et 16123, respectivement. 
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Le problème comporte alors 17609 inconnues. Un pas de temps fixe, ∆t = 2.5 ms, est utilisé 
pour la discrétisation temporelle par la méthode d’Euler implicite. 

Les calculs ont été effectués sur une station ALPHA DEC 3000/500 (120 MIPS). La 
génération de la matrice du système à chaque pas de temps et à chaque itération de Newton-
Raphson a demandé 160 secondes. La résolution de chaque système linéarisé s’est déroulée en 
200 secondes (environ 125 itérations pour le gradient conjugué, précision demandée = 10–5). 
Le nombre d’itérations de Newton-Raphson nécessaires à la convergence de la solution à un 
instant donné a varié entre 6 et 2 (précision demandée = 10–4). Le temps total pour la 
résolution de ce problème est de 8 heures. 

 
Fig. 1b.  Projection horizontale du maillage du domaine d’étude. 

3.2 Densité de flux magnétique 
Le champ d’induction b dans le voisinage de l’entrefer sur le plan y = 0 est représenté à la 

figure 2, à l’instant t = 25 ms. Les lignes d’isovaleurs du potentiel scalaire magnétique φ dans 
l’air (le potentiel n’est pas défini dans les plaques) sont représentées, sur le même plan et au 
même instant, à la figure 3a. De telles lignes sont également représentées sur le plan 
z = 61.6 mm à la figure 3b, toujours dans le voisinage de l’entrefer et au même instant. Enfin, 
d’autres lignes d’isovaleurs sont représentées sur les plans y = 0 et x = 0 aux figures 4a-b, au 
même instant mais pour la structure entière. Le champ magnétique, h = – grad φ, est 
orthogonal à ces lignes. 

L’induction dans les plaques est plus élevée en surface et décroît vers l’intérieur, ce qui 
correspond à un effet pelliculaire. L’échange de flux d’induction magnétique entre les plaques 
se fait principalement par l’entrefer, où l’induction est la plus élevée. Néanmoins, cet échange 
existe également dans le voisinage de l’entrefer et s’atténue d’autant plus que l’on s’éloigne 
de celui-ci. C’est ce qui apparaît à la figure 2, en y observant la variation de la norme du 
vecteur induction, mais aussi à la figure 3, où les lignes d’isovaleurs s’écartent en s’éloignant 
de l’entrefer. 
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Fig. 2.  Champ d’induction b en {0 ≤ x ≤ 11.8 mm, y = 0, 50 ≤ z ≤ 65.5 mm} et en t = 25 ms ;  
(dans les plaques : bmin = 0.048 T, bmax = 1.29 T ; dans l’air : bmin = 7.3 10–4 T, bmax = 0.216 T). 

     

Fig. 3a.  Lignes d’isovaleurs du potentiel scalaire magnétique φ en {0 ≤ x ≤ 11.8 mm, y = 0, 50 ≤ z ≤ 65.5 mm} et 
en t = 25 ms ; (φmin = 58.2 A/m, φmax = 152.4 A/m). 
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Fig. 3b.  Lignes d’isovaleurs du potentiel scalaire magnétique φ dans le voisinage de l’entrefer en z = 61.6 mm et 

en t = 25 ms ; (φmin = 46.08 A/m, φmax = 152.4 A/m). 

 
Fig. 4a.  Lignes d’isovaleurs du potentiel scalaire magnétique φ sur le plan y = 0 et en t = 25 ms ;  

(φmin = 0, φmax = 179.75 A/m). 

 
Fig. 4b.  Lignes d’isovaleurs du potentiel scalaire magnétique φ sur le plan x = 0 et en t = 25 ms ;  

(φmin = 0, φmax = 179.75 A/m). 



  Section 3.  Résultats 189 

 

Le champ d’induction b dans le voisinage du coude de la plaque sur le plan y = 0 est 
représenté à la figure 5, à l’instant t = 25 ms. Nous pouvons observer la canalisation du flux 
magnétique dans la plaque, avec un très faible flux de fuite. 

 
Fig. 5.  Champ d’induction b en {110 ≤ x ≤ 129.79 mm, y = 0, 50 ≤ z ≤ 65.5 mm} et en t = 25 ms ;  
(dans les plaques : bmin = 0.056 T, bmax = 1.27 T ; dans l’air : bmin = 5 10–4 T, bmax = 0.0011 T). 

La variation de l’induction magnétique le long de l’épaisseur de la plaque, sur S3, est 
représentée à la figure 6a, à différents instants. La variation de la perméabilité magnétique 
relative le long de la même coupe et aux mêmes instants est représentée à la figure 6b. Nous 
pouvons remarquer qu’il n’y a pas de saturation magnétique dans cette région. L’allure des 
variations de l’induction jusqu’à 30 ms diffère des suivantes. Cela est dû à un effet pelliculaire 
relativement important au tout début du transitoire ; le maillage selon l’épaisseur des plaques 
a été réalisé de façon non uniforme pour permettre une bonne prise en compte de cet effet. A 
l’instant t = 150 ms, l’induction est presque uniforme selon l’épaisseur. 

 
Fig. 6a.  Variation de l’induction magnétique le long de l’épaisseur de la plaque  

(sur S3 et y = 0, z = 0) à des instants successifs. 
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Fig. 6b.  Variation de la perméabilité magnétique relative le long de l’épaisseur de la plaque  

(sur S3 et y = 0, z = 0) à des instants successifs. 

L’ induction moyenne sur une surface est définie comme étant la densité de flux moyen au 
travers de cette surface ; sa direction est donc implicitement donnée. La figure 7 montre les 
variations temporelles de l’induction moyenne calculée et mesurée dans les plaques d’acier 
sur les surfaces S1, S2 et S3. Le tableau 1 compare les valeurs calculées et mesurées aux 
instants t = 20 ms, 60 ms, 150 ms. Les écarts entre les valeurs calculées et mesurées 
apparaissent être plus élevés lors du phénomène transitoire. Cependant, un très bon accord est 
obtenu au temps t = 150 ms, c’est-à-dire en régime presque établi. 

Les variations temporelles de la perméabilité magnétique relative calculée sur la surface 
des plaques aux points P1, P2 et P3 sont représentées à la figure 8. La saturation magnétique 
dans la plaque centrale, au point P1, y apparaît clairement. Il est intéressant d’observer cette 
figure en parallèle avec les figures 7 et 1.3, cette dernière représentant la courbe µr-h de 
l’acier, pour en particulier remarquer une certaine similitude entre les courbes µr-h et µr(P1). 

 
Fig. 7.  Variations temporelles de l’induction moyenne calculée et mesurée  

dans les plaques d’acier sur les surfaces S1, S2, S3. 
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 Induction moyenne  (T) 

 t = 20 ms t = 60 ms t = 150 ms 

Position calcul mesure calcul mesure calcul mesure 

S1 0.585 
(5.6 %) 

0.554 1.586 
(6.3 %) 

1.492 1.676 
(1.3 %) 

1.654 

S2 0.281 
(1.4 %) 

0.277 0.809 
(5.3 %) 

0.768 0.933 
(2.0 %) 

0.915 

S3 0.302 
(0.0 %) 

0.302 0.934 
(4.4 %) 

0.895 1.137 
(2.1 %) 

1.113 

Tableau 1.  Comparaison entre les valeurs calculées et mesurées de l’induction moyenne sur les surfaces 
S1, S2, S3 en t = 20 ms, 60 ms, 150 ms (les écarts entre ces valeurs sont donnés entre parenthèses). 

 
Fig. 8.  Variations temporelles de la perméabilité magnétique relative calculée  

dans les plaques d’acier aux points P1, P2, P3. 

Les échanges de flux magnétique entre les plaques sont illustrés à la figure 9a, qui montre 
la distribution spatiale de l’induction moyenne le long des plaques en t = 150 ms.  

 
Fig. 9a.  Distribution spatiale de l’induction moyenne le long des plaques en t = 150 ms. 
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La variation de la perméabilité magnétique relative le long des plaques est représentée à la 
figure 9b. La saturation magnétique de la plaque centrale y est mise en évidence, le long de la 
coupe AB, où la perméabilité est plus faible. 

 
Fig. 9b.  Variation de la perméabilité magnétique relative le long des plaques en t = 150 ms. 

3.3 Densité de courant induit 
La distribution de la densité de courant induit, sur des plans de coupe particuliers dans la 

plaque coudée, est représentée aux figures 10a-b, à l’instant t = 25 ms. Nous pouvons y 
observer que le courant est plus élevé en surface qu’au centre de la plaque. Ce phénomène 
traduit un effet pelliculaire. 

 
Fig. 10a.  Champ de densité de courant en {x = 41.8 mm, 0 ≤ y ≤25 mm, 60 ≤z ≤ 63.2 mm} et en t = 25 ms ; 

(jmin = 3.25 104 A/m2, jmax = 2.14 105 A/m2). 

 
Fig. 10b.  Champ de densité de courant en {91.7 ≤ x ≤ 125.3 mm, 0 ≤ y ≤25 mm, z = 60 mm} et en t = 25 ms ; 

(jmin = 5.42 103 A/m2, jmax = 2.96 105 A/m2). 

L’approximation de la densité de courant induit le long de l’épaisseur des plaques est 
constante dans chaque couche d’éléments. Notons qu’en réalité, cette approximation n’est pas 
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constante dans chaque élément entier, en ce sens qu’elle peut varier dans d’autres directions ; 
c’est une conséquence des fonctions de base d’arête utilisées. La variation de la densité de 
courant induit le long de l’épaisseur de la plaque, en direction du point P2, est représentée à la 
figure 11 à des instants successifs. Nous pouvons observer que la densité de courant induit sur 
la surface de la plaque est souvent sous-estimée, et parfois surestimée, à cause des variations 
en escalier (“marches”). Il faudrait procéder à un lissage de ces variations de façon à obtenir 
des valeurs sur la surface plus proches des valeurs réelles, ce qui constituerait en quelque sorte 
une extrapolation. Un tel lissage a été réalisé grâce à des interpolations polynomiales, avec 
comme supports les milieux de chacune des marches, suivies d’une correction qui assure la 
conservation du courant. Ces lissages spatiaux sont également représentés à la figure 11 en 
correspondance avec les variations initiales en escalier. La figure 12 montre de tels lissages de 
la densité de courant le long de la même coupe que précédemment (en direction du point P2) 
et à des instants successifs. 

 
Fig. 11.  Variations de la densité de courant induit le long de l’épaisseur de la plaque en direction du point P2. 

 
Fig. 12.  Lissage de la variation de la densité de courant induit le long de  

l’épaisseur de la plaque en direction du point P2. 
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Les figures 13a-b-c montrent les variations temporelles de la densité de courant induit 
calculée et mesurée sur les surfaces des plaques aux points P1, P2 et P3, respectivement. Les 
courants calculés, ainsi que les courants lissés spatialement, y sont représentés. Il apparaît que 
les formes et les valeurs des densités de courant sont très affectées par l’interpolation. Les 
allures des résultats lissés spatialement approchent les formes mesurées, excepté au point P1 
où la forme initiale, non lissée, est meilleure. Le tableau 2 compare les densités de courant 
induit calculées et mesurées au temps t = 17.5 ms. C’est environ à cet instant que les courants 
induits atteignent leur maximum. 

 
Fig. 13a.  Variation temporelle de la densité de courant induit sur la surface de la plaque au point P1. 

 
Fig. 13b.  Variation temporelle de la densité de courant induit sur la surface de la plaque au point P2. 
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Fig. 13c.  Variation temporelle de la densité de courant induit sur la surface de la plaque au point P3. 

 
 Densité de courant induit |jy| en t = 17.5 ms  (x 104 A/m2) 

 
Point examiné 

calcul,  
initial 

calcul, lissage 
spatial 

 
mesure 

P1 4.31  (6.9 %) 4.57  (13. %) 4.03 

P2 1.88  (16. %) 2.32  (3.6 %) 2.24 

P3 2.12  (18. %) 2.64  (1.9 %) 2.59 

Tableau 2.  Comparaison entre les densités de courant induit calculées et mesurées sur la surface des plaques aux 
points P1, P2, P3 en t = 17.5 ms (les écarts entre ces valeurs sont donnés entre parenthèses). 

3.4 Conclusions 
Ce problème magnétodynamique transitoire non linéaire a nécessité l’application de 

plusieurs méthodes numériques pour mener à bien sa résolution. Le phénomène transitoire a 
demandé une discrétisation temporelle par la méthode d’Euler implicite. Le caractère non 
linéaire des matériaux a conduit à un système d’équations non linéaires dont la résolution a pu 
être réalisée grâce à la méthode de Newton-Raphson, suivie de la méthode ICCG. Une 
méthode d’approximation de la courbe de saturation des matériaux par des splines cubiques a 
également été utilisée. Le traitement de l’inducteur s’est fait par l’intermédiaire d’une 
coupure. 

Le maillage du domaine étudié a été réalisé afin que sa finesse soit plus élevée dans les 
régions où les variations du champs sont plus importantes, en particulier dans le voisinage de 
l’entrefer. Il serait cependant intéressant d’avoir recours à des techniques automatiques 
d’adaptation de maillage afin de pouvoir contrôler quantitativement la finesse nécessaire dans 
certaines régions. De plus, le développement d’éléments d’ordre supérieur devrait contribuer à 
une amélioration de précision, en particulier pour l’approximation de la densité de courant. 

Le bon accord entre les résultats du calcul et ceux de la mesure contribue à la validation 
des méthodes appliquées. Nous voudrions faire remarquer que le laboratoire qui a réalisé les 
mesures compte en effectuer de nouvelles afin d’élucider les causes de certaines différences 
entre calcul et mesure, obtenues par plusieurs codes de calcul internationaux (Nakata, 
Takahashi & Fujiwara, 1992). 
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Conclusions générales 

Nos recherches ont consisté en la modélisation du champ magnétique et des courants 
induits dans des systèmes tridimensionnels non linéaires. Cette modélisation doit permettre le 
calcul de la répartition tridimensionnelle des champs électromagnétiques dans les dispositifs 
électrotechniques afin de faciliter leurs phases de conception et d’optimisation. 

Nous avons étudié les différentes théories qui interviennent dans la modélisation des 
problèmes physiques, tant du point de vue continu que discret. Il s’agit en particulier de 
l’étude des espaces fonctionnels continus et discrets, des formulations fortes et faibles, de la 
discrétisation d’un domaine de l’espace à trois dimensions (maillage), de la méthode des 
éléments finis et de la définition générale des éléments finis liés à un maillage. Une telle étude 
a permis de dégager et de créer des outils d’un grand intérêt dans le domaine de la 
modélisation des problèmes électromagnétiques. C’est ainsi que nous avons développé, sur le 
plan théorique, une famille d’éléments finis spéciaux qui possède des propriétés remarquables 
pour la discrétisation des champs électromagnétiques, et même des potentiels dont ils peuvent 
dériver. Il s’agit d’éléments mixtes construits sur un assemblage de trois types d’éléments 
géométriques, des tétraèdres, des hexaèdres et des prismes à base triangulaire. Ils font 
apparaître des degrés de liberté naturels, associés aux noeuds, aux arêtes, aux facettes et aux 
volumes du maillage. Sur le plan numérique, et comme le prévoyait la théorie, ces éléments se 
sont révélés d’une grande qualité lors de leur utilisation dans diverses formulations discrètes 
en magnétostatique et en magnétodynamique (bon conditionnement numérique, conditions 
d’interface rigoureuses et respectées, …). 

Chacun des champs scalaires ou vectoriels qui intervient dans les formulations a sa place 
dans un des espaces d’approximation défini. 

Les potentiels scalaires sont approximés par des éléments nodaux, dont les degrés de liberté 
sont les valeurs des potentiels aux noeuds du maillage. Le champ magnétique, le champ 
électrique et les potentiels vecteur magnétiques ou électriques sont approximés par des 
éléments d’arête. Les degrés de liberté associés sont les circulations de ces champs le long 
des arêtes du maillage. La continuité de la composante tangentielle de ces champs vectoriels 
reste assurée au niveau discret. De plus, l’image par le gradient de l’espace d’approximation 
des éléments nodaux est incluse dans l’espace couvert par les éléments d’arête. Ainsi, 
lorsqu’un des champs vectoriels précédents dérive d’un potentiel scalaire, la relation qui a lieu 
entre ce champ et le champ scalaire correspondant peut être satisfaite exactement. De plus, le 
traitement des domaines multiplement connexes et des potentiels multivoques peut être 
effectué de façon exacte, tout aussi rigoureuse. 

C’est l’ensemble de ces propriétés qui fait de l’espace des éléments d’arête un espace 
d’approximation d’accueil naturel pour tous les champs vectoriels, physiques ou potentiels, 
caractérisés par une continuité tangentielle et dont la circulation le long d’un contour est 
directement liée à des notions physiques, telles que celles de flux. 

Les notions de flux apparaissent naturelles dans l’espace des éléments de facette. Ces 
derniers permettent d’approximer l’induction magnétique et la densité de courant. Les 
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degrés de liberté associés sont les flux de ces champs au travers des facettes du maillage. La 
continuité de la composante normale de ces champs est assurée au niveau discret, de même 
que la conservation de leur flux (flux magnétique ou courant). De plus, l’espace des éléments 
de facette contient l’image par le rotationnel de l’espace des éléments d’arête. Ainsi, lorsque 
l’induction magnétique dérive d’un potentiel vecteur magnétique, ou lorsque la densité de 
courant dérive d’un potentiel vecteur électrique, les relations qui ont lieu entre ces champs 
discrets sont vérifiées exactement. De plus, la propriété qui lie l’espace des éléments d’arête à 
l’espace des éléments de facette conduit naturellement à une condition de jauge, qui assure 
l’unicité des champs dans l’espace des éléments d’arête. Cette jauge est basée sur des notions 
topologiques, telles que celles d’arbre et de co-arbre, et peut s’exprimer de façon rigoureuse 
au niveau discret. 

Un des avantages de la suite des éléments finis développés est qu’ils permettent 
d’interpoler des champs vectoriels sans imposer leur continuité totale, mais seulement celle de 
leur composante tangentielle ou normale. Leur champ d’application est par conséquent plus 
général que celui des éléments finis classiques, nodaux. Ces derniers ne peuvent généralement 
assurer qu’une continuité totale. Ils ne peuvent par conséquent s’appliquer qu’aux potentiels 
vecteur magnétiques et électriques qui peuvent être continus. Ces derniers doivent alors être 
unis à des potentiels scalaires pour conduire aux champs physiques qui en dérivent 
(formulations t-ω et a-v). Le rôle des potentiels scalaires complémentaires est justement de 
permettre une discontinuité des champs physiques, en assurant uniquement la continuité de la 
composante tangentielle de h avec la formulation t-ω et de la composante normale de b avec 
la formulation a-v. 

Les formulations que nous avons développées en détail sont celles dont la discrétisation 
profite au maximum des avantages des éléments finis spéciaux définis. Il s’agit des 
formulations h-φ et en a*. La première formulation est basée sur l’utilisation du champ 
magnétique h dans les matériaux conducteurs, magnétiques ou non, où des courants induits 
sont susceptibles d’apparaître, et sur l’utilisation du potentiel scalaire magnétique φ dans les 
matériaux non conducteurs. De plus, une technique spéciale de traitement des inducteurs a été 
développée et est basée sur la définition d’un champ source généralisé lié à une condition de 
jauge dans l’espace des éléments d’arête. La seconde formulation est basée sur la définition 
d’un potentiel vecteur magnétique modifié a*, dont dérive l’induction magnétique, qui est 
une primitive temporelle du champ électrique dans les matériaux conducteurs et qui est lié à 
une condition de jauge dans les matériaux non conducteurs afin d’assurer son unicité (c’est 
encore la condition de jauge naturelle dans l’espace des éléments d’arête qui est utilisée). Il est 
clair que les autres formulations peuvent également être discrétisées dans l’espace des 
éléments finis spéciaux mais elles ont pour inconvénient d’ajouter une inconnue scalaire. 

Sur base des formulations discrètes développées, nous avons mis au point un logiciel de 
calcul de champ magnétique et de courants induits dans des structures 
tridimensionnelles. Ces dernières peuvent comporter des matériaux magnétiques linéaires et 
non linéaires, c’est-à-dire saturables. Les matériaux peuvent être conducteurs ou non 
conducteurs. S’ils sont conducteurs, ils peuvent être le siège de courants imposés et de 
courants induits. Les régimes dynamiques transitoires et sinusoïdaux ainsi que le régime 
statique peuvent être traités. 

Des problèmes-test internationaux, pour lesquels nous disposions soit d’une solution 
analytique, soit de résultats expérimentaux, ont été résolus. Pour chacun d’entre eux, le très 
bon accord entre le calcul et la mesure, ou la théorie, a permis de valider les différentes 
méthodes numériques implémentées. De plus, les caractéristiques principales des méthodes 
d’approximation ont pu être analysées, en particulier en ce qui concerne les vérifications 
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fortes et faibles de certaines relations et équations (conditions aux limites et d’interface, 
équations fortes et faibles), pour conclure à la qualité des éléments finis développés. Enfin, les 
différentes étapes qui interviennent dans la modélisation d’un problème sont mises en 
évidence. Des problèmes industriels peuvent maintenant être envisagés. 

L’étude des éléments finis spéciaux nous a conduit à exposer des concepts encore très peu 
détaillés dans la littérature. Et c’est là une des originalités du travail d’exposer des concepts 
nouveaux, liés à d’autres notions mieux connues, pour ainsi constituer des bases solides 
particulièrement bien adaptées à la modélisation des problèmes de l’électromagnétisme. Ces 
bases ont certes donné lieu à l’étude de plusieurs formulations, mais leur robustesse, aux 
niveaux continu et discret, va permettre de les étendre à des modélisations de plus en plus 
complexes. 

Les perspectives de recherches futures sont nombreuses et une forte motivation existe du 
fait de l’intérêt scientifique international que l’on y porte. Différents axes de recherches 
peuvent être envisagés. 

Un premier axe concerne l’adaptation de maillage, c’est-à-dire son raffinement dans 
certaines régions, où les variations de champ sont importantes, et sa dilatation dans d’autres 
régions, où les variations de champ sont moins importantes. Une telle adaptation nécessite le 
développement de techniques d’estimation d’erreur. 

Une amélioration de la précision peut également être obtenue en augmentant l’ordre 
d’approximation dans les éléments finis, c’est-à-dire en ajoutant des fonctions de base dans 
les espaces d’approximation (Nédélec, 1980, 1986 ; Wang, 1992 ; Webb & Forghani, 1993). 
Pour une même précision, un maillage réalisé à l’aide d’éléments d’ordre supérieur peut être 
moins fin mais en contrepartie le nombre relatif d’inconnues par élément est plus élevé, ce qui 
conduit alors à un compromis. Quelle que soit la technique utilisée, une meilleure précision va 
de pair avec une augmentation du nombre de degrés de liberté. 

Il apparaît ainsi intéressant de développer des éléments finis d’ordre supérieur, tout en 
veillant à conserver les propriétés que vérifient les éléments déjà définis, d’ordre I. 

Un autre axe de recherche vise au calcul des forces électromagnétiques, avant d’aborder 
l’étude du mouvement et des déformations. Une méthode basée sur le principe des travaux 
virtuels semble très bien adaptée aux éléments d’arête (Bossavit, 1990d, 1992a, 1992b ; Ren 
& Bossavit, 1991 ; Ren & Razek, 1992). Ces éléments permettent d’exprimer la coénergie 
magnétique ou l’énergie magnétique en termes de circulation du champ magnétique le long 
des arêtes ou en termes du flux de l’induction magnétique à travers les facettes suivant le type 
de formulation utilisée. La force magnétique peut être obtenue en dérivant la coénergie ou 
l’énergie magnétique par rapport aux paramètres de position, en maintenant constant 
respectivement la circulation du champ magnétique ou le flux magnétique. D’autres méthodes 
sont également envisageables, telle que la méthode du tenseur de Maxwell (Müller, 1990 ; 
Ren, 1994 ; Ren & Razek, 1990a). 

Dans le but de représenter correctement les domaines non bornés, il serait intéressant de 
développer des techniques adaptées, telles que l’utilisation d’éléments infinis ou la méthode 
des éléments frontière. En particulier, il existe des méthodes de transformation géométrique 
qui ramènent un espace non borné à un espace borné, qu’il s’agit alors de mailler (Brunotte, 
Meunier & Imhoff, 1992 ; Freeman & Lowther, 1988, 1989 ; Imhoff, Meunier & 
Sabonnadière, 1990 ; Lowther, Freeman & Forghani, 1989). Ces méthodes ont l’avantage de 
maintenir le caractère creux de la matrice du système d’équations algébriques, contrairement à 
la méthode des éléments frontière. 
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Il est également intéressant de développer des éléments finis spéciaux adaptés à la 
modélisation de régions minces ou de régions présentant un effet pelliculaire prononcé 
(Guerin, 1992 ; Krähenbühl, 1990 ; Ren & Razek, 1990c ; Rodger & al., 1991 ; Rodger & 
Atkinson, 1988 ; Rodger, Leonard & Lai, 1992). Dans ces cas presque limites, les éléments 
finis volumiques devraient être en nombre trop important pour couvrir les régions minces. De 
même, des problèmes de mauvais conditionnement numérique pourraient survenir du fait d’un 
trop fort allongement ou d’une trop forte déformation de ces éléments. Une solution consiste à 
modéliser les régions minces à l’aide d’éléments surfaciques et à supposer connue une 
variation des grandeurs physiques suivant l’épaisseur de ces régions, l’épaisseur réelle de la 
région mince étant prise en compte lors de l’intégration des termes matriciels. 
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Notations et formules 

Notations 

Conventions de numérotation 

Un chapitre est numéroté en chiffres romains, une partie est désignée par une lettre, une 
section par des chiffres arabes, une sous-section à l’aide de chiffres arabes à la suite de ceux 
de la section, et ainsi de suite.  

Les formules, les figures et les tableaux sont numérotés par section. Une référence à une 
formule extérieure à une section courante est composée de la numérotation de la section 
contenant la formule, suivie par le numéro local de cette formule. Lorsque cette référence se 
fait au sein d’un même chapitre, ou d’une même partie, la numérotation de ce chapitre, ou de 
cette partie, est omise. Par exemple : 

• la numérotation ‘II.A.3.1’ signifie “chapitre II, partie A, section 3, sous-section 1” ; 
• la numérotation de formule (12) est relative à la formule (12) dans la section courante ; 
• la numérotation de formule (2.12) est relative à la formule (12) dans la section 2 de la 

partie courante, ou à défaut du chapitre courant ; 
• la numérotation de formule (IV.B.2.12) est relative à la formule (12) dans la section 

‘IV.B.2’, extérieure au chapitre courant. 

1. Généralités 

 =
def

 égalité de définition 

 ⇒ signe d’implication 

 ∀ quel que soit 

 ∃ il existe 

 i.e. c’est-à-dire 

 ∅ ensemble vide 

 δij  symbole de Kronecker (0 si i ≠ j, 1 si i = j, i et j ∈ N) 

2. Notations relatives aux ensembles et aux applica tions 

Soient E, F et G, trois ensembles, et A, une partie de E. On note : 

 {x ∈ E ; P} le sous-ensemble de E formé des éléments x vérifiant la 
propriété P 

 E\A  ou  AC le complémentaire de A dans E (l’ensemble E est sous-entendu 
dans la seconde notation ; il n’y a cependant pas d’ambiguïté si 
on limite cette notation au cas où E est l’ensemble global 
d’étude) 
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 x ∈ E → f(x) ∈ F l’application (ou fonction) de E dans F qui, à l’élément x de E, 
fait correspondre sont image f(x) dans F. Cette application est 
dite de type E → F (E dans F). 

 fA la restriction de f : E → F au sous-ensemble A de E 

3. Notations relatives à la topologie 

 A  la fermeture de A 

 A
�

 l’intérieur de A 

 ∂A  ou  Γ la frontière de A 

4. Notations relatives aux nombres 

Soit x = (x1, …, xn) ∈ IRn. Dans IR3, nous notons x = (x1, x2, x3) = (x, y, z). 

 x . y le produit scalaire de x et y appartenant à IR3 

 x ∧ y le produit vectoriel de x et y appartenant à IR3 

 x  la norme euclidienne de x : x  =
def

 x x.  

5. Notations relatives aux espaces de fonctions 

Soit Ω, un ouvert de IR3. On note : 

 C(Ω) l’espace des fonctions continues sur Ω 

 L2(Ω) l’espace des fonctions (scalaires) intégrables sur Ω telles que 
leur carré soit également intégrable 

 L2(Ω) l’espace des fonctions vectorielles intégrables sur Ω telles que 
leur carré soit également intégrable 

Soient F et G, deux espaces fonctionnels. On note : 

 F ⊕ G la somme directe de F et G 

 F ⊗ G le produit tensoriel de F et G 

 F⊥ l’orthogonal de F 

 dim(F) la dimension algébrique de F 

6. Notations relatives aux opérateurs linéaires 

Soit A, une application linéaire (ou opérateur linéaire) définie dans X, à valeurs dans Y. On 
note : 

 dom(A) le domaine de A 

 ker(A) le noyau de A 

 cod(A)  ou  Im(A) l’image de A 

 A* l’adjoint de A 

7. Notations relatives aux fonctions 

Soit f, une fonction sur Ω ⊂ IRn, éventuellement vectorielle (alors notée f = (fx, fy, fz)). On 
note : 

 
∂
∂
f

x
  ou  ∂x f la dérivée partielle de f par rapport à la variable x 
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∂
∂

i

i

f

x
  ou  ∂x

i f la dérivée partielle d’ordre i, de f par rapport à la variable x 

 grad f  ou  ∇ f le gradient de f : Ω → IR : ∇f =
def

 (∂x f, ∂y f, ∂z f) ; n = 3 

 div f  ou  ∇ . f la divergence de f : Ω → IR3 :   

∇ . f =
def

 ∂x fx + ∂y fy + ∂z fz ; n = 3 

 rot f  ou  ∇ ∧ f le rotationnel de f : Ω → IR3 :   

∇ ∧ f =
def

 (∂y fz – ∂z fy, ∂z fx – ∂x fz, ∂x fy – ∂y fx) ; n = 3 

 ∆ f le laplacien de f : Ω → IR :   

∆ f =
def

 ∇.∇ f = ∂x
2 fx + ∂y

2 fy + ∂z
2 fz ; n = 3 

 f∂Ω  ou  fΓ la trace de f : Ω → IR sur ∂Ω 

 n . f∂Ω la trace normale de f : Ω → IR3 sur ∂Ω 

 n ∧ f∂Ω la trace tangentielle de f : Ω → IR3 sur ∂Ω 

 
∂
∂ ∂Ω

f

n
  ou  n . grad f∂Ω la trace normale de grad f sur ∂Ω 

 δ  ou  δ(x) la distribution de Dirac 

8. Notations relatives aux grandeurs physiques 

Quelques grandeurs physiques, couramment utilisées, sont données ci-après, avec leurs 
unités : 

 h le champ magnétique  (A/m) 

 b l’induction magnétique  (T, i.e. tesla) 

 e le champ électrique  (V/m) 

 d le champ de déplacement électrique  (C/m2) 

 j  la densité de courant de conduction  (A/m2) 

 φ un potentiel scalaire magnétique  (A) 

 a un potentiel vecteur magnétique  (Wb/m) 
 ρv la densité volumique de charge électrique  (C/m3) 

 µ la perméabilité magnétique  (H/m) 

 ε la permittivité électrique  (F/m) 

 ω la pulsation d’un signal sinusoïdal (ω = 2 π f, où f est la 
fréquence, en Hz) 

9. Notations relatives au maillage 

Soit Mh, ou Mh(Ω), le maillage d’un domaine Ω. Les ensembles d’entités géométriques de ce 
maillage sont notés : 

 N l’ensemble des noeuds de Mh 

 A l’ensemble des arêtes de Mh 

 F l’ensemble des facettes de Mh 

 V l’ensemble des volumes, ou éléments géométriques, de Mh 
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Leurs dimensions algébriques sont notées #N, #A, #F, #V. 

Un sous-ensemble d’entités d’un sous-ensemble de Mh(Ω) est noté à l’aide du même indice 
que le sous-ensemble de Ω correspondant ; par exemple, Nc est l’ensemble des noeuds de Ωc, 
avec Nc ⊂ N et Ωc ⊂ Ω . 

Formules 

1. Formules d’analyse vectorielle 

Soient f et g, des champs scalaires, et a, b et c, des champs de vecteurs, tous définis dans un 
ouvert Ω. On a les identités suivantes : 

 ∇(f + g) = ∇ f + ∇ g 

 ∇ . (a + b) = ∇ . a + ∇ . b 

 ∇ ∧ (a + b) = ∇ ∧ a + ∇ ∧ b 

 ∇ (f g) = f ∇ g + g ∇ f 

 ∇ . (f a) = (∇ f) . a + f (∇ . a) 

 ∇ ∧ (f a) = (∇ f) ∧ a + f (∇ ∧ a) 

 ∇ (a . b) = (b . ∇) a + (a . ∇) b + b ∧ (∇ ∧ a) + a ∧ (∇ ∧ b) 

 ∇ . (a ∧ b) = b . (∇ ∧ a) – a . (∇ ∧ b) 

 ∇ ∧ (a ∧ b) = (b . ∇) a – b (∇ . a) – (a . ∇) b + a (∇ . b) 

 ∇ ∧ (∇ f) = 0 (i.e., le rotationnel d’un gradient est nul) 

 ∇ . (∇ ∧ a) = 0 (i.e., la divergence d’un rotationnel est nul) 

 ∇ ∧ (∇ ∧ a) = ∇ (∇ . a) – ∆ a 

 a . (b ∧ c) = b . (c ∧ a) = c . (a ∧ b) = c . (b ∧ a) = … (produit mixte) 

 a ∧ (b ∧ c) = b . (a . c) – c . (a . b) 

2. Théorèmes fondamentaux d’analyse vectorielle 

Soient Ω, un ouvert de IR3, et ∂Ω, sa frontière. Nous notons n le champ des vecteurs unitaires 
normaux à ∂Ω et orientés vers l’extérieur de Ω. Soit Σ, une surface dans Ω, de contour ∂Σ, et 
soient f, du type Ω → IR, et a, du type Ω → IR3. On a les formules intégrales suivantes : 

 grad f dv f ds
Ω∫ ∫=

∂Ω
n  ,    rot dv dsa n a

Ω∫ ∫= ∧
∂Ω

 , 

 div dv dsa n a
Ω∫ ∫=

∂Ω
.    (théorème de la divergence) , 

 ( )n l∧ =∫ ∫∂Σ
grad f ds f d

Σ
 ,    n a a l. .rot ds d

Σ∫ ∫=
∂Σ

   (théorème de Stokes) 
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