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Plan de |I' exposé

" Un préliminaire sur | enseignement des
mathematiques et leur intelligibilite

" [Jne balade du calcul infinitesimal a

" analyse qui illustre deux niveaux
d" intelligibilite
5 Quelgues « pistes »




Un présuppose sur |” objectif majeur de
I enseignement des mathématiques

Favoriser « | intention rationnelle » chez les
eleves ou les etudiants :

« lI'faut que I eleve cesse de voir la verite comme
dépendante d* une forme de rapport a autrui. Il faut que,
dans sa relation au savoir, il passe de | obéissance a
Une regle saisie comme arbitraire a la comprehension de
la necessite [...] tant que I eleve croit le maitre parce
gue ¢ est le maitre, ¢ est que I intention rationnelle

n' est pas etablie » (B. Rey)




Un premier présupposeé sur | objectif majeur
de I’ enseignement des mathématiques

" || 's”agit bien, non d” une compétence, mais
d” une intention. Elle est propre a la personne et
PEeUt varier en fonction des circonstances

" Eton estloin du compte sil“on en juge parle

nombre eleveé de questions d’ eleves

commencant par : « Peut-on ... 2» ou « doit-on
. ?»

" C est que cette intention a un prix qu’ il n" est
PAas teUjeUrs NECESSAlrE de payer pour reussir a
|"école




L’ exemple des nombres complexes

" |nterviews d” éleves du secondaire suite a un
enseignement « classique » des nombres

cCompleXes :
"« QU avez-vous appris dans le. chapitre relatif:

aux nompres complexes et conmment
[“expliqueriez-vous a un eleve de | annee
precedente 7 »

= REPONSE :




L’ exemple des nombres complexes

" |nterviews d” éleves du secondaire suite a un
enseignement « classique » des nombres

cCompleXes :
"« QU avez-vous appris dans le. chapitre relatif:

aux nompres complexes et conmment
[“expliqueriez-vous a un eleve de | annee
precedente 7 »

= REPONSE :

OUE




L’ exemple des nombres complexes

" Eq: « C etail pour resoudre des equations. Iy
avait des reels, maintenant les complexes
avec une partie imaginaire, inventee »

n £« On nous a ditqu iy avait un nembre
Imaginaire i.dont /e carre vaut— 1"»




L’ exemple des nombres complexes

« Cela vous a-t-il etonnes 7 »

" E2: « Non, ce n est pas la premiere fois qu. on
nous dit que ¢ est comme cela. Il faut pouvoir
Imaginer. C est comme pourla geometrie
dans | espace »

" B« Saufque la, ona la preuve que ¢ est bon.
ICI, 6N ne saura jamais; 6n va toujours tember
SUr ce iameux i carles nompbres: Complexes
S ecriventa + br»




L’ exemple des nombres complexes

« Et les exercices 7 »

" 9 « [l faut resoudre des equations. Je ne
trouve pas cela difficile: »

w2 « LLes exercices sont un peu plus difficiles
que. ceux qu. on faisait.en 47 avec /e
réalisant, mais ce n est pas hyper compligue;
G est plus facile que les sinus et cosinus. Les
exercices qu on fait, ¢ est parfait »

Difficultes de sortir du contrat didactigue




Les injonctions officielles

En 1990, la commission « Danblon » eveque un
« ecueil majeur : la perte de sens »,

du coté de | apprentissage : « L “accident le plus
fréequent dans | apprentissage. des mathematiques est la
perte de sens et e repli surla forme sans contenu. . ne
plus penser-et se.contenter-d: executer-des

algorithmes selon - unique. procede permis devient
raplidement inseutenanle

duicote de |“enseignement': « e probleme majeur de
[“enseignenient des mathematiques; est: sans aucun
adoute celuldu sens:»




La derive monumentaliste

Les mathematiques, en tant que discipline
scolaire, ont appartenu a une aristocratie” .
Mais, dans cet age des privileges , « une
aiscipline scolaire tend.[...[.a prenare:la forme

d. " Une visite guidée de savoirs que | on parcourt
a la hate, a | instar-de vestiges monumentaux
autrefors vivants mais. dont [es raisons d. étre,
les fonctions vitales ont cesseé d. étre

COMIPHSES »

(Chevallard, 2004

Enbrefi: on a garde les reponses mais perdu les
guestions




La question des questions ...
n’ est pas nouvelle

« Un matin Rabbil David-parcourut les rues de laville-en
criant ;" J al une réponse, J ai une réponse, quia une
question 7" »
=" Histoire juive en exergue d” une conféerence
de R. Bkouche en 82
"« [De question. en question », Serie de
manuels belges sous la direction de IN.
Rouche, dans les annees 90
" < Falre des mathematiques: . /e plaisirdu
sens » (R. Bkeuche, B. Charlot, N. Reuche,
1994))




" intention rationnelle du secondaire a
I” université : comment on en parle

« Je crois que: tout simplement dans le secondaire j ai vu. la limite et
la derivee comme des techniques. Je savais tres bien deriver, je ne
me trompails pas mais /a signification profonde de la derivee, je ne
[“avais pas percue. Je pense que la maturite de [ éleve est telle que
G est une notion sur-laquelle il'faut revenir-apres. Je:ne vois pas de
probleme:a dire: - on a donne la definition, 6n: a surtout insiste sur-/a
technique de calcul parce que ¢ estaila porice des éleves a cet
dge-la et puis en premier-bac, 6n . revient surla notion en . disant:.
attention, voila ce qu il'y.a en plus. Meme en bio, Je reviens dessus
en disant ;¢ est un taux de variation instantane particulier. Et ¢a,
dans /e secondaire, on ne'l apas vu mais il ne fallait peut-etre. pas
le'voir. G esta nous a le faire » (professeur 1er BAC)




L intention rationnelle du secondaire a
I” université : comment on en parle

« Je pense que, dans le secondaire, les eleves n ont aucun
Interet, aucun desir de maitriser /es dervees » (professeur
d"université)

« Les eleves qui arrivent du secondaire ne reflechissent pas : Ils
appliquent des procédures » (professeur d” universite)

«. On nous. dit qu. il faut evaluer selon. trois. competences:
connaitre, appliquer. et resoudre des problemes. Viais, Il vaut
mieux mettre le:maximum de poInts pourla deuxieme rubrHque: Si
[“on veut ne pas avoir trop d-échecs » (professeur du secondaire)

« flout ce qu on nous demande, ¢ est de preparerles eleves a
pien calculer pour:/a suite » (pProfesseur dursecondaire)




Mais qu’ est-ce que comprendre les
mathématiques ?

« Comment Se fait-Il que tant de gens trouvent les
mathéematiques obscures alors qu: elles ne font appel
qu.aux principes fondamentaux de.la logigue ? Qu: est-
ce que comprendre: 7' Est-ce examiner SUCGESSIVEement
chacun des syllogismes et constater qu. 1l est correct ?
Oul, pour-quelques-uns; presque.tous sont beaucoup
plus exigeants, Iis veulent:savolr- nen seulement Si'tous
les SyllegISmes sont COeCts, mais Pourquoriis

S enchainent dans: tel'ordre plutot que dans. tel autre.
lant.qu. ils leur-semblent engendres par.le caprice. et
non par-une intelligence consciente du but a atternare, IS
ne: Grolent pas avolr ComprS el Aes I0rS: SeNL

Iinsatistaits » (Poeincare)




Mais qu’ est-ce que comprendre les
mathematiques ?

= |Vlais comprendre les mathematiques,
c est aussi pouvoir rendre des comptes
sur la facon de definir les concepts

" | “intelligibilite doit pouvoir se decliner a
chaqgue niveau et il existe une vie
mathematiques avant ... celle que |” on
connait : exemple des derivees




Exemple : emergence et validation pragmatique
du calcul des deéerivéees

Mise en bouche::

Décrire le mouvement d”un
mobile sur une trajectoire
rectiligne a partir de sa loi de
position

En particulier, lieracceleration
et sens de la concavite, et
d“un point de vue qualitatif;
vitesse Instantanee et « pente
de la courbe »

Definir la vitesse moyenne sur;
un intervalle de temps (ihese
de Gantois)




Exemple : emergence et validation pragmatique
du calcul des deéerivéees

Quand les 2 mobiles ont-ils
méeme vitesse ?

Iiravail graphique

Travail analytique, d* abord
guand le moeuvement non
uniferme est decrit par une
fonction du second degre et
puis par une fonction du deme
degre




Exemple : emergence et validation pragmatique
du calcul des deéerivéees

= Strategie 1

Determiner la valeur. de t pour:
laquelle I” ecart est maximal

Strategie 2

nt)-p)

Deéterminer " instant en lequel
une droite de meme pente que
le graphigue de p; rencontre
celurde pyen un seul point




Exemple : emergence et validation pragmatique
du calcul des deéerivéees

= Strategie 3

Déterminer: " intervalle de
temps sur lequel les deux

mobiles ont meme
viltesse moyenne et ce,
pour des intervalles de
temps de plus en plus
petits




Exemple : emergence et validation
pragmatique du calcul des derivees

" Ou sont les conditions
d” existence ?

2t + At = V3




M1 :

El:
M1 :
El:
NI :

El:
NI :

M1 :
NI :

Exemple : emergence et validation

pragmatique du calcul des deérivees

Donct, = V3-t,.

Donc... Oui, et t; = V3 — t;.

Oui. Et ¢a nous fait quoi ?

Et ¢a, et ¢a... Oui, c’est ¢a, c’est ¢a le probléme : une fois qu’on a ga, on n’a toujours pas 'instant £.

Mais il faudrait trouver une autre fagon... Enfin... encore un autre truc ol tu as £, + #; et alors on saurait obtenir
un systéme. Tu vois ce que je veux dire ? $’il y a deux inconnues, il faudrait trouver une autre maniere. ..

Oui, mais qu’est-ce que tu aurais d’autre comme €quation a part ¢a ?

Etsi... A quel moment... On ne devrait pas juste prendre un seul ¢ et dire : c’est une vitesse instantanée ? On
pourrait prendre juste un ¢ vu que ¢’est un seul moment.

Oui, mais, limite, ils sont tellement proches, qu’on peut dire que ¢, = 1.

Oui, ¢’est ¢a, en fait.




Exemple : emergence et validation
pragmatique du calcul des deérivees

= Au dela des « interdits »
et des conditions
d" existence : assimiler t.
a t, ou rendre nul At pour
trouver une reponse
exacte

Un nouveau calcul : celul
des derivees, dans un
contexte particulier

= Un calcul juge suspect
2t + At =3




Exemple : emergence et validation
pragmatique du calcul des deérivees

Parce qu’en fait, ils sont tellement proches... Tu mets ¢, égale plus ou moins ¢#;. Et donc, tu n’as qu’a dire :
2t; = /3. Donc 2t = ?

Ca parait bizarre d’égaliser ¢, et #.

C’est un peu fac[ile]... Ca ne met pas vraiment en commun les deux €quations.

En fait, vous avez fait... Vous avez rendu votre différence de temps...

[qui coupe Prof et continue la phrase de Prof] : ... tellement petite que #, est égal a ¢...
Infiniment petite.

Enfin, presque égale.

Mais ce n’est pas imprécis, a ce moment-la ?

Ben non : ¢’est logique. Si tu réduis a fond I’intervalle de temps, ¢a deviendra égal.




Exemple : emergence et validation
pragmatique du calcul des deérivees

= Seule cette strategie reste valable dans le cas
ou le mouvement non uniforme est modelise par
une fonction du 3¢Me degre

m \]ais elle a ete rendue « credible » dans le cas

d"un MRUA en ce sens qu elle fournit [a méme
[EpPONSE que les deux autres methodes :
validation pragmatique

" On alalemergence d” un saveir mathematique
SOUS Une forme embryonnaire




Le « concept » de derivee chez
Fermat (1601-1665)

= Couper un segment en deux parties dont les longueurs ont un
produit maximal

= Adegaler:a(b-a)=(a+e)(b-a-e)
be = 2ae + e (diviser par. e)
b =2a+ e (supprimere)
b= 2a

Calcul legitime par le fait. qu” une methode
geometrigue (Euclide) donne le meme resultat

Double statut de « IFinfinitésimal »




Le « concept » de dérivee
chez Lagrange (1736-1813)

o P = [f(x+1)-f(X)] /i (apparition du taux d"accreissement)

s « Or, P etant une nouvelle fonction de x et l, on pourra de meme
en Separer ce qui est independant de i et qui, par consequent, ne
S evanouit pas lorsque.i devient nul. Soit donc p.ce que. devient P.

lorsqu. on FAIT =0 »

Limite definie par un acte de suppression de termes




Du calcul infinitésimal a I analyse

= Cauchy, considere comme le « pere » de
" analyse moderne pour avoir « coule » le calcul
Infinitesimal dans un « moule deductit: » afin de
rESPECLEr |a « rigueur des geometres grecs de
[“Antiquité »
On lurdoit le systeme de preuves classigues,

dont on peut exclure toute connotation
geometnigue; temporelle ou cinematigue

pien que ...




Du calcul infinitésimal a I" analyse

= | es demonstrations de Cauchy sont diSCursives :
expressions langagieres « contravariantes » de la limite
mais absence de symboles « quantificateurs »

Sa definition est celle de la « [imite d” une variable » :

« lLorsque'les valeurs successivement attibuees a une
meme variable s:approchent indefiniment d- tne valeur
fixe, de maniere a finir par-en différer aussi peu . que [ on
voudra, Gelte derniere est appeleela limite de touies Ies
autres »




Du calcul'infinitésimal a I analyse

Essais de formalisation de cette definition par des futurs
ProfESSEUTS :

Ve >0:|x-a| < ¢ («faut-il ajouter ¢ tres petit 7 »)

Cette écriture caracterise ce qu on appelle, en ANS, des
nombres « infiniment proches » mais signifie, dans [ AS,
gue x = a. Quand on/le demontre, les etudiants insistent
Sur le fait que € " est pas nul ou corrigent ainsi':

Vs>0:0¢|x-a|<e




Du calcul infinitésimal a I analyse

Les apparences sont sauves : on fait intervenir des
elements emblematiques de la theorie enseignee a

" université tout en « coupant la poire en deux » pour
menager un parcours didactigue progressif

Obsernvation significative d* un rapport « non lakatosien »
aux definitions : celles-ci « décrivent » ce que I“on
entend intuitivement par. « tendre vers » (Voire ont un
role stenographique) aulieu d” etre des « outils de
preuve » (these de P. Job)




Du calcul infinitésimal a I analyse

= Approche « lakatesienne » du concept de
continuite : etudier les conditions (N et S 7) pour:
que la droite x = a soit AV. d" une fonction-
fraction rationnelle

= Refutations SUCCESSIVES dES EPONSES
Sulvantes, par contre-exemples :
"« a doltetre racine du deneminateur»

=« a doit etre racine du denoeminateur sans: etre racine
AU numerateur»




Du calcul infinitésimal a I analyse

= De |  examen de contre-
exemples al émergence
du concept de continuite :
ON NE peut rendre, p.ex.,
1/f(x)-aussi grand que
[“on veut sans rendre 1(x)
aussi proche de f(a) que
" on veut, pour des
Valeurs de x suffisam:-
ment proches de a




Du calcul infinitésimal a I analyse

" Ce n’ estpas encore
suffisant : Il faut exiger:
gue fait un signe
constant dans un
VoISIinage de a ou surun
intervalle d” extremité a




Le discours heuristique

= Cet exemple illustre ce que LLakatos appelle le style
heuristique : « Le style heuristigue consiste a mettre a
[“épreuve la conjecture primitive ou naive, la preuye-
mere, les contre-exemples quila mettent a | epreuve, la
methode des preuves et refutations et les conceprs-
eprouvettes qui en decoulent »

(exemple du concept de convergence uniforme ne de

| examen du theoreme faux de Cauchy et des contre-
exemples de Fourier . Une serie de ionctions continues
CONVErge VELS Une fonction continue)




Le discours déductiviste

« Dans /e style deauctiviste, 6n commence par
une liste précautionneuse d axiomes, de
lemmes ou de definitions. Les axiomes et /es
definitions paralSSent frequemment artificliels et
d.“une complication déroutante. On ne dit jamais

comment ces complications Sont nees. La liste
d“axiomes et de deéefinitions est suivie de
[HEeoremes SeI/gneusement mis en: mots,
Encompres de conditions pesantes; Il:semble
IMPeSSInIe que quicenque ait jamais pules
inventer» (LLakates)




Du calcul infinitésimal a I analyse :
inversion didactique

Histoire

Integrales (aires,
Volumes)

Derivees (tangentes,
vitesses, optimisation)

Reorganisation autour
des concepts de
fonction et de limite

Continuite
Reels

Enseignement

Reels

Continuite

Iheorie des limites
Derivees et integrales

Applications
geometriques,
cinematiques ou
pratiques




Deux niveaux d” intelligibilite

= Un premier niveau : comprendre en quoi les
concepts mathematigues constituent des
modeles pertinents « d” objets » extra ou intra-
mathematiques, Ce quI SUPPOSE UNE CErtaine
forme de distanciation entre les objets « reels »
et leur modelisation pas evidente etant denne un
opstacle epistemologigue persistant : le
poeSItivISme empirigue

= Unisecondniveau: ...




Un rapport non distancié aux objets du reéel
rend necessaire ce niveau

Peut-on deduire un
rapport entre les
volumes de 2 solides
de |I” invariance du

rapport des aires des
surfaces qui les

« composent » ou qui
les « engendrent »?

[Pas toujours meme si
¢ est tentant




Un rapport non distancié aux objets du reéel
rend necessaire ce niveau

: Définir | aire d” une surface
| a tentation est courbe comme la limite de Ia

grande de considerer somme des aires des triangles
d" une surface polyedrale

que les mesures de inscrite, jusqu’ au contre-
grandeurs se doivent exemple de Schwarz en 1883

d’ exprimer ce que
[“on « voit » des
grandeurs elles-
MEMES




Un rapport non distancié aux objets du reéel
rend necessaire ce niveau

Douter que le calcul Penser, voire definir,

d" une limite puisse la tangente comme

donner la valeur limite” de sécantes,
exacte d" une vitesse maniére d’ exprimer

instantanee qui ce que I’ on voit, sans
echappe jusgu a un avoir definilune
Gertain pointaux guelcongue topologie
observations et aux surl”ensemble des
mesures droites




Un rapport non distancié aux objets du reéel
rend nécessaire ce niveau

Douter que la limite

d’ une suite de sommes
d" aires de rectangles
donne la valeur exacte

d" une aire curviligne car
Ces rectangles

N épousent pas
parfaitement la surface
QU « Se reduisent en

Segments»




Un rapport non distancié aux objets du reéel
rend nécessaire ce niveau

" On justifie que ce calcul donne bien ce que I on
cherche, au prix d"une « validation » nen canonique
(Intuitions geometrigues ou cinematiques, validation
pragmatique)

" Par exemple, jouer sur un encadrement d” une aire




Vers le second niveau d’ intelligibilite

» Un tel discours ne s’ apparente pas a un discours
theorigue standard dans lequel les aires, Vitesses, ...
sont definies par le biais du concept de limite

Entre |a determination d- aires curvilignes, et

" eélaboration d” une théorie ou les propriétes telles

" additivite par rapport aux intervalles peuvent se
demontrer sans embuches, Il faut epurer; le concept de
certaines restrictions comme celle de s’ imposer: des
subdivisions regulieres : un domaine d- intégration peut
etre a priori divise en deux segments
«Inecommensurables » !




Deux niveaux d” intelligibilite

= Un second niveau : comprendre gue les

« bonnes » definitions de ces concepts sont, a
un moment doenne, celles qui dennent prise au
raisonnement deductif et qui permettent un
agencement deductif « optimal »; a ce stade, ce
sont elles gui definissent les objets du reel
(aires, vitesses,...) et les formes de validation du
niveau précedent n ont plus aucun interet




Quelques pistes pour une solidarite
secondaire-universite

Remplacer: la question : « a quol servent les
mathematiques ? » par. « Quelles sont les raisons d- étre
des savolrs et theories mathematiques 7»

ldentifier deux niveaux de reponse : la modelisation et

" organisation deductive

Ne pas se contenter de reponses allusives mais Inscrire
dans les objectifs attendus des éleves I intelligibilité des
raisons d” étre des saveirs mathematiques ... pour
autant qu” on les leur ait enseignees

Penser la motivation'dans le long terme comme
consequence de I intelligibilite




Quelques pistes pour une solidarite
secondaire-universite

AU niveau de la modelisation,

le rapport mathematiques/autres disciplines est central :
nNe pas en faire un « attrape-nigauds » mais un des
objectifs d” apprentissage

Ne pas preter aux « activites », « situations-problemes »,
....des vertus qu’ elles n” ont pas, les réserver a des
circonstances bien precises et respecter, pour les
construire, des conditions sans lesquelles en ne peut en
esperer un apprentissage des eleves

lles inscrire dans un parcours d- etude plus global ot le
discours du prefesseur a toute sa place




Quelques pistes pour une solidarite
secondaire-universite

AU niveau de |I” organisation deductive,

Y preparer tot les eleves du secondaire, sur des
« objets » a leur portee : ilots deductifs.en geometrie

Montrer, par un discours heuristique, |” intérét de telle ou
telle definition; celuirde telle ou telle hypothese

\Vlettre en evidence les sauts conceptuels que suppose
le passage du precessus de modelisation au projet
d" erganisation deductive

Choisir des situations appropriees pour: faire comprendre
aux eleves les ruptures de contrat inherentes a la
transition secondaire/universite et leurs raisens




Quelques pistes pour une solidarite
secondaire-universite

= Accepter que, dans certains secteurs
mathematigues, le niveau modelisation est
preferable, pour " intelligibilité, a une pale

Imitation du discours universitaire

(exemple de |la subordination de la geometrie
calculatoire a |” algebre lineaire)




Quelques pistes pour une solidarite
secondaire-universite

A " université : la géomeétrie analytique est subordonnée a I” algebre
linéaire. Dans la théorie standard :

= | es droites et plans sont définis d” emblée comme variétés
linéaires ou affines et les vecteurs sont des éléments d’ un
espace vectoriel.

Un théoreme permet de traduire les écritures vectorielles en
termes de coordonnées : Tout espace vectoriel E de dimension
finie n sur un corps commutatif K est isomorphe a |’ espace K"
des coordonnées

Efficacité de |" algébre linéaire comme théorie multi-sens




Quelques pistes pour une solidarite
secondaire-universite

Dans la transposition didactique en vigueur dans le
secondaire :

Le point de depart est toujours vectoriel

On gomme les points juges trop difficiles pour les
éleves

On passe du vectoriel au parameétrique (puis au
cartésien) sans aucune justification, le déploiement
des écritures avec fleches en écritures sur les
coordonnées etant percu comme une « recette »

On passe du planal”espace « sans crier gare »




Quelques pistes pour une solidarite
secondaire-universite

" équation d” une droite serait, en 3D, de la forme :
ax+py+cz+a=0!

Equation « etiquette » et non « contrainte »
Extension a |" espace non « controlée »

e systeme ax + by = 0 et z = 0 caracterise le plan Oxy.

|_es eléeves ne savent pas que Ia liberté ne s” exprime
pas

« Sf on prend le:milieu d un vecteur »
Difficultes liees au concept de vecteur

« Quiidit que I addition; de deux vecteurs deil espace ne
conadultpas a tn <« parallelogramme gatche » 7

Questionnement surla pertinence d*un modele




Quelques pistes pour une solidarite
secondaire-universite

Beaucoup de difficultes pour peu de retombees
en termes d" economie de pensée et d” action::
fait-on vraiment de la geometrie calculatoire 2




Quelques pistes pour une solidarite
secondaire-universite

" |qvitation a une reflexion collective sur ces
guestions

= Pardon pour le cote sentencieux de cette

conclusion




