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Question testée par la « commission
des outils d” évaluation »

Un detecteur a scintillations est utilise pour mesurer |la
radioactivite d” un échantillon. L" activite d” un échantillon
est evaluée par le nombre d” impulsions par minute que
recolt le detecteur; elle varie avec le temps et peut etre
decrite par un type de fonction que tu as etudie. On te
demande de construire un graphique a partir des
donnees du tableau, puis de determiner une fenction qui
modelise le phenemene et ensuite de discuter;

" adéquation de ton moedele aux donnees fournies.

(Une fonction dui type exponentiel convient-elle?
Pourquel ?)




Question testée par la « commission
des outils d’ évaluation »

= Examen et traduction des données: graphique cartésien




Question testée par la « commission
des outils d’ évaluation »

Examen et traduction des données

Temps (jours) t 0 30 | 60 | 90 [ 120 | 150 | 180

Activite A 571 | 474 | 417
(impulsion/min)

869 _ns8e9 270917 9 0879 21 _ 0801 4’*_0830
1000 869 797 701 571
348 291 262

——~0,879 = —~0,834 == ~0,836 =—==~=0,900
4 417 348 291




Question testée par la « commission
des outils d” évaluation »

Choix d” un modele exponentiel parametre:

A(t) = a bt

Determination de a = 1000

Determination de b (p.ex. 0,995) a partir d” un autre

couple de valeurs du tableau
Etude de |" adéequation du moedele

Temps (jours) t 0 30 [ 60 | 90 | 120 | 150

Activité A 571 | 474
(impulsion/min)




Question testée par la « commission
des outils d’” évaluation »

Difficultes des eleves :

v a identifier un modéle adéquat dans le cas ou il
N’ est pas précisé

v/ a exploiter le graphique ou la régularité

AUMErique du tableau

v-a parameétriser le modéle ou alle faire
convenablement

v a ajuster le modéle et exploiter le tableau pour
JUgEr de sen adeguation




Question testée par la « commission
des outils d” évaluation »

Interviews des eleves et des professeurs qui permettent
de supposer un « mangue a enseigner » que I" analyse de
la transposition didactique standard permet de confirmer :

® « Je ne savals pas comment metire l'enonce er /e
propleme: demande. en rapport avec la theorie et les
EXErCICES lalts en classe . (Uunieleve)

e « Avant ce test, Je n‘avals jamals propoese Ge lype
d exercices a mes eleves. lLes resultats le
prouvent... llsmeriavdra mieux preparer mes: eleves
d Ce lype d'exercices ». (Un proefesseur)




Une question du BAC qui fait scandale

" Question relative a une population de bacteries
dont « la vitesse d” accroissement est

proportionnelle au nombre de bacteries en
PrESENCE »

" [Desarrol des lyceens francais du, en particulier,
a la presence de plusieurs parametres et a la
mobilisation d” une equation differentielle




Un debat sur la place octroyée aux
aspects expérimentaux

P. ex. Ferrier et Gaud sur la radioactivite :

» Caractere aleatoire de la desintegration radioactive et
difficulte a faire sentiraux eleves, sans introduire les

variables aleatoires, le lien entre le discret (aspect
macro) et le continu (aspect micro)

= [Difficulte de trouver un dispositiii expermental pour;

experimenter, dans le secondaire, la propoertionnalite
de AN'a At et a N(1)

= Faisanilite didactigue durmoedele probabiliste de 1a
radieactivite




Un debat sur la place octroyée aux
aspects expérimentaux

= Partager les « jeux de roles » entre professeurs
de mathematiques et professeurs d” autres

disciplines ?
= Accepter que, en mathematiques, ce solit le

caractere « multi-sens » des modeles gui fait
leur efficacite et qui procure Une economie de
PENSEE 7

== Qur, a condition:...




Une position didactique pour le
cours de mathematique

=" [Degager, de contextes divers, des modeles
mathematiques qui rendent compte de plusieurs
systemes intra ou extra-mathematiques

Sans forcement approfondir les aspects experimentaux
et en misant sur " interdisciplinarite

\Vlais enrayant sein de construire lesobjets
mathematigues comme repondant a ces modeles : en
[“occurrence, des fonctions qui'sont selutions

d" equations differentielles ou, plus generalement,

d" equations fonctionnelles




L" exemple des fonctions exponentielles
(et logarithmiques)

= | es equations fonctionnelles concernees :

flx1) + f(z=2),

f(x1) - f(z2),

k
T ?

= Et les contextes : croissance de populations;
radieactivite, echelles logarnthmiques, lorde VWeber: et
Fechner et decibel; ...




Une 1¢™ approche : densification de
suites geometriques

= Toutes les demi-heures

temps 0 1/2 1 2 ... | N

Nb. de X 210000 4 10000 2"+10000
bactéries

x_ 210000 w2 _2.100002 donc x = 1000042
10000 x
z  4-10000

2 2
= ou z© =8-10000“ donc z=+/8-10000 = 2v2-10000
2-10000 z V8 v2




Densification des suites geometriques-experimentation

O:

=

Trouvez le rapport qui soit le meme pour toutes les demi-heures. Comment
le calculer ?

Prenons la moyenne des deux :(3/2+4/3)/2=17/12. Si on prend cent
bacteries au debut, ... Il est mieux de prendre cent vingt bacteries, le calcul
sera plus simple. On part de cent vingt bacteries. Apres une demi-heure, on
a 120 (17/12)=170. Apres une deuxieme demi-heure, on a 240,83333
bacteries (le calcul fait a I'aide d'une calculatrice). C'est tres proche de deux
cent quarante, mais pas deux cent quarante.

:[Donc dix-sept sur douze n'est pas precis.
. Comment trouyver. ce rapport 2
llfest proche de 17/12, mais un peu plus bas. Une bacterie en plus sur une

heure c'est peu de chose. J'obtiens le rapport de 1/240 de trop

:Je prends 120, apres une heure, je dois avoir 240.

17/12:-120 = 120
120(17/12)7=" 240,833

:Silje mets au carnre, (17/12)2= 2,0069444.

> PoUrquoi ce rapport dix-sept surrdouze n'est =il pas bon?
:Car dix-sept sur douze au carre n'est pas egalia 2.

;. Donc quelest e boen rapport 2
Cestlaracine de 2.




Etude des caracteéristiques mathématiques

Aspects graphigues, aspects numerigues, liens entre les
diverses equations fonctionnelles et leurs solutions

f(x) = ax vérifie
f(x; + x2) = f(x) . f(x2)

/ \\uf si f(0) = 1

g(x) = f-1(x) = logax vérifie f(x) = bax vérifie
g(x; . x2) = g(xy) + g(x2) f(x) = kf(x)

sauf si f-1(1) =N /

g(x) = f-1(x) = log,x + C vérifie
g'(x) = K/x avec K=1/k




L’ exemple des fonctions sinusoidales :
contenus du programme

\aleur approchee de
Angles et arcs
Definition du radian

Cercle trigonometrique, angle oriente, nombres
trigonometrigues des angles orientes

Angles associes

Formules fondamentales

Equations et resolution de preblemes
Fonctions de reference : Sin X et cos x
Eormules d addition; ...




Intentions outillées d” observations

==« Vlotiver » une extension des nombres trigonometrigues
des secteurs angulaires utilises dans la resolution de
triangles en 3eMe,

nombres positifs comme rapports de longueurs dans les
triangles rectangles

Jirouver du « lrant » entre ces divers contenus ENSEIGNES
de maniere trop « SaUuCISSONNEE »,

ainsi que faire des liens avee d” autres contenus extra ou
Intra-mathematigues : pReENGMENES pPeriedigques en
PhYSIqUE, retations et autres transformations, NeMmbres
complexes




Pourquol le radian 2

Quelques reponses d’ (éleves)-professeurs :

"« Un angle de a radians intercepte un arc quimesure:a
rayons. Dongc, le radian a une representation
geometrque ... »

Et le degre ?

-« Cela simplifie.des formules comme: celles du permetre
et.de/l"aire d un cercle »




Pourquol le radian 2

" « [ e radian, étant un rapport de deux longueurs, n a pas
d-“unite. Ainsi:, on prefere | utiliser-en physique car-on
peut les multiplier « Ssans CoONSEqUENCES » par des
mesures. Par exemple, dans | expression sin (at), at est
bien un temps. Qu:en serait-il'si'l~angle a était exprinme
en degres 7 Peut-on multiplier des degres et des
lemps 7 »

« [.e radian est une: unite de:mesure. naturelle: de
[“angle puisqu il prend.comme. reference une. longueur
caracteristique intrinseque au Gercle »




Pourquol le radian 2

« A present, toutes les fonctions trigonometriqgues Sont
definies en radians. Le radian est egalement bien
present en physique »

« On veut une fonction qui soit le sinus d- un réel et non
le sinus d-un angle »

« lim (Sinx/x).egale 1. quand x-tend.vers 0.»

« X esSl Une approximation de Sinx:. ¢a permet de
lIneariser des problemes »

« [D'SINX.= COS X »

[Dans un dictionnaire des mathematiques (Bouvier et
al.) s « Radjan:: unité' de'mesure . d angles et.d arcs de
cercle




Mouvements harmoniques

= On lie souvent fonctions trigonometrigues et
phenemenes periodigues

= Parmi Ceux-cl, les' phenomenes harmoniques
jouent un role particulier

= Etleur modelisation via les fonctions
sinusoldales va permetire de relier les contenus
de pregrammes




Les mouvements harmoniques

Quelgues oscillateurs harmoniques SUPPOSES NON
amortis pendant un certain temps :




Les mouvements harmoniques

Positionner. un corps en fonction du temps

P

_Position
d'equilibre

o Pﬂl




Les mouvements harmoniques
Plusieurs graphiques possibles a priori




Les mouvements harmoniques
Une premiere experience qui
permet de trancher




Un exemple parmi d’ autres




Intéret d” un modele de référence
« adaptable »

= Ces mouvements peuvent changer de periode,
d" amplitude, de phase, ce qui conduit a des
« transformations graphiques » (etirements,
translations)

Construire un modele de reference avec des
unites « adaptables » a chague phenemene
particulier et a chague. « URIVESS » (mecanigue
celeste pourdes phenomenes al échelle
planetaire, modele atomigue des electrons qui
gravitent autour du neyad, ...)




Intéret d” un modele de référence
« adaptable »

= Difficulte de travailler avec les unites
conventionnelles du systeme MKSA

D’ ou I’ idée de choisir pour unité de longueur le
rayon du cercle parcouru par le corps tournant :
ce sera |’ unité de mesure d’ arc

Et celle de rapporter le temps a I’ unité de
longueur choisie, ¢’ est-a-dire de considérer le
temps unitaire comme etant celui que met le
corps qui tourne pour parcourir un arc de meme
longueur que le rayon du cercle




Les mouvements harmoniques
Questions d’ unités de mesures

" unité de lengueur et celle du temps sont denc
cholsies comme caracteristiques intrinseques du
phenemene : le rayon du cercle, le temps
necessaire pour parcourir un arc de meme

longueur que ce rayon. D" ou un meme nombre-
mesure

arc
0

1,4
T2




Retour a I” oscillateur

LLe but est de connaitre la position P du
corps attache au ressort a tout instant
Supposons que la periode est 2 et

" amplitude 1 : déterminer cette position

ent=m/4:ent=m/3,ent=0,79;

ent = 1,4 (question posee a des eleves
gui'ne connaissent que le degre comme
mesure d angles




Retour a I” oscillateur

" Vobilisation d” un savoir acquis : Ia
position est donnee par le sinus d” un
angle




Retour a I” oscillateur

= \ais, a part dans certains cas, la determination
de |"angle suppose une regle de trois
fastidieuse; par exemple, la mesure x d” angle
en degres correspondant a un arc de mesure

1.4 vaut 80,2 :
1,4 /6,28 = x/ 360°.

= On cherche, de plus, a garder la memaoire des
valeurs de t correspondantes dans | expression
de la position. Or, icl, P (1,4) = sin 80,2"




D" ou le radian

En supposant que |” unite de mesure d” angle est
le radian, defini comme un angle quiintercepte
Un arc unitaire (qui mesure un « rayon ») :

au temps 1,4, |"arc parcouru vaut 1,4 rayon et
|"angle au centre correspondant vaut 1,4 radian




Le tableau numerique « avant »

sin 80,2° = 0,98

sin 90° = |




Le tableau numerique « apres »

0
sin 7/ 4

sin /3
sin 1,4

sin 7/ 2




Une définition motivée

= En definitive, une fonction Sinus qui envole un
réel x sur le sinus d” un angle qui mesure, non X
degres, mais x radians

SUPPOSE UNE EXtENSION aux autres quadrants

des nombres trigonometriques Sin et cos en
lermes de coordennees

EXtension qui' repose sur'les symetries du
mouvement du ressort modelise par un
mouvement circulaire et qui motive I etude des
angles associes




Une visée deliberement fonctionnelle ...

= Flude des equations et inequations subordon-
nee a celle des fonctions

[l lexiste une infinite de solutions pour les equations
trigonometriques : « Mais quel intérét puisqu: on. tourne

en rond et qu. on est deja passe parla ».
De ce point de vue, le graphique cartesien
justitie la periodicite des solutions

= Etude des identites et formules orientee vers la
transiermation algebrigue de fonctions




... revisitee au moment de
|” étude de la dérivée

Pour: faire apparaitre | équation differentielle
y. (1) = - (m/k) y(t) et son ensemble de solutions

lLes aspects experimentaux portent alors sur;

" établissement des lois de la mecanique classique dont
= ma et dont on peut deduire des proprietes de
mouvements particuliers et sur la determination des
forces en jeu

L_es fonctions de reference correspondent alors a sin x et
cos x et |"on revient sur I"intéret d“avoir defini ces
fenctions par rapport au radian




En guise d exercices et d’ évaluation

® Detroner la « sacro-sainte variation de
fonctions »

" \ettre a " avant-plan la determination d” un
modele fonctionnel dans un contexte particulier,
CE Ui SUPpPOSE Une maitrse des principales
classes parametrees de fonctions, du role joue
par chacun des parametres et, eventuellement,
de technigues d”ajustement




Conclusion

Choix a debattre, en termes de:
" Articulation avec d” autres disciplines.

= Changements relatifs aux transpositions
didactiqgues habituelles au cours de
mathematigue




