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Concepts « unificateurs et geneéralisateurs » :
fonctions et limites de fonctions

Le concept de fonction peut etre vu comme
concept unificateur au niveau des fondements des
mathématiques, ¢” est-a-dire dans une

« praxeologie-deduction », mais aussi, a un niveau

plus « elementaire », comme outil de
categorisation de phenemenes extra ou intra-
mathematigues et donc dans Une « praxeologie-
modelisation » : |' exemple du calcullintegral




Des problemes qui relevent de la
meéme categorie fonctionnelle




Les fonctions sont des outils de
classement des problemes

Pour Archimede, ces problemes sont distincts meme
s’ ils relevent tous deux de la methode d* exhaustion

Pour nous, ¢ est le méme probleme : primitive d* une
fonction du second degre ou limite de sommes de
Riemann de meme structure

« Mais pour qu. on ait le droit de voirla un = calcul
integral ", il faudrait . mettre en evidence, a travers la
multiplicite des apparences geometrques, quelque
ebauche de classification des problemes suivant /a
nature de: “/fintegrand. “sous=facent. AuXVIIe siecle,
nous: allons le voir, Iarrecherche d une telle classification
devient peu a peu [ un des principaux: SoUcIs, des
geometres » (Bourbaki)




Les fonctions sont des outils
de classement des problemes

= Une classification algebrique de modeles fonctionnels
parametres qui doennera prise aux techniques de
derivation et de primitivation...

Possibilite d” une initiation a un tel regard des les
premieres annees de college : cf. I” ingenierie relative
aux problemes de suites de nembres figures (These de
Krysinska)

Role des estensifs algébrigues, en amont d* une
definition generale du concept de fonction dans un: projet
de fondement




Les fonctions dans un projet de
fondement des mathematiques

= Organisation deductive de toutes les
mathematiques a partir des notions
d" ensembles et de relations entre ensembles

= Elargissement du concept de fenction pour;

prendre en compte les relations fonctionnelles
dans tous les domaines mathematiques

= Apparition, a des fins didactiques, de
representations sans grande valeur
instrumentale et d” exemples de peu d- interet




Le concept de limite et le calcul associe

= A quel(s) type(s) de questions repond le
calcul des limites ?

= Pourquol formaliser le concept de limite en

termes de quantificateurs et d” inegalites ?




Détermination de grandeurs
ou d’ objets géométriques

Réponse donnee, a la 1 question, par J. Stewart dans
le cadre d” un cours de « mathématiques genérales » :

v Un apercu du calcul différentiel et intégral
v_ |Le probleme de | aire
v_ e probleme de la tangente
v La vitesse
v/ [Lallimite d” une suite (paradoxe de Zenon)
v/ [La'somme d” une serie
v_ es limites et dérivées
v. |_es problemes de tangente et de vitesse
v. [Lalimite d” une fonction




Determination de grandeurs
ou d” objets geométriques

v Emergence du concept de limite dans I” histoire :
v Aires et volumes « curvilignes » (integrale)
v. Tlangentes (derivee)
v_ Vitesses variables (derivee)
v Optimisation (derivee)

V. Praxéologies « grandeurs » : I” analyse n"a pas pour seul
put d”etudier les fonctions




Praxeologies « grandeurs »

llaches : determiner des grandeurs (aires, Vitesses, ...)

Techniques : calcul de limites (suites et taux
d" accroissement), calcul de derivees et de primitives (ou
les fonctions jouent un role majeur)

Discours technolegique : justifier gue ces calculs
donnent bien la valeur exacte de ce qui est eherche

Ifheorie : peut-on presenter les concepts et techniques
sans le formalisme classigue associe aux limites 2




Praxeologie « modelisation fonctionnelle »
ou « etude de graphiques »

= [aches : etudier des fonctions ou des classes
parametrees de fonctions pour poeuveir modeliser des
PhENOMENES; CE quI SUppose de faire des liens, dans les
deux sens, entre graphiques et expressions analytiques

= ['echnigues : racines, signe, calcul de limites, de
derivees, ...

= [Discours technolegique : a construire




Etude de graphiques ou
modelisation fonctionnelle ?

= Un objectif commun : etablirdes liens entre des
expressions analytigues et des types de
graphiques
Des accents differents :

Sens duparcours privilegie dans les exercices :
de | expression vers le graphique ou le
contraire, etude complete des fonctions UNe par
Uune ou etude des principales classes
parametrees en privilegiant les outils les plus
adapies a chaque classe

" |mportance des parametres




Praxeologie « grandeurs » : un premier niveau
d” intelligibilité des mathematiques ?

" Comprendre les mathéematiques, ¢’ est
POUVOIr rendre des comptes sur la facon
de definir les concepts

= | “intelligibilite doit pouvoir se decliner deja
a Ce niveau et Il existe une vie
mathematiques avant ... celle que l" on
connait : exemple des dernVEES




Exemple : emergence et validation pragmatique
du calcul des deéerivéees

Mise en bouche :

Decrire le mouvement
d*“un mobile sur une
trajectoire rectiligne a

partir de sa loi'de position




Exemple : emergence et validation pragmatique
du calcul des deéerivéees

Mise en bouche: :

Décrire le mouvement d” un
mobile sur une trajectoire
rectiligne a partir de sa loi de
position

En particulier, lier acceleration
et sens de la concavite, et
d*un point de vue qualitatif;
vitesse instantanee et « pente
de la courbe »

Definir la vitesse moyenne sur;
unintervalle de temps (ihese
de Gantois)




Exemple : emergence et validation pragmatique
du calcul des deéerivéees

Quand les 2 mobiles ont-ils
meme vitesse ?

Iravail graphique

Travail analytique, d* abord
guand le moeuvement non
uniferme est decrit par une
fonction du second degre et
pUIS par une fonction du deme
degre




Exemple : emergence et validation pragmatique
du calcul des deéerivéees

= Strategie 1

Determiner la valeur de t pour:
laquelle I” ecart est maximal

Strategie 2

n)-p)

Déterminer|” instant en lequel
une droite de meme pente que
le graphigue de p; rencontre
celuide pyen un seul point




Exemple : emergence et validation pragmatique
du calcul des deéerivéees

= Strategie 3

Déterminer: " intervalle de
temps sur lequel les deux

mobiles ont meme
vitesse moyenne et ce,
pour des intervalles de
temps de plus en plus
petits




Exemple : emergence et validation
pragmatique du calcul des derivees

" Qu sont les conditions
d” existence ?

2t + At = V3




M1 :

El:
M1 :
El:
N1 :
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NI :
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Exemple : emergence et validation

pragmatique du calcul des dérivees

Donc t, = V3-t,.

Donc... Oui, et t; = V3 — t;.

Oui. Et ¢a nous fait quoi ?

Et ¢a, et ¢a... Oui, c’est ¢a, c’est ¢a le probléme : une fois qu’on a ga, on n’a toujours pas 'instant £.

Mais il faudrait trouver une autre fagon... Enfin... encore un autre truc ol tu as £, + ¢, et alors on saurait obtenir
un systéme. Tu vois ce que je veux dire ? $’il y a deux inconnues, il faudrait trouver une autre manire. ..

Oui, mais qu’est-ce que tu aurais d’autre comme €quation a part ¢a ?

Etsi... A quel moment... On ne devrait pas juste prendre un seul ¢ et dire : c’est une vitesse instantanée ? On
pourrait prendre juste un ¢ vu que ¢’est un seul moment.

Oui, mais, limite, ils sont tellement proches, qu’on peut dire que ¢, = 1.

Oui, ¢’est ¢a, en fait.




Exemple : emergence et validation
pragmatique du calcul des dérivees

= Au dela des « interdits »
et des conditions
d"“ existence : assimiler t;
a t, ou rendre nul At pour
trouver une reponse
exacte

Un nouveau calcul : celul
des derivees, dans un
contexte particulier

= Un calcul juge suspect
2t + At =3




Exemple : emergence et validation
pragmatique du calcul des dérivees

Parce qu’en fait, ils sont tellement proches... Tu mets ¢, égale plus ou moins #;. Et donc, tu n’as qu’a dire :
2t; = V3. Donc 2t = ?

Ca parait bizarre d’égaliser ¢, et ¢.

C’est un peu fac[ile]... Ca ne met pas vraiment en commun les deux €quations.

En fait, vous avez fait... Vous avez rendu votre différence de temps...

[qui coupe Prof et continue la phrase de Prof] : ... tellement petite que #, est égal a ¢...
Infiniment petite.

Enfin, presque égale.

Mais ce n’est pas imprécis, & ce moment-1a 7

Ben non : ¢’est logique. Si tu réduis a fond I’intervalle de temps, ¢a deviendra égal.




Exemple : emergence et validation
pragmatique du calcul des dérivees

= Seule cette strategie reste valable dans le cas
ou le mouvement non uniforme est modelise par
une fonction du 3¢™Me degre

® \]ais elle a ete rendue « credible » dans le cas

d"un MRUA en ce sens qu elle fournit la méeme
[EPONSE qUE les deux autres methodes :
validation pragmatique

" On alal emergence d” un savoir mathematigue
SOUS Une ferme embryonnaire




Le « concept » de derivée chez
Fermat (1601-1665)

= Couper un segment en deux parties dont les longueurs
ont un produit maximal

= Adegaler:a(b-a)=(a+e)(b-a-e)
be = 2ae + e (diviser par €)
b= 2a + e (supprimer e)
b= 2a

Calculllegitime par: le fait.qu” une methode
geometrgque (Euclide) donne le meme resultat

PDouble statut de « I“infinitesimal »




Le « concept » de dérivee
chez Lagrange (1736-1813)

o P =[f(x+1) - 1(x)] /1 (apparition du taux
d" accroissement)

s « Or, P etant une nouvelle fonction de x et /, on pourra
de meme. en . separer-ce quiestindependantde l.et qui,
par-consequent, ne s evanouit pas lorsque. i devient
nul. Soit.denc pce que devient P lorsqu: on FAIT [ =
0

Limite definie par un acte de suppression de termes




Un 2¢m¢ niveau d” intelligibilite :
du calcul infinitésimal a I analyse

= Cauchy, considere comme le « pere » de
" analyse moderne pour avoir « coule » le calcul
infinitésimal dans un « moule deductif » afin de
respecter la « rigueur des geometres grecs de
" Antiquite »
On lur doit le systeme de preuves classiques,

dont on peut exclure toute connotation
geometrgue, temporelle ou cinematigue

pIeEn que ...




Du calcul infinitésimal a I" analyse

= | es demonstrations de Cauchy sont diSCursives :
expressions langagieres « contravariantes » de la limite
mais absence de symboles « quantificateurs »

Sa definition est celle de |a « limite d” une variable » :

« lLorsque:/es Valeurs SuccessIivement atltribuees a une
meme variable s" approchent indefiniment d.-tune valeur
fixe, de maniere a finir par-en différer aussi peu . que /- on
voudra, Gelte derniere est appeleela limite de toules Ies
autres »




Du calcul infinitésimal a I analyse

Essais de formalisation de cette definition par des futurs
professeurs :

Ve>0:|x-a|<c¢ («rfaut-il ajouter ¢ tres petit 7 »)

Cette écriture caractérise ce qu on appelle, en ANS, des
nombres « infiniment proches » mais signifie, dans [*AS,
gue x = a. Quand on/le demontre, les etudiants insistent
Sur le fait que € " est pas nul ou corrigent ainsi':

Ve>0:0=|x-a|<¢




Du calcul infinitésimal a I analyse

Les apparences sont sauves : on fait intervenir des
elements emblematiques de la theorie enseignee a

" université tout en « coupant la poire en deux » pour
mMenager un parcours didactique progressif:

Obsernvation significative d* un rapport « non lakatesien »
aux definitions : celles-ci « decrivent » ce que |“on
entend intuitivement par « tendre vers » (Voire ont un
role stenoegraphique) au lieud” etre des « outils de
preuve » (these de P. Job)




Du calcul infinitésimal a I analyse

= Approche « lakatesienne » du concept de
continuite : etudier les conditions (N et S 7) pour:
que la droite x = a soit AV. d” une fonction-
fraction rationnelle

= Refutations SUCCESSIVES JES EPONSES
Sulvantes, par contre-exemples :
"« a dolletre racine du denoeminateur»

=« a dojt etre racine du denoeminateur sans: etre racine
AU numerateur »




Du calcul infinitésimal a I analyse

" De |" examen de contre-
exemples al émergence
du concept de continuite :
ON NE peut rendre, p.ex.,
1/f(x)-aussi grand que
|“on veut sans rendre f(x)
aussi proche de f(a) que
[ on veut, pour des
Valeurs de x suffisam-
meEnt proches de a




Du calcul infinitésimal a I analyse

" Ce n’ estpas encore
suffisant : il faut exiger
gue fait un signe
constant dans un
Voisinage de a ou sur un
intervalle d” extremite a




Le discours heuristique

= Cet exemple illustre ce que LLakatos appelle le style
heuristique : « Le style heuristigue consiste a mettre a
[“epreuve la conjecture primitive ou naive, la preuye-
mere, les contre-exemples quila mettent a | épreuve, la
methode des preuves et refutations et les conceprs-
eprouvettes qui en decoulent »

(exemple du concept de convergence uniforme ne de

| examen du theoreme faux de Cauchy et des contre-
exemples de Fourier . Une Ssere de ionctions continues
CONVEIgE VErs Une ionction continue)




Le discours déductiviste

« Dans /e style deauctiviste, on commence par
une liste précautionneuse d axiomes, de
lemmes ou de derinitions. Les axiomes et /es
definitions paralsSent frequemment artificiels et
d une complication déroutante. On ne dit jamais

comment ces complications sont nees. La liste
d axiomes et de déefinitions est suivie de
(HEeoremes Se/gneusement mis en: mots,
Encompres de condaitions pesantes; Il semble
IMpPeSsSInIe que quicenque ait jamais. pules
inventer » (Lakates)




Du calcul infinitésimal a I analyse :
inversion didactique

Histoire

= |ntegrales (aires,
Volumes)

Derivees (tangentes,
vitesses, optimisation)

Reorganisation autour
des concepts de
fonction et de limite

Continuite
Reels

Enseignement

Reels

Continuite

Iheorie des limites
Derivees et integrales

Applications
geEOmELniques,
cinematiques ou
pratigues




Deux niveaux d” intelligibilite

= Un premier niveau necessaire : comprendre en
guol les concepts mathematiques constituent
des modeles pertinents « d” objets » extra ou
INtra-mathematiques, ce qui SUPPOSE Une
certaine forme de distanciation entre les objets
« reels » et leur modelisation pas evidente etant
donne un obstacle epistemologique persistant::
le poesitivisme empirgque

= Unisecondniveau: ...




Un rapport non distancié aux objets du reel
rend nécessaire ce niveau

Peut-on deduire un
rapport entre les
volumes de 2 solides
de |I" invariance du

rapport des aires des
surfaces qui les

« composent » ou qui
les « engendrent »?

[Pas toujours meme si
¢ est tentant




Un rapport non distancié aux objets du reel
rend nécessaire ce niveau

: Définir | aire d” une surface
L a tentation est courbe comme la limite de Ia

grande de considerer somme des aires des triangles
d" une surface polyedrale

que les mesures de Inscrite, jusqu’ au contre-
grandeurs se doivent exemple de Schwarz en 1883

d’ exprimer ce que
[“on « voit » des
grandeurs elles-
MEMES




Un rapport non distancié aux objets du reel
rend nécessaire ce niveau

Douter que le calcul Penser, voire definir,

d" une limite puisse la tangente comme

donner la valeur Jimite” de sécantes,
exacte d une vitesse maniére d’ exprimer

instantanee qui ce que I’ on voit, sans
echappeljusgu a un avoir definilune
Certain point aux guelcongue topologie
epPServations et aux surl”ensemble des
mesures droites




Un rapport non distancié aux objets du reel
rend nécessaire ce niveau

Douter que la limite

d’ une suite de sommes
d" aires de rectangles
donne |la valeur exacte

d" une aire curviligne car
Ces rectangles

n° épousent pas
parfaitement la surface
QU « Se reduisent en

SegmentsH»




Un rapport non distancié aux objets du reel
rend nécessaire ce niveau

" On justifie que ce calcul donne bien ce que I on
cherche, au prix d* une « validation » non canonique
(Intuitions geometrigues ou cinematiques, validation
pragmatique)

" Par exemple, jouer sur un encadrement d* une aire




Un obstacle epistemologique :
le positivisme empirique

" | es réactions precédentes sont traces d” un positivisme
empirique : Il existe une « vraie vision scientifigue » et
les lois et concepts scientifiques sont un « reflet exact du
monde »

= A contrario, selon |” épistémologie socio-constructiviste,
les théories et concepts sont des creations de | esprit
Aumain, adoeptes provisoirement pour leur efficacite a
realiser un projet donne ou a Interpreter des
PhENGMENES €t rejetes lorsque cette efficacite sera mise
amal: il'ne s"agit pas d"y croire mais d en tester les
lImites




Vers le second niveau d’ intelligibilite

= Un second niveau : comprendre que les « bonnes »
definitions de ces concepts sont, a un moment donne,
celles qui donnent prise au raisonnement deductif et qui
permettent un agencement deductif « optimal »; a ce
stade, ce sont elles qui definissent les objets du reel
(aires, vitesses,...) et les formes de validation du niveau
précédent n” ont plus aucun interét

Entre |a determination d- aires curvilignes et

" elaboration d” une théorie ou les proprietes telles

" additivite par rapport aux intervalles peuvent se
demontrer sans embuches, Il faut epurer: le. concept de
certaines restrictions comme celle de s' impoeser des
subdivisions regulieres : un domaine d- intégration peut
etre a prion divise en deux segments
«incemmensurables » !




Deux niveaux praxeologiques

Processus pour décrire deux facettes de I” activité
mathematique et produits de ces processus en termes
d" organisations mathématigues

v/ Praxéologies « modélisation » : on cherche a modéliser
des objets non definis mathematiguement mais dont on
a une certaine connaissance (ce sont des
‘préconstruits” au sens de Chevallard et ils fonctionnent
comme des objets mentaux: au sens de Ereudenthal)

v/ Praxéologies « déduction » : on construit une
erganisation deductive des elements du moedele ainsi
construit, les objets etant definis par les technigues qui
les modelisent




Deux niveaux praxeologiques

|- absence d" identification du premier niveau
praxeologique est suggeree par les investigations de
Rouy aupres de plusieurs publics : eleves-professeurs,
professeurs d” universite, enseignants du secondaire

Qu" en est-il de la visibilité du 2eme niveau pour les
eleves ou etudiants 7.

|_es praxeologies « deduction » sont souvent presentees
SOUS UnNe ferme achevee, le travail heuristique etant
gomme, meme. par. « I1lots »

Or, 1lly ala sans doute des opportunites de situations
fondamentales 2




Deux niveaux praxeologiques

= Comment s articulent ces deux niveaux
praxeologiques?.
Séguentiellement ou simultanément; au sein d” une
meme institution ou non

" enseignement universitaire gere essentiellement les
praxeologies « deduction ». LLa transposition en vigueur
dans le secondaire se calgue sur le discours
universitaire, emprunte sa structure, des elements

« emblematigues » et edulcore le discours des endroits
plus delicats

Exemple de la'geometrie analytigue 3D




Subordination de la geometrie analytigue

a |" algebre linéaire

Dans la théorie standard :

= |es droites et plans sont définis d’ emblée comme variétés
linéaires ou affines. Les vecteurs sont des éléments d” un
espace vectoriel et des vecteurs colinéaires sont définis a partir

de la notion de partie liee

Un théoreme permet de traduire les écritures vectorielles en

termes de coordonnées : Tout espace vectoriel E de dimension
finie n sur un corps commutatif K est isomorphe a |’ espace K"

des coordonnées
Dans la transposition didactique en vigueur dans le secondaire :
= |Le point de départ est toujours vectoriel

= On passe du vectoriel au parameétrique (puis au cartésien) sans
aucune justification




Problemes didactiques souleves par la subordination
de Ia géomeétrie analytique 3D a I" algebre linéaire

Schema standard :
= on definit |a droite et le plan de maniere vectorielle

" 0N en « deduit » une ecrture parametrique, puis une ecriture
cartesienne

Plusieurs observations montrent que ce sechema souleve
des difficultés d” apprentissage habituellement non
gerees (LLebeau) et que les registres cartesien et
parametrigue doivent etre travailles pour eux-memes




Problemes didactiques souleves par la subordination
de Ia géomeétrie analytique 3D a I" algebre linéaire

[ “équation y - 2x - 1 = 0'est celle d une droite. Or, on
cherche | équation d:un plan. Ou est | erreur de calcul. ?

Pourquol faut-Il' deux equations caresiennes pour une
droite’ ? On pourrait n en faire: qu: une seule

« X.= 3 » est la solution d une equation et pas une

equation

Je n ai'pas les mémes equations parametrigues que
mon vorsin. Quia juste 7

On ne comprend pas ce que raltes pour verierla
coplanarite de: 4 points

Quitdit.que! /- addition de: 2 vecteurs de' |- espace ne
conauit pas: aun «parallelogramme gauche » 7




Imaginer des transpositions non standardisees
Lesquelles et pourquoi 2

Un tel travail de modelisation permet :

= de prendre en comple les gquestions des eleves sur la
pertinence des modeles mathematiques

= de |leur faire travailler des erreurs resistantes” ala
variabilite transpositionnelle

= de preparer une entree dans les praxeologies
« deduction »

Est-on pret a reconnaitre Ces praxeologies

« modelisation » ou le travail deductifiest edulcore et ou
les moedes de validation sent autres comme un travail
mathematigue en depit de son caractere non standarnd 2




