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Introduction
+ On souhaite caractériser la régularité ponctuelle d’une fonction f

Definition

Soient f € L2 (R), zo € Reta € [0,1]. La fonction f appartient & I'espace de
Holder C'“(xz) s'il existe un voisinage V' de x et une constante C' > 0 tels que

|f(x) = f(zo)| £ Clx — x0|* VxeV.
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Introduction

« On souhaite caractériser la régularité ponctuelle d’une fonction f

Definition
Soient f € L (R), g € R™ et a > 0. La fonction f appartient a I'espace de Holder

loc
C%(z) s'il existe un voisinage V' de x(, une constante C' > 0 et un polynéme P de
degré plus petit que « tels que
|f(z) — P(x)| < Cle —x9|* Yz eV.

Lexposant de Holder de f en x est défini par

hy(zo) :=sup{a>0: f € C*(xo)}.

* hy(x) peut varier considérablement d’un point a l'autre

+ les points avec un exposant de Holder donné peuvent étre situés sur des
ensembles fractals

— détermination de leur dimension de Hausdorff
Lille, 26 novembre 2015 2/1



Dimension de Hausdorff

Soit B C R" et s > 0. On pose

H;(B) = inf Zdiam(Bj)s : (Bj)jen 9 — recouvrement de B
jJEN

et on définit la mesure extérieure de Hausdorff H* par

H*(B) =supH5(B) = lim H5(B)
§>0 6—0t
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Dimension de Hausdorff
Soit B C R" et s > 0. On pose

H;(B) = inf Zdiam(Bj)s : (Bj)jen 9 — recouvrement de B
jJEN

et on définit la mesure extérieure de Hausdorff H* par

H*(B) =supH5(B) = lim H5(B)
§>0 6—0t

Il existe une valeur critique pour laquelle s — H?°(B) “saute” de I'infini 4 0. La
dimension de Hausdorff dimy, (B) de B est définie par

| dimy(B) = sup{s > 0: H*(B) = oo} |
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Definition
Le spectre de singularités d’'une fonction f € L2 (R) est la fonction

loc

dy: h— dimy{z € R: hy(z) = h}.

— d fournit une description géométrique de la répartition des singularités de f

Un formalisme multifractal est une méthode qui permet d’estimer le spectre de
singularités d’une fonction a partir de quantités “globales” qui sont numériquement
calculables.
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Definition
Le spectre de singularités d’'une fonction f € L2 (R) est la fonction

loc

dy: h— dimy{z € R: hy(z) = h}.

— d fournit une description géométrique de la répartition des singularités de f

Un formalisme multifractal est une méthode qui permet d’estimer le spectre de
singularités d’une fonction a partir de quantités “globales” qui sont numériquement
calculables.

Plan de I’exposé.

1. Ondelettes et exposant de Holder

2. Wavelet leaders method

3. Leaders profile method

4. Comparaison des formalismes et illustrations
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Ondelettes et exposant de Holder

Base d’ondelettes de L2([0, 1]). On considére une mére d’ondelette 1) € S(R) et on
pose

Vin@) = S (@@ —1) — k), jeN ke{0,...,2—1}.

leZ

Avec la fonction constante égale a 1, les fonctions 1); ;. forment une base orthogonale
de L2([0,1]).
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Ondelettes et exposant de Holder

Base d’ondelettes de L2([0, 1]). On considére une mére d'ondelette ¢ € S(R) et on
pose

Yin(r) =Y Y@@ —-1)-k), jeN ke{0,...,27 —1}.

leZ

Avec la fonction constante égale a 1, les fonctions 1); ;. forment une base orthogonale
de L*([0,1]).

Les coefficients d’ondelettes d’'une fonction f € L?([0, 1]) sont définis par
) 1
Cjk = 23/ f(@)Y;k(x) dx
0

— ¢;,; donne une information sur le comportement de f au voisinage de

k k+1
A=A, k):={zeR: 2Jx—k€01}—{ ;; {
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Notations.
+ Sij € N, on note A; 'ensemble des intervalles dyadiques de [0, 1] de taille 277
* Si A = A(j, k), on utilise la notation ¢; i ou ¢ pour les coefficients d’ondelettes

Definition
Les coefficients dominants / wavelet leaders de f sont définis par

dj7k:d)\ = sup |CA/|, )\GAj,jEN.
AC3X

* Siz € [0, 1], on note \;(x) I'unique intervalle de A; qui contient z, et
dj(w) := dy, () le coefficient dominant associé.
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Régularité Héldérienne et coefficients dominants
Si f est uniformément Holderienne, alors I'exposant de Holder de f en x est donné

par
.. o logdy(x)
hyl@) =liminf 2 o

Interprétation. d;(z) ~ 9—hys(@)j
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Wavelet leaders method

On considére la fonction d'échelle 7 définie par

1. . f log 2_] Zﬁ\el\j dg
nf(g) = lim inf Tog 27

Le spectre de singularités de f est alors estimé par la fonction

Li:hw— ir;f{hq —-ns(g)}+1
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Wavelet leaders method

On considére la fonction d’échelle n; définie par

1. . f log 2_J Ej\EAj di
nf(g) = lim inf log 2

Le spectre de singularités de f est alors estimé par la fonction

Li:hw— ir;f{hq —-ns(g)}+1

Propriétés.
+ L estindépendant de la base d’'ondelettes choisie

+ Si f est uniformément Holdérienne, d¢(h) < Ly (h) pour tout h > 0
* Ly est concave — Limites du formalisme!
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Leaders profile method

On consideére la fonction

1 NeA,; 27t < gy < 2= (h=e)i
ps(h) = lim limsup o8 #1 ! = A }
e—=0t j 5400 log 27

Interprétation. Il y a approximativement 2°/ (") coefficients de taille 27",
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Leaders profile method

On consideére la fonction

1 AeAj 27 Fai <y < 2 (h=e)j
pf(h) = lim limsup o8 #1 ! = A }
e—=0t j 400 log 27

Interprétation. Il y a approximativement 271 (") coefficients de taille 2.

Argument heuristique. Considérons les points x tels que hs(x) = h.

« d;(x) ~ 27" etily a environ 277 (")J intervalles dyadiques de taille 277 de ce
type.

- En utilisant la définition de la dimension de Hausdorff, il y a environ 27+ (7)J
intervalles dyadiques de taille 277 qui recouvrent les points z tels que hy(z) = h.

| = ps(h) = d;s ()]
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Leaders profile method

On consideére la fonction

1 AeAj 27 Fai <y < 2 (h=e)j
pf(h) = lim limsup o8 #1 ! I }
e—=0t j 400 log 27

Interprétation. Il y a approximativement 271 (") coefficients de taille 2.

Argument heuristique. Considérons les points x tels que hs(x) = h.

« d;(x) ~ 27" etily a environ 277 (")J intervalles dyadiques de taille 277 de ce
type.

+ En utilisant la définition de la dimension de Hausdorff, il y a environ 2¢s(h)7
intervalles dyadiques de taille 277 qui recouvrent les points z tels que hy(z) = h.

| = ps(h) > dy(h) |

Probléme. p; peut dépendre de la base d’'ondelettes choisie!
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On consideére les fonctions

1 ANEA; :dy > 2 (hte)i
(h) = lim limsup og#{AEA; 1 dy 2 }

v -
e=0+ jotoo log 27

+
f

et

1 NEA; dy <27 (hFe)i
vy (h) = lim limsup og#{A € A A = }
e=0t j5ioo log 27

Le spectre de singularités de f est alors estimé par la fonction

vy = min{y}", 1/]7}

C. Esser (Université Lille 1) Estimation de spectres de singularités par des techniques de| Lille, 26 novembre 2015 10/1



On consideére les fonctions

1 XNEN; i dy >2"(hFe)
I/}"(h) = lim limsup og#{A € A A = i
e=0F jstoo log 27

et
1 ANEN;1dy <27 (hte)
vy (h) = lim limsup og#{A € A A = }
e—=0t j 400 log‘ 29

Le spectre de singularités de f est alors estimé par la fonction

vy = min{y;', l/f_}

Propriétés.
. Vf+ est I'enveloppe croissante de py, vy est Ienveloppe décroissante de py
* vy estindépendant de la base d’'ondelettes choisie
+ Si f est uniformément Holdérienne, d(h) < v¢(h) pour tout h > 0
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Comparaison théorique des formalismes

Proposition

Si v prend la valeur —oo en dehors d'un compact de [0, +o0[, alors
dy(h) <vy(h) < Ly(h)

pour tout b € R et L est I'enveloppe concave de vy.
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Comparaison théorique des formalismes

Proposition

Si v prend la valeur —oo en dehors d'un compact de [0, +o0[, alors
ds(h) <vp(h) < Lg(h)

pour tout b € R et L est I'enveloppe concave de vy.

Idée. Montrer que
ny(q) = inf{hg —vs(h)} + 1, Vg

Or, par définition
Lg(h) = igf{hq -nr(@)}+1, Vh

— Utiliser les propriétés de la transformation de Legendre
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lllustrations numériques

1. Mouvement Brownien fractionnaire.

Presque slrement, I'exposant de Hélder d’'un mouvement Brownien fractionnaire de
paramétre de Hurst H €10, 1] est constant et égal a H. Les méthodes présentées
permettent donc d’obtenir une estimation du parameétre du Hurst.

1 - 1
08| , 0.8
06 , 0.6
04 , 0.4
02} , 0.2
0 . . . . 0 . . . .
0 0.2 04 H 06 0.8 1 0 0.2 04 H 06 0.8 1

Figure : Estimation du spectre d'un mouvement Brownien par la wavelet leaders method a
gauche et la leaders profile method a droite.
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2. Processus de Lévy

Si le processus de Lévy X ne posséde pas de partie Brownienne, le spectre des
singularités est presque srement donné par

dx(h) = Bh, Vhe[0,1/5]

0.8 -
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0.4
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0 L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Figure : Spectre d’'un processus de Lévy sans partie Brownienne. En bleu, estimation par la
wavelet leaders method. En rouge, estimation par la leaders profile method.
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Si le processus de Lévy a une partie Brownienne, le spectre des singularités est

presque sGrement donné par
ax() =

Bh
1

if
if

he€[0,1/2]
h=1/2
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0.2

0
Figure : Spectre d’'un processus de Lévy avec partie Brownienne. En bleu, estimation par la

wavelet leaders method. En rouge, estimation par la leaders profile method.
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