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Introduction
+ On souhaite caractériser la régularité ponctuelle d’une fonction f
Définition

Soient f € L2 (R), zo € Reta € [0,1]. La fonction f appartient & 'espace de
Holder C'“(xz) s'il existe un voisinage V' de x et une constante C' > 0 tels que

[f(x) = f(zo)| < Clz —x0|* Vaz eV.
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loc
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Introduction
+ On souhaite caractériser la régularité ponctuelle d’une fonction f
Définition
Soient f € L (R), g € R™ et a > 0. La fonction f appartient a I'espace de Holder

loc

C%(z) s'il existe un voisinage V' de x¢, une constante C' > 0 et un polynéme P de
degré plus petit que « tels que

|f(z) — P(x)| < Cle —x9|* Yz eV.
Lexposant de Holder de f en x est défini par

hf(zo) = sup{a>0:feC*x)}

o logf(a) — fxo)
T—0 log |2 — x|

lorsque hy(zo) < 1

* hy(x) peut varier considérablement d’un point a l'autre
* les points avec un exposant de Holder donné peuvent étre situés sur des
ensembles fractals
— détermination de leur dimension de Hausdorff
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Dimension de Hausdorff

Soit B C R" et s > 0. On pose

H;(B) = inf Zdiam(Bj)s : (Bj)jen 9 — recouvrement de B
jJEN

et on définit la s-mesure extérieure de Hausdorff H*® par

H*(B) =supH5(B) = lim H5(B)
§5>0 6—0t
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Dimension de Hausdorff

Soit B C R" et s > 0. On pose

H;(B) = inf Zdiam(Bj)s : (Bj)jen 9 — recouvrement de B
jJEN

et on définit la s-mesure extérieure de Hausdorff H® par

H*(B) =supH5(B) = lim H5(B)
§>0 6—0+

Remarque. La restriction de A" a la tribu borélienne est, a une constante
multiplicative prés, la mesure de Lebesgue de R"

71_n/2

HA(B) = ealn(B) O en = orros
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Il existe une valeur critique pour laquelle s — #H?*(B) “saute” de I'infini a 0.

+o0

H*(B)

La dimension de Hausdorff dimy (B)
de B est définie par

| dims(B) = sup{s > 0: H*(B) = oo} |

dimy(B)
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Il existe une valeur critique pour laquelle s — #H?*(B) “saute” de I'infini a 0.

H(B)
+oo
La dimension de Hausdorff dimy (B)
de B est définie par
| dim(B) = sup{s > 0: H*(B) = oo} |
0
0 dimy(B) s
Deéfinition
Le spectre de singularités d’une fonction f € LS (R) est la fonction

dy: h— dimy{z € R: hy(x) = h}.

— d fournit une description géométrique de la répartition des singularités de f
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Exemples

+ Fonction de WeierstraB: W (z) = >, -, a™ cos(b"mx) , hw(x) = —llii‘; Va
. 2
« Fonction de Riemann: R(z) = EnZl S‘H(Z—Z’””) - Processus de Lévy:
| J
|
|
+ Cascade + Cascade Seuillée

1 1

" R ) - o BT

Remarque. En réalité, on ne sait presque rien sur la forme générale des spectres.
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Formalisme multifractal

Un formalisme multifractal est une méthode qui permet d’estimer le spectre de
singularités d’'une fonction a partir de quantités “globales” qui sont numériquement
calculables.

Plusieurs formalismes basés sur une décomposition en ondelettes du signal on été
proposées.

— Ces formalismes reposent sur une caractérisation de I'exposant de Holder par les
coefficients d’ondelettes

Avantage. Facile a implémenter et relativement stable d’'un point de vue numérique.
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+ Le formalisme de Frisch-Parisi (1985) et 'utilisation classique des espaces de
Besov conduisent a une perte d’information (seulement I'enveloppe concave et la
partie croissante des spectres peuvent étre estimés).
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Besov conduisent a une perte d’information (seulement I'enveloppe concave et la
partie croissante des spectres peuvent étre estimés).

+ Wavelet leaders method (S. Jaffard, 2004): Modification du formalisme de
Frisch-Parisi en utilisant les wavelet leaders du signal a la place des ses

coefficients d’ondelette.
—— Détection des parties croissantes et décroissantes de spectre concaves.
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+ Le formalisme de Frisch-Parisi (1985) et 'utilisation classique des espaces de
Besov conduisent a une perte d’information (seulement I'enveloppe concave et la
partie croissante des spectres peuvent étre estimés).

Wavelet leaders method (S. Jaffard, 2004): Modification du formalisme de
Frisch-Parisi en utilisant les wavelet leaders du signal a la place des ses
coefficients d’ondelette.

—— Détection des parties croissantes et décroissantes de spectre concaves.

Introduction des espaces de type S” (J.M. Aubry, S. Jaffard, 2005) basés sur les
histogrammes des coefficients d’ondelette.
—— Détection de la partie croissante de spectres concaves et non-concaves.

+ Combinaison des deux méthodes précédentes pour obtenir la leaders profile
method.
—— Détection des parties croissante et décroissante de spectre concaves et
non-concaves.
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Plan de I'exposé.

1.

2.

Ondelettes et exposant de Holder
Wavelet leaders method

Leaders profile method

Exemples théoriques

Comparaison théorique des formalismes

lllustrations numériques
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Ondelettes et exposant de Holder
Base d’ondelettes de L2(R). Soit un couple de fonctions ®, ¥ telles que, en notant,

Op:x—Px—k), keZ
Up:x—U(2z—k), jeENKeEZ

la famille {®y,27/2W, ;. : j € N, k € Z} forme une base orthonormée de L(R).
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Ondelettes et exposant de Holder

Base d’ondelettes de LQ(R). Soit un couple de fonctions ®, ¥ telles que, en notant,
Op:x—Px—k), keZ
Uipix—=U(2x—k), jeNLkeZ

la famille {®y,27/2W, ;. : j € N, k € Z} forme une base orthonormée de L(R).

Choix des ondelettes. Londelette mére ¥ est
+ bien localisée: il existe a > 0 tel que

C
Y <
| (x)|*(1—|—|x|)0" Vo € R

« oscillante: il existe N € N tel que

/x"\Il(x)dxzo Vn e {0,...,N —1}.
R
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Base d’ondelette de L2(T). Une base de L?(T) est donnée par la fonction constante
égale a 1 et les ondelettes périodisées

ik x> Y Wiplw—1), jeN ke{o,...,27 -1},
LeZ
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Base d’ondelette de L2(T). Une base de L?(T) est donnée par la fonction constante
égale a 1 et les ondelettes périodisées

ik x> Y Wiplw—1), jeN ke{o,...,27 -1},
leZ

Les coefficients d’ondelettes d’'une fonction f € L?(T) sont définis par
el
cjg =2 / f(@)Y)k(x) dx
0
— ¢;,;; donne une information sur le comportement de f au voisinage de

AAU%%{%GR:kaemJH{k k+1{

277 2

Hypothése. On suppose que ¥ € S(R).
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Notations.
+ Sij € N, on note A; 'ensemble des intervalles dyadiques de [0, 1[ de taille 277
* Si A = A(j, k), on utilise la notation ¢; i ou ¢ pour les coefficients d’ondelettes

Definition
Les coefficients dominants / wavelet leaders de f sont définis par

djyk:d)\ = sup |CA/|, )\GAj,jEN.
AC3X

* Siz € [0, 1], on note \;(x) I'unique intervalle de A; qui contient z, et
dj(w) := dy, () le coefficient dominant associé.
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©,0 I (1,0)
©0,1) L1 @1 (32)

j ©2) w2 5,2) (6.2) @,2)

Régularité Holdérienne et coefficients dominants
Si f est uniformément Holderienne, alors I'exposant de Holder de f en x est donné

par
.. o logdy(x)
(@) = limint 2

Interprétation. d;(z) ~ 27 "(®)7 je.

k k+1 Chy(2))
il o~ 7(x)j
xE[Qj, 2 [:>djﬁk 2
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Wavelet leaders method
On considére la fonction d’'échelle 7 définie par

1. . f log 2_] Zt\el\j di
ny(q) = jlglﬁgo log2—3

Le spectre de singularités de f est alors estimé par la fonction

Li:hw— ir;f{hq —-ns(g)}+1
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Wavelet leaders method

On considére la fonction d’échelle n¢ définie par

1. . f log 2_J Z;:\EA]‘ di
nf(q) = lim inf log 2

Le spectre de singularités de f est alors estimé par la fonction

Li:hw— ir;f{hq —-ns(g)}+1

Argument heuristique.
Z dg ~ o(1=mny(a))J
>\€Aj

Si A est un intervalle dyadique contenant un point x tel que hy(z) = h, alors
dx ~ 2717 En utilisant la définition de la dimension de Hausdorff, il y a 29+ ()7 tels
intervalles. La contribution de ces intervalles dans la somme est donc

9(ds(h)—qh)j
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Z dd ~ 9(1—=ny(a))J
AEA;

La contribution dominante sera celle correspondant a un h tel que I'exposant
d¢(h) — gh est le plus grand possible

— sup {ds(h) —qh} =1—ns(q)
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Z d‘i ~ 9(T=ns(a))s
AGAJ'

La contribution dominante sera celle correspondant a un A tel que I'exposant
dy(h) — gh est le plus grand possible

= sup {ds(h) —qh} =1—ns(q)

= inf{hg —ns(@)} +1=ds ()
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Z d‘i ~ 9(T=ns(a))s
AGAJ'

La contribution dominante sera celle correspondant a un A tel que I'exposant
dy(h) — gh est le plus grand possible

= sup {ds(h) —qh} =1—ns(q)

= igf{hq = (@)} +1=>dyp(h)
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Z d‘i ~ 9(I=n5(a))s
AEA;

La contribution dominante sera celle correspondant a un A tel que I'exposant
dy(h) — gh est le plus grand possible

= sup {ds(h) —qh} =1—ns(q)

e i{;f{hq = (@)} +1=dp(h)

Propriétés.
+ L estindépendant de la base d’'ondelettes choisie
+ Si f est uniformément Holdérienne, d¢(h) < Ly (h) pour tout b > 0
* Ly est concave — Limites du formalisme!
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Leaders profile method

On considére la fonction

log #{\ € Aj : 27(hF9)i < gy < 27 (h=e)s
pr(h) = lim limsup g #1 ! = A = }
e—0T jstoo log 27

Interprétation. Il y a approximativement 277 (") coefficients de taille 2~ ".
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Leaders profile method

On considére la fonction

1 Ae A 27 Fai < gy <9~ (h=e)j
pf(h) = lim limsup o8 #1 d = A = }
e=0% jtoo log 27

Interprétation. Il y a approximativement 277 (") coefficients de taille 2~ ".

Argument heuristique. Considérons les points x tels que h;(x) = h.

« d;(x) ~ 27" etily a environ 2° ("7 intervalles dyadiques de taille 277 de ce
type.

« En utilisant la définition de la dimension de Hausdorff, il y a environ 2¢s (7)7
intervalles dyadiques de taille 277 qui recouvrent les points z tels que hy(z) = h.

| = ps(h) = ds(h)|
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Leaders profile method

On considére la fonction

1 Ae A 27 Fai < gy <9~ (h=e)j
pf(h) = lim limsup o8 #1 d = A = }
e=0% jtoo log 27

Interprétation. Il y a approximativement 277 (") coefficients de taille 2~ ".

Argument heuristique. Considérons les points x tels que h;(x) = h.

« d;(x) ~ 27" etily a environ 2° ("7 intervalles dyadiques de taille 277 de ce
type.

+ En utilisant la définition de la dimension de Hausdorff, il y a environ 9ds (h)j
intervalles dyadiques de taille 277 qui recouvrent les points z tels que hy(z) = h.

| = ps(h) = dg(h)]

Problémes.
* py peut dépendre de la base d’'ondelettes choisie
* la définition de py est numériquement instable
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On consideére les fonctions

14

1 AeEN;:dy > 2 (hte)
(h) = lim limsup og#{AEA; 1 dy 2 }

+
f e—0t jtoo log 27

et

1 NEA;:dy <2 (h=e)
vy (h) = lim limsup og #{A € A A = }
e=0F j5too log 27

Le spectre de singularités de f est alors estimé par la fonction

v = min{y}", 1/]7}
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On consideére les fonctions

1 XNEN; i dy >2"(hFe)
I/}"(h) = lim limsup og#{A € A '}
e—0+ J—>+oo log 27

et
NeEA;jdy <27 (h=e)
vy (h) = lim limsup log #{A € A }
e=0F j5too log 27

Le spectre de singularités de f est alors estimé par la fonction

vy = min{y;', l/f_}

Propriétés.
. Vf+ est I'enveloppe croissante de py, vy est Ienveloppe décroissante de py
* vy estindépendant de la base d’'ondelettes choisie
+ Si f est uniformément Holdérienne, d(h) < v¢(h) pour tout h > 0
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Exemples théoriques
1. Mouvement Brownien fractionnaire

Presque s(rement, I'exposant de Hélder d’'un mouvement Brownien fractionnaire By
de paramétre de Hurst H €10, 1] est constant et égal & H. Les méthodes présentées
permettent donc d’obtenir une estimation du parametre du Hurst.
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Exemples théoriques
1. Mouvement Brownien fractionnaire

Presque s(rement, I'exposant de Hélder d’'un mouvement Brownien fractionnaire By
de paramétre de Hurst H €10, 1] est constant et égal & H. Les méthodes présentées
permettent donc d’obtenir une estimation du parameétre du Hurst.

Validité du formalisme.
dBH = VBH

Idée. Dans une base d’ondelette bien choisie, les coefficients d’ondelette de By se
comportent comme

_Hi N iid
i =2""¢, ou &~ N(0,1)

En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, on montre qu’avec une probabilité 1, il existe
une échelle J telle que

g2~ <, <27 > J ke{o,...,27 — 1}
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2. Lacunary Wavelet Series

Fixons n € (0,1) et & > 0. On considére
(g7.4)j.% ~ Bern(2~(1=m7),
Les coefficients d’ondelettes de la Lacunary Wavelet Series R, ;, sont définis par

Cjk = gj7k2—aj Vj eN ke {()7 . ,Qj _ 1}.
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2. Lacunary Wavelet Series

Fixons n € (0,1) et a > 0. On considére
(9)3. * Bern(27(777),
Les coefficients d’'ondelettes de la Lacunary Wavelet Series R, ,, sont définis par

Cjk = gj7k2—aj Vj eN ke {07 . ,Qj _ 1}.

Avec une probabilité 1, le spectre de singularités de R, , est donné par

hn i o
{ . sih€a, ],

d h) =
R‘*’"( ) —0o0  sinon.

Validité du formalisme.
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h .
o sihela, 2],
—00  sinon.

v, ) = {

Idée.
+ Avec une probabilité 1, pour tout € > 0, il existe J € N tel que

dip>279G%) vi>J ked{o,...,27 —1}.
- Avec une probabilité 1, pour tout " > 7, il existe J € N tel que

#{ke{0,...,27 =1} ¢, =279} <277 Vj>

sk d =270 < N W e =27 < Y 2

jr<hte jr<hte

log #{k : dj ) > 2= (hte)i h
— g#{ Ik — } ~nN—
log 27 o}
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3. Random Wavelet Series

On dit que
271

f= Z Z kWi k

JEN k=0
est une Random Wavelet Series si
1. pour tout 7, les c; i sont des variables aléatoires identiquement distribuées; la loi
de _% est notée p;;
2. les c¢; x, sont tous indépendants;

3. il existe un ayiy > 0 tel que

log (27 p;i ([ — €,
p(a) = lim lim sup Og( p]([a 5 Oz—l—g]))
e—0 j—too 10g23

est strictement négatif pour tout & < apin-

C. Esser (Université Lille 1) Lille, 26 novembre 2015 20/34



Avec une probabilité 1, le spectre de singularités de f est donné par

pla)
df(h) — hsupae(o,h] (a ) sih e [hmim hmax]7
—00 sinon.

Validité du formalisme.
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4. Cascades

Soit p €10, 1[. La série d'ondelette F}, considérée est définie via ses coefficients
d’'ondelette ' o
ik = Uk (1 — p)I k)

ol n(j, k) est le nombre de 1 parmis les j coordonnées de la décomposition dyadique
de k277,

Coyol=1
(1-p) \
c1,0 = ¢o,0(l —p) C1,1 := Co,0P
1/ \ 1‘/ \
2,0 :=c1,0(1l —p) C2,1 := C1,0P coni=c1a(l—p C2,3 1= C1,1P
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Sip €]0,1/2], le spectre de singularités de F), est
dr,(h) = —(alogy(a) + (1 — a)logy(1 — a)),

ou
o h +logy(1 —p)
logy(1 — p) —logy p’

pour tout 2 € [—log,(1 — p), —log, p].

Validité du formalisme

~logy(1—p) 1 —logy(p)
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Exemples liés.

+ Sommes de cascades.

Validité du formalisme

dFm +Fpy = VFp, +Fp,

“Togz(1—p) —logz(1—pa “logz(p2) ol
PR e M 5 2l

C. Esser (Université Lille 1) Estimation de spectres de singularités Lille, 26 novembre 2015 24/34



Exemples liés.

+ Sommes de cascades.

Validité du formalisme

dFm +Fpy = VFp, +Fp,

“Togz(1—p) —logz(1—pa “logz(p2) ol
o) (i sl 5 2l

» Cascades seuillées. ¢}, = calj.>2-4i(cx)

Validité du formalisme

dFt = Vpt

C. Esser (Université Lille 1) Estimation de spectres de singularités Lille, 26 novembre 2015 24/34



+ Cascades de Mandelbrot. Soit W une variable aléatoire positive telle que
E[log W] = 1/2. On considére une suite (W 1), 1 de copies indépendantes de
W, et on définit les coefficients d’ondelettes comme suit:

coo:=1
Wig K
. c0.0Wio . Co, nW; 1
C1,0 = 3 =
Wg,/ YZJ Va2 &z 3
0 Wa w. w W
(o 1= Sl ey = Sl ag 1= GaWas . caWas

Spectre de singularités d’une cascade log-normale:

0.4

0.2

Figure : = —0.42log 2, 6% = 0.1log 2
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Comparaison théorique des formalismes

Proposition

Si v prend la valeur —oo en dehors d'un compact de [0, +o0[, alors
dy(h) <vy(h) < Ly(h)

pour tout b € R et L est I'enveloppe concave de vy.
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Comparaison théorique des formalismes

Proposition

Si v prend la valeur —oo en dehors d'un compact de [0, +o0[, alors
ds(h) <vp(h) < Lg(h)

pour tout b € R et L est I'enveloppe concave de vy.

Idée. Montrer que
ny(q) = inf{hg —vs(h)} + 1, Vg

Or, par définition
Lg(h) = igf{hq -nr(@)}+1, Vh

— Utiliser les propriétés de la transformation de Legendre
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lllustrations numériques

1. Mouvement Brownien fractionnaire

Rappel. Presque sirement, 'exposant de H6lder d’'un mouvement Brownien
fractionnaire de parameétre de Hurst H €0, 1] est égal a H en tout point.

1 - 1
08| , 0.8
06 |- ] 0.6
04 , 0.4
02} , 0.2
0 0 0.2 04 H 06 0.8 1 0 0 0.2 04 H 06 08 1

Figure : Estimation du spectre d’'un mouvement Brownien par la wavelet leaders method a
gauche et la leaders profile method a droite.
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2. Cascades

1
0.8
0.6
0.4
0.2
00 —logy(1-p) 1 7 —logo(p)  Bluer
1
08
0.6
04
02
00 —log(1-p) 1 7 *102:7(10) T "007 08 09 1 11712

Figure : En bleu (resp. rouge), spectre d’'une cascade de parametre p = 0.38 (resp. de son
seuillage d’ordre v = 1.15).
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Cascades de Mandelbrot.

08
0.6 -
04

02t

Figure

1 11

12

1.3

1.4

1.5

16

17

18

1.9

0.8

0.6

04

0.2

0

1

: Spectre d'une cascade (resp. de la somme de deux cascades) log-normale de
paramétres . = —0.421og 2, 02 = 0.11og 2 (resp. = —0.4210g 2, 0> = 0.11og 2 et
pu = —0.331og 2, 02 = 0.021og 2). En rouge, estimation par la leaders profile method

C. Esser (Université Lille 1)
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3. Processus de Lévy

Si le processus de Lévy X ne posséde pas de partie Brownienne, son spectre de
singularités est presque sGrement donné par

dx(h) = Bh, Vhel[0,1/8]

0.8 +

0.6 +

04+

0.2 -

0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08

Figure : Spectre d’'un processus de Lévy sans partie Brownienne. En bleu, estimation par la
wavelet leaders method. En rouge, estimation par la leaders profile method.
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Si le processus de Lévy a une partie Brownienne, son spectre des singularité est

presque sGrement donné par
ax() =

Bh
1

if
if

he€[0,1/2]
h=1/2

0.8 -

0.6

0.2 -

0.3

04 05 06

0.7

0.8

0.1

C. Esser (Université Lille 1)

0.2

0
Figure : Spectre d’'un processus de Lévy avec partie Brownienne. En bleu, estimation par la

wavelet leaders method. En rouge, estimation par la leaders profile method.

Lille, 26 novembre 2015
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Conclusions

Résultats sur la leaders profile method

+ Elle permet de détecter des spectres de singularités que les autres méthodes
proposées n’étaient pas capable de détecter;

+ Elle donne le spectre théorique pour certaines fonctions spécifiques;
+ Elle donne toujours une borne supérieure pour le spectre.
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Conclusions

Résultats sur la leaders profile method

+ Elle permet de détecter des spectres de singularités que les autres méthodes
proposées n’étaient pas capable de détecter;

+ Elle donne le spectre théorique pour certaines fonctions spécifiques;
+ Elle donne toujours une borne supérieure pour le spectre.
Comparaison avec la wavelet leaders method

+ D’un point de vue théorique, elle donne des résultats aussi bon que la wavelet
leaders method dans le cas concave, et des meilleurs résultats dans le cas
non-concave;

» D’un point de vue pratique

+ Résultats aussi bons que la wavelet leaders method dans le cas monofractal;
+ Résultats meilleurs dans le cas non-concave;
+ Résultats moins bons pour les petites valeurs de I'exposant de Holder;

— les deux méthodes sont complémentaires

+ Limplémentation de la méthode permet de détecter la présence de deux signaux.
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