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Le système visuel humain et la lumière

Figure 1: Coupe latérale simpli�ée de l'÷il.
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Représentation fréquentielle des 
ouleurs
∫

λ

L(λ) dλ (1)Problème 
ar trop grand nombre de 
apteurs né
essaires à la des
ription de la 
ouleurSolution : utiliser les espa
es de 
ouleurs
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Représentation fréquentielle des 
ouleurs
∫

λ

L(λ) dλ (1)Problème 
ar trop grand nombre de 
apteurs né
essaires à la des
ription de la 
ouleurSolution : utiliser les espa
es de 
ouleurs
XbBaA


CFigure 3: Expérien
e d'égalisation d'une 
ouleur X au moyen de trois 
ouleurs primaires
A, B et C.
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L'espa
e de 
ouleurs additif RGBTrois 
ouleurs mono
hromatiques : rouge R (700 [nm]), vert V (546, 1 [nm]) et bleu B(435, 8 [nm]),

400 500 600 700 λ[nm]

r(λ)
b(λ)

0-0,1
0,10,2
0,30,4

v(λ)

Figure 4: Courbes d'égalisation spe
trale obtenues par égalisation des 
ouleurs au moyend'un mélange additif.
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Diagramme 
hromatique RGB de la CIE
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Notion d'intensité
R

B
G

0%

100%

Figure 5: Pyramide des 
ouleurs obtenues au moyen du tri-stimulus RGB.
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Vers d'autres systèmes de 
ouleurs : le système XYZ



X
Y
Z


 =




2, 769 1, 7518 1, 13
1 4, 5907 0, 0601
0 0, 0565 5, 5943






R
G
B


 (2)

x =
X

X + Y + Z
(3)

y =
Y

X + Y + Z
(4)

z =
Z

X + Y + Z
(5)

x+ y + z = 1 (6)
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y

xFigure 6: Diagramme 
hromatique (appro
hé !) dé�ni par les deux variables de 
hromi-nan
e x et y.

Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 10



Représentation sous forme de 
ube

VertJauneNoir Blan
 CyanBleu
Rouge

Magenta
Figure 7: Espa
e tridimensionnel des stimuli produits par les 
omposantes RGB.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Figure 8: Espa
e tridimensionnel des 
ouleurs du diagramme de 
hrominan
e appro
hé.
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Luminan
e

Figure 9: Diagramme 
hromatique xy et luminan
e maximale en 
haque point.
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Système de 
ouleur HSIVariables plus physiques :� teinte (hue en anglais)� saturation� intensité

Figure 10: Dé
omposition d'une image en 
ouleurs.
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D'autres espa
es de 
ouleurs� le système de 
ouleurs soustra
tifs : Cyan, Magenta et Yellow (CMY)� les systèmes Y IQ, Y UV ou Y CbCrEn pratique Hexadé
imal R G B00 00 00 0 0 000 00 FF 0 0 25500 FF 00 0 255 000 FF FF 0 255 255FF 00 00 255 0 0FF 00 FF 255 0 255FF FF 00 255 255 0FF FF FF 255 255 255Table 1: Table de 
orrespondan
e de 
ouleurs dé�nies sur 8 bits.
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Les fausses 
ouleursUtilisation d'une palette de 
ouleurs, appelée Color Look Up Table (CLUT ou LUT)

Figure 11: Palette de 
ouleurs utilisée par les logi
iels de navigation ainsi que la dé
om-position en R, G et B.
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Exemple de représentation en fausses 
ouleurs

Figure 12: Une image en niveaux de gris, l'équivalent ave
 une palette de 
ouleurs aléa-toires et les palettes respe
tives.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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La 
ouleur des objets

Figure 13: Une image de synthèse 3D.
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E�ets visuels
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É
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Figure 14: Di�érents arrangements expérimentaux permettant d'étudier les variationssupraliminaires d'intensité, △I , à partir de l'intensité I .Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Figure 15: Illustration d'un e�et per
eptif.

Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 20



Usage de bits de transparen
eSoient� i(x, y) la valeur de l'image au point (x, y)� t(x, y) la valeur de transparen
e (typiquement 1 ou 8 bits)� o(x, y) la valeur de l'image �naleLe prin
ipe 
onsiste à appliquer la formule suivante : o(x, y) = t(x,y)
255 i(x, y)

Figure 16: Utilisation de bits de transparen
e à l'intérieur du petit re
tangle.
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Stru
ture d'é
hantillonnage et trame� Chaque point est appelé pixel (pour pi
ture element).� Il existe deux sortes de trame suivant la grille d'é
hantillonnage adoptée.Trame 
arrée Trame hexagonale
4-
onnexité 8-
onnexité 6-
onnexité

Table 2: Types de trames 
ouramment utilisées et 
onnexités asso
iées.
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Types d'images2D. Il s'agit d'une matri
e bidimensionnelle de valeurs. Ces valeurs (luminan
e, 
ou-leurs, . . .) sont par exemple issues de l'é
hantillonnage d'une image �xe.3D. Cette fois, le jeu de valeurs est dé�ni sur base d'une grille d'é
hantillonnage tri-dimensionnelle. On obtient 
ette type d'images par s
anner par exemple. La plupartdes te
hniques de traitement d'image bidimensionnelles se généralisent sans peine à desimages 3D.2D+t. Comme t représente le temps, les images 2D + t désignent une animation, uneséquen
e vidéo ou les images d'un �lm.3D+t. Les images de type 3D+ t sont des images tridimensionnelles animées. Il s'agitpar exemple d'images de synthèse 3D animées.
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Vidéo et entrela
ementOn représente une image 2D + t 
omme une su

ession d'images numériques 2D.trame 2trame 1

Figure 17: Des
ription du format entrela
é.
Niveau du blan
Niveau du noir

Retour ligne =12µsAller ligne = 52µs030
100(luminan
e)Information VidéoInformations de servi
e

Figure 18: Une ligne du signal de luminan
e d'un téléviseur.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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YC1C2RGB R'G'B'
YC1C2RGB R'G'B'

NTSC, PALou SECAM YC1C2En
odeur
omposite 
omposite
Gamma YC1C2RGBRGB R'G'B' YC1C2Corre
teur (a)

(b)
Gamma YC1C2RGBRGB R'G'B' YC1C2Corre
teurCaméra

Caméra
Dé
odeur

Figure 19: Chaîne de transmission des signaux de télévision 
omposites.
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Standards de télévision analogiquesParamètres PAL NTSC SÉCAMFréquen
e de trame [Hz] 50 59,94 50Nombre de lignes par trame 625 525 625Fa
teur de 
orre
tiongamma γ 2,8 2,2 2,8Porteuse audio [MHz] QAM 4,5 FMPorteuse 
ouleur [MHz] 4,43 3,57 4,25 (+U ) - 4,4 (−V )Te
hnique de modulationdes signaux de 
ouleur QAM QAM FMLargeur de bande de la lu-minan
e [MHz]
5,0 ou 5,5 4,2 6.0Largeur de bande des 
hro-minan
es [MHz]

1,3 (U et V ) 1,3 (I) - 0,6 (Q) >1,0 (U et V )
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Changement de la fréquen
e image
5/61 1/6 1/3 1/2 2/3 1/3 1/6 1 1/65/6 2/3 1/2

5/6 1/6 2/31/3 1/21/2 1/6 5/6 1 0 5/61/6 2/3
(a) Conversion 50Hz vers 60Hz

(b) Conversion 60Hz vers 50HzTraitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Stru
tures de données� Stru
tures de données informatiques 
lassiques : matri
es (ou tableaux), ve
teurs, arbres,listes, piles, . . .� Certaines stru
tures de données ont été adaptées et enri
hies pour le traitement d'images.Il s'agit par exemple de la stru
ture en arbre quaternaire, appelé quadtree.
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200 201 202 203

21 22 23

3

1

201

202 203
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22
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00 01

200

23

3

03

Figure 20: Dé
oupage d'une image en arbre quaternaire.
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� La
et ou 
hain 
ode
4 0

Code : 00017222533135754666
753 126

Figure 21: Des
ription d'une forme par suivi du 
ontour.
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Résolution
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Dé
omposition d'une image en plans binaires

Table 3: Image originale et plans binaires en partant du MSB.
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Critères de qualité et mesures de distorsionSoient une image originale f de taille N ×N et f̂ l'image traitée.Dé�nition 1. [Mean Square Error℄
MSE =

1

N2

N−1∑

j=0

N−1∑

k=0

(
f(j, k)− f̂(j, k)

)2 (7)
Dé�nition 2. [Signal to noise ratio℄

SNR =

∑N−1
j=0

∑N−1
k=0 (f(j, k))

2

∑N−1
j=0

∑N−1
k=0

(
f(j, k)− f̂(j, k)

)2 (8)
Dé�nition 3. [Peak signal to noise ratio℄PSNR =

N2 × 255
∑N−1

j=0

∑N−1
k=0

(
f(j, k)− f̂(j, k)

)2 (9)
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Visualisation 3D d'une image 2D

Figure 22: Une image et visualisation de la profondeur sous la forme d'une image 3D.
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Segmentation d'images
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Re
onnaissan
e de 
ara
tères

Plusieurs étapes :� Déte
tion d'une région d'intérêt (Region Of Interest (ROI))� Déte
tion des 
ontours� Identi�
ation et 
lassement des 
ara
tères
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Transformations unitaires� Bases théoriques du 
al
ul matri
iel� Les transformées :� La transformée de Fourier dis
rète� La transformée de Hadamard� La transformée en 
osinus dis
rète� La transformée de Fourier� É
hantillonnage� Re
onstru
tion
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Bases théoriques du 
al
ul matri
ielConsidérons l'image é
hantillonnée f , représentée par une matri
e de M × N points oupixels
f =




f (0, 0) · · · f (0, N − 1)... ...
f (M − 1, 0) · · · f (M − 1, N − 1)


 (10)

Soient P etQ deux matri
es de transformation de dimensions respe
tivesM×M etN×N :
F = PfQ (11)
e qui peut également s'é
rire

F (u, v) =
M−1∑

m=0

N−1∑

n=0

P (u,m) f (m,n)Q (n, v) (12)
f = P−1FQ−1 (13)
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La transformée de Fourier dis
rèteUn ve
teur à N 
omposantes est 
al
ulé 
omme une 
ombinaison linéaire de N ve
teursde base. Les éléments de 
es ve
teurs de base sont tous des puissan
es de l'exponentielleimaginaire
W = e2πj/N (14)
es ve
teurs (lignes) valent

(
1,

−→
W

k
,
−→
W

2k
, . . . ,

−→
W

(N−1)k
)
, k = 0, 1, . . . N − 1 (15)

On peut dé�nir la matri
e de transformation ΦJJ de dimension J × J :
ΦJJ (k, l) =

1

J
exp

(
−j2π

J
kl

)
k, l = 0, 1, . . . , J − 1 (16)

Dé�nition 4. La transformée de Fourier dis
rète est dé�nie, étant données les deuxmatri
es de transformation P = ΦMM et Q = ΦNN , par
F = ΦMMfΦNNTraitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 39



Autre forme :
F (u, v) =

1

MN

M−1∑

m=0

N−1∑

n=0

f (m,n) exp
[
−2πj

(mu
M

+
nv

N

)]

ave

u = 0, 1, . . . , M − 1 v = 0, 1, . . . , N − 1 (17)Matri
e de transformation inverse Φ−1

JJ

Φ−1
JJ (k, l) = exp

(
j
2π

J
kl

) (18)
La transformée de Fourier dis
rète inverse vaut

f (m,n) =
M−1∑

u=0

N−1∑

v=0

F (u, v) exp
[
2πj

(mu
M

+
nv

N

)] (19)
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Visualisation

Figure 23: L'image Lena et le module de sa transformée de Fourier dis
rète.
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PropriétésPériodi
ité
F (u,−v) = F (u,N − v) F (−u, v) = F (M − u, v) (20)
f (−m,n) = f (M −m,n) f (m,−n) = f (m,N − n) (21)Plus généralement,

F (aM + u, bN + v) = F (u, v) f (aM +m, bN + n) = f(m,n) (22)F(0,M-1)=F(0,-1)F(0,0)
F(M-1,0)=F(-1,0) F(M-1,M-1)=F(-1,-1)

F(0,0)
Figure 24: Dé
alage du spe
tre pour arriver à 
entrer l'origine.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Centrage du spe
tre

Figure 25: Visualisation du module du spe
tre de l'image Lena avant et après 
entrage del'origine.
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Transformée de HadamardLa matri
e d'Hadamard du se
ond ordre est
H22 =

[
1 1
1 −1

] (23)
La matri
e de Hadamard d'ordre 2k peut être é
rite sous la forme

H2J2J =

[
HJJ HJJ

HJJ −HJJ

] (24)L'inverse d'une matri
e de Hadamard est donnée par
H−1
JJ =

1

J
HJJ (25)Dé�nition 5. La transformée de Hadamard et son inverse sont alors dé�nies par

F = HMMfHNN f =
1

MN
HMMFHNN (26)
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La transformée en 
osinus dis
rèteSoit la matri
e de transformation CNN (k, l) dé�nie par
CNN (k, l) =





1√
N

l = 0√
2
N cos

[
(2k+1)lπ

2N

]
sinon

(27)
Dé�nition 6. La transformée en 
osinus dis
rète (DCT) et son inverse sont données par

F = CNNfC
T
NN f = CTNNFCNN (28)

Autre forme pour la transformée en 
osinus dis
rète
F (u, v) =

2c (u) c (v)

N

N−1∑

m=0

N−1∑

n=0

f (m,n) cos

(
2m+ 1

2N
uπ

)
cos

(
2n+ 1

2N
vπ

) (29)
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Transformée de FourierDé�nition 7. La transformée de Fourier d'une image f (x, y) est dé�nie par
F (u, v) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f (x, y) e−2πj(xu+yv)dxdy

Transformée inverse
f (x, y) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
F (u, v) e2πj(ux+vy)dudv (30)

Interprétation : dé
omposition de l'image en 
omposantes fréquentielles dé�nie sur
[−∞,+∞] × [−∞,+∞]. f (x, y) et F (u, v) forment une paire de transformée de Fou-rier représentée par

f (x, y) ⇋ F (u, v)En général, F (u, v) est une fon
tion de u et de v à valeurs 
omplexes. Nous pouvons don
l'exprimer sous la forme
F (u, v) = ‖F (u, v)‖ ejθ(u,v)Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Cas parti
ulier : f (x, y) est une fon
tion à valeurs réelles
F (−u,−v) = F∗ (u, v) (31)Dès lors,

‖F (−u,−v)‖ = ‖F (u, v)‖ (32)
θ (−u,−v) = −θ (u, v) (33)On peut en déduire deux propriétés importantes d'une image à valeurs réelles :1. le spe
tre fréquentiel de l'image est symétrique par rapport à l'origine du système d'axes

u− v. C'est-à-dire que la 
onnaissan
e d'un demi-plan su�t.2. le spe
tre de phase de l'image est anti-symétrique par rapport à l'origine du systèmed'axes u− v.
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Propriétés1. SéparabilitéEn permutant l'ordre d'intégration
F (u, v) =

∫ +∞

−∞

[∫ +∞

−∞
f (x, y) e−2πjxudx

]
e−2πjyvdy (34)

2. LinéaritéSoient f1 (x, y) ⇋ F1 (u, v) et f2 (x, y) ⇋ F2 (u, v). Alors, pour toutes 
onstantes c1et c2,
c1f1 (x, y) + c2f2 (x, y) ⇋ c1F1 (u, v) + c2F2 (u, v) (35)3. HomothétieSi f (x, y) ⇋ F (u, v), alors

f (ax, by) ⇋
1

|ab|F
(u
a
,
v

b

) (36)
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1. Translation spatialeSi f (x, y) ⇋ F (u, v), alors
f (x− x0, y − y0) ⇋ F (u, v) e−2πj(x0u+y0v)

2. Translation fréquentielleSi f (x, y) ⇋ F (u, v), alors
f (x, y) ej2π(u0x+v0y) ⇋ F (u− u0, v − v0) (37)3. AiresSi f (x, y) ⇋ F (u, v), alors

F (0, 0) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f (x, y) dxdy (38)

Le 
oe�
ient F (0, 0), appelé parfois 
omposante DC.
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1. ConvolutionLe produit de 
onvolution de deux fon
tions f (x, y) et g (x, y) est dé�ni par
(f ⊗ g) (x, y) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f (α, β) g (x− α, y − β) dαdβ (39)

Si f (x, y) ⇋ F (u, v) et g (x, y) ⇋ G (u, v), alors
(f ⊗ g) (x, y) ⇋ F (u, v)G (u, v) (40)La 
onvolution de deux images dans le domaine spatial est transformée dans le domainefréquentiel en la multipli
ation de leur transformée de Fourier respe
tive.2. Multipli
ationSi f (x, y) ⇋ F (u, v) et g (x, y) ⇋ G (u, v), alors
f (x, y) g (x, y) ⇋ (F ⊗ G) (u, v) (41)
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La fon
tion Re
tangleConsidérons l'image f (x, y) dé�nie par
f (x, y) = ARecta,b (x, y) (42)

où
Recta,b (x, y) =

{
1 |x| < a

2, |y| < b
2

0 ailleurs (43)
F (u, v) =

∫ +a/2

−a/2
dx

∫ +b/2

−b/2
dyAe−2πj(xu+yv) (44)

= Aab

(
sin (πau)

πau

)(
sin (πbv)

πbv

) (45)
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x

y

f(x, y)

Figure 26: Illustration de la fon
tion Re
tangle.

u

v

‖F(u, v)‖

Figure 27: Module de la transformée de Fourier de la fon
tion Re
tangle.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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La fon
tion DisqueConsidérons l'image f (x, y) dé�nie par
f (x, y) = ADisqueR (x, y) (46)où

DisqueR (x, y) =

{
1

√
x2 + y2 < R

0 ailleurs (47)
F (u, v) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f (x, y) e−2πj(xu+yv)dxdy (48)

=

∫ R

0

rdr

∫ 2π

0

Ae−2πjr(u cos θ+v sin θ)dθ (49)
F (u, v) = AR

J1
(
2πR

√
u2 + v2

)
√
u2 + v2

(50)Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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f(x, y)

x

y

Figure 28: Illustration de la fon
tion Disque.

u

v

‖F(u, v)‖

Figure 29: Module de la transformée de Fourier de la fon
tion Disque.
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É
hantillonnageDé�nition 8. La fon
tion delta ou impulsion de Dira
 bidimensionnelle, notée δ (x, y), estdé�nie par
δ (x, y) = 0 ∀ (x, y) 6= (0, 0) (51)et ∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δ (x, y) dxdy = 1 (52)Propriétés

f (x, y)⊗ δ (x, y) = f (x, y) (53)
δ (x, y) ⇋ 1 (54)
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Le pro
essus d'é
hantillonnageLa fon
tion d'é
hantillonnage idéale est dé�nie par
s (x, y) =

+∞∑

i=−∞

+∞∑

j=−∞
δ (x− i∆x, y − j∆y) (55)

x
y

S(x, y)

∆y ∆xFigure 30: Représentation de la fon
tion s (x, y).Dé�nition 9. Nous dé�nissons ainsi la fon
tion é
hantillonnée idéale
fs (x, y) =

+∞∑

i=−∞

+∞∑

j=−∞
f (i∆x, j∆y) δ (x− i∆x, y − j∆y) (56)
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Lien entre les transformées de Fourier de fs (x, y) et f (x, y)
fs (x, y) =

+∞∑

i=−∞

+∞∑

j=−∞
f (x, y) δ (x− i∆x, y − j∆y) (57)

= f (x, y)

+∞∑

i=−∞

+∞∑

j=−∞
δ (x− i∆x, y − j∆y) (58)

= f (x, y) s (x, y) (59)
fs (x, y) ⇋ F (u, v)⊗ S (u, v) (60)où S (u, v) est la transformée de Fourier de la fon
tion d'é
hantillonnage idéale.

fs (x, y) ⇋
1

∆x∆y

+∞∑

i=−∞

+∞∑

j=−∞
F
(
u− i

∆x
, v − j

∆y

) (61)
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Repli de spe
tre (aliasing) : théorème de Shannon
g (x, y) =

J1

(
2πW

√
x2 + y2

)

√
x2 + y2

(62)
����������������������������������������

v

u

1
2∆x

W

1
2∆y

Figure 31: Transformée de Fourier de g (x, y) (1/∆x = 2, 5W et 1/∆y = 1, 5W ).Théorème 1. [Théorème de Shannon℄. Pour éviter tout repli de spe
tre, il faut
1

∆x
> 2umax

1

∆y
> 2vmax (63)Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Re
onstru
tionLe but est de re
onstruire, à partir de la fon
tion é
hantillonnée fs (x, y), une fon
-tion fr (x, y) qui se rappro
he le plus possible de f (x, y). Idéalement, on devrait avoir
fr (x, y) = f (x, y).En toute généralité, la réponse impulsionnelle du �ltre de re
onstru
tion, également appeléfon
tion d'interpolation, sera noté r (x, y). La fon
tion re
onstruite est alors obtenue par

fr (x, y) = fs (x, y)⊗ r (x, y) (64)
=

+∞∑

i=−∞

+∞∑

j=−∞
f (i∆x, j∆y) r (x− i∆x, y − j∆y) (65)
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Filtrage passe-bas à fenêtre re
tangulaire

u

v

1
∆x

1
∆y

R (u, v) = ∆x∆yRect 1
∆x,

1
∆y

(u, v) (66)
fr (x, y) = f (x, y) =

+∞∑

i=−∞

+∞∑

j=−∞
f (i∆x, j∆y) sinc

(
x− i∆x

∆x

)
sinc

(
y − j∆y

∆y

)
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Filtrage passe-bas à fenêtre 
ir
ulaire

u

v

1
∆x

1
∆y

W

R (u, v) = ∆x∆yDisqueW (u, v) (67)
Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 61



fr (x, y) =W∆x∆y
+∞∑

i=−∞

+∞∑

j=−∞
f (i∆x, j∆y)

J1

(
2πW

√
(x− i∆x)

2
+ (y − j∆y)

2

)

√
(x− i∆x)2 + (y − j∆y)2
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Conditions de re
onstru
tionPour obtenir une re
onstru
tion exa
te de f (x, y), la fenêtre fréquentielle de �ltrage doitvéri�er les 
onditions suivantes :1. elle doit être symétrique par rapport à l'origine a�n d'assurer que l'image re
onstruitesoit réelle,2. elle doit 
ontenir entièrement la réplique du spe
tre de f (x, y) située à l'origine et3. elle ne peut interse
ter les autres répliques du spe
tre de f (x, y).Autres interpolateurs B CDA
(a)

A X' X�
(b)
B CD

Figure 32: Interpolateurs : (a) interpolation linéaire par mor
eaux, (b) interpolation bili-néaire.
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Filtrage linéaire et dé
onvolution� Notion de �ltre idéal� Catégories de �ltres idéaux� Passage d'une image dans un système linéaire� Filtres passe-bas� Filtres passe-haut� Filtres de Gabor� Dé
onvolution
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Notion de �ltre idéalOn dira d'un �ltre qu'il est idéal s'il multiplie tous les 
oe�
ients transformés par 0 ou par
1.Dé�nition 10. [Filtre idéal℄ Un �ltre est idéal si sa transmittan
e est telle que

∀(u, v), H(u, v) = 0 ou 1 (68)
La notion de �ltre idéal est intimement liée à 
elle d'idempoten
e. L'idempoten
e doit être
omprise i
i telle que, pour toute image f(x, y),

F(u, v)H(u, v) = F(u, v)H(u, v)H(u, v) (69)
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Catégories de �ltres idéauxDans le 
as d'un signal unidimensionnel
Passe-bande Passe-hautPasse-bas1

u

‖H(u)‖

Figure 33: Filtres idéaux unidimensionnels.
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Trois types de �ltres idéaux à symétrie 
ir
ulaire� les �ltres passe-bas
H (u, v) =

{
1

√
u2 + v2 ≤ R0

0
√
u2 + v2 > R0

(70)

(a) Image originale (b) Image �ltréeFigure 34: Filtrage passe-bas d'une image.� les �ltres passe-haut
H (u, v) =

{
1

√
u2 + v2 ≥ R0

0
√
u2 + v2 < R0

(71)
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� les �ltres passe-bande. Ils sont équivalents au 
omplémentaire d'un �ltre passe-bas et d'un�ltre passe-haut.
H (u, v) =

{
1 R0 ≤

√
u2 + v2 ≤ R1

0 sinon (72)

u

v

H(u, v)

Figure 35: Fon
tion de transfert du �ltre passe-bande idéal.
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Illustration des e�ets du �ltrage

Images �ltrées au moyen de �ltres idéaux 
ir
ulaires et spe
tres 
orrespondants.
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Passage d'une image dans un système linéaireUn �ltre linéaire bidimensionnel est 
ara
térisé par sa réponse impulsionnelle h (x, y).L'image de sortie g (x, y) résulte du produit de 
onvolution de la réponse impulsionnelle du�ltre par l'image d'entrée f (x, y)
g (x, y) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f (α, β)h (x− α, y − β) dαdβ (73)

qui est en
ore noté
g (x, y) = (f ⊗ h) (x, y) (74)Par la propriété de 
onvolution de la transformée de Fourier, nous pouvons en
ore é
rire

G (u, v) = H (u, v)F (u, v)
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Filtres passe-basUn exemple 
ommun de �ltre passe-bas est le �ltre passe-bas de Butterworth d'ordre
n dé�ni par la fon
tion de transfert suivante

H (u, v) =
1

1 +

(√
u2+v2

R0

)2n (75)

u

v

H(u, v)

Figure 37: Transmittan
e du �ltre passe-bas de Butterworth pour n = 1.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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(a) Image �ltrée (b) Spe
tre de l'image �ltréeImage �ltrée par un �ltre passe-bas de Butterworth d'ordre 1 (fc = 30).
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Figure 39: E�et d'un �ltrage passe-bas sur une image.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Filtres passe-haut
H (u, v) =

1

1 +

(
R0√
u2+v2

)2n (76)

(a) Image �ltrée (b) Spe
tre de l'image �ltréeImage �ltrée par un �ltre passe-haut de Butterworth d'ordre 1 (fc = 50).Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Figure 41: E�et d'un �ltrage passe-haut sur une image.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Filtres de GaborDé�nitionLes �ltres de Gabor ou �ltres gaussiens 
onstituent une 
lasse parti
ulière des �ltreslinéaires ; 
e sont des �ltres orientés. Ces �ltres ont une réponse impulsionnelle de la forme :
h(x, y) = g(x′, y′)e2πj(Ux+V y) (77)

� (x′, y′) = (x cosφ + y sinφ − x sinφ + y cosφ), 
'est-à-dire les 
oordonnées (x, y)tournées d'un angle φ, et� g(x′, y′) = 1
2πσ2

e(−(x′/λ)2+y′2)/2σ2.La transformée de Fourier 
orrespondante est :
H(u, v) = e−2π2σ2[(u′−U ′)2λ2+(v′−V ′)2] (78)

� (u′, v′) = (u cosφ+ v sinφ − u sinφ+ v cosφ), et� (U ′, V ′) est obtenu par rotation du point (U, V ) par le même angle φ.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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x

y

f(x, y)

Figure 42: Représentation de la partie réelle d'un membre de la famille des fon
tions deGabor (a = b, x0 = y0 = 0, u0 = 0, v0 = 2).

u

v

F(u, v)

Figure 43: Module de la transformée de Fourier de la fon
tion de Gabor.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Figure 44: Tra
e d'un �ltre de Gabor dans le plan spe
tral. Le 
er
le blan
 représentela bande passante à 3 [dB].
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Figure 45: Une image originale et l'image �ltré ave
 un �ltre orienté à 135o.
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ImplémentationIl y prin
ipalement 4 moyens d'implémenter un �ltre gaussien :1. Convolution ave
 un nombre restreint du noyau gaussien. Il est d'usage de 
hoisir N0 =
3σ ou 5σ

g1D[n] =

{
1√
2σ
e−(n2/2σ2) |n| ≤ N0

0 |n| > N0

(79)2. Convolution itérative ave
 un noyau uniforme
g1D[n] ≃ u[n]⊗ u[n]⊗ u[n] (80)ave

u[n] =

{ 1
(2N0+1) |n| ≤ N0

0 |n| > N0
(81)C'est une appli
ation de la loi des grands nombres 
onnues en statistique.3. Multipli
ation dans le domaine fréquentiel.4. Implémentation d'un �ltre ré
ursif.
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Introdu
tion à la dé
onvolutionModèleSoit y(n), le signal observé. y(n) s'obtient par `fenêtrage' ou `apodisation' de la fon
tion
f(n) à extrapoler :

y(n) = w(n)f(n) n = 0, 1, . . . , N − 1 (82)ave

w(n) =

{
1 pour n ∈ Dw

0 si n 6∈ Dw
(83)Le problème d'extrapolation se ramène à la 
onvolution de la transformée de f(n) par 
ellede w(n)

Y(k) = W(k)⊗F(k) k = 0, 1, . . . , N − 1 (84)
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E�et de fenêtrage et l'extrapolation

Figure 46: Exemple d'extrapolation d'un signal. L'image de droite est l'image extrapoléeave
 quelques 3% des 
oe�
ients spe
traux seulement.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Figure 47: Un signal unidimensionnel dans le domaine spatial et dans le domaine spe
tral.
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Forme itérative des opérateurs de dé
onvolutionLe prin
ipe est simple : par le 
hoix d'un opérateur O, on 
onstruit une suite de valeurs
. . . , fi(n), fi+1(n), . . . obtenues par

fi+1(n) = O[fi(n)] (85)

Étude sto
hastique :
f(0), . . . , f(N − 1) ⇒ Γ̂f(τ) et γ̂f(ω)
Étude déterministe :
Γff (0), . . ., Γff (M − 1) ⇒ γ̂f(ω)

j

3Signaux aléatoiresAnalyse spe
trale

Analyse déterministe
Signaux déterministes : f(0), . . . , f(N − 1) ⇒ F(k)

Analyse 
orrélatoire
s

3

s

s

Figure 48: Ré
apitulatif des te
hniques de 
ara
térisation des signaux.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Dé
onvolution séle
tive

si+1(n)⊗ fi(n)

6

Appliquer w(n)6

fi(n)
Transformation

- Fi(k)
?Adapter Si(k)
?

Si+1(k)Fi(k)�
Transformation−1

Figure 49: Blo
-diagramme de l'algorithme d'extrapolation par dé
onvolution séle
tive.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Figure 50: Évolution du spe
tre d'un signal unidimensionnel durant le pro
essus de dé-
onvolution séle
tive.
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Premières étapes de l'algorithme de dé
onvolution séle
tive.
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Rappels sur les notions d'ensemblesLes ensembles seront notés par des majus
ules A, B, . . . et les éléments qu'ils 
omprennentpar des minus
ules a, b, . . .� Égalité d'ensemblesDeux ensembles sont égaux s'ils sont formés des mêmes éléments : X = Y ⇔ (x ∈ X ⇒
x ∈ Y et x ∈ Y ⇒ x ∈ X). L'ensemble vide sera noté ∅.
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x ∈ Y et x ∈ Y ⇒ x ∈ X). L'ensemble vide sera noté ∅.� In
lusion
X est un sous-ensemble de Y (X in
lus dans Y ) si tous les éléments de X appartiennentà Y : X ⊆ Y ⇔ (x ∈ X ⇒ x ∈ Y ).
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tionL'interse
tion de deux ensembles X et Y est l'ensemble des éléments qui appartiennentaux deux : X ∩ Y = {x tel que x ∈ X et x ∈ Y }.� UnionLa réunion de deux ensembles est 
onstituée des éléments appartenant à l'un ou à l'autre,
'est-à-dire X ∪ Y = {x tel que x ∈ X ou x ∈ Y }.
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Rappels sur les notions d'ensemblesLes ensembles seront notés par des majus
ules A, B, . . . et les éléments qu'ils 
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ules a, b, . . .� Égalité d'ensemblesDeux ensembles sont égaux s'ils sont formés des mêmes éléments : X = Y ⇔ (x ∈ X ⇒
x ∈ Y et x ∈ Y ⇒ x ∈ X). L'ensemble vide sera noté ∅.� In
lusion
X est un sous-ensemble de Y (X in
lus dans Y ) si tous les éléments de X appartiennentà Y : X ⊆ Y ⇔ (x ∈ X ⇒ x ∈ Y ).� Interse
tionL'interse
tion de deux ensembles X et Y est l'ensemble des éléments qui appartiennentaux deux : X ∩ Y = {x tel que x ∈ X et x ∈ Y }.� UnionLa réunion de deux ensembles est 
onstituée des éléments appartenant à l'un ou à l'autre,
'est-à-dire X ∪ Y = {x tel que x ∈ X ou x ∈ Y }.� Di�éren
eÉtant donnés X et Y , la di�éren
e de X par Y , notée X − Y ou X\Y est l'ensembledes éléments de X qui n'appartiennent pas à Y : X − Y = {x|x ∈ X et x 6∈ Y }.
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� ComplémentaireSoit un sous-ensemble X d'un ensemble E servant de référentiel, le 
omplémentaire de Xdans E est le sous-ensemble noté Xc, fourni par Xc = {x tel que x ∈ E et x 6∈ X}.
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X XcFigure 51: Complémentaire d'un ensemble.
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� ComplémentaireSoit un sous-ensemble X d'un ensemble E servant de référentiel, le 
omplémentaire de Xdans E est le sous-ensemble noté Xc, fourni par Xc = {x tel que x ∈ E et x 6∈ X}.
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X XcFigure 51: Complémentaire d'un ensemble.� SymétriqueLe symétrique X̌ de l'ensemble X est dé�ni par X̌ = {−x|x ∈ X}.
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� ComplémentaireSoit un sous-ensemble X d'un ensemble E servant de référentiel, le 
omplémentaire de Xdans E est le sous-ensemble noté Xc, fourni par Xc = {x tel que x ∈ E et x 6∈ X}.
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X XcFigure 51: Complémentaire d'un ensemble.� SymétriqueLe symétrique X̌ de l'ensemble X est dé�ni par X̌ = {−x|x ∈ X}.� TranslatéLe translaté de X par b vaut {z ∈ E|z = x+ b, x ∈ X}.
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Transformations morphologiques élémentaires
ÉrosionDé�nition 11. Érosion morphologique

X ⊖B = {z ∈ E|Bz ⊆ X} (86)
On montre que la dé�nition suivante, de forme plus algébrique, fournit le même résultatDé�nition 12.

X ⊖ B =
⋂

b∈B
X−b (87)
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Figure 52: Interprétation algébrique de l'érosion.
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B

X

X ⊖ B

Figure 53: Érosion deX par un disqueB. L'origine de l'élément stru
turant est représentéepar un point noir.
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DilatationDé�nition 13. En termes ensemblistes, la dilatation est l'union d'ensembles translatés :
X ⊕B =

⋃

b∈B
Xb =

⋃

x∈X
Bx = {x+ b|x ∈ X, b ∈ B} (88)
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Figure 54: Illustration de la dé�nition algébrique de la dilatation.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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B

X

X ⊕ B

Figure 55: Dilatation de X par un disque B.
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Propriétés de l'érosion et de la dilatationDualitéLes opérations de dilatation et d'érosion sont deux opérations duales par rapport à la
omplémentation :
X ⊖ B̌ = (Xc ⊕B)c (89)
X ⊖B = (Xc ⊕ B̌)c (90)Les opérations d'érosion et de dilatation véri�ent les prin
ipes des transformations morpho-logiques idéales :1. l'érosion et la dilatation sont invariantes en translation : Xz⊖B = (X⊖B)z. De même,

Xz ⊕B = (X ⊕B)z ;2. l'érosion et la dilatation sont 
ompatibles ave
 les homothéties : λX ⊖λB = λ(X ⊖B)et λX ⊕ λB = λ(X ⊕B) ;3. l'érosion et la dilatation véri�ent la 
ondition de 
onnaissan
e lo
ale pour B borné ;4. nous admettrons sans démonstration que l'érosion et la dilatation sont des transforma-tions 
ontinues.
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Propriétés algébriquesLes deux opérations morphologiques jouissent aussi de propriétés algébriques :� l'érosion et la dilatation sont des opérations 
roissantes : si X ⊆ Y, alors (X ⊖ B) ⊆
(Y ⊖ B) et (X ⊕B) ⊆ (Y ⊕B) ;� si l'élément stru
turant 
ontient l'origine, l'érosion est une opération anti-extensive alorsque la dilatation est extensive, 
'-à-d. X ⊖ B ⊆ X et X ⊆ X ⊕B.
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Ouverture morphologiqueDé�nition 14. L'opération obtenue par la su

ession d'une érosion et d'une dilatation estl'ouverture morphologique. Elle se note
X ◦B = (X ⊖ B)⊕B (91)

En général, l'ensemble traité di�ère de l'ensemble de départ : l'ensemble ouvert est plusrégulier et moins ri
he en détails que l'ensemble initial. La transformation par ouvertureadou
it don
 les 
ontours. L'ouverture joue le r�le d'un �ltrage que nous retrouverons d'unefaçon formelle plus loin.
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Fermeture morphologiqueDé�nition 15. En inversant l'ordre des opérations utilisées pour dé�nir l'ouverture, nousobtenons une nouvelle opération appelée fermeture ; 
'est la transformation
X •B = (X ⊕ B)⊖B (92)

Il s'agit bien de l'opération duale de l'ouverture pour la 
omplémentation, 
ar (X ◦B)c =
Xc • B̌ et (X •B)c = Xc ◦ B̌.
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Illustration
B

X

X ◦B X •B

Figure 56: Ouverture et fermeture de X par un disque B.

Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 102



Propriétés de l'ouverture et de la fermeturePar 
onstru
tion, l'ouverture et la fermeture respe
tent les quatre prin
ipes de toute trans-formation morphologique. Con
ernant les propriétés algébriques, 
itons les propriétés sui-vantes, qui sont toutes duales pour X ◦B et X •B :� l'ouverture et la fermeture sont des transformations 
roissantes. Si X ⊆ Y , alors
(X ◦B) ⊆ (Y ◦B) et (X •B) ⊆ (Y •B) (93)� l'ouverture est anti-extensive alors que la fermeture est extensive

X ◦B ⊆ X, X ⊆ X •B (94)� l'ouverture et la fermeture sont des opérateurs idempotents (ou opérateurs de proje
tion),
e qui revient à dire que
(A ◦B) ◦B = A ◦B et (A •B) •B = A •B (95)
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Interprétation de l'ouverture et de la fermetureL'interprétation la plus 
ommode de l'opération d'ouverture est illustrée par la propriétéque voi
i :
X ◦B =

⋃
{Bz|z ∈ E etBz ⊆ X} (96)Ainsi, l'ouverture d'une �gure par un élément stru
turant B est l'ensemble des points re-
ouverts lors du dépla
ement de B à l'intérieur de la �gure.
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Propriétés générales� La dilatation est 
ommutative et asso
iative
X ⊕B = B ⊕X (97)

(X ⊕ Y )⊕ C = X ⊕ (Y ⊕ C) (98)� La dilatation distribue l'union
(
⋃

j

Xj)⊕ B =
⋃

j

(Xj ⊕B) (99)
� L'érosion est distributive par rapport à l'interse
tion

(
⋂

j

Xj)⊖ B =
⋂

j

(Xj ⊖B) (100)
� La relation de 
haîne, appelée 
hain rule.

X ⊖ (B ⊕ C) = (X ⊖ B)⊖ C (101)Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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� L'ouverture et la fermeture ne dépendent pas de l'origine de l'élément stru
turant. Soit
z ∈ E

X ◦Bz = X ◦B (102)
X •Bz = X •B (103)
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Un problème pratique : la gestion du bord dans les réalisations

X X

Bord del'image
Hypothèse physique 1 Hypothèse physique 2Figure 57: Deux hypothèses physiques pour traiter les objets qui tou
hent le bord del'image.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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X X

X ⊖B X ⊖B

Hypothèse physique 1 Hypothèse physique 2

Une partie des points ajoutés à X
B

Figure 58: Comparaison de l'érosion de X , 
omposé de deux losanges, pour les deuxhypothèses physiques.
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Les transformations de voisinageAppelant νx la 
on�guration de voisinage 
entrée en x, on dé�nit une transformation devoisinage par la transformation qui attribue la valeur 1 (
'est la 
onstru
tion de la fon
tionindi
atri
e) à 
haque point ayant une 
on�guration semblable à un élément de la famille de
on�gurations ν :
X ▽ ν(x) =

{
1 si ∃νi ∈ ν tel que νx = νi

0 sinon (104)
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Les transformations de voisinageAppelant νx la 
on�guration de voisinage 
entrée en x, on dé�nit une transformation devoisinage par la transformation qui attribue la valeur 1 (
'est la 
onstru
tion de la fon
tionindi
atri
e) à 
haque point ayant une 
on�guration semblable à un élément de la famille de
on�gurations ν :
X ▽ ν(x) =

{
1 si ∃νi ∈ ν tel que νx = νi

0 sinon (104)
Il existe aussi une transformation de voisinage appelée transformée par tout ou rien (Hit orMiss transform en anglais) telle que

X ⇑ (B,C) = {x|Bx ⊆ X, Cx ⊆ Xc} (105)Si C = ∅ la transformation dégénère en une opération d'érosion de X par B.
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Amin
issement et épaississementL'amin
issement d'un ensembleX 
onsiste à lui enlever des points qui 
orrespondent à une
on�guration donnée.Par dualité, l'épaississement d'un ensemble revient à lui ajouter des points 
orrespondantà une 
on�guration donnée. Si l'on note par © l'amin
issement et par ⊙ l'épaississement,on aura :
X © ν = X − (X ▽ ν) (106)
X ⊙ ν = X ∪ (X ▽ ν) (107)Propriétés :Comme l'érosion et la dilatation, l'amin
issement et l'épaississement sont deux transforma-tions duales vis-à-vis de la 
omplémentation
(X © ν)c = Xc ⊙ νc (108)

Double in
lusion
X © ν ⊆ X ⊆ X ⊙ ν (109)
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Géodésie et re
onstru
tion
Dilatation géodésique
Une dilatation goédésique fait toujours intervenir deux images.
Dé�nition 16. La dilatation géodésique de taille 1 de l'ensemble X 
onditionnellement à Y ,notée D(1)

Y (X), est dé�nie 
omme l'interse
tion du dilaté de taille 1 et de Y :
∀X ⊆ Y, D

(1)
Y (X) = (X ⊕B) ∩ Y (110)

où B est l'élément le plus simple adapté à la trame.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 111



�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

(a) Ensemble à dilater (b) Masque géodésique

(
) Dilatation élémentaire (d) Dilatation géodésique
Figure 59: Dilatation géodésique de taille 1 d'un ensemble.
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Dé�nition 17. La dilatation géodésique de taille n de l'ensemble X 
onditionnellement à
Y , notée D(n)

Y (X), est dé�nie 
omme une su

ession du dilaté géodésique de taille 1
∀X ⊆ Y, D

(n)
Y (X) = D

(1)
Y (D

(1)
Y (. . . D

(1)
Y︸ ︷︷ ︸n fois (X))) (111)

où B est l'élément le plus simple adapté à la trame.
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Re
onstru
tion morphologiqueDé�nition 18. La re
onstru
tion de X 
onditionnellement à Y est la dilatation géodésiquede X jusqu'à idempoten
e. Soit i, la valeur à partir de laquelle l'idempoten
e est a
quise, lare
onstru
tion de X est dé�nie par
RY (X) = D

(i)
Y (X) ave
 D(i+1)

Y (X) = D
(i)
Y (X) (112)

(a) Parti
ules (b) Marquage de parti
ules (
) Parti
ules re
onstruitesFigure 60: Extra
tion de parti
ules pré-séle
tionnées dans une image.
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Opérations morphologiques sur des images en niveaux de grisNotion de fon
tionSoit G un ensemble de valeurs de niveaux de gris. Dans 
e qui suit, nous supposerons que
G est un espa
e 
omplété (G = R ∪ {−∞,+∞} ou G = Z ∪ {−∞,+∞}). Une image estreprésentée par une fon
tion f : E → G, qui à tout point du plan fait 
orrespondre unevaleur. En pratique, l'image n'est pas dé�nie sur la totalité du référentiel E mais sur unsupport 
ompa
t D.Dé�nition 19. [Ordre partiel entre fon
tions℄ Soient deux fon
tions f et g. La fon
tion
f est inférieure à g,

f ≤ g si f(x) ≤ g(x), ∀x ∈ E (113)
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Dé�nition 20. [In�mum et supremum℄ Soit une famille de fon
tions fi, i ∈ I . L'in�mum(respe
tivement le supremum) de 
ette famille, noté ∧i∈Ifi (resp. ∨i∈Ifi) est la grande borneinférieure (resp. petite borne supérieure).Dans le 
as d'une famille I �nie, le supremum et l'in�mum se ramènent au maximum et auminimum respe
tivement. Dans 
e 
as,
∀x ∈ E ,

{
(f ∨ g)(x) = max(f(x), g(x))
(f ∧ g)(x) = min(f(x), g(x))

(114)
Dé�nition 21. La translation de la fon
tion f par b est la fon
tion fb dé�nie par

∀x ∈ E , fb(x) = f(x− b) (115)
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Dé�nition de propriétés des opérateurs de fon
tionsDé�nition 22. [Idempoten
e℄ Une transformation ψ est idempotente si, quelle que soit lafon
tion traitée, une nouvelle appli
ation de l'opérateur n'apporte au
un 
hangement, 
'est-à-dire si
∀f, ψ(ψ(f)) = ψ(f) (116)

Dé�nition 23. [Extensivité℄ Un opérateur est extensif si la fon
tion transformée est plusgrande que la fon
tion de départ
∀f, f ≤ ψ(f) (117)

Dé�nition 24. [Anti-extensivité℄ Une transformation de fon
tions est anti-extensive si lafon
tion transformée est plus petite que la fon
tion de départ
∀f, f ≥ ψ(f) (118)
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Dé�nition 25. [Croissan
e℄ Une transformation de fon
tions est 
roissante si elle 
onservel'ordre établi entre fon
tions
∀f, g, f ≤ g ⇒ ψ(f) ≤ ψ(g) (119)

Par extension aussi, une transformation ψ1 est inférieure à un transformation ψ2 si, pourtoute fon
tion f , ψ1(f) est inférieur à ψ2(f) :
ψ1 ≤ ψ2 ⇔ ∀f, ψ1(f) ≤ ψ2(f) (120)
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Érosion, dilatation et 
ombinaisonsDé�nition 26. Si f et g sont deux fon
tions, on peut dé�nir l'addition (ou dilatation) f ⊕ get la soustra
tion (ou érosion) f ⊖ g de la manière suivante : pour tout 
ouple (x, g(x)), onprend pour f ⊕ g l'enveloppe supérieure des translatés du graphe de f par les (x, g(x)) et pour
f ⊖ g, l'enveloppe inférieure des translatés de f par les (−x,−g(x)). Algébriquement,

f ⊕ g =
∨

h∈E
(f(x− h) + g(h)) (121)

f ⊖ g =
∧

h∈E
(f(x+ h)− g(h)) (122)

Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 119



En pratique. Soit B, le domaine de dé�nition de g,Dé�nition 27.
f ⊕B =

∨

b∈B
fb(x) (123)

f ⊖B =
∧

b∈B
f−b(x) (124)
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Illustration

f
f ⊕ B

f ⊖B

B

Figure 61: Érosion d'une fon
tion.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Figure 62: Érosions su

essives par des 
arrés de taille 
roissante.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Figure 63: Dilatations su

essives par des 
arrés de taille 
roissante.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Ouverture et fermeture morphologiquesL'ouverture morphologique f ◦B et la fermeture morphologique f •B résultent de la miseen 
as
ade de l'érosion et de la dilatation .Dé�nition 28. [Ouverture et fermeture morphologiques℄
f ◦B = (f ⊖B)⊕B (125)
f •B = (f ⊕B)⊖B (126)

B

f

f ◦ B

Figure 64: Ouverture d'une fon
tion.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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B

f
f • B

Figure 65: Fermeture d'une fon
tion.
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Figure 66: Ouvertures su

essives par des 
arrés de taille 
roissante.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Figure 67: Fermetures su

essives par des 
arrés de taille 
roissante.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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(a) Image originale f (b) Érosion par un 
arré

(
) Dilatation par un 
arré (d) Ouverture par un 
arréFigure 68: Illustration des opérations élémentaires sur une image en niveaux de gris.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 128



Propriétés des opérateurs morphologiques de fon
tionsL'érosion et la dilatation sont des opérations 
roissantes
f ≤ g ⇒

{
f ⊖ B ≤ g ⊖B
f ⊕ B ≤ g ⊕B

(127)
L'érosion distribue l'in�mum et la dilatation distribue le supremum

(f ∧ g)⊖B = (f ⊖B) ∧ (g ⊖ B) (128)
(f ∨ g)⊕B = (f ⊕B) ∨ (g ⊕ B) (129)

L'ouverture et la fermeture sont deux opérations idempotentes
(f ◦B) ◦B = f ◦B (130)
(f •B) •B = f •B (131)
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L'ouverture et la fermeture sont deux transformations respe
tivement anti-extensive et ex-tensive
f ◦B ≤ f (132)

f ≤ f •B (133)
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Re
onstru
tion des images à niveaux de grisDé�nition 29. La re
onstru
tion de la fon
tion f 
onditionnellement à la fon
tion g estla dilatation géodésique de f jusqu'à idempoten
e. Soit i, la valeur à partir de laquellel'idempoten
e est a
quise, la re
onstru
tion de f est dé�nie par
Rg(f) = D(i)

g (f) ave
 D(i+1)
g (f) = D(i)

g (f) (134)
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Figure 69: Image originale, image érodée et dilatations géodésiques su

essives.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 132



Figure 70: Image originale, image érodée, image re
onstruite à partir de l'érodé et imagedi�éren
e (en vidéo inverse).Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 133



Figure 71: Image originale, image dilatée, image re
onstruite à partir du dilaté (par re-
onstru
tion duale) et image di�éren
e (en vidéo inverse).Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 134
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Filtres de rangSoit k ∈ N la valeur d'un seuil.Dé�nition 30. [Filtre de rang℄ L'opérateur ou �ltre de rang k, noté ρB,k(f)(x), dé�nisur l'élément stru
turant B, est l'opérateur
ρB,k(f)(x) =

∨
{t ∈ G|

∑

b∈B
[f(x+ b) ≥ t] ≥ k} (135)

L'interprétation la plus simple 
onsiste à dire que ρB,k(f)(x) est la k-ième valeur de lasérie obtenue en ordonnant toutes les valeurs f(x+ b) par ordre dé
roissant.Les opérateurs de rang sont ordonnés entre eux. Soit ♯(B), le 
ardinal de l'élément stru
-turant B,
ρB,♯(B)(f)(x) ≤ ρB,♯(B)−1(f)(x) ≤ . . . ≤ ρB,1(f)(x) (136)
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Filtre médian

Si n est impair, le 
hoix k = 1
2(♯(B) + 1) 
onduit à la dé�nition d'un opérateur auto-dual,
'est-à-dire que l'opérateur appliqué à une image fournit le même résultat que l'opérateurappliqué à l'image 
omplémentaire. Cet opérateur, noté medB, est appelé �ltre médian.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 138



(a) Image originale bruitée f (b) Ouverture par un 
arré 5× 5

(
) Passe-bas Butterworth (fc = 50) (d) Médian sur une fenêtre 5× 5Comparaison de di�érentes te
hniques de �ltrage sur une image bruitée.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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(a) Image originale f (b) Médian 3× 3 (
) Médian 5× 5E�et de la taille de la fenêtre re
tangulaire sur le �ltrage.
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ImplémentationLe �ltre médian n'est pas idempotent et sa répétition peut entraîner des phénomènes d'os-
illation (théoriquement sur une image de support in�ni)..........
.........Figure 74: Appli
ations répétées du �ltre médian.
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Filtres morphologiquesDé�nition 31. Par dé�nition, un �ltre algébrique est une opération 
roissante et idempo-tente :
ψ est un �ltre algébrique ⇔ ∀f, g

{
f ≤ g ⇒ ψ(f) ≤ ψ(g)
ψ(ψ(f)) = ψ(f)

(137)
Dé�nition 32. Une ouverture algébrique est un opérateur qui possède les propriétés de
roissan
e, d'idempoten
e et d'anti-extensivité. Formellement,

∀f, g, f ≤ g ⇒ ψ(f) ≤ ψ(g) (138)
∀f, ψ(ψ(f)) = ψ(f) (139)

∀f, ψ(f) ≤ f (140)
La fermeture algébrique se dé�nit en remplaçant la propriété d'anti-extensivité par 
elled'extensivité.
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Comment 
onstruire un �ltre ?
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Comment 
onstruire un �ltre ?En 
ombinant les �ltres déjà 
onnus !X B C

Figure 75: La 
omposition de deux ouvertures n'est pas for
ément une ouverture.De nouveaux �ltres peuvent être obtenus à partir des ouvertures, notées αi et des fermetures,notées φi, par les deux règles simples que voi
i :1. le supremum d'ouvertures est une ouverture : (∨iαi) est une ouverture ;2. l'in�mum de deux fermetures est une fermeture : (∧i φi) est une fermeture.
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Règles de 
omposition : théorème stru
turelSoient ψ1 et ψ2 deux �ltres tels que ψ1 ≥ I ≥ ψ2 (par exemple, ψ1 est une fermeture et
ψ2 une ouverture).Théorème 2. [Théorème stru
turel℄ Soient ψ1 et ψ2 deux �ltres tels que ψ1 ≥ I ≥ ψ2

ψ1 ≥ ψ1ψ2ψ1 ≥ (ψ2ψ1 ∨ ψ1ψ2) ≥ (ψ2ψ1 ∧ ψ1ψ2) ≥ ψ2ψ1ψ2 ≥ ψ2 (141)
ψ1ψ2, ψ2ψ1, ψ1ψ2ψ1, ψ2ψ1ψ2 sont des �ltres (142)Remarquons qu'il n'y a pas de relation d'ordre entre ψ1ψ2 et ψ2ψ1.
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Exemples de �ltresFiltres alternés séquentielsSoient γi (φi) une ouverture (une fermeture) de taille i et I l'opérateur identité (i.e. I(f) =
f ). L'ordre entre 
es opérations est le suivant :

∀i, j ∈ N, i ≤ j, γj ≤ γi ≤ I ≤ φi ≤ φj, (143)On dé�nit ensuite les opérateurs suivants pour toute valeur de i :
mi = γiφi, ri = φiγiφi,

ni = φiγi, si = γiφiγi.

Dé�nition 33. [Filtres alternés séquentiels℄ Pour tout i ∈ N, les opérateurs suivantssont des �ltres alternés séquentiels d'ordre i
Mi = mimi−1 . . .m2m1 Ri = riri−1 . . . r2r1 (144)
Ni = nini−1 . . . n2n1 Si = sisi−1 . . . s2s1 (145)Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 145



Proposition 1. [Loi d'absorption℄
i ≤ j ⇒MjMi =Mj mais MiMj ≤Mj (146)

(a) Image originale f (b) M1(f) (
) M2(f) (d) M3(f)

(e) Médian 5× 5 (f) N1(f) (g) N2(f) (h) N3(f)Utilisation de �ltres alternés séquentiels pour supprimer le bruit.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 146



Toggle mappingsLe 
entre morphologique est un exemple typique de toggle mapping.Dé�nition 34. [Centre morphologique℄ Soit ψi une famille d'opérateurs. Le 
entremorphologique β de la fon
tion f pour la famille ψi est dé�ni en 
haque x du domaine dedé�nition de f de la manière suivante
β(f)(x) = (f(x) ∨ (

∧

i

ψi(x))) ∧ (
∨

i

ψi(x)) (147)

ψ2(f)

ψ1(f)

f

β(f)

Figure 77: Centre morphologique d'un signal unidimensionnel.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 147
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Extra
tion de traits 
ara
téristiques et déte
tion de 
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Dé�nition d'un 
ontour ?

Une image en dégradé et ses 
ontours (en noir).
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Position d'un point de 
ontour ?

x1 20 transition
f(x)

Problème de la position d'un point de 
ontour.
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Opérateurs linéairesPour les opérateurs de dérivées, on a un double problème :1. approximer au mieux la dérivée2. éviter une ampli�
ation ex
essive du bruitCe dilemme est insoluble !
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Images (à gau
he) et gradients respe
tifs (à droite).Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 153



Opérateur de dérivée premièreConsidérons la dérivée partielle de la fon
tion f(x, y) par rapport à x. La transformée deFourier de 
et opérateur vaut
∂f

∂x
(x, y) ⇋ 2πjuF(u, v) (148)Dériver par rapport à x équivaut à multiplier la transformée de Fourier de f(x, y) parla fon
tion de transfert Hx(u, v) = 2πju, 
'est-à-dire �ltrer f(x, y) ave


hx(x, y) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
(2πju) e2πj(xu+yv)dudv (149)

En adoptant une notation ve
torielle de la dérivée, on dé�nit le gradient ∇f de l'image fpar
∇f =

∂f

∂x
−→ex +

∂f

∂y
−→ey = (hx ⊗ f)−→ex + (hy ⊗ f)−→ey (150)Dé�nition 35. [Amplitude du gradient℄

|∇f | =
√

(hx ⊗ f)2 + (hy ⊗ f)2 (151)Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 154



On approxime parfois l'amplitude du gradient par l'expression
|∇f | ≃ |hx ⊗ f |+ |hy ⊗ f | (152)ave
 une erreur maximale de 41% !Dé�nition 36. [Dire
tion du gradient℄
ϕ∇f = tan−1

(
hy ⊗ f

hx ⊗ f

) (153)
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Opérateur de dérivée se
ondeDé�nition 37. [Lapla
ien℄
∇2f =

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= (hxx ⊗ f) + (hyy ⊗ f) (154)

On peut aisément tirer l'équivalen
e suivante dans le domaine de Fourier
∇2f ⇋ −4π2(u2 + v2)F(u, v) (155)On remarque un e�et a

entuateur des hautes fréquen
es.
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É
hantillonnage de la dérivée et 
al
ul de l'erreur résultanteA�n de déterminer des expressions pratiques pour le 
al
ul des opérateurs dérivés, nousadoptons la démar
he suivante :� synthèse d'approximations ave
 
al
ul de l'erreur induite,� étude du 
omportement fréquentiel des approximations, et� dis
ussions de quelques formules pratiques fournies sous la forme de masques de 
onvo-lution à étendue �nieApproximations (
entrées) ?Une approximation de sa dérivée première est donnée par
f ′a(x) =

f(x+ h)− f(x− h)

2h
(156)

où h est le pas d'é
hantillonnage et l'indi
e a rappelle qu'il s'agit d'une approximation.Cette approximation 
orrespond à l'utilisation du masque de 
onvolution 
entré suivant
1

2h

[
−1 0 1

] (157)Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 157



Pour la dérivée se
onde, nous avons l'approximation suivante
f ′′a (x) =

f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
(158)
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Pour la dérivée se
onde, nous avons l'approximation suivante
f ′′a (x) =

f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
(158)

Cal
ul de l'erreur. Nous utilisons les développements de Taylor suivant
f(x+ h) = f(x) + h f ′(x) +

h2

2
f ′′(x) + . . .+

hn

n!
f (n)(x) + . . . (159)

f(x− h) = f(x)− h f ′(x) +
h2

2
f ′′(x) + . . .+ (−1)n

hn

n!
f (n)(x) + . . . (160)Dérivé première. Par soustra
tion membre à membre de 
es deux égalités, nous obtenons

f(x+ h)− f(x− h) = 2h f ′(x) +
2

3!
h3f (3)(x) + . . . = 2h f ′(x) +O(h3) (161)Après réarrangement,

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
+O(h2) (162)Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 158



Dérivée se
onde. Similairement au 
as de la dérivée première, par addition des deuxégalités 159 et 160,
f(x+ h) + f(x− h) = 2f(x) + h2f ′′(x) +

2

4!
h4f (4)(x) + . . . (163)D'où

f ′′(x) =
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
+O(h2) (164)L'approximation f ′′a (x) est don
 également d'ordre 2.Synthèse d'opérateurs dérivés ave
 erreur pré�xée. Approximation d'ordre O(h4)suivante

f ′a(x) =
−f(x+ 2h) + 8f(x+ h)− 8f(x− h) + f(x− 2h)

12h
(165)
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Comportement fréquentiel des opérateurs é
hantillonnésConsidérons une fon
tion 
ontinue f(x) à une dimension et l'approximation de l'opérateurde dérivée première suivante
f ′a(x) =

f(x+ h)− f(x− h)

2h
(166)Sa transformée de Fourier vaut

f(x+ h)− f(x− h)

2h
⇋

e2πjuh − e−2πjuh

2h
F(u) (167)
e qui peut en
ore s'é
rire sous la forme

f(x+ h)− f(x− h)

2h
⇋ (2πju)

sin(2πhu)

2πhu
F(u) (168)Le fa
teur (2πju) 
orrespond à l'opérateur idéal (ou 
ontinu) de la dérivée première.Pour l'opérateur approximant la dérivée se
onde suivant

f ′′a (x) =
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
(169)Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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La transformée de Fourier est donnée par
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
⇋ (−4π2u2)

(
sin(πhu)

(πhu)

)2

F(u) (170)
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Figure 81: Comportement fréquentiel des approximations (h = 1). À gau
he, la dérivéepremière et à droite, la dérivée se
onde.
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Expressions pratiques d'opérateurs de gradient et masques de
onvolution
[
1 −1

] (171)
e qui 
orrespond en fait à l'approximation non-
entrée suivante
f(x+ h, y)− f(x, y)

h
(172)

Ce masque présente un in
onvénient majeur : le résultat est dé
alé d'un demi pixel parrapport aux points utilisés pour le 
al
ul. On lui préfère généralement le masque étendusuivant
[
1 0 −1

] (173)Dans la dire
tion y, 


1
0
−1


 (174)
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Dans la foulée, on peut imaginer l'utilisation du masque suivant



1 0 0
0 0 0
0 0 −1


 (175)
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Figure 82: (a) image originale, (b) appli
ation d'un masque horizontal, (
) appli
ationd'un masque verti
al et (d) appli
ation d'un masque à 1350.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 164



Problème pratiquesL'utilisation des masques de 
onvolution pose quelques problèmes pratiques :� E�ets de bord. Solutions :� (i) pla
ement d'une valeur hors image par défaut ;� (ii) miroirisation, qui 
onsiste à miroiriser les valeurs de l'intérieur vers l'extérieur del'image,� (iii) périodisation de l'image �on retrouve alors les pixels de la gau
he 
ontre les pixelsdu bord droit,� (iv) re
opiage des valeurs du bord de l'image.� Modi�
ations de la dynamique de valeurs.� Fa
teurs de normalisation.
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Filtres gradient de Prewitt
[hx] =

1

3




1 0 −1
1 0 −1
1 0 −1


 =

1

3




1
1
1


⊗

[
−1 0 1

] (176)
[hy] =

1

3




1 1 1
0 0 0
−1 −1 −1


 =

1

3




1
0
−1


⊗

[
1 1 1

] (177)

Image originale, images traitées respe
tivement par le �ltre horizontal et le �ltre verti
al dePrewitt.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Filtres gradient de Sobel
[hx] =

1

4




1 0 −1
2 0 −2
1 0 −1


 =

1

4




1
2
1


⊗

[
−1 0 1

] (178)

Une image originale et les images traitées par appli
ation d'un masque de Sobel (respe
-tivement horizontal et verti
al).
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Formes de base pour la dérivée se
onde
[
1 −2 1

]



1
−2
1







0 1 0
1 −4 1
0 1 0







1 1 1
1 −8 1
1 1 1




Figure 85: Illustrations de l'appli
ation de masques de dérivée se
onde.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Opérateurs non-linéairesGradients morphologiques� L'opérateur gradient d'érosion
GE(f) = f − (f ⊖B) (179)

� Le gradient de dilatation
GD(f) = (f ⊕B)− f (180)� le gradient morphologique de Beu
her : GE(f) +GD(f).� le 
hapeau haut-de-forme (top-hat en anglais) : f − f ◦B ;� les opérateurs de déte
tion de 
ontours marqués : min(GE(f), GD(f)), max(GE(f),

GD(f))� le lapla
ien non-linéaire : GD(f)−GE(f).Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 169



(a) Image originale f (b) f ⊕B

(
) f ⊖B (d) (f ⊕B)− (f ⊖B) (vidéo inverse)Figure 86: Gradient de Beu
her.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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(a) (f ⊕B)− (f ⊖B) (b) f − f ◦B (top-hat)

(
) max(GE(f), GD(f)) (d) GD(f)−GE(f)Figure 87: Di�érents déte
teurs de 
ontours non-linéaires (vidéo inverse).Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Texture� Dé�nition ?� Cara
térisation statistique des textures� Moyenne lo
ale� É
art-type lo
al� Histogramme lo
al� Matri
e de 
o-o

urren
e des niveaux de gris� Cara
térisation géométrique des textures� Appro
he fréquentielle� Texture et énergie
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Enjeux ?Les prin
ipales questions relatives aux textures sont� l'analyse des textures, 
'est-à-dire la 
ara
térisation des textures par l'introdu
tion dedi�érents paramètres appelés des
ripteurs de texture.� la re
onnaissan
e de textures, 
'est-à-dire la possibilité de mettre en éviden
e di�érentestextures.� la segmentation d'images.
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Dé�nitionDé�nition 38. Une texture est un signal qui peut être étendu naturellement au-delà de sondomaine de dé�nition.

Figure 88: Un exemple de texture (d'après Lantuéjoul).
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Exemples de textures naturelles
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Analyse simple d'une image en niveaux de gris

Figure 89: Exemple d'image 
omportant deux textures.
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Cara
térisation statistique des texturesDes
ripteurs simples :� moyenne� varian
e
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Cara
térisation statistique des texturesDes
ripteurs simples :� moyenne� varian
e

Figure 90: Textures ayant même moyenne et même varian
e.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Statistiques dé�nies à l'intérieur d'une fenêtre

(a) (b)Figure 91: Illustration de fenêtres. (a) 
al
ul de la moyenne des niveaux de gris (103 et156 respe
tivement) (b) 
al
ul de l'é
art-type (32 et 66 respe
tivement).
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Statistiques lo
alesDé�nition 39. La moyenne lo
ale sur la fenêtre B est dé�nie par
µf =

1

♯(B)

∑

(x,y)∈B
f(x, y) (181)

Dé�nition 40. L'é
art-type lo
al sur la fenêtre B est dé�ni par
σf =

√∑
(x,y)∈B [f(x, y)− µf ]

2

♯(B)
(182)
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Histogramme et histogramme lo
al
Dé�nition 41. L'histogramme d'une image est la 
ourbe représentant la fréquen
e deso

urren
es des niveaux de gris présents dans l'image.
Considérons l'image suivante :

0 0 0 0 0 0
0 2 1 2 2 2
2 1 1 1 2 2
2 1 1 1 2 2
3 2 1 0 0 0
3 3 3 3 2 0Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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0 1 2 3

4

8

12

Niveau de gris

Histogramme

Figure 92: Histogramme (non normalisé) d'une image.

Figure 93: Une image et son histogramme (global 
ar i
i B 
orrespond à l'image entière)Dé�nition 42. À partir d'une fenêtreB dans l'image, il est possible de dé�nir un histogrammeTraitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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lo
al (normalisé) p(l) 
omme suit
p(l) =

♯ {(x, y) ∈ B | f(x, y) = l}
♯(B)

(183)
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Statistiques d'histogramme� Moyenne
µL =

L−1∑

l=0

l p(l) (184)où L est le nombre de niveaux de gris présent dans la fenêtre B.� É
art-type
σL =

√√√√
L−1∑

l=0

(l − µL)2p(l) (185)� Obliquité
Ss =

1

σ3
L

L−1∑

l=0

(l − µL)
3 p(l) (186)� �Kurtosis�

Sk =
1

σ4

L−1∑

l=0

(l − µL)
4 p(l)− 3 (187)
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Matri
e de 
o-o

urren
e des niveaux de grisDé�nition. Une matri
e de 
o-o

urren
e est dé�nie au moyen d'une relation géométrique
R entre deux pixels (x1, y1) et (x2, y2). Un exemple de relation géométrique simple est

x2 = x1 + 1 (188)
y2 = y1 (189)pour lequel le pixel (x2, y2) est le pixel voisin de droite de (x1, y1).La matri
e de 
o-o

urren
e CR(i, j) est 
arrée et de dimension L×L, où L est le nombrede niveaux de gris présents dans B. Les indi
es de la matri
e de 
o-o

urren
e sont don
les niveaux de gris de la texture étudiée.
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Matri
e de 
o-o

urren
e des niveaux de grisDé�nition. Une matri
e de 
o-o

urren
e est dé�nie au moyen d'une relation géométrique
R entre deux pixels (x1, y1) et (x2, y2). Un exemple de relation géométrique simple est

x2 = x1 + 1 (188)
y2 = y1 (189)pour lequel le pixel (x2, y2) est le pixel voisin de droite de (x1, y1).La matri
e de 
o-o

urren
e CR(i, j) est 
arrée et de dimension L×L, où L est le nombrede niveaux de gris présents dans B. Les indi
es de la matri
e de 
o-o

urren
e sont don
les niveaux de gris de la texture étudiée.Constru
tion de la matri
e CR(i, j) :1. Initialisation de la matri
e : ∀i, j ∈ [0, L[ : CR(i, j) = 0.2. Remplissage de la matri
e. Si la relation R entre deux pixels (x1, y1) et (x2, y2) estrespe
tée :

CR (f(x1, y1), f(x2, y2)) = CR (f(x1, y1), f(x2, y2)) + 1
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ExempleSoit l'image suivante 
omportant L = 4 niveaux de gris (l = 0, 1, 2, 3) :
f(x, y) =

0 0 0 1
0 0 1 1
0 2 2 3
2 2 3 3

(190)
P0o,d(i, j) = ♯{(x1, y1), (x2, y2) ∈ B | y1 = y2, |x2 − x1| = d,

f(x1, y1) = i et f(x2, y2) = j} (191)Les matri
es P0o,1 et P90o,1 sont don
 de dimension 4 et valent
P0o,1 =




6 2 1 0
2 2 0 0
1 0 4 2
0 0 2 2


 P90o,1 =




6 1 2 0
1 2 1 1
2 1 2 1
0 1 1 2


 (192)
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Cara
térisation géométrique des texturesUutilisation de la transformée de Fourier

Figure 94: Cara
téristiques fréquentielles d'une texture. Sur la gau
he, les images texturéeset sur la droite, le module de leur transformée de Fourier respe
tive.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Textures et énergieDes mesures sont dérivées de trois ve
teurs simples : L3 = (1, 2, 1) qui e�e
tue la moyenne,
E3 = (−1, 0, 1) qui déte
te les 
ontours et S3 = (−1, 2,−1) qui 
orrespond à la dérivéese
onde. Par 
onvolution de 
es ve
teurs (symétriques) par eux-mêmes et entre eux, Lawsa introduit 9 masques de 
onvolution :

1
36




1 2 1
2 4 2
1 2 1


 1

12




1 0 −1
2 0 −2
1 0 −1


 1

12




−1 2 −1
−2 4 −2
−1 2 −1


Laws 1 Laws 2 Laws 3

1
12




−1 −2 −1
0 0 0
1 2 1


 1

4




1 0 −1
0 0 0
−1 0 1


 1

4




−1 2 −1
0 0 0
1 −2 1


Laws 4 Laws 5 Laws 6

1
12




−1 −2 −1
2 4 2
−1 −2 −1


 1

4




−1 0 1
2 0 −2
−1 0 1


 1

4




1 −2 1
−2 4 −2
1 −2 1


Laws 7 Laws 8 Laws 9Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Textures Laws 3 Laws 5

matri
e 5× 5 donnée en exemple Laws 4 Laws 9Figure 95: Illustration des mesures de Laws (vidéo inverse)Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Table des matières� Introdu
tion et généralités� Transformations unitaires� Filtrage linéaire et dé
onvolution� Morphologie mathématique� Filtrage non-linéaire� Déte
tion de traits 
ara
téristiques et déte
tion de 
ontours� Texture� Rehaussement et restauration� Étude de la forme� Segmentation d'images� Codage d'images� Appli
ations industrielles

Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 190



Rehaussement et restauration� Généralités� Rehaussement� Dé�nition� Rehaussement par a

entuation des 
ontours� Manipulation de l'histogramme� Filtrage homomorphique� Restauration� Filtrage de Wiener� Dé
onvolution de Wiener
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GénéralitésOn distingue deux grandes familles de pro
édés de 
orre
tion des défauts :� le rehaussement, qui 
onsiste à donner à l'image un aspe
t visuellement 
orre
t, et� la restauration, qui 
her
he à rétablir la valeur exa
te des pixels.
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GénéralitésOn distingue deux grandes familles de pro
édés de 
orre
tion des défauts :� le rehaussement, qui 
onsiste à donner à l'image un aspe
t visuellement 
orre
t, et� la restauration, qui 
her
he à rétablir la valeur exa
te des pixels.Démar
he de la restauration : re
her
he d'une estimation f̂(x, y) de l'image f(x, y)qui minimise une fon
tion d'erreur e(x, y) = e(f̂ , f). Par exemple,
e(f̂ , f) =

1

MN

∑

x

∑

y

(f̂(x, y)− f(x, y))2 (193)
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Marge de man÷uvre ?

(a) Image originale f (b) Arrondi à 5

(
) Arrondi à 10 (d) Arrondi à 20Figure 96: Seuil de visibilité pour une opération d'arrondi.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Dé�nition du rehaussementSoit L la valeur maximale de l'image f(x, y). Considérons une image à valeurs positives,
'-à-d. que ∀x, y, f(x, y) ≥ 0. En dé�nitive, f(x, y) ∈ [0, L[.Dé�nition 43. Le rehaussement 
onsiste à appliquer une fon
tion 
roissante g() à toutes lesvaleurs l de l'image telle que g(0) = 0 et g(L) = L.
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Rehaussement par fon
tion 
roissanteOn peut utiliser une fon
tion parabolique de la forme suivante
g(l) = l + αl(L− l) (194)Un autre type de 
ourbes 
onsiste à appliquer une forme de S dans la partie 
entrale

g(l) =
L

2

(
1 +

sin
[
απ( lL − 1

2)
]

sin
[
απ2
]

)
, α ∈]0, 1[ (195)
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Rehaussement par fon
tion 
roissanteOn peut utiliser une fon
tion parabolique de la forme suivante
g(l) = l + αl(L− l) (194)Un autre type de 
ourbes 
onsiste à appliquer une forme de S dans la partie 
entrale

g(l) =
L

2

(
1 +

sin
[
απ( lL − 1

2)
]

sin
[
απ2
]

)
, α ∈]0, 1[ (195)
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Rehaussement par a

entuation des 
ontours
f̂(x, y) = f(x, y)− α∇2f(x, y) (196)

(a) Image originale f (b) f − α∇2fFigure 97: Rehaussement des 
ontours (α = 1
3).Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 197



Manipulation de l'histogrammeObje
tif : déterminer la relation entre une image d'entrée et une traitée par modi�
ationde son histogramme.Soit o(x, y) l'image de sortie. Pour une valeur lo de l'image de sortie, il existe une fon
tion
φ telle que

lo = φ(lf) (197)Si 
ette fon
tion admet un inverse,
lf = φ−1(lo) (198)Si l'on interprète l'histogramme 
omme une densité de probabilité, on a

histo(lo)dlo = histf(lf)dlf (199)Dès lors,
histo(lo) =

histf(lf)

dlo/dlf
=

histf(lf)

dφ(lf)/dlf

∣∣∣∣
lf=φ

−1(lo)

(200)
histo(l) =

histf(φ
−1(l))

dφ
dl (φ

−1(l))
(201)
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Égalisation de l'histogrammeL'égalisation de l'histogramme d'une image est une méthode qui vise à assurer une distri-bution homogène des valeurs dans la totalité de la plage dynamique des valeurs possibles.Idéalement, le nombre de pixels devrait valoir A(Df)

L , où A(Df) représente l'aire du sup-port de dé�nition de la fon
tion f .
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Égalisation de l'histogrammeL'égalisation de l'histogramme d'une image est une méthode qui vise à assurer une distri-bution homogène des valeurs dans la totalité de la plage dynamique des valeurs possibles.Idéalement, le nombre de pixels devrait valoir A(Df)

L , où A(Df) représente l'aire du sup-port de dé�nition de la fon
tion f .
dφ

dl
(l) =

L

A(Df)
histf(l) (202)Par intégration des membres de 
ette dernière relation,

φ(l) =
L

A(Df)

∫ l

0

histf(k)dk (203)
Comme on peut estimer la probabilité d'un niveau par le rapport de la fréquen
e à l'airedu domaine de dé�nition de la fon
tion

p(l) =
histf(l)

A(Df)
(204)Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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De plus, la fon
tion de répartition F est l'intégrale 
umulée des probabilités
F (l) =

∫ l

0

p(k)dk =
1

A(Df)

∫ l

0

histf(k)dk (205)
Dès lors,

φ(l) = LF (l) (206)Autrement dit, l'image o(x, y) traitée par la fon
tion qui e�e
tue une égalisation de l'his-togramme vaut
o(x, y) = LF (f(x, y)) (207)
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Illustration

(a) Image originale f (b) Après égalisation de l'histogramme

(
) Histogramme original (d) Histogramme après égalisationFigure 98: Égalisation d'histogramme.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Filtrage homomorphiqueLa nature de f(x, y) peut don
 être 
ara
térisée par deux 
omposantes :1. l'illumination i(x, y)2. la ré�e
tan
e r(x, y)L'illumination et la ré�e
tan
e permettent de modéliser l'image f(x, y) par le produit sui-vant :
f(x, y) = i(x, y)r(x, y) (208)

0 < i(x, y) < +∞

0 < r(x, y) < 1
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Filtrage homomorphiqueLa nature de f(x, y) peut don
 être 
ara
térisée par deux 
omposantes :1. l'illumination i(x, y)2. la ré�e
tan
e r(x, y)L'illumination et la ré�e
tan
e permettent de modéliser l'image f(x, y) par le produit sui-vant :
f(x, y) = i(x, y)r(x, y) (208)

0 < i(x, y) < +∞

0 < r(x, y) < 1Modèle� Illumination : fon
tion qui présente de faibles variations ⇒ basses fréquen
es� Ré�e
tan
e : fon
tion qui varie de manière abrupte, parti
ulièrement à la jon
tion d'objets
⇒ hautes fréquen
es
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Considérons la fon
tion
z(x, y) = ln(f(x, y)) = ln(i(x, y)) + ln(r(x, y)) (209)Il est possible de �ltrer la fon
tion Z(u, v) en la multipliant par H(u, v), 
e qui donne
S(u, v) = H(u, v)Z(u, v) (210)

= H(u, v)I(u, v) +H(u, v)R(u, v) (211)Si nous introduisons les deux fon
tions
i′(x, y) = F−1{H(u, v)I(u, v)} (212)
r′(x, y) = F−1{H(u, v)R(u, v)} (213)le résultat du �ltrage de z(x, y) sera noté s(x, y) ; il vaut
s(x, y) = F−1{S(u, v)} (214)

= i′(x, y) + r′(x, y) (215)Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 203



L'image rehaussée g(x, y) devient :
g(x, y) = es(x,y) (216)

= ei
′(x,y)er

′(x,y) (217)
= i′′(x, y)r′′(x, y) (218)

f(x, y)ln g(x, y)

FFT

H(u, v)

exp
FFT−1

Figure 99: S
héma du �ltrage homomorphique.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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H(u, v)

Distan
e de l'origine
1.0γH
γL

Figure 100: Coupe radiale d'un �ltre homomorphique.

Figure 101: (a) Image à rehausser (b) Image rehaussée par un �ltre homomorphique.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 205



Restauration
f(x, y) h(x, y)

n(x, y)

g(x, y) f̂(x, y)

w(x, y)

Figure 102: Modèle pour la restauration d'une image 
ontinue.
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Restauration
f(x, y) h(x, y)

n(x, y)

g(x, y) f̂(x, y)

w(x, y)

Figure 102: Modèle pour la restauration d'une image 
ontinue.Filtrage de Wiener
f̂(t) (appelée estimation de f(t)) représente la fon
tion restaurée au départ de w(t) parune 
onvolution ave
 le �ltre de réponse impulsionnelle h(t).

w(t)

n(t)

f̂(t)f(t) h(t)

Figure 103: Modèle utilisé pour le �ltre de Wiener.
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Dé�nition d'un 
ritèreAvant de déterminer le �ltre optimal, que l'on notera ho(t), il est né
essaire de dé�nir un
ritère d'optimalité.
e(t) = f(t)− f̂(t) (219)Comme mesure de l'erreur moyenne, nous utiliserons l'erreur quadratique moyenne

E
{
e2(t)

}
=

∫ +∞

−∞
e2(t)dt (220)

Démar
he. Pour déterminer h(t), nous suivons la démar
he suivante :1. exprimer l'erreur quadratique moyenne en terme de la fon
tion h(t),2. déterminer l'expression optimale ho(t) en terme des densités spe
trales de puissan
e
onnues, et �nalement3. 
al
uler la valeur de l'erreur quadratique moyenne lorsque le �ltre optimal ho(t) estutilisé.
E
{
e2(t)

}
= E

{
f2(t)− 2f(t)f̂(t) + f̂2(t)

} (221)Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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= E
{
f2(t)

}
− 2E

{
f(t)f̂(t)

}
+ E

{
f̂2(t)

} (222)
= T1 + T2 + T3 (223)où T1, T2 et T3 sont trois termes que l'on va traiter séparément.Considérons le �ltre optimal ho(t). Tout autre �ltre peut s'é
rire 
omme

h(t) = ho(t) + g(t) (224)Dès lors,
E
{
e2(t)

}
= Γff (0)− 2

∫ +∞

−∞
(ho(τ) + g(τ))Γfw(τ)dτ (225)

+

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
(ho(τ) + g(τ))(ho(u) + g(u))Γww (u− τ) dτdu(226)
e qui peut s'é
rire sous la forme de sept termes :

E
{
e2(t)

}
= Γff (0)− 2

∫ +∞

−∞
ho(τ)Γfw(τ)dτ (227)Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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+

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
ho(τ)ho(u)Γww (u− τ) dτdu (228)

+

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
ho(τ)g(u)Γww (u− τ) dτdu (229)

+

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
ho(u)g(τ)Γww (u− τ) dτdu (230)

−2

∫ +∞

−∞
g(τ)Γfw(τ)dτ +

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
g(τ)g(u)Γww (u− τ) dτdu(231)

E
{
e2(t)

}
= Eo + 2

∫ +∞

−∞
g(u)

[∫ +∞

−∞
ho(τ)Γww (u− τ) dτ − Γfw(u)

]
du(232)

+

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
g(τ)g(u)Γww (u− τ) dτdu (233)

= Eo + T4 + T5 (234)Le terme T5 est toujours positif.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Condition né
essaire et su�sante pour que le �ltre ho(t) soit optimal :
Γfw(τ) =

∫ +∞

−∞
ho(τ)Γww (u− τ) dτ (235)

L'expression fréquentielle du �ltre optimal
Ho(f) =

γfw(f)

γww(f)
(236)

Si les signaux f(t) et n(t) sont indépendants :
E {f(t)n(t)} = E {f(t)} E {n(t)} (237)

Γfw(τ) = Γff (τ) + E {n(t)} E {f(t+ z)} = Γff (τ) +

∫ +∞

−∞
n(t) dt

∫ +∞

−∞
f(t+ τ) dt(238)et �nalement

Ho(f) =
γf(f)

γf(f) + γn(f)
f 6= 0 (239)Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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γf (f)

f

Ho(f)

f

ff

Ho(f)

γn(f)

(a) (b)
(
) (d)

γn(f)

γf (f)

1.0 1.0
Figure 104: Illustration du �ltre de Wiener. (a) et (
) : signal utile passe-bas et bruits'étalant sur toute la gamme de fréquen
es. (b) et (d) : signal utile et bruit du type passe�bande.
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Dé
onvolution de Wiener
w(t)

n(t)

f̂(t)f(t) Ho(f)

G(f)

K(f)
1

K(f)

y(t)

Figure 105: S
héma de dé
onvolution de Wiener.
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Étude de la forme� Des
ription de la forme� Des
ription linéique de la forme� L'arbre� Squelette morphologique� Autres des
ripteurs par éléments de surfa
e� Mesures� Mesures géométriques de base� Indi
es de forme� Moments� Mesures morphologiques
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Des
ription de la formeIl existe fondamentalement deux 
atégories de des
ription de la forme :� les des
ripteurs linéiques. Ils dé
rivent la forme pas à pas en suivant son 
ontour.� les des
ripteurs surfa
iques.
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Le 
odage en 
haîne
5

1
3 02 4 012

6 7
3

(a) (b)Figure 106: Dire
tions en 4-
onnexité (a) et en 8-
onnexité (b).
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30 3022122111
0 1 0 7 0 752522 1 2 (b)

Figure 107: (a) Un 
ontour, (b) 
ontour après é
hantillonnage sur une grille, (
) 
odageen 
haîne en 4-
onnexité et (d) 
odage en 
haîne en 8-
onnexité.
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753 126

Figure 108: Contour ave
 des points de rebroussement.
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Approximation polygonale
(a) (b)
(
) (d)

a bd

d

a b
 a b

d

Figure 109: Approximation polygonale d'un 
ontour.
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Des
ripteur de Fourier
s[n] = x[n] + jy[n] (240)

x

y

y1

y2

x1 x2 Axe réel

Axe imaginaire

Figure 110: Représentation d'un 
ontour 
omme une séquen
e de points 
omplexes.
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Dé�nition.La transformée de Fourier dis
rète de 
e signal est
S[u] = 1

N

N−1∑

n=0

s[n]e−2πjun/N (241)
Les 
oe�
ients S[u] sont appelés des
ripteurs de Fourier du 
ontour.Approximations.

OriginalFigure 111: Forme originale et approximations du 
ontour au moyen d'un nombre restreintde des
ripteurs de Fourier.
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Approximation d'une silhouette humaine

Figure 112: Forme originale et approximations du 
ontour au moyen d'un nombre restreintde des
ripteurs de Fourier.
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L'arbre 
omme des
ripteur par éléments de surfa
e

Figure 113: Des
ripteur de forme par arbre quaternaire.
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Le squelette morphologique 
omme des
ripteur par éléments desurfa
eDé�nition intuitive du squeletteConsidérons un ensemble 
ontinu X et sa frontière ∂X ; un point x de X appartiendra ausquelette de X , noté S(X), s'il existe un disque 
entré en x in
lus dans X et tou
hant ∂Xen deux points au moins.Plus intuitivement le squelette peut être dé�ni 
omme le lieu des 
entres des boules maxi-males B 
ontenues dans X .Ces deux dé�nitions ne sont pas tout à fait équivalentes mais elles ont la même fermeturetopologique dans R2.

Figure 114: Exemple de squelettes de plusieurs ensembles.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Di�
ulté... ...... ...Figure 115: Que vaut le squelette de X ? Idéalement, il se situe au milieu. En pratique,en haut ou en bas.
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Di�
ulté... ...... ...Figure 115: Que vaut le squelette de X ? Idéalement, il se situe au milieu. En pratique,en haut ou en bas.Propriétés d'une transformée par squelette� La squelettisation est une opération ni 
roissante ni dé
roissante. En e�et, X ⊆ Yn'entraîne généralement pas que S(X) ⊆ S(Y ) ou S(Y ) ⊆ S(X).� La squelettisation est une opération anti-extensive : S(X) ⊆ X .� La squelettisation est une transformation idempotente : S(S(X)) = S(X).

Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 225



Taille morphologiqueDé�nition 44. Soit B un élément stru
turant dont la taille est �xée à 1 arbitrairement. Ondé�nit un espa
e 
ontinu d'ensembles par
rB = {rb|b ∈ B} r ≥ 0 (242)où r est un paramètre 
ontinu.
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Taille morphologiqueDé�nition 44. Soit B un élément stru
turant dont la taille est �xée à 1 arbitrairement. Ondé�nit un espa
e 
ontinu d'ensembles par
rB = {rb|b ∈ B} r ≥ 0 (242)où r est un paramètre 
ontinu.Homothétie d'un ensemble dis
ret.Dé�nition 45. Soit B, un ensemble dis
ret, �ni de Z

2 et de taille unitaire. On 
rée unefamille d'objets binaires générée par B et 
ara
térisée par le paramètre n = 0, 1, . . . par
nB = B ⊕ . . .⊕ B︸ ︷︷ ︸

n−1 dilatations (243)
Dans 
ette expression, nB est obtenu par (n− 1) dilatations su

essives. Si n = 0, 0B =
{(0, 0)} par 
onvention. Notons au passage que nB⊕mB = (n+m)⊕B pour tout n, m.
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Théorème 3. Soit ∂(B) la frontière du fermé B de R2. Alors
∂(B)⊕B = B ⊕B (244)

Dès lors,
nB = B ⊕ . . .⊕B︸ ︷︷ ︸

n−1 dilatations = B ⊕ ∂(B)⊕ . . .⊕ ∂(B)︸ ︷︷ ︸
n−2 dilatations (245)
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Filtres multirésolutionDé�nition 46. On dé�nit l'ouverture et la fermeture à multirésolution par
X ◦ nB = (X ⊖ nB)⊕ nB (246)
X • nB = (X ⊕ nB)⊖ nB (247)

Comme (X ⊖B)⊖ C = X ⊖ (B ⊕ C) et (X ⊕B)⊕ C = X ⊕ (B ⊕ C),
X ◦ nB = [(X ⊖B)⊖ B...⊖B]︸ ︷︷ ︸n érosions ⊕B ⊕B...⊕B︸ ︷︷ ︸n dilatations (248)Par dé�nition,

X ◦ nB =
⋃

(nB)z⊆X
(nB)z (249)
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Dé�nition formelle du squelette
Dé�nition 47. Le squelette d'un ensemble X s'obtient par l'union de sous-ensembles Sn,
ha
un de 
es sous-ensembles étant l'ensemble des points de référen
e de 
opies de nB in
lusesdans X mais non in
luses dans une 
opie de (n+ 1)B 
ontenue dans X

Sn(X) = (X ⊖ nB)\([X ⊖ nB] ◦B), n = 0, 1, . . . , N (250)

S(X) =

N⋃

n=0

Sn(X) (251)
où B est un 
arré de 2× 2 pixels en trame 
arrée et un hexagone en trame hexagonale.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Figure 116: Exemples de squelette tel que 
al
ulé par la formule de Lantuéjoul.
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Inverse
π(X) = X =

N⋃

n=0

[Sn(X)⊕ nB] (252)
π(X) = [[[SN(X)⊕B] ∪ SN−1(X)]⊕B ∪ SN−2(X)...]⊕B ∪ S0(X) (253)

Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 231



Autres formules

Dé�nition 48. L'opérateur de fon
tion distan
e φ(X) d'un ensemble X ⊆ E est la fon
tiondé�nie par
[φ(X)](h) = d(Xc, h) (254)

ave
 la 
onvention que d(∅, h) = +∞ pour h ∈ E .Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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(a) Image binaire originale (b) Courbes de niveau de la fon
tion distan
e

(
) Position des maxima lo
aux de (b) (d) Squelette par boules maximalesFigure 117: Squelette par boules maximales.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 233



Figure 118: Exemples de squelettes tels que 
al
ulés par l'algorithme de Vin
ent.
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Autres des
ripteurs par éléments de surfa
e

R T
C

(xT , yT )

(xC, yC)

(xR, yR)

Figure 119: Des
ription d'une forme 
omme l'union d'un re
tangle, d'un triangle et d'unlosange.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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(xc, yc)Figure 120: Comparaison de plusieurs des
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MesuresMesures géométriques de base� Périmètre� Aire� Cara
téristique d'Euler-Poin
arréIl existe une relation fondamentale entre le nombre de 
omposantes 
onnexes C et le nombrede trous T . On dé�nit le nombre d'Euler E par
E = C − T (255)

Figure 121: Nombre d'Euler : E = 1− 2 = −1.Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Figure 122: Deux lettres de nombre d'Euler di�érent.
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Indi
es de forme

Figure 123: Un objet et di�érentes �gures de référen
e exins
rites.Nom ExpressionFa
teur de forme 4πA(X)
P (X)2Cir
ularité 4A(X)
πD2

maxRapport d'aspe
t Dmax
DminTable 5: Quelques indi
es de forme.Dé�
it : l'indi
e d'é
art au 
er
le ins
rit (de rayon R)

IR(X) = 1− πR2

A(X)
(256)
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MomentsLes moments d'une image sont des des
ripteurs 
ourants en re
onnaissan
e de 
ara
tères.Dé�nition 49. Le moment d'ordre p+ q de la fon
tion f(x, y) est
mpq =

∑

x

∑

y

xpyqf(x, y) (257)
On peut 
entrer 
es moments en déduisant la moyenne, 
e qui fournit les moments 
entrés

µpq =
∑

x

∑

y

(x−m10)
p(y −m01)

qf(x, y) (258)
ou en
ore normaliser leur valeurs

ηpq =
µpq

µ
p+3
2

00

(259)
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Mesures morphologiques et granulométriesProposition 2. Si Bi, i > 0, est une 
olle
tion d'éléments stru
turants tels que Bi est égalà son ouvert au moyen de tout élément Bj si i ≥ j, alors les ouvertures αi = αBi satisfont lapropriété de semi-groupe
αiαj = αjαi = αi, i ≥ j (260)Une 
olle
tion de telles ouvertures αi, i > 0 est appelée granulométrie. La mesure de Le-besgue des ensembles ouverts �l'aire en pratique� αi(X) dé�nit une fon
tion dé
roissantede i > 0, appelée 
ourbe granulométrique.
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ConvexitéDé�nition 50. [Convexité℄ Un ensemble X ⊆ E est 
onvexe si rx+ (1− r)y ∈ X pourtout x, y ∈ X ave
 r ∈ [0, 1].Autrement dit, toute droite reliant deux points quel
onques de X doit être entièrement
ontenue dans X .
A B C

x yz

Figure 124: A, B sont 
onvexes ; C ne l'est pas.
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Enveloppe 
onvexeLa notion de 
onvexité permet de dé�nir 
elle d'enveloppe 
onvexe.Dé�nition 51. L'enveloppe 
onvexe d'un ensemble X ⊆ E , notée co(X), est l'interse
tionde tous les ensembles 
onvexes 
ontenant X .
S

Figure 125: Un ensemble X et son enveloppe 
onvexe.Proposition 3. Soient X,Y ⊆ E

co(X ⊕ Y ) = co(X)⊕ co(Y ) (261)
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Segmentation d'images� Présentation du problème� Segmentation par seuillage� Segmentation par déte
tion de régions� Ligne de partage des eaux
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Présentation du problèmeDé�nition 52. En général, on 
onsidère que l'obje
tif de la segmentation revient à 
onstruireune série de régions R1, . . . , Rn telles
E =

n⋃

i=1

Rn et ∀i 6= j, Ri ∩Rj = ∅ (262)
Dé�nition 53. Formellement, la segmentation s'apparente à un opérateur φ agissant surl'image I et fournissant, par exemple, une image binaire φ(I) qui di�éren
ie les points des
ontours des objets.La segmentation, 
omme la plupart des te
hniques de traitement d'images, peut être abordéesous l'angle lo
al ou global.
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Segmentation par seuillage

(a) Image originale (b) Seuillage à 110

(
) Seuillage à 128 (d) Seuillage après égalisationTraitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
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Distribution du fond

seuil optimal
seuil optimal

seuil optimal

Distribution des objets

seuil
seuil seuil

???conventionnel
conventionnel conventionnel

Figure 126: Seuillage optimal.
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Segmentation par déte
tion de régions : ligne de partage des eaux(LPE)En termes imagés, on asso
ie un bassin C(M) à 
haque minimumM .
LPE

bassins versants

minimaFigure 127: Minima, bassins versants et ligne de partage des eaux.
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Expression formelle d'un algorithme de segmentation par ligne departage des eauxDémar
he :� le 
as des images binaires est introduit en premier lieu.� dé�nition de 
hemin et distan
e géodésiques� des
ription d'un algorithme par empilement d'images seuillées
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Chemin et distan
e géodésiquesSoit X une image binaire.Dé�nition 54. [Chemin géodésique℄ Un 
hemin géodésique de longueur l entre deuxpoints s et t est une famille de l + 1 pixels x0 = s, x1, . . . , xl = t telle que
∀i ∈ [0, l], xi ∈ X et ∀i ∈ [0, l], xi−1, xi sont voisins (263)

X

x
y

Figure 128: Le plus 
ourt 
hemin géodésique entre x et y.
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Chemin et distan
e géodésiquesSoit X une image binaire.Dé�nition 54. [Chemin géodésique℄ Un 
hemin géodésique de longueur l entre deuxpoints s et t est une famille de l + 1 pixels x0 = s, x1, . . . , xl = t telle que
∀i ∈ [0, l], xi ∈ X et ∀i ∈ [0, l], xi−1, xi sont voisins (263)

X

x
y

Figure 128: Le plus 
ourt 
hemin géodésique entre x et y.Dé�nition 55. [Distan
e géodésique℄ La distan
e géodésique entre les points s et t estla longueur du plus 
ourt 
hemin géodésique reliant s à t ; elle est in�nie si un tel 
heminn'existe pas.
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Algorithme de 
onstru
tion du squelette par zone d'in�uen
eNotationsLa zone d'in�uen
e de l'ensemble Zi est notée ZI(domaine =X, centre = Zi) et safrontière FR(domaine =X, centre = Zi).Le squelette par zone d'in�uen
e (SZI) s'obtient aisément par l'algorithme suivant :� dans un premier temps, on délimite les zones Zi des régions de base ;� pour les autres pixels, il su�t d'itérer la démar
he suivante jusqu'à stabilisation du pro-
essus : si un pixel a un voisin indi
é i, alors 
e pixel prend le même indi
e ; les pointsqui n'ont pas de voisin ou 
eux qui en ont deux sont laissés in
hangés ;� au terme de 
e pro
essus, les pixels sont attribués à l'une ou l'autre zone de départ Zi.

Traitement numérique des images (version 4.56) M. Van Droogenbroe
k 252



Exemple
X

Z2 Z3

Z1

Figure 129: Squelette géodésique.
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Images en niveaux de gris

Figure 130: Constru
tion d'un barrage au ra

ord de deux bassins versants.Notations :� f est la fon
tion étudiée.� hmin et hmax sont les valeurs extrêmes de f sur son domaine de dé�nition.� Th(f) = {x ∈ domf : f(x) ≤ h} est l'ensemble 
onstitué par un seuil h.� Mi sont les minima et C(Mi) les bassins 
orrespondants.
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Constru
tion par étapeSoit Ch(Mi) la partie du bassin Mi rempli au temps algorithmique h. Alors
Ch(Mi) = C(Mi) ∩ Th(f) (264)Dans 
ette expression, C(Mi) est l'in
onnue.Initialisation :� Ch min(M) = Th min(f); l'initialisation 
onsidère que tous les points minima sont desréservoirs potentiels.Constru
tion

∀h ∈ [hmin + 1, hmax] : Ch(M) = ZIh ∪Minh (265)ave
� ZIh = zone d'in�uen
e (de domaine Th(f)) 
omposée des 
entres 
ontenus dans
Ch−1(M) �
'est durant 
ette étape que seront déterminés les barrages traduits en
ontours ;� Minh est l'ensemble des points de Th(f) qui, après le pro
essus de re
her
he de zonesd'in�uen
e n'ont toujours pas de voisin. Il s'agit de nouveaux minima, 
entres de nouvelleszones d'in�uen
e.
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MarquageLe marquage 
onsiste à séle
tionner 
ertains minima seulement.Les avantages de la ligne de partage des eaux par rapport à d'autres te
hniques de segmen-tation se résument en dé�nitive à� la possibilité de travailler sur base d'une image de gradient quel
onque,� la possibilité d'e�e
tuer une pré-séle
tion par un marquage adéquat.
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