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Détails pratiques

� Examen

� oral (obligatoire)

� à livre fermé

� Notes de 
ours

� disponibles à l'AEES

� version HTML en ligne à l'adresse http://www.ulg.a
.be/tele
om

� version PDF disponible sur le site http://orbi.ulg.a
.be

� Transparents

� version PDF en ligne à l'adresse http://orbi.ulg.a
.be
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations
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� Étude des supports de transmission

� Transmission dans le réseau téléphonique

� Ingénierie des radio
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ations mobiles terrestres
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tionnement du système de positionnement GPS
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Théorie de l'estimation et estimation spe
trale

� Rappels de dé�nitions et nouvelles dé�nitions

� Notion de spe
tre

� Observation du spe
tre

� Estimation spe
trale
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Rappels

� Moyenne temporelle

µX(T ) =
1

2T

∫ T

−T

x(t)dt (1)

� Moyenne statistique

µX(t) = E {X(t)} (2)

� Auto
orrélation

ΓXX (t1, t2) = E {X(t1)X(t2)} (3)
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Rappels (suite)

� Dans la mesure où le pro
essus est stationnaire au sens large, on a

µX(t) = µX = 
onstante (4)

ΓXX (t1, t2) = ΓXX (t2 − t1) = ΓXX (τ) (5)

� Densité spe
trale de puissan
e

γX(f) =

∫ +∞

−∞
ΓXX (τ) e−2πjfτdτ (6)

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 5



Transformées de Fourier dis
rète

Dé�nition 1. [Transformée de Fourier à temps dis
ret℄ La transformée de Fourier

à temps dis
ret (dtFT) de 
ette séquen
e est dé�nie par

X (f) =
+∞∑

n=−∞
x[nTs]e

−2πjfnTs
(7)

Il ne s'agit ni plus ni moins que de la transformée de Fourier du signal é
hantillonné.

Cette fon
tion est 
ontinue et périodique de période fs = 1
Ts

; la 
onnaissan
e de 
ette

fon
tion sur l'intervalle [0, fs[ su�t don
.

Il est d'usage de dé�nir une fréquen
e normalisée ou fréquen
e réduite F par

F =
f

fs
(8)

de sorte que F par
ourt l'intervalle [0, 1[ ou [−1
2,

1
2[.
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Transformées de Fourier d'un signal re
tangulaire (N = 2 et

N = 5)
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Transformée de Fourier dis
rète

Dé�nition 2. [Transformée de Fourier dis
rète (DFT)℄

X (Fk) =
N−1∑

n=0

x[n]e−2πjFkn, Fk =
k

N
, k ∈ {0, . . . , N − 1} (9)

Proposition 1. [Égalité de Parseval℄

N−1∑

n=0

‖x[n]‖2 = 1

N

N−1∑

k=0

‖X (Fk)‖2 , Fk =
k

N
(10)
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Exemple de transformée de Fourier
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Figure 1: Transformée de Fourier à temps dis
ret de l'exponentielle 
omplexe f0 =
7
32

ave
 N = 32.
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É
hantillonnage de la transformée de Fourier (I)
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Figure 2: Transformée de Fourier dis
rète de l'exponentielle 
omplexe f0 = 7
32 ave


N = 32.

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 10



É
hantillonnage de la transformée de Fourier (II)
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Figure 3: Transformée de Fourier dis
rète de l'exponentielle 
omplexe f0 = 7,5
32 ave


N = 32.
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La transformée de Fourier est un opérateur global
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Figure 4: Deux portions de sinusoïdes et le spe
tre 
orrespondant.
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Transformée de Fourier à fenêtre glissante
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Figure 5: Deux portions de sinusoïdes et le spe
tre 
orrespondant dans une fenêtre d'ana-

lyse glissante.

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 13



Spe
tre de signaux sto
hastiques
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Figure 6: Une série de traje
toires et leur transformée de Fourier à temps dis
ret.
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Énon
é du problème de l'estimation

� Soit une série de N é
hantillons {x[0], x[1], . . . , x[N − 1]} obtenus par é
hantillonnage

d'un pro
essus sto
hastique. On veut estimer le paramètre α à partir des é
hantillons

{x[0], x[1], . . . , x[N − 1]} ; 
ette quantité est non aléatoire.

α̂ = A(x[0], x[1], . . . , x[N − 1]) (11)

� La fon
tion A est appelée estimateur de α ; α̂ est l'estimation.

� Contrairement à α, l'estimation α̂ est une variable aléatoire
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Propriétés d'un bon estimateur

L'estimation idéale aurait une densité de probabilité fα̂ = δ(α− α̂).

En pratique, on lui asso
ie les paramètres de qualité suivants :

� le biais. Le biais est dé�ni par

bα̂ = µα̂ − α (12)

Un estimateur de biais nul est dit non biaisé.
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� la varian
e de l'estimateur, qui est 
elle de la variable α̂, soit

σ2
α̂ = E

{
(α̂− µα̂)

2
}

(13)

� l'erreur quadratique moyenne (Mean Square Error). Il s'agit de la quantité

MSEα̂ = E
{
(α̂− α)2

}
(14)

On montre que

MSEα̂ = b2α̂ + σ2
α̂ (15)
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Un exemple : estimation de la moyenne

Supposons une séquen
e aléatoire x[n] stationnaire et ergodique. On dispose d'un enregis-

trement {x[0], x[1], . . . , x[N − 1]} de durée N , et l'on voudrait estimer la moyenne µx.

La moyenne arithmétique des é
hantillons

µ̂x =
1

N

N−1∑

n=0

x[n] (16)

semble être un estimateur raisonnable.

� Biais de µ̂x ?

En prenant l'espéran
e mathématique des deux membres de 
ette équation,

E {µ̂x} = µx (17)

� Varian
e de µ̂x ?

σ2
µ̂x

=
1

N2

N−1∑

i=−(N−1)

(N − |i|)Cxx[i] (18)

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 17



Estimation spe
trale

L'estimation spe
trale s'apparente à l'estimation de la transformée de Fourier de la sé-

quen
e observée.

Pour le démontrer, nous partons d'un signal x(t) déterministe, à énergie �nie, 
'est-à-dire

tel que ∫ +∞

−∞
|x(t)|2 dt (19)

On dé�nit

� une pseudo fon
tion d'auto
orrélation par

Γxx (τ) =

∫ +∞

−∞
x(t)x(t+ τ)dt (20)

� une densité spe
trale de puissan
e par

γx(f) =

∫ +∞

−∞
Γxx (τ) e

−2πjfτdτ (21)
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On peut réé
rire l'expression de la densité spe
trale en introduisant X (f)

γx(f) =

∫ +∞

−∞
Γxx (τ) e

−2πjfτdτ (22)

=

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
x(t)x(t+ τ)dt

)
e−2πjfτdτ (23)

=

∫ +∞

−∞
x(t)

(∫ +∞

−∞
x(t+ τ)e−2πjfτdτ

)
dt (24)

=

∫ +∞

−∞
x(t)

(
X (f)e2πjft

)
dt (25)

= X (f)

∫ +∞

−∞
x(t)e2πjftdt (26)

= X (f)X ∗(f) (27)

= ‖X (f)‖2 (28)
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Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Introdu
tion

� É
hantillonnage des signaux passe-bande

� Représentation des signaux passe-bande déterministes

� Systèmes linéaires, invariants en translation et passe-bande

� Représentation des signaux passe-bande aléatoires
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É
hantillonnage des signaux passe-bande

Théorème 1. Une fon
tion g(t) à énergie �nie et à spe
tre limité, 
'est-à-dire dont la

transformée de Fourier G(f) est de largeur W , et qui admet une borne supérieure fu,
est entièrement déterminée par ses é
hantillons g[nTs], n ∈ {−∞,+∞} si la fréquen
e

d'é
hantillonnage fs vaut

2fu
k , tel que k est le plus grand entier stri
tement inférieur à

fu
W .

Il est à noter que toutes les fréquen
es d'é
hantillonnage ne 
onviennent pas sauf si elles sont

stri
tement supérieures à 2fu.
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Représentation des signaux passe-bande déterministes

Dé�nition 3. [Passe-bande℄ Un signal g(t) est de type passe-bande s'il existe deux valeurs

W et f0, pour lesquelles W ≪ f0, et telles que

∀f 6∈
[
f0 −

W

2
, f0 +

W

2

]
, ‖G(f)‖ = 0 (29)
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Représentation des signaux passe-bande déterministes

Dé�nition 3. [Passe-bande℄ Un signal g(t) est de type passe-bande s'il existe deux valeurs

W et f0, pour lesquelles W ≪ f0, et telles que

∀f 6∈
[
f0 −

W

2
, f0 +

W

2

]
, ‖G(f)‖ = 0 (29)

Dé�nition 4. [Passe-bas équivalent℄ Considérons un signal passe-bande déterministe g(t)
dont la 
ara
téristique est de posséder un 
ontenu spe
tral 
on
entré dans une 
ertaine bande

de fréquen
es. Le signal g(t) peut s'é
rire sous la forme de

g(t) = Re
(
g(t)e2πjf0t+jϕ0

)
(30)

telle que f0 est une fréquen
e de référen
e 
ontenue dans la bande utile du signal. Dans 
ette

égalité, g(t) porte le nom de passe-bas équivalent.
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Signal analytique

Appli
ation d'un �ltre

H(f) =

{
0 si f < 0
2 si f ≥ 0

(31)

h(t) = δ(t) +
j

πt
(32)
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Signal analytique

Appli
ation d'un �ltre

H(f) =

{
0 si f < 0
2 si f ≥ 0

(31)

h(t) = δ(t) +
j

πt
(32)

Dé�nition 5. [Signal analytique℄ La sortie d'un tel �ltre à un signal d'entrée g(t) est

appelée signal analytique. Elle vaut

ga(t) = g(t)⊗
(
δ(t) +

j

πt

)
(33)

= g(t) + jg(t)⊗ 1

πt
(34)

La norme du signal analytique est appelée enveloppe du signal.
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Transformée de Hilbert

Dé�nition 6. [Transformée deHilbert℄ Soit un signal g(t). Sa transformée de Hilbert,

notée g̃(t), vaut

g̃(t) = g(t)⊗ 1

πt
(35)

Par 
ette dé�nition,

ga(t) = g(t) + jg̃(t) (36)
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Transformée de Hilbert

Dé�nition 6. [Transformée deHilbert℄ Soit un signal g(t). Sa transformée de Hilbert,

notée g̃(t), vaut

g̃(t) = g(t)⊗ 1

πt
(35)

Par 
ette dé�nition,

ga(t) = g(t) + jg̃(t) (36)

Propriétés de la transformée de Hilbert

� L'énergie (ou la puissan
e) d'un signal et 
elle de sa transformée de Hilbert sont égales.

� [Transformée de Hilbert d'un signal modulé℄ Soit un signal g(t) en bande de base,

˜g(t) cos(2πfct) = g(t) sin(2πfct) (37)
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Représentation passe-bande à partir du signal analytique

Dé�nition 7. [Enveloppe 
omplexe du signal℄ Le signal obtenu par dé
alage du signal

analytique le long de l'axe fréquentiel porte le nom d'enveloppe 
omplexe du signal original.

Elle sera notée eg(t).

Par dé�nition, l'enveloppe 
omplexe et son spe
tre sont respe
tivement liés à leur équivalent

analytique par les relations

eg(t) = ga(t)e
−2πjf0t

(38)

Eg(f) = Ga(f + f0) (39)

Reste à trouver un moyen 
ommode de déterminer 
ette enveloppe 
omplexe !
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Composantes de Ri
e

eg(t) = gI(t) + jgQ(t) (40)

Cal
ul pratique des 
omposantes de Ri
e ?

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 27



Composantes de Ri
e

eg(t) = gI(t) + jgQ(t) (40)

Cal
ul pratique des 
omposantes de Ri
e ?

gI(t) = Re (eg(t)) (41)

= Re
(
ga(t)e

−2πjf0t
)

(42)

= g(t) cos(2πf0t) + g̃(t) sin(2πf0t) (43)

gQ(t) = Im (eg(t)) (44)

= Im
(
ga(t)e

−2πjf0t
)

(45)

= −g(t) sin(2πf0t) + g̃(t) cos(2πf0t) (46)
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Dès lors,

g(t) = Re (ga(t)) (47)

= Re
(
eg(t)e

2πjf0t
)

(48)

= Re
(
(gI(t) + jgQ(t))e

2πjf0t
)

(49)

= gI(t) cos(2πf0t)− gQ(t) sin(2πf0t) (50)

cos (2πfct)

sin (2πfct)

+π
2

gI(t)

g(t)

gQ(t)

+

−

Figure 7: S
héma de re
onstitution d'un signal à partir de ses 
omposantes de Ri
e.
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Cal
ul des 
omposantes de Ri
e

+π
2

g(t)

cos (2πfct)

Hilbert

sin (2πfct)

+

+

gI(t)

g(t)× 2 cos(2πf0t) = 2 [gI(t) cos(2πf0t)− gQ(t) sin(2πf0t)] cos(2πf0t) (51)

= 2
[
gI(t) cos

2(2πf0t)− gQ(t) sin(2πf0t) cos(2πf0t)
]

(52)

= gI(t) + gI(t) cos(4πf0t)− gQ(t) sin(4πf0t) (53)
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S
héma pratique de 
al
ul des 
omposantes de Ri
e

+π
2

gI(t)

2 sin (2πf0t)

2 cos (2πf0t)

−gQ(t)

g(t)
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Systèmes linéaires, invariants en translation et passe-bande

h(t) = Re
(
eh(t)e

2πjf0t
)

(54)

Le signal �ltré vaut

y(t) = g(t)⊗ h(t) (55)

=

∫ +∞

−∞
h(λ)g(t− λ)dλ (56)
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Systèmes linéaires, invariants en translation et passe-bande

h(t) = Re
(
eh(t)e

2πjf0t
)

(54)

Le signal �ltré vaut

y(t) = g(t)⊗ h(t) (55)

=

∫ +∞

−∞
h(λ)g(t− λ)dλ (56)

Thèse :

ey(t) =
1

2
eh(t)⊗ eg(t) (57)
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Démonstration

y(t) = g(t)⊗ h(t) (58)

=

∫ +∞

−∞
h(λ)g(t− λ)dλ (59)

g(t) = 1
2

(
eg(t)e

2πjf0t + e∗g(t)e
−2πjf0t

)
et h(t) = 1

2

(
eh(t)e

2πjf0t + e∗h(t)e
−2πjf0t

)

Dès lors,

y(t) =
1

4
e2πjf0t

∫ +∞

−∞
eh(λ)eg(t− λ)dλ+

1

4
e−2πjf0t

∫ +∞

−∞
e∗h(λ)e

∗
g(t− λ)dλ

+
1

4
e−2πjf0t

∫ +∞

−∞
eh(λ)e

∗
g(t− λ)e4πjf0λdλ+

1

4
e2πjf0t

∫ +∞

−∞
e∗h(λ)eg(t− λ)e−4πjf0λdλ
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y(t) =
1

2
Re ((eh(t)⊗ eg(t)) e

2πjf0t) (60)
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Signal analytique d'un pro
essus sto
hastique

Par analogie ave
 les signaux déterministes, on dé�nit le signal analytique en �ltrant le

pro
essus sto
hastique X(t) par un �ltre H(f) qui élimine les fréquen
es négatives

H(f) =

{
0 si f < 0
2 si f ≥ 0

(61)

Par le théorème de Wiener-Kint
hine, la densité spe
trale de puissan
e du signal ana-

lytique est donnée par

γXa(f) = ‖H(f)‖2 γX(f) (62)

=

{
4 γX(f) si f ≥ 0

0 si f < 0
(63)

Observons que la densité spe
trale de puissan
e du signal analytique peut en
ore s'é
rire

sous la forme γXa(f) = 2H(f) γX(f).
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Lien entre un pro
essus sto
hastique et son enveloppe 
omplexe

Par analogie ave
 le 
as déterministe, on peut exprimer l'enveloppe 
omplexe dire
tement

sous la forme

X(t) = Re
(
eX(t) e2πjf0t

)
(64)

X(t) étant un pro
essus sto
hastique, l'enveloppe 
omplexe eX(t) est également un pro-


essus sto
hastique.

Ce pro
essus sto
hastique X(t) n'est pas stationnaire 
ar sa moyenne dépend du temps.

Solution : introdu
tion d'une phase aléatoire Θ uniformément répartie sur [0, 2π[

X(t) = Re
(
eX(t) ej(2πf0t+Θ)

)
(65)
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Dé
omposition de Ri
e d'un pro
essus sto
hastique

Comme pour l'enveloppe 
omplexe, on peut dé�nir les 
omposantes en phase et en quadra-

ture d'un pro
essus sto
hastique

eX(t) = XI(t) + j XQ(t) (66)

La dé
omposition de Ri
e du pro
essus sto
hastique X(t) est alors donnée par

X(t) = Re
(
eX(t) e2πjf0t

)
(67)

= Re
(
(XI(t) + j XQ(t)) e

2πjf0t
)

(68)

= XI(t) cos(2πf0t)−XQ(t) sin(2πf0t) (69)
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations
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ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations

� Aspe
ts de type système des te
hniques de télé
ommuni
ations

� Modulations numériques

� Modélisation du 
anal pour transmissions numériques et interféren
e inter-symbolique

� Étalement de spe
tre

� Multiplexage et a

ès au multiplex

� Étude du tra�
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations

� Aspe
ts de type système des te
hniques de télé
ommuni
ations

� Modulations numériques

� Modélisation du 
anal pour transmissions numériques et interféren
e inter-symbolique

� Étalement de spe
tre

� Multiplexage et a

ès au multiplex

� Étude du tra�


� Étude des supports de transmission

� Transmission dans le réseau téléphonique

� Ingénierie des radio
ommuni
ations mobiles terrestres

� Fon
tionnement du système de positionnement GPS
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Étude du bruit

� Sour
es physiques de bruit

� Bruit thermique

� Cara
térisation d'un dip�le

� Puissan
e disponible

� Température de bruit d'un dip�le

� Rapport signal à bruit

� Cara
térisation d'un quadrip�le

� Gain

� Fa
teur de bruit

� Fa
teur de mérite

� Température de bruit e�e
tive

� Cas parti
ulier : atténuateur

� Cas
ade de quadrip�les
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Bruit thermique

γE(f) = 2kBTR (70)

où kB = 1, 38× 10−23 [J/K] est la 
onstante de Boltzmann.

R

G = 1/RE(t) I(t) =
E(t)
R

(a) (b)

Figure 8: Équivalents de Thévenin (a) et de Norton (b) 
orrespondant au bruit ther-

mique dans une résistan
e.
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Cara
térisation d'un dip�le

Zs (f) = Rs (f) + jXs (f) (71)

est l'impédan
e de sour
e et ZL(f) l'impédan
e de 
harge.

Zs

ZLE

Figure 9: Une 
harge 
onne
tée à une sour
e.
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Puissan
e disponible

Cas des signaux sinusoïdaux

La puissan
e de sour
e fournie par le dip�le Psf vaut

Psf =
1

T

∫ T

0

v(t)i(t)dt =
1

2
Re
(
V̂ Î∗

)
(72)

Dans une 
harge ZL

Psf =
Ê2Re (ZL)

2 ‖Zs + ZL‖2
(73)

Puissan
e maximale ?

À adaptation 
onjuguée, on parle de puissan
e disponible du dip�le :

Psd =
Ê2

8Re (Zs)
(74)

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 41



Cas des pro
essus sto
hastiques

Examinons la question pour un bruit aléatoire quel
onque

Pbf = lim
T→+∞

1

T

∫ T

0

V (t)I(t)dt (75)

par appli
ation du théorème de Wiener-Kint
hine,

γbd(f) =
γE(f)

4Re (Zs)
(76)

Exemple. Dans le 
as parti
ulier du bruit thermique

γbd(f) =
γE(f)

4Re (Zs)
=

2kBTRe (Zs)

4Re (Zs)
=
kBT

2
(77)

Rappel : hypothèse d'adaptation 
onjuguée ; dans le 
as 
ontraire, le résultat dépend des

résistan
es !
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Résumé

Charge quel
onque Adaptation 
onjuguée

Signaux sinusoïdaux Psf = 1
2Re

(
V̂ Î∗

)
= Ê2Re(ZL)

2‖Zs+ZL‖2
Psd = Ê2

8Re(Zs)

Signaux sto
hastiques Pbf = limT→+∞
1
T

∫ T

0
V (t)I(t)dt γbd(f) =

γE(f)
4Re(Zs)

Bruit thermique γbd(f) =
kBT
2

Table 1: Cara
térisation des puissan
es d'un dip�le.
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Température de bruit d'un dip�le linéaire

Température de bruit pon
tuelle

Dé�nition 8. La température de bruit pon
tuelle, ou à une fréquen
e donnée, est la tem-

pérature absolue à laquelle doit être portée une impédan
e pour produire, par bruit thermique,

à 
ette fréquen
e, la même densité spe
trale de la puissan
e de bruit disponible que le dip�le


onsidéré.

On a don
, par dé�nition,

γbd(f) =
kBT (f)

2
(78)
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Température de bruit d'un dip�le linéaire

Température de bruit pon
tuelle

Dé�nition 8. La température de bruit pon
tuelle, ou à une fréquen
e donnée, est la tem-

pérature absolue à laquelle doit être portée une impédan
e pour produire, par bruit thermique,

à 
ette fréquen
e, la même densité spe
trale de la puissan
e de bruit disponible que le dip�le


onsidéré.

On a don
, par dé�nition,

γbd(f) =
kBT (f)

2
(78)

Température de bruit et bande passante

Dé�nition 9. La valeur maximale de T (f), notée T , est appelée température de bruit du

dip�le et la bande passante est dé�nie telle que

Pbd(f) = kBTW (79)
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Rapport signal à bruit d'un dip�le générateur

Dé�nition 10. Le rapport signal à bruit (S/N) du dip�le est dé�ni 
omme le rapport de la

puissan
e disponible du signal à 
elle du bruit

S

N
=
Psd

Pbd
(80)

Par 
onvention, lorsque le signal est modulé, on utilise pour la dé�nition de la puissan
e du

signal :

� en modulation d'amplitude ou en modulation angulaire, la puissan
e de la porteuse non

modulée (rapport porteuse à bruit

C
N ),

� en modulation d'amplitude à porteuse supprimée, la puissan
e moyenne du signal, et

� en modulation d'impulsions, la puissan
e de 
rête.
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Cara
térisation d'un quadrip�le

1

1 2

2

quadrip�le

linéaire

sortie

ZS

E

V

entrée

Figure 10: S
héma d'un quadrip�le.

Démar
he :
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Cara
térisation d'un quadrip�le

1

1 2

2

quadrip�le

linéaire

sortie

ZS

E

V

entrée

Figure 10: S
héma d'un quadrip�le.

Démar
he :

� Notion de gain ?

� Cara
térisation du bruit interne du quadrip�le au moyen de la notion de fa
teur de bruit

(grandeur normalisée)

� Cir
uits équivalents

� Fa
teur de mérite (non normalisé)

� Température de bruit e�e
tive

� Cas parti
ulier : atténuateur purement résistif

Hypothèse : adaptation 
onjuguée en entrée et en sortie
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Fa
teur de bruit d'un quadrip�le

Dé�nition 11. L'impédan
e interne du quadrip�le générateur étant donnée, le fa
teur de

bruit du quadrip�le à la fréquen
e d'entrée f , noté F0(f), est le rapport de

(1) la densité spe
trale de bruit disponible à la sortie du quadrip�le, à la fréquen
e 
orrespon-

dante, lorsque la température de bruit du dip�le générateur est T0 = 290 [K] à
(2) la partie de 
ette densité spe
trale due au bruit du dip�le générateur à la fréquen
e f .

1

1 2

2

linéaire

Rs
Rin = Rs

γbd1(f) = 1
2kBT0

γbd2(f) = G(f)γbd1(f) + γbdq(f)

Quadrip�le

4kBTRsW

Figure 11: S
héma d'un quadrip�le bruité.
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Cir
uits équivalents

γbd2(f) = γbd1(f) |T=T0 G(f)F0(f) (81)

G

G

γbdq(f)

γbd2
(f) = G(f)γbd1

(f) + γbdq(f)

γbd1
(f)

γbd1
(f)

(F0(f) − 1)γbd1
(f)

γbd2
(f) = G(f)F0(f)γbd1

(f)

Figure 12: Un quadrip�le bruité et son s
héma équivalent.
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Interprétation de la notion de fa
teur de bruit

Le rapport du signal à bruit à l'entrée vaut

(
S

N

)

in

=
γ
in

(f)

γbd1(f)
(82)

À la sortie du quadrip�le, (
S

N

)

out

=
γ
out

(f)

γbd2(f)
(83)

Dès lors, (
S
N

)
in(

S
N

)
out

=
γ
in

(f)

γbd1(f)

γbd2(f)

γ
out

(f)
(84)

Comme γ
out

(f) = G(f)γ
in

(f) , 
e rapport devient

(
S
N

)
in(

S
N

)
out

=
γbd2(f)

γbd1(f)G(f)
= F0(f) (85)
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Autres notions de fa
teur de bruit

Fa
teur de bruit moyen

Dé�nition 12. Le fa
teur de bruit moyen est le rapport de

(1) la puissan
e de bruit disponible à la sortie du quadrip�le à

(2) la partie de 
ette puissan
e due au dip�le générateur supposé à la température de bruit

T0 = 290 [K].

F0m =

∫ +∞
−∞

1
2kBT0G(f)F0(f)df∫ +∞

−∞
1
2kBT0G(f)df

=

∫ +∞
−∞ G(f)F0(f)df∫ +∞

−∞ G(f)df
(86)
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Autres notions de fa
teur de bruit

Fa
teur de bruit moyen

Dé�nition 12. Le fa
teur de bruit moyen est le rapport de

(1) la puissan
e de bruit disponible à la sortie du quadrip�le à

(2) la partie de 
ette puissan
e due au dip�le générateur supposé à la température de bruit

T0 = 290 [K].

F0m =

∫ +∞
−∞

1
2kBT0G(f)F0(f)df∫ +∞

−∞
1
2kBT0G(f)df

=

∫ +∞
−∞ G(f)F0(f)df∫ +∞

−∞ G(f)df
(86)

Fa
teur de mérite (pour Ts 6= T0) : lien ave
 F0 ?

Comme γbdq(f) =
1
2kB(F0 − 1)T0G(f) =

1
2kB(F − 1)TsG(f),

F = 1 +
T0
Ts

(F0 − 1) (87)
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Température de bruit e�e
tive du quadrip�le

G

G

γbdq(f)

γbd2
(f) = G(f)γbd1

(f) + γbdq(f)

γbd1
(f)

γbd1
(f)

(F0(f) − 1)γbd1
(f)

γbd2
(f) = G(f)F0(f)γbd1

(f)

γbd2(f) =
1

2
kBT0G(f) + γbdq(f) =

1

2
kB[T0 + (F0 − 1)T0]G(f) (88)

Température de bruit e�e
tive

Te = (F0 − 1)T0 (89)
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Cas du quadrip�le atténuateur résistif de �gain� G = 1/L

Cet atténuateur purement résistif est supposé être à la même température T0 que la résis-

tan
e équivalente d'entrée. L'observation nous enseigne que la puissan
e de bruit disponible

en sortie vaut don
 (à adaptation 
onjuguée en entrée et en sortie !)

γbd2(f) =
1

2
kBT0 (90)
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Cas du quadrip�le atténuateur résistif de �gain� G = 1/L

Cet atténuateur purement résistif est supposé être à la même température T0 que la résis-

tan
e équivalente d'entrée. L'observation nous enseigne que la puissan
e de bruit disponible

en sortie vaut don
 (à adaptation 
onjuguée en entrée et en sortie !)

γbd2(f) =
1

2
kBT0 (90)

Ce
i doit être mis en 
orrespondan
e ave
 le 
adre dé�nissant F0. Si on 
ara
térise l'atté-

nuateur par sa température e�e
tive Te,

γbd2(f) =
1

2
kB(T0 + Te)

1

L
(91)

En 
ombinant 
es deux relations, on obtient Te = (L− 1)T0. Dès lors,

F0 = 1 +
(L− 1)T0

T0
= L (92)
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Cas
ade de quadrip�les

γbd1
(f)

(F01 − 1)γbd1
(f)

(F02 − 1)γbd1
(f)

G1F01γbd1
(f)

G2G1

F02F01

Figure 13: Mise en 
as
ade de quadrip�les.
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Cas
ade de quadrip�les

γbd1
(f)

(F01 − 1)γbd1
(f)

(F02 − 1)γbd1
(f)

G1F01γbd1
(f)

G2G1

F02F01

Figure 13: Mise en 
as
ade de quadrip�les.

Pour un quadrip�le à n étages,

F0 = F01 +
F02 − 1

G1
+
F03 − 1

G1G2
+ · · · = F01 +

n∑

i=2

F0i − 1
∏i−1

j=1Gj

(93)

De même,

Te = Te1 +
Te2
G1

+
Te3
G1G2

+ · · · = Te1 +
n∑

i=2

Tei∏i−1
j=1Gj

(94)
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations

� Aspe
ts de type système des te
hniques de télé
ommuni
ations

� Modulations numériques

� Modélisation du 
anal pour transmissions numériques et interféren
e inter-symbolique

� Étalement de spe
tre

� Multiplexage et a

ès au multiplex

� Étude du tra�
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations

� Aspe
ts de type système des te
hniques de télé
ommuni
ations

� Modulations numériques

� Modélisation du 
anal pour transmissions numériques et interféren
e inter-symbolique

� Étalement de spe
tre

� Multiplexage et a

ès au multiplex

� Étude du tra�


� Étude des supports de transmission

� Transmission dans le réseau téléphonique

� Ingénierie des radio
ommuni
ations mobiles terrestres

� Fon
tionnement du système de positionnement GPS
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Modulations numériques

� Critères de 
omparaison

� Dé�nition des modulations numériques

� Modulations linéaires �
lassiques�

� Des
ription

� Cal
ul de la densité spe
trale de puissan
e

� Modulation d'amplitude numérique (ASK)

� Modulation de phase numérique (PSK)

� Modulation en quadrature de phase (QPSK)

� Modulations linéaires à dé
alage

� Des
ription

� Densité spe
trale de puissan
e

� Modulation en quadrature de phase à dé
alage (OQPSK)

� Modulation à saut de phase minimum (MSK)
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Critères de 
omparaison

1. la résistan
e aux distorsions et aux interféren
es ; 
ette 
lasse 
omporte les 
ritères de

(a) la résistan
e au bruit en terme de probabilité d'erreur, 
elle-
i étant généralement une

fon
tion du rapport énergie à bruit Eb/N0,

(b) la sensibilité aux interféren
es dues à des multitrajets,

(
) la sensibilité aux imperfe
tions des �ltres qui produit de l'interféren
e entre les sym-

boles numériques,

(d) la sensibilité aux non-linéarités,

2. l'o

upation spe
trale 
ara
térisée par

(a) l'e�
a
ité spe
trale exprimée en (bit/se
onde) par Hertz [b/s/Hz], qui représente
le débit binaire que l'on peut transmettre dans un 
anal large de 1 [Hz] pour un type

de modulation,

(b) le 
omportement asymptotique de la densité spe
trale de puissan
e, 
'est-à-dire la

rapidité de dé
roissan
e de la 
ourbe de densité spe
trale de puissan
e en fon
tion de

la fréquen
e,

3. la simpli
ité d'implémentation.
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Dé�nition des modulations numériques

Formulation générale

s(t) = Re
(
ψ [m(t)] ej(2πfct+ϕc)

)

ψ [m(t)] est une fon
tion du signal m(t) et 
onstitue l'enveloppe 
omplexe es(t) du signal

modulé.
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Typologie des modulations

La fon
tion 
omplexe ψ(.) = ψI(.) + j ψQ(.) dé�nit le type de modulation. On distingue

généralement deux types de modulations :

� les modulations linéaires pour lesquelles ψ [m(t)] est une fon
tion linéaire de m(t).
� les modulations angulaires pour lesquelles ψ [m(t)] a la forme

ψ [m(t)] = ejϕ[m(t)]
(95)

où ϕ [m(t)] est une fon
tion linéaire de m(t).

Le signal modulé peut également s'exprimer par les relations

s(t) = ψI [m(t)] cos (2πfct+ ϕc)− ψQ [m(t)] sin (2πfct+ ϕc) (96)

et

s(t) = ‖ψ [m(t)]‖ cos (2πfct+ ϕc + arg ψ [m(t)]) (97)

Par la suite, nous nous 
on
entrerons essentiellement sur les modulations numériques li-
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néaires qui s'expriment par

s(t) = Re


ej(2πfct+ϕc)

+∞∑

k=−∞
dk(t) e

j(θk−2πfckT )




(98)

Deux types de modulation linéaire seront détaillées :

� les modulations �
lassiques�, pour lesquelles θk = 2πfckT , et
� les modulations à dé
alage (ou o�set), pour lesquelles θk = 2πfckT + kπ

2 .
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Modulations linéaires �
lassiques�

Des
ription

Les modulations linéaires 
lassiques sont telles que θk = 2πfckT . Dès lors,

s(t) = Re
(
es(t) e

j(2πfct+ϕc)
)

(99)

où l'enveloppe 
omplexe s'exprime par

es(t) =
+∞∑

k=−∞
dk(t) (100)

=

+∞∑

k=−∞
Dk gk(t− kT ) (101)

Dk = Ak + jBk où Ak et Bk sont deux variables aléatoires réelles.
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L'enveloppe 
omplexe s'exprime également par es(t) = sI(t) + jsQ(t). D'où

sI(t) =
+∞∑

k=−∞
Ak g(t− kT ) (102)

sQ(t) =
+∞∑

k=−∞
Bk g(t− kT ) (103)


e qui 
onduit à

s(t) = sI(t) cos (2πfct+ ϕc)− sQ(t) sin (2πfct+ ϕc) (104)

soit en
ore, en remplaçant sI et sQ par leur valeur,

s(t) =




+∞∑

k=−∞
Ak g(t− kT )


 cos (2πfct+ ϕc)−




+∞∑

k=−∞
Bk g(t− kT )


 sin (2πfct+ ϕc)

(105)
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Cal
ul de la densité spe
trale de puissan
e (I)

Densité spe
trale du puissan
e du signal modulé

Le signal numérique modulé est un pro
essus sto
hastique S(t) que l'on peut é
rire, en

prenant arbitrairement ϕc = 0, sous la forme

S(t) = Re
(
M(t) ej2πfct

)
(106)

où M(t) est un pro
essus sto
hastique 
omplexe.

Stationnarisation

Le pro
essus sto
hastique S(t) n'est pas stationnaire au sens large vu 
ar sa moyenne

dépend du temps. Il est don
 né
essaire de stationnariser le signal. Pour 
ela, nous ajoutons

une phase aléatoire Θ uniformément répartie sur [0, 2π[

S(t) = Re
(
M(t) ej(2πfct+Θ)

)
(107)
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Cal
ul de la densité spe
trale de puissan
e (II)

Fon
tion d'auto
orrélation

ΓSS (t, t− τ) = E {S(t)S(t− τ)} (108)

Comme

S(t) =
1

2

[
M(t) ej(2πfct+Θ) +M∗(t) e−j(2πfct+Θ)

]
(109)

Dès lors,

S(t)S(t− τ) =
1

2

[
M(t) ej(2πfct+Θ) +M∗(t) e−j(2πfct+Θ)

]
(110)

× 1

2

[
M(t− τ) ej(2πfc(t−τ)+Θ) +M∗(t− τ) e−j(2πfc(t−τ)+Θ)

]
(111)

Comme les termes qui font intervenir Θ sont nuls après intégration,

ΓSS (t, t− τ) =
1

4
E
{
M(t)M∗(t− τ) ej2πfcτ +M∗(t)M(t− τ) e−j2πfcτ

}
(112)

=
1

4
E
{
2Re

(
M(t)M∗(t− τ) ej2πfcτ

)}
(113)
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=
1

2
Re
(
E
{
M(t)M∗(t− τ) ej2πfcτ

})
(114)

=
1

2
Re
(
ΓMM (t, t− τ) ej2πfcτ

)
(115)

En�n, puisque

ΓSS (τ) =
1

4

[
ΓMM (τ) ej2πfcτ + ΓMM (τ)∗ e−j2πfcτ

]
(116)

on a

γS(f) =
γM (f − fc) + γ∗M (−f − fc)

4
(117)

où γM(f) est la densité spe
trale de puissan
e de l'enveloppe 
omplexe M(t).
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Densité spe
trale de l'enveloppe 
omplexe

L'enveloppe 
omplexe du signal modulé est

M(t) =

+∞∑

k=−∞
Dk g(t− kT ) (118)

La séquen
e de variables aléatoires Dk est 
ara
térisée par

� sa moyenne : µD = E {Dk}
� sa varian
e : σ2

D = E
{
(Dk − µD) (Dk − µD)

∗}

� sa fon
tion d'auto
orrélation : ΓAA (k, k − l) = E
{
DkD

∗
k−l

}

� sa fon
tion d'auto
ovarian
e : CAA(k, k − l) = E
{
(Dk − µD) (Dk−l − µD)

∗}

Après stationnarisation de la séquen
e de variables aléatoires Dk,

γM(f) =
‖G(f)‖2

T

[
σ2
D + ‖µD‖2

+∞∑

m=−∞

1

T
δ
(
f − m

T

)]
(119)

En 
on
lusion, γS(f) =
γM(f−fc)+γM(f+fc)

4
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Modulation d'amplitude numérique (Amplitude Shift Keying)

Des
ription

es(t) =
+∞∑

k=−∞
Ak g(t− kT ) (120)

Choix 
ourant : une impulsion re
tangulaire de durée T : g(t) = re
t[0,T ] (t)

On doit déterminer l'enveloppe a(t) et la phase ϕ(t) du signal modulé. Ces deux signaux

s'obtiennent à partir de l'enveloppe 
omplexe par la relation

es(t) = a(t) ejϕ(t) (121)

Comme Ak peut s'é
rire Ak = ‖Ak‖ e(1−sgn(Ak))
π
2j
, nous pouvons déduire

a(t) =

+∞∑

k=−∞
‖Ak‖ re
t[0,T ] (t− kT ) (122)

ϕ(t) =

+∞∑

k=−∞

π

2
(1− sgn (Ak)) re
t[0,T ] (t− kT ) (123)
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Diagramme de 
onstellations

(A, 0)(−A, 0)

−g(t) sin (2πfct + ϕc)

g(t) cos (2πfct + ϕc)

Figure 14: Diagramme des états de phase de la modulation ASK-2 ou BPSK.
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Densité spe
trale de puissan
e de l'ASK-2

Hypothèse : les deux amplitudes ±A sont équiprobables.

La moyenne µA de la variable aléatoire Ak est don
 nulle.

Sa varian
e est donnée par σ2
A = E

{
A2

k

}
= A2

.

Le signal de mise en forme étant la fon
tion re
t[0,T ] (t), sa transformée de Fourier vaut

G(f) = e−j2πf T
2T sinc(fT ) (124)

Il en résulte une densité spe
trale de puissan
e pour l'enveloppe 
omplexe donnée par

γes(f) = A2T sinc2 (fT ) (125)

et �nalement une densité spe
trale de puissan
e du signal modulé valant

γs(f) =
A2T

4

{
sinc2 [(f − fc)T ] + sinc2 [(f + fc)T ]

}
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Modulation de phase numérique (Phase Shift Keying)

Des
ription

s(t) = A
+∞∑

k=−∞
re
t[0,T ] (t− kT ) cos (2πfct+ ϕc + ψk) (126)

où ψk est une variable aléatoire 
onstante sur l'intervalle de temps [kT, (k + 1)T [, pouvant
prendre N valeurs possibles D

ψk ∈
{
ψ

∣∣∣∣ψ = ϕ0 + i
2π

N
, i = 0, ..., N − 1

}
(127)

s(t) = A

+∞∑

k=−∞
re
t[0,T ] (t− kT ) [cos (2πfct+ ϕc) cosψk − sin (2πfct+ ϕc) sinψk]

=




+∞∑

k=−∞
A cosψk re
t[0,T ] (t− kT )


 cos (2πfct+ ϕc) (128)
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−




+∞∑

k=−∞
A sinψk re
t[0,T ] (t− kT )


 sin (2πfct+ ϕc) (129)

L'enveloppe 
omplexe du signal s'en déduit

es(t) = sI(t) + j sQ(t) (130)

= A
+∞∑

k=−∞
re
t[0,T ] (t− kT ) (cosψk + j sinψk) (131)

L'enveloppe et la phase du signal modulé :

a(t) = A
+∞∑

k=−∞
re
t[0,T ] (t− kT ) (132)

ϕ(t) =

+∞∑

k=−∞
ψk re
t[0,T ] (t− kT ) (133)
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Modulation en quadrature de phase (Quadrature Phase Shift

Keying)

Des
ription

Dk ∈
{
Ae−j 3π4 , Ae−jπ4 , Aej

π
4 , Aej

3π
4

}
(134)

(+ A√
2
,+ A√

2
)

(+ A√
2
,− A√

2
)

00

01

(− A√
2
,+ A√

2
)

(− A√
2
,− A√

2
)

11

10

−g(t) sin (2πfct + ϕc)

g(t) cos (2πfct + ϕc)

Figure 15: Diagramme de 
onstellations pour la modulation QPSK.

Considérons une sour
e binaire fournissant le train d'impulsions suivant

I(t) =

+∞∑

k=−∞
Ik δ(t− kTb) (135)
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où Ik = +1 
orrespond à l'information binaire 1 et Ik = −1 
orrespond à l'information

binaire 0.
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QPSK : dé
omposition en 2 séquen
es

À partir de la séquen
e I(t), nous formons les deux séquen
es

sI(t) =
A√
2

+∞∑

k=−∞
I2k g(t− kT ) =

+∞∑

k=−∞
Ak g(t− kT ) (136)

sQ(t) =
A√
2

+∞∑

k=−∞
I2k+1 g(t− kT ) =

+∞∑

k=−∞
Bk g(t− kT ) (137)

où

� T = 2Tb
� g(t) est une impulsion de mise en forme de durée T
� Ak = I2k

A√
2
(bits d'index pair)

� Bk = I2k+1
A√
2
(bits d'index impair)
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t

t

t

Tb

1 1

0

1 1

0 0

1

0

1 1

0 0

1

1 1 1

0 0 0 0

1 1 1 1 1

0 0

I(t)

sI(t)

sQ(t)

+1

−1

+ A√
2

− A√
2

T = 2Tb

+ A√
2

− A√
2

t
3π
4−π

4
3π
4

3π
4−π

4
3π
4

π
4φ(t)

Figure 16: Formation des 
omposantes en phase et en quadrature pour la modulation

QPSK (ave
 mise en forme par un signal re
tangulaire).
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Enveloppe 
omplexe, enveloppe et phase du signal QPSK

es(t) = sI(t) + j sQ(t) (138)

=
+∞∑

k=−∞
(Ak + j Bk) re
t[0,T ] (t− kT ) (139)

=
A√
2

+∞∑

k=−∞
(I2k + j I2k+1) re
t[0,T ] (t− kT ) (140)

a(t) =
√
s2I(t) + s2Q(t) (141)

=
A√
2

+∞∑

k=−∞

√
I22k + I22k+1 re
t[0,T ] (t− kT ) (142)

= A

+∞∑

k=−∞
re
t[0,T ] (t− kT ) = A (143)
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ϕ(t) =
+∞∑

k=−∞
re
t[0,T ] (t− kT ) tan−1

(
I2k+1

I2k

)
(144)
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QPSK : illustration

0 2 4 6 8 10 12
−1

0

1

(a
)

Modulation QPSK

0 2 4 6 8 10 12
−1

0

1

(b
)
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1

(c
)

0 2 4 6 8 10 12
−1

0

1

(d
)

0 2 4 6 8 10 12
−1

0

1

(e
)

0 2 4 6 8 10 12

−1

0

1

(f
)

Figure 17: Illustration de la modulation QPSK : (a) séquen
e binaire I(t), (b) signal sI(t),
(
) signal sQ(t), (d) sI(t) cos (2πfct), (e) sQ(t) sin (2πfct) et (f) signal modulé s(t).
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Modulateur QPSK

−π
2

cos (2πfc)t

sin (2πfc)t

sQ(t) sQ(t) sin (2πfct)

parallèle

sI(t) sI(t) cos (2πfct)

+

−
s(t)

série

I(t)

Figure 18: Modulateur QPSK.
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Démodulateur QPSK

−π
2

Filtre adapté et dé
ision

Filtre adapté et dé
ision

série

parallèle

1
2I(t)

cos (2πfc)t

s(t)

sin (2πfc)t

1
2sQ(t)

1
2sI(t)

Figure 19: Démodulateur QPSK.

Densité spe
trale de puissan
e

γs(f) =
A2Tb
2

{
sinc2 [(f − fc) 2Tb] + sinc2 [(f + fc) 2Tb]

}
(145)

Elle est identique à 
elle de la modulation BPSK pour un débit binaire double.
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Modulations linéaires à dé
alage I (O�set)

Des
ription

es(t) =
+∞∑

k=−∞
Ak g(t− kT ) ejk

π
2

(146)

s(t) =
+∞∑

k=−∞
Ak g(t− kTb) cos

(
2πfct+ ϕc + k

π

2

)
(147)

=




+∞∑

k=−∞
Ak g(t− kTb) cos

(
k
π

2

)

 cos (2πfct+ ϕc) (148)

−




+∞∑

k=−∞
Ak g(t− kTb) sin

(
k
π

2

)

 sin (2πfct+ ϕc) (149)
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Modulations linéaires à dé
alage II (O�set)

En tenant 
ompte du fait que cos (kπ/2) = 0 pour k impair et que sin (kπ/2) = 0 pour k
pair, les 
omposantes en phase et en quadrature peuvent s'exprimer par

sI(t) =
+∞∑

k=−∞
Ak g(t− kTb) cos

(
k
π

2

)
(150)

=
+∞∑

k′=−∞
A2k′ (−1)

k′
g (t− 2k′Tb) (151)

et

sQ(t) =

+∞∑

k=−∞
Ak g(t− kTb) sin

(
k
π

2

)
(152)

=

+∞∑

k′=−∞
A2k′+1 (−1)

k′
g (t− (2k′ + 1)Tb) (153)
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Modulation en quadrature de phase à dé
alage (O�set Quadrature

Phase Shift Keying)

Des
ription

Considérons une sour
e binaire fournissant le train d'impulsions suivant

I(t) =
+∞∑

k=−∞
Ik δ(t− kTb) (154)

On forme

sI(t) =
A√
2

+∞∑

k=−∞
(−1)

k
I2k g (t− 2kTb) =

+∞∑

k=−∞
A2k g (t− 2kTb) (155)

sQ(t) =
A√
2

+∞∑

k=−∞
(−1)

k
I2k+1 g (t− (2k + 1)Tb) =

+∞∑

k=−∞
A2k+1 g (t− (2k + 1)Tb)

où g(t) est une impulsion de mise en forme de durée 2Tb,

A2k = A√
2
(−1)

k
I2k et A2k+1 =

A√
2
(−1)

k
I2k+1, ∀k.
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Ces deux séquen
es 
orrespondent respe
tivement aux bits pairs et impairs de la séquen
e

de départ.

t

t

t

Tb

1 1

0

1 1

0 0

1

0

1 1

0 0

1

1 1 1

0 0 0 0

I(t)

sI(t)

sQ(t)

+1

−1

+ A√
2

− A√
2

T = 2Tb

t
φ(t)

1 1 1 1 1

0 0

+ A√
2

− A√
2

3π
4

3π
4
−π

4
−π

4
3π
4

3π
4

3π
4

−− 3π
4

π
4

π
4

3π
4

3π
4

π
4

Tb

Figure 20: Formation des 
omposantes en phase et en quadrature pour la modulation

OQPSK (ave
 une mise en forme par un signal re
tangulaire).
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(+ A√
2
,+ A√

2
)

(+ A√
2
,− A√

2
)

00

01

(− A√
2
,+ A√

2
)

(− A√
2
,− A√

2
)

11

10

−g(t) sin (2πfct + ϕc)

g(t) cos (2πfct + ϕc)

Figure 21: Diagramme de 
onstellations pour la modulation OQPSK.
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Figure 22: Illustration de la modulation OQPSK : (a) séquen
e binaire I(t), (b) sI(t),
(
) sQ(t), (d) sI(t) cos (2πfct), (e) sQ(t) sin (2πfct) et (f) signal modulé s(t).

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 85



Cal
ul de la densité spe
trale de puissan
e pour modulations à

dé
alage

L'idée 
onsiste à modi�er l'expression de la mise en forme en ajoutant un terme e
−j2π t

4Tb
,

de sorte à obtenir une onde de mise en forme qui vaudra :

g(t− kT ) ejk
π
2e

−j2π t
4Tb = g(t− kT ) e−j π

2T (t−kT )
(156)

On 
ompense 
et ajout par l'introdu
tion d'une nouvelle fréquen
e porteuse f ′c

s(t) = Re
(
es(t) e

j(2πfct+ϕc)
)

(157)

= Re

(
es(t) e

−j2π t
4Tb e

j
(
2π

(
fc+

1
4Tb

)
t+ϕc

))
(158)

= Re
(
v(t) ej(2πf

′
ct+ϕc)

)
(159)

où v(t) = e
−j2π t

4Tbes(t) et f
′
c = fc +

1
4Tb

.
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Si nous 
onnaissons la densité spe
trale de puissan
e du signal 
omplexe v(t), alors

γs(f) =
γv (f − f ′c) + γ∗v (−f − f ′c)

4
=
γv

(
f − fc − 1

4Tb

)
+ γ∗v

(
−f − fc − 1

4Tb

)

4
(160)

Il reste à 
al
uler γv (f).

v(t) =
+∞∑

k=−∞
Ak g(t− kTb) e

jkπ
2 e

−j2π t
4Tb

(161)

=
+∞∑

k=−∞
Ak g(t− kTb) e

−j π
2Tb

(t−kTb)
(162)

=

+∞∑

k=−∞
Ak h(t− kTb) (163)

où nous avons posé

h(t) = g(t) e
−j πt

2Tb
(164)
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Le signal h(t) 
orrespond à un nouveau signal de mise en forme dont la transformée de

Fourier se déduit du signal g(t)

H(f) = G
(
f +

1

4Tb

)
(165)

La densité spe
trale de puissan
e du signal v(t) s'obtient alors en adaptant la formule

γv(f) =
‖H(f)‖2

Tb

[
σ2
A + µ2

A

+∞∑

m=−∞

1

Tb
δ

(
f − m

Tb

)]
(166)

dans

γs(f) =
γv

(
f − fc − 1

4Tb

)
+ γ∗v

(
−f − fc − 1

4Tb

)

4
(167)

Or la 
omposante

1
4Tb

du �ltre et 
elle − 1
4Tb

de γs(f) se 
ompensent.

En 
on
lusion, la modulation en quadrature et la modulation en quadrature à dé
alage ont

la même densité spe
trale de puissan
e.
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Densité spe
trale de puissan
e d'une OQPSK à 4 états

L'enveloppe 
omplexe du signal modulé est donnée par

es(t) =
+∞∑

k=−∞
Ak g(t− kTb) e

jkπ
2

(168)

où le signal de mise en forme g(t) et la variable aléatoire Ak valent respe
tivement

g(t) = re
t[0,2Tb] (t) (169)

Ak ∈
{
+
A√
2
,− A√

2

}
(170)

La densité spe
trale de v se 
al
ule 
omme :

γv(f) = 2A2Tb sinc
2

[(
f +

1

4Tb

)
2Tb

]
(171)

La densité spe
trale de puissan
e d'un signal modulé en OQPSK s'exprime par

γs(f) =
A2Tb
2

{
sinc2 [(f − fc) 2Tb] + sinc2 [(f + fc) 2Tb]

}
(172)
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et est exa
tement identique à 
elle d'un signal modulé QPSK.
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Modulation à saut de phase minimum (Minimum Shift Keying)

Des
ription

La 
ara
téristique qui di�éren
ie la modulation MSK de la modulation OQPSK est le signal

de mise en forme qui prend maintenant la forme

g(t) = re
t[0,2Tb] (t) sin

(
πt

2Tb

)
(173)

Les séquen
es sI(t) et sQ(t) sont formées exa
tement de la même manière que pour la

modulation OQPSK. La 
omposante en phase sI(t) s'é
rit sous la forme

sI(t) =
A√
2

+∞∑

k=−∞
I2k re
t[0,2Tb] (t− 2kTb) sin

[
π (t− 2kTb)

2Tb

]
(174)

=
A√
2

+∞∑

k=−∞
I2k re
t[0,2Tb] (t− 2kTb) sin

[
πt

2Tb
− kπ

]
(175)

Comme sin(a− b) = sin a cos b− cos a sin b,
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sI(t) =
A√
2

+∞∑

k=−∞
I2k re
t[0,2Tb] (t− 2kTb) sin

[
πt

2Tb
− kπ

]
(176)

=
A√
2

+∞∑

k=−∞
I2k re
t[0,2Tb] (t− 2kTb)

[
sin

(
πt

2Tb

)
cos (kπ)− cos

(
πt
2Tb

)
sin (kπ)

]
(177)

=
A√
2

+∞∑

k=−∞
I2k re
t[0,2Tb] (t− 2kTb) sin

(
πt

2Tb

)
cos (kπ) (178)

=
+∞∑

k=−∞

A√
2
I2k (−1)

k
re
t[0,2Tb] (t− 2kTb) sin

(
πt

2Tb

)
(179)

= cos

(
π

2
− πt

2Tb

) +∞∑

k=−∞

A√
2
I2k (−1)

k
re
t[0,2Tb] (t− 2kTb) (180)

= cos

(
πt

2Tb
− π

2

) +∞∑

k=−∞

A√
2
I2k (−1)

k
re
t[0,2Tb] (t− 2kTb) (181)
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De même,

sQ(t) = sin

(
πt

2Tb
− π

2

) +∞∑

k=−∞

A√
2
I2k+1 (−1)k re
t[0,2Tb] (t− (2k + 1)Tb) (182)

L'enveloppe instantanée du signal modulé vaut :

a(t) =
√
s2I(t) + s2Q(t) (183)

=

√(
A√
2

)2

cos2
(
πt

2Tb
− π

2

)
+

(
A√
2

)2

sin2
(
πt

2Tb
− π

2

)
(184)

= A (185)

La phase instantanée :

ϕ(t) = tan−1

[
sQ(t)

sI(t)

]
(186)
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= tan−1


tan

(
πt

2Tb
− π

2

) ∑+∞
k=−∞

A√
2
I2k+1 (−1)

k
re
t[0,2Tb] (t− (2k + 1)Tb)

∑+∞
k=−∞

A√
2
I2k (−1)

k
re
t[0,2Tb] (t− 2kTb)




(187)

00

01 11

10

−g(t) sin (2πfct + ϕc)

g(t) cos (2πfct + ϕc)

Figure 23: Diagramme de 
onstellation pour la modulation MSK.
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Figure 24: Treillis de phase pour la modulation MSK.
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Figure 25: Illustration de la modulation MSK : (a) séquen
e binaire I(t), (b) sI(t),
(
) sQ(t), (d) sI(t) cos (2πfct), (e) sQ(t) sin (2πfct) et (f) signal modulé s(t).
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Type de modulation angulaire de la MSK?

Comme l'enveloppe est 
onstante et que la variation de phase vaut

∆ϕ(t) = ± πt

2Tb
(188)

On peut é
rire

s(t) = A cos

(
2πfct±

πt

2Tb

)
(189)

= A cos

[
2π

(
fc ±

1

4Tb

)
t

]
(190)

La modulation MSK est don
 une modulation de fréquen
e (dont l'ex
ursion est égale à

∆f = 1
4Tb

).
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Densité spe
trale de puissan
e

L'enveloppe 
omplexe du signal modulé est à nouveau donnée par

es(t) =

+∞∑

k=−∞
Ak g(t− kTb) e

jkπ
2

(191)

où le signal de mise en forme g(t) et la variable aléatoire Ak valent respe
tivement

g(t) = re
t[0,2Tb] (t) sin

(
πt

2Tb

)
(192)

Ak ∈ {+A,−A} (193)

Après 
al
ul de la transformée de Fourier du signal de mise en forme H(f) =

G
(
f + 1

4Tb

)
,

γv(f) =
16A2Tb
π2





cos
[
2π
(
f + 1

4Tb

)
Tb

]

1− 16
(
f + 1

4Tb

)2
T 2
b





2

(194)
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La densité spe
trale de puissan
e d'un signal modulé en MSK s'exprime �nalement par

γs(f) =
4A2Tb
π





(
cos [2π (f − fc)Tb]

1− 16 (f − fc)
2
T 2
b

)2

+

(
cos [2π (f + fc)Tb]

1− 16 (f + fc)
2
T 2
b

)2


 (195)
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Figure 26: Comparaison des densités spe
trales de puissan
e.

La modulation utilisée pour la transmission GSM est une variante de la MSK ; il s'agit d'une

te
hnique appelée Gaussian Minimum Shift Keying (GMSK) pour laquelle l'onde de

mise en forme est une gaussienne.
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations

� Aspe
ts de type système des te
hniques de télé
ommuni
ations

� Modulations numériques

� Modélisation du 
anal pour transmissions numériques et interféren
e inter-symbolique

� Étalement de spe
tre

� Multiplexage et a

ès au multiplex

� Étude du tra�
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations

� Aspe
ts de type système des te
hniques de télé
ommuni
ations

� Modulations numériques

� Modélisation du 
anal pour transmissions numériques et interféren
e inter-symbolique

� Étalement de spe
tre

� Multiplexage et a

ès au multiplex

� Étude du tra�


� Étude des supports de transmission

� Transmission dans le réseau téléphonique

� Ingénierie des radio
ommuni
ations mobiles terrestres

� Fon
tionnement du système de positionnement GPS
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Modélisation du 
anal pour la transmission de signaux numériques

et interféren
e inter-symboles

� Dé�nition de l'interféren
e inter-symboles

� Critère de Nyquist

� Canal idéal de Nyquist

� Impulsion en 
osinus surélevé

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 102



Modulation de base

Théorème 2. [Formule d'interpolation de Whittaker℄ Soit y(t) un signal analogique

intégrable de spe
tre borné [−W,W ]. Soit {y[nTb]} l'ensemble de ses é
hantillons de pas

Tb = 1/fb. La fon
tion y(t) s'é
rit 
omme la série de fon
tions (ave
 W = fb/2)

y(t) =

+∞∑

n=−∞
y[nTb]sinc

(
t− nTb
Tb

)
(196)

Tb 2Tb t

y[0]
y[1]

y[2]

y(t)

Figure 27: Interprétation des termes de la formule d'interpolation de Whittaker.
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Interprétation de la formule d'interpolation

� y(t) : signal analogique 
omplet (et théoriquement parfait)

� y[nTb] : é
hantillons à 
aden
e Tb

� sinc
(
t−nTb

Tb

)
= p(t) : onde de mise en forme (pulse) dont le spe
tre est stri
tement

limité à [−W,W ], 
e qui est malheureusement irréalisable.

Quid des imperfe
tions dans un 
anal ?

� Bruit ? ⇒ ré
epteur �adapté�

� Onde de mise en forme ? Certaines ondes de mise en forme sont impossibles à réaliser.

� Multi-trajets, obsta
les, et
 ⇒ voir 
hapitres sur les radio-
ommuni
ations mobiles ter-

restres

Au ré
epteur, on n'est pas intéressé par y(t), mais par 
ette valeur au moment de prendre

la dé
ision sur le symbole transmis. Autrement dit, y[kTb] au droit de l'entrée de l'organe

de dé
ision.
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Choix d'une onde de mise en forme p(t)

Considérations :

1. p(t) doit être limité dans le temps. Ainsi, p(t) = 0 pour t < −τ . En e�et, si le k-ième

symbole arrive au temps kT − τ , il ne peut 
ontribuer à y(t) avant kT − τ .

2. P(f) doit essentiellement être un signal passe-bande, dont le 
ontenu est surtout 
on�né

dans [− 1
2Tb
, − 1

2Tb
].

3. en l'absen
e de bruit, on doit retrouver le signal exa
t.

On peut noter qu'il est impossible de réaliser 1. et 2.

Il faut don
 regarder si au delà d'un 
ertain intervalle p(t) est su�samment pro
he de 0 et

l'o

upation fréquentielle su�samment faible en dehors de la bande passante.
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Dé�nition de l'interféren
e inter-symboles

Filtre de mise en

forme gE(t)

Canal de

transmission h(t)

Horloge

s(t)

gaussien w(t)
Bruit blan


x(t)

y(t)

Organe de

dé
ision

Filtre ré
epteur

gR(t)

Canal

Ré
epteur

y[ti]

Modulation PAM

en ti = iTb

Σ

seuil λ

1 si y[ti] > λ 0 si y[ti] < λ

Signal d'entrée binaire {bk}

{Ak}
Émetteur

É
hantillonnage
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Modèle

La sortie du �ltre de ré
eption peut s'é
rire sous la forme

y(t) =
+∞∑

k=−∞
Akδ(t− kTb)⊗ gE(t)⊗ h(t)⊗ gR(t) + w(t)⊗ gR(t) (197)

où le symbole ⊗ est une 
onvolution.
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Modèle

La sortie du �ltre de ré
eption peut s'é
rire sous la forme

y(t) =
+∞∑

k=−∞
Akδ(t− kTb)⊗ gE(t)⊗ h(t)⊗ gR(t) + w(t)⊗ gR(t) (197)

où le symbole ⊗ est une 
onvolution.

On adopte les notations (on 
hoisit µ tel que p(0) = 1) :

µp(t) = gE(t)⊗ h(t)⊗ gR(t) (198)

n(t) = w(t)⊗ gR(t) (199)

Dans le domaine fréquentiel,

µP(f) = GE(f)H(f)GR(f) (200)
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Comme w(t) est modélisé 
omme un bruit blan
 additif gaussien de moyenne nulle

y(t) = µ
+∞∑

k=−∞
Akp(t− kTb) + n(t) (201)

Le signal y(t) à la sortie du �ltre de ré
eption est é
hantillonné aux instants ti = iTb

y[ti] = µ
+∞∑

k=−∞
Akp[(i− k)Tb] + n[ti] (202)

= µAi +
+∞∑

k = −∞
k 6= i

Akp[(i− k)Tb] + n[ti] (203)
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Analyse de y[ti] = µAi +
∑+∞

k = −∞
k 6= i

Akp[(i− k)Tb] + n[ti]

� Signal utile : µAi

� Bruit :

�

∑+∞
k = −∞
k 6= i

Akp[(i−k)Tb] représente l'e�et résiduel de tous les autres bits transmis

sur le i-ème bit. Il est appelé interféren
e inter-symboles. On doit annuler, du moins

tenter de minimiser 
e bruit �arti�
iel�.

� on réduit la puissan
e du bruit n[ti] grâ
e au �ltre du ré
epteur (suppression du bruit

hors bande).

Minimiser le terme d'interféren
e inter-symboles à l'entrée de l'organe de dé
ision permet

d'augmenter le rapport signal à bruit. Au bout du 
ompte, 
ela permet de réduire Pe.

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 109



Critère de Nyquist

But : 
hoisir la forme de p(t) de manière à minimiser, voire éliminer, le terme d'interféren
e.
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Critère de Nyquist

But : 
hoisir la forme de p(t) de manière à minimiser, voire éliminer, le terme d'interféren
e.

Il faut que l'impulsion p(t) véri�e la 
ondition

p[(i− k)Tb] =

{
1 si i = k
0 si i 6= k

(204)

où p[0] = 1 par normalisation. Pour une transmission en bande de base idéale en l'absen
e

de bruit.

On 
her
he la forme �idéale� de p(t). Pour la déterminer, on va inje
ter les 
ontraintes sur

p[(i− k)Tb] dans l'expression de la transformée de Fourier.
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Élaboration du 
ritère de Nyquist

Version é
hantillonnée de p(t)

Considérons la version é
hantillonnée de p(t) représentée par la séquen
e d'é
hantillons

{p[mTb]} pour m = 0,±1,±2, ... Le signal

ps(t) =
+∞∑

m=−∞
p[mTb]δ(t−mTb) (205)

représente alors une version é
hantillonnée du signal p(t).

Sa transformée de Fourier du signal vaut

Ps(f) = fb

+∞∑

m=−∞
P(f −mfb) (206)

où fb = 1/Tb est le débit binaire (ou rythme) exprimé en [b/s].
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Deux expressions pour la transformée de Fourier Ps(f)

Analytiquement, elle peut en
ore s'é
rire sous la forme

Ps(f) =

∫ +∞

−∞

+∞∑

m=−∞
[p[mTb]δ(t−mTb)] e

−2πjft dt (207)

mais vu que la somme se réduit au terme 
orrespondant à m = 0, on peut en
ore é
rire

Ps(f) =

∫ +∞

−∞
p[0]δ(t)e−2πjtf dt = 1 (208)

En 
ombinant Ps(f) = fb
∑+∞

m=−∞P(f −mfb) et Ps(f) = 1 :

+∞∑

m=−∞
P(f −mfb) = Tb (209)
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C'est le 
ritère de Nyquist pour une transmission en bande de base idéale en l'absen
e de

bruit.

Proposition 2. [Critère de Nyquist℄ La transformée de Fourier P(f) de l'impulsion

p(t) élimine totalement l'interféren
e inter-symboles pour des é
hantillons pris toutes les Tb
se
ondes si elle véri�e la 
ondition

+∞∑

m=−∞
P(f −mfb) = Tb (210)
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�Canal� idéal de Nyquist

La façon la plus simple de satisfaire le 
ritère de Nyquist 
onsiste à 
hoisir pour P(f)
une impulsion de forme re
tangulaire

P(f) =

{
1

2W −W < f < W
0 |f | > W

(211)

=
1

2W
re
t[−W,+W ] (f) (212)

où la bande de base du système W est dé�nie par

W =
fb
2

=
1

2Tb
(213)

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 114



1.0

Instants d’échantillonnage

intervalles du signal

0 321−3 −2 −1

0.5

(b)

(a)

−1 0 1

1.0

2WP (f)

Tb

f
W

t
Tb

p(t)

W = 1
2Tb

=
fb
2
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Autres formes d'impulsion

Il existe 
ependant des raisons pour lesquelles l'impulsion en sinus 
ardinal ne peut être

utilisée en pratique :

1. elle né
essite que P(f) soit 
onstante sur l'intervalle de fréquen
e [−W,+W ] et nulle
partout ailleurs.

2. la fon
tion p(t) dé
roît en 1/|t| pour |t| élevé ; elle dé
roît don
 très lentement, les sinus


ardinal se réper
uteront don
 sur des é
hantillons lointains.

Impulsion en 
osinus surélevé dont le spe
tre est donné par

P(f) =





1
2W 0 ≤ |f | < f1

1
4W

{
1− sin

[
π(|f |−W )
2W−2f1

]}
f1 ≤ |f | ≤ 2W − f1

0 |f | ≥ 2W − f1

(214)

La 
onstante f1 et la bande de base W sont liées par (α est le fa
teur de rollo�)

α = 1− f1
W

(215)
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Bande passante du système BT égale à

BT = 2W − f1 =W (1 + α) (216)
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Remarques pratiques

µP(f) = GE(f)H(f)GR(f) (217)

C'est don
 l'ensemble des �ltres d'une 
haîne qu'il faudrait �optimiser�, en in
luant H(f)
qui est in
onnu !

Solution :

1. estimer H(f) au moyen de Ĥ(f).

2. 
ompenser H(f) au moyen de l'inverse de Ĥ(f).

En 
on
lusion, après 
ompensation, on doit avoir

µP(f) = GE(f)GR(f) (218)
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Mais 
omment 
hoisir les �ltres à l'émission et à la ré
eption ?

Dans un système réel :

� il faut �ltrer à l'émission, pour éviter d'émettre des parasites dans les bandes voisines.

� il faut �ltrer à la ré
eption, pour éliminer la 
ontribution de puissan
e du bruit hors

bande.

� P(f) est 
ontraint à une 
ertaine expression

=⇒ on peut répartir P(f) sur l'émission et la ré
eption (on parle parfois de demi-Nyquist)

Analogie ave
 le 
anal idéal pour la transmission de signaux analogiques :

H(f) = Ae−2πjfτ
(219)
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations

� Aspe
ts de type système des te
hniques de télé
ommuni
ations

� Modulations numériques

� Modélisation du 
anal pour transmissions numériques et interféren
e inter-symbolique

� Étalement de spe
tre

� Multiplexage et a

ès au multiplex

� Étude du tra�
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations

� Aspe
ts de type système des te
hniques de télé
ommuni
ations

� Modulations numériques

� Modélisation du 
anal pour transmissions numériques et interféren
e inter-symbolique

� Étalement de spe
tre

� Multiplexage et a

ès au multiplex

� Étude du tra�


� Étude des supports de transmission

� Transmission dans le réseau téléphonique

� Ingénierie des radio
ommuni
ations mobiles terrestres

� Fon
tionnement du système de positionnement GPS
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Étalement de spe
tre

� Introdu
tion

� Utilisation

� Te
hniques d'étalement

� Étalement dire
t

� Prin
ipes de base

� Génération de séquen
es pseudo-aléatoires

� Prin
ipe de la transmission en bande de base

� Étalement dire
t par modulation BPSK

� Étude des performan
es

� Gain d'étalement

� Probabilité d'erreur

� Marge d'interféren
e

� Capa
ité
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Introdu
tion

Obje
tifs Domaine militaire Appli
ation 
ommer
iale

Lutte 
ontre le brouillage

√ √

A

ès multiple

√ √

Déte
tion di�
ile

√

Prote
tion des données

√ √

Appel séle
tif

√ √

Identi�
ation

√ √

Navigation

√ √

Prote
tion 
ontre les multi-trajets

√ √

Faible densité de �ux émis

√ √

Table 2: Appli
ations de systèmes à étalement de spe
tre.

Il existe essentiellement deux te
hniques d'étalement du spe
tre

� l'étalement par sauts de fréquen
e ou Frequen
y Hoping.

� l'étalement dire
t ou Dire
t Spreading (DS). Cette te
hnique porte aussi le nom Code-

Division Multiplexing (CDM).
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Prin
ipes de base de l'étalement dire
t

Dans un système à étalement de spe
tre, on 
onsidère deux types de signaux :

1. le signal 
ontenant les données à transmettre, de période Tb,

2. le signal permettant d'e�e
tuer l'étalement, de période Tc (on parle de �
hip�), nettement

plus petite que Tb.

Par la suite, nous prendrons

Tb = NTc (220)

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 124



f

f

NW0

t

t

t f
NW

0

Tb

Signal binaire (données)

Séquen
e d'étalement

Signal étalé

W−W 0

−NW

−NW

Tc

(un bit)

F

F

F

Figure 28: Exemple d'étalement d'un signal de données binaires.
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Densités spe
trales

-1

-1

− 1
Tc

− 1
T

f

f

Période d'un symbole

Tb

Symbole de

données

+1 F

F

t

Période du 
hip

Tc

+1

étalé

Symbole

DOMAINE TEMPOREL

1
Tc

1
T

DENSITE SPECTRALE DE PUISSANCE

DOMAINE FREQUENTIEL

T

Tc

Figure 29: E�et de la multipli
ation par une séquen
e sur le spe
tre.
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Génération des séquen
es pseudo-aléatoires

....

2

m

1

Flip-�op

Séquen
e

de sortie

Horloge

Cir
uit logique

Figure 30: Registre à dé
alage à 
ontre-réa
tion.

modulo-2

Additionneur

Flip-�op

Séquen
e

de sortie

s3s2s1s0

Horloge

3

21

Figure 31: Exemple de registre à dé
alage linéaire.
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Propriétés d'une séquen
e de longueur maximale

1. [Espéran
e℄

L'espéran
e vaut

E {c(t)} =
1

N
(221)

Contrairement à une séquen
e aléatoire, l'espéran
e n'est pas nulle mais elle diminue

ave
 la taille du 
ode d'étalement.

2. [Périodi
ité de la fon
tion d'auto-
orrélation℄

La fon
tion d'auto
orrélation d'une séquen
e de longueur maximale est périodique.

3. [Fon
tion d'auto
orrélation℄

La fon
tion d'auto
orrélation d'une séquen
e de longueur maximale est donnée par

Γcc (τ) =

{
1− N+1

NTc
|τ | , |τ | ≤ Tc

− 1
N ailleurs

(222)
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Densité spe
trale de puissan
e d'un signal étalé

γc(f) =
1

N2
δ(f) +

1 +N

N2

+∞∑

n=−∞, n 6=0

(
sin(π n

N )

π n
N

)2

δ

(
f − n

NTc

)
(223)

Comparons une séquen
e de longueur maximale et une séquen
e réellement aléatoire :

� sur une période de la séquen
e de longueur maximale, la fon
tion d'auto
orrélation de

c(t) est similaire à 
elle de la séquen
e aléatoire.

{
1− |τ |

Tc
|τ | ≤ Tc

0 |τ | > Tc
(224)

Les densités spe
trales des deux séquen
es ont une même enveloppe.

� la di�éren
e fondamentale réside dans le fait que le spe
tre de la séquen
e aléatoire

est 
ontinu tandis que 
elui de la séquen
e de longueur maximale est 
omposé de raies

espa
ées de 1/NTc.
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0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1

t

Séquen
e binaire

-1

1.0

(a)

−Tc
0−NTc NTc

(b)

f
0− 1

Tc

(
)

Tc

NTc

+1

Tc

2
Tc

1
Tc

− 2
Tc 1

NTc

τ

Γcc (τ)

γc(f)
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N
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Choix d'une séquen
e de longueur maximale

[2,1℄

[3,1℄

[4,1℄

[5,2℄, [5,4,3,2℄, [5,4,2,1℄

[6,1℄, [6,5,2,1℄, [6,5,3,2℄

[7,1℄, [7,3℄, [7,3,2,1℄, [7,4,3,2℄, [7,6,4,2℄, [7,6,3,1℄,

[7,6,5,2℄, [7,6,5,4,2,1℄, [7,5,4,3,2,1℄

[8,4,3,2℄, [8,6,5,3℄, [8,6,5,2℄, [8,5,3,1℄, [8,6,5,1℄,

[8,7,6,1℄, [8,7,6,5,2,1℄, [8,6,4,3,2,1℄

Registre à dé
alage

de longueur m

4

6

8

2

3

5

7

Con�gurations possibles pour la rétroa
tion

Figure 32: Table permettant de 
onstruire le registre à dé
alage adéquat.

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 131



Séquen
e

Flip-�op

(b)

(a)

de sortie

de sortie

5

4

32

1

Horloge

Horloge

modulo-2

Additionneur

Séquen
e

Flip-�op

5432

1

Figure 33: Deux s
hémas possibles pour m = 5.
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Registres

Bit de rétroa
tion 1 0 0 0 0 Bit de sortie

0 0 1 0 0 0 0

1 1 0 1 0 0 0

0 0 1 0 1 0 0

1 1 0 1 0 1 0

1 1 1 0 1 0 1

1 1 1 1 0 1 0

0 0 1 1 1 0 1

1 1 0 1 1 1 0

1 1 1 0 1 1 1

0 0 1 1 0 1 1

0 0 0 1 1 0 1

... ... ... ... ... ... ...

Table 3: Évolution du registre au 
ours d'une période de la séquen
e.
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Prin
ipe de la transmission en bande de base

Soit la séquen
e binaire {bk} représentant l'information à transmettre. On dé�nit une onde


ontinue b(t) par un 
odage de type NRZ bipolaire ±1.

Tc

t

t

NTc

(b)

(
)

t
0

(a)

Signal de données b(t)

Code d'étalement c(t)

Tb

Signal étalé m(t)

+1

-1

-1

0

+1

0

-1

+1
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NRZ

NRZ

m(t) r(t)

i(t)

Σ

(a)

(b)

1 si v > 0

0 si v < 0

Seuil λ = 0

Organe de

∫ Tb
0 dt

r(t)

(
)

X

c(t)

z(t) v

désision

m(t)
X

b(t)

c(t)

{bk}

{ck}

m(t) = c(t)b(t) (225)

M(f) = B(f)⊗ C(f) =
∫ +∞

−∞
C(τ)B(f − τ) dτ (226)

La séquen
e c(t) joue le r�le de 
ode d'étalement.
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Ré
eption

Le ré
epteur reçoit le signal étalém(t) bruité par des interféren
es 
ara
térisées par le signal
i(t)

r(t) = m(t) + i(t) (227)

= c(t)b(t) + i(t) (228)

Si l'émetteur et le ré
epteur sont parfaitement syn
hronisés, la sortie du multipli
ateur est

z(t) = c(t)r(t) (229)

= c2(t)b(t) + c(t)i(t) (230)

Le signal c2(t) est égal à 1 pour tout instant t. D'où

z(t) = b(t) + c(t)i(t) (231)
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Étalement dire
t par modulation BPSK

Filtre

passe-bas

X

(b)

En
odeur

NRZ

X

B-PSK

x(t)

(a)

y(t)
0 si v < 0

1 si v > 0

données binaires

Séquen
e de

{bk}
b(t) m(t)

Modulateur

Porteuse

Générateur

de 
ode PN

c(t)

Déte
teur 
ohérent

Signal reçu
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Figure 34: S
héma-blo
 de la modulation DS/BPSK.
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Figure 35: Modulation et démodulation BPSK du signal.
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Bruits présents dans le 
anal

� un bruit blan
 additif gaussien, qui modélise la présen
e d'une somme de bruits indépen-

dant entre eux.

� des interféren
es à bande étroite, qui viennent se �loger� dans 
ertaines bandes de fré-

quen
e.

� les signaux BPSK/CDMA des autres utilisateurs.

Si M représente le nombre d'utilisateurs dans la même bande de fréquen
e, on 
onsidère

généralement une puissan
e de bruit égale à M − 1 fois la puissan
e nominale d'un

utilisateur.
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Analyse du s
héma

Emetteur

Canal

Ré
epteur

s(t) x(t)
XΣ

Générateur

binaire PSK

Modulation

Déte
teur


ohérent

Porteuse lo
ale

Porteuse

Signal de

données b(t)
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c(t)

Générateur

de 
ode PN


ode PN

lo
al de

c(t)

y(t) u(t)
Estimation

de b(t)
X

Figure 36: Permutation entre étalement et modulation de phase

Pour la fa
ilité, on permute deux étapes de modulation. Les interféren
es sont modélisées

par j(t) qui est de type passe-bande.
Au ré
epteur,

u(t) = c(t)y(t) = c(t)[s(t)c(t) + j(t)] (232)

= c2(t)s(t) + c(t)j(t) = s(t) + c(t)j(t) (233)
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Performan
es : gain d'étalement

Un 
al
ul 
omplet débou
he sur

10 log

(
S

N

)

OUT

= 10 log

(
S

N

)

IN

+ 3 + 10 log

(
Tb
Tc

)
(234)

Le terme de 3 dB provient de l'utilisation de la déte
tion 
ohérente.
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Performan
es : gain d'étalement

Un 
al
ul 
omplet débou
he sur

10 log

(
S

N

)

OUT

= 10 log

(
S

N

)

IN

+ 3 + 10 log

(
Tb
Tc

)
(234)

Le terme de 3 dB provient de l'utilisation de la déte
tion 
ohérente.

Dé�nition 13. On dé�nit le gain d'étalement (en [dB]) 
omme

GE = 10 log

(
Tb
Tc

)
(235)
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Performan
es : gain d'étalement

Un 
al
ul 
omplet débou
he sur

10 log

(
S

N

)

OUT

= 10 log

(
S

N

)

IN

+ 3 + 10 log

(
Tb
Tc

)
(234)

Le terme de 3 dB provient de l'utilisation de la déte
tion 
ohérente.

Dé�nition 13. On dé�nit le gain d'étalement (en [dB]) 
omme

GE = 10 log

(
Tb
Tc

)
(235)

Probabilité d'erreur pour la modulation DS/BPSK :

Pe ≃
1

2
erfc

(√
Eb

ITc

)
(236)
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où I est la puissan
e moyenne du signal d'interféren
e I = 1
Tb

∫ Tb

0
j2(t) dt
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Performan
es : marge d'interféren
e

Dé�nissons 
ertains paramètres

� S [W ] le niveau de puissan
e du signal utile, égal au produit de l'énergie par bit et de la

fréquen
e d'émission des bits,

� B [Hz] la largeur du 
anal spe
tral disponible,

� Rb =
1
Tb

[Hz] le débit utile ou la fréquen
e bit du message à transmettre,

� Eb [J =W × s] l'énergie par bit,
� I [W ] le niveau de puissan
e des signaux d'interféren
e (
elui-
i 
omprend tous les types

d'interféren
e), et

� N0 [W/Hz] la densité spe
trale de bruit.

Interprétation : le rapport suivant est 
omme un rapport du niveau d'interféren
e à signal

utile

I

S
=

N0B

Eb/Tb
=

BTb
Eb/N0

=
B/Rb

Eb/N0
(237)
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Pour un rapport énergie à bruit requis au ré
epteur

(
Eb
N0

)
req

, on dispose d'une marge

I

S
[dB] =

B

Rb
[dB]−

(
Eb

N0

)

req

[dB] (238)

Le rapport

I
S est appelé marge d'interféren
e tandis que le rapport

B
Rb

est le gain d'étalement.

En e�et,

B

Rb
=
Tb
Tc

(239)

Pour un gain d'étalement unitaire, la valeur du rapport

(
Eb
N0

)
est égale au rapport signal

S à interféren
e I .
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Performan
es : 
apa
ité d'un système à étalement de spe
tre

Proposition 3. La 
apa
ité d'un système à étalement de spe
tre est proportionnelle au gain

d'étalement.

Pour l'établir, supposons qu'un utilisateur soit le seul à o

uper la bande de fréquen
es.

� La puissan
e de porteuse est alors

C = S = Eb/Tb = RbEb (240)

� La puissan
e de bruit à l'entrée de la station de base vaut

I = BN0 (241)

Dès lors, le rapport de la puissan
e de porteuse d'un mobile à l'entrée de la station de base

vaut

C

I
=
RbEb

BN0
=
Eb/N0

B/Rb
(242)

Soit M le nombre de mobiles traités par la 
ellule. Les autres mobiles produisent une

puissan
e d'interféren
e

I = C(M − 1) (243)
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e qui 
onduit à

C

I
=

1

M − 1
(244)

En 
ombinant les deux expressions de

C
I , on en déduit

M =
B

Rb

1

Eb/N0
+ 1 ≃ B

Rb

1

Eb/N0
(245)
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Puissan
e = C

Puissan
e = C

B

W

marge

Figure 37: Interprétation de l'étalement de spe
tre.
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Autres gains

� Fa
teur d'o

upation α de 50%, 
e qui statistiquement mène à un nombre d'utilisateurs

simultanés

M ≃ B

Rb

1

Eb/N0

1

α
(246)
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Autres gains

� Fa
teur d'o

upation α de 50%, 
e qui statistiquement mène à un nombre d'utilisateurs

simultanés

M ≃ B

Rb

1

Eb/N0

1

α
(246)

� Dire
tivité des antennes. Elle amène un gain G supplémentaire 
onduisant à une valeur

de M de

M ≃ B

Rb

1

Eb/N0

1

α
G (247)
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Autres gains

� Fa
teur d'o

upation α de 50%, 
e qui statistiquement mène à un nombre d'utilisateurs

simultanés

M ≃ B

Rb

1

Eb/N0

1

α
(246)

� Dire
tivité des antennes. Elle amène un gain G supplémentaire 
onduisant à une valeur

de M de

M ≃ B

Rb

1

Eb/N0

1

α
G (247)

� Fa
teur de réutilisation de fréquen
e Fe inférieur à l'unité (pour le GSM, Fe ≃ 1.).

Fe =
Surfa
e utile

Surfa
e géographique totale

(248)
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Autres gains

� Fa
teur d'o

upation α de 50%, 
e qui statistiquement mène à un nombre d'utilisateurs

simultanés

M ≃ B

Rb

1

Eb/N0

1

α
(246)

� Dire
tivité des antennes. Elle amène un gain G supplémentaire 
onduisant à une valeur

de M de

M ≃ B

Rb

1

Eb/N0

1

α
G (247)

� Fa
teur de réutilisation de fréquen
e Fe inférieur à l'unité (pour le GSM, Fe ≃ 1.).

Fe =
Surfa
e utile

Surfa
e géographique totale

(248)

Estimation �nale pour le nombre d'utilisateurs par 
ellule

M ≃ B

Rb

1

Eb/N0

1

α
GFe (249)
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations
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Axes du 
ours
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ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations

� Aspe
ts de type système des te
hniques de télé
ommuni
ations

� Modulations numériques

� Modélisation du 
anal pour transmissions numériques et interféren
e inter-symbolique

� Étalement de spe
tre

� Multiplexage et a

ès au multiplex

� Étude du tra�
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations

� Aspe
ts de type système des te
hniques de télé
ommuni
ations

� Modulations numériques

� Modélisation du 
anal pour transmissions numériques et interféren
e inter-symbolique

� Étalement de spe
tre

� Multiplexage et a

ès au multiplex

� Étude du tra�


� Étude des supports de transmission

� Transmission dans le réseau téléphonique

� Ingénierie des radio
ommuni
ations mobiles terrestres

� Fon
tionnement du système de positionnement GPS
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Multiplexage et a

ès au multiplex

� Multiplexage : prin
ipes et modes d'a

ès

� Multiplexage par répartition en fréquen
es

� Multiplexage par répartition temporelle

� Exemple : système téléphonique numérique entre 
entraux

� Multiplexage par répartition de 
odes
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Multiplexage

Historiquement, on distingue prin
ipalement :

� le multiplexage en fréquen
es (Frequen
y Division Multiplexing - FDM). Cette te
hnique

de multiplexage alloue une bande de fréquen
es spé
i�que à 
haque signal.

� le multiplexage temporel (Time Division Multiplexing - TDM). Il 
onsiste à réguler les

moments d'o

upation du 
anal pour 
haque signal.
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Multiplexage

Historiquement, on distingue prin
ipalement :

� le multiplexage en fréquen
es (Frequen
y Division Multiplexing - FDM). Cette te
hnique

de multiplexage alloue une bande de fréquen
es spé
i�que à 
haque signal.

� le multiplexage temporel (Time Division Multiplexing - TDM). Il 
onsiste à réguler les

moments d'o

upation du 
anal pour 
haque signal.

Te
hnique plus ré
ente : multiplexage par étalement de spe
tre

Pour les �bres optiques :

� te
hniques de multiplexage par longueurs d'onde (Wave Division Multiplexing - WDM)

� quelques variantes parti
ulièrement adaptées à la transmission à très haut débit (Dense

Wave Division Multiplexing - DWDM) .
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A

ès multiple

Dès lors qu'il y a multiplexage et don
 partage des ressour
es, il 
onvient de dé�nir

� des moyens te
hniques pour a

éder à 
es ressour
es individuelles. On parle de méthodes

d'a

ès telles que le FDMA (la lettre A désignant A

ess), TDMA, CDMA, . . .
� des stratégies pour disposer du 
anal. C'est par le biais de stratégies qu'on espère atteindre

au haut de performan
e (haut débit, faible délai, faible taux de 
ongestion, . . .). La
question des stratégies ne sera pas abordée i
i.
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Multiplexage par répartition en fréquen
es : prin
ipe

f−f3 f3

f−f3 f3

−f2 f2

−f2 f2

−f1 f1

−f1 f1

f

f

f

X1(f)

X2(f)

X3(f)

f1

f2

f3

f

f

Signal multiplexé

Figure 38: Prin
ipe du multiplexage en fréquen
e.
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f−f3 f3−f2 f2−f1 f1

Signal multiplexé

f

X3(f)

f

X2(f)

f

X1(f)

f2 f3f1

f1 f2 f3

Figure 39: Prin
ipe du démultiplexage en fréquen
e.
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Bande passante et a

ès au multiplex

W >
∑

i

Wi (250)

Temps

Fréquen
e

A

B

C

Canal physique

Utilisateur 1

Utilisateur 2

Non o

upé

A,B,C : porteuses

Figure 40: Partage des ressour
es par multiplexage en fréquen
e : le FDMA (Frequen
y

Division Multiple A

ess).
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Multiplex de téléphonie analogique entre 
entraux (obsolète en

pratique)

0

Supergroupe

de 5 groupes

de 12 voix

1 voix

4 kHz

Groupe basique

108

104

100

96

92

88

84

80

76

72

68

64

12

11

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

108 kHz

60

552 kHz

504

456

408

360

312

Fréquen
e porteuse

des groupes (en kHz)

612

564

516

468

420

5

4

3

2

1

Fréquen
e porteuse

des voix (en kHz)

Figure 41: Les étapes de 
onstitution d'un groupe de base et d'un super-groupe.
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groupes basiques

60 108

420

468

516

564

612

fréquen
es porteuses

kHz

groupe No1 2 3 4 5

411.920

312

360

408

456

504

552

Figure 42: Constitution de super-groupes.
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Multiplexage par répartition temporelle : prin
ipe

Le multiplexage par répartition temporelle = TDM (Time Division Multiplexing)

M

U

L

T

I

P

L

E

X

M

U

L

T

I

P

L

E

X

1
2

n

1

n

2

Voies BV

Voie HV

Figure 43: Multiplex temporel.

N1 2 3N1 2 3

Te

mots de repère

Figure 44: Mot de repère.

L'ensemble 
onstitué du mot de repère et de l'information de même rang pour toutes les

voies est appelé trame.
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Bande passante

.

.

.

.

.

.

s1

s2 s2

sN

s2
..... .....

.....

.....

signal en bande de base

syn
hronisation


anal

s1
s1

s2

s1

t

sN
sN

sour
e 1

sour
e 2

sour
e N

utilisateur 1

utilisateur 2

utilisateur N

Figure 45: S
héma de multiplexage temporel.

Le nombre total d'é
hantillons pour tous les signaux vaut ns =
∑

i 2WiT

Si le signal �nal est en bande de base W , il faut 2W é
hantillons. Pour l'intervalle T , on a

don


ns = 2WT =
∑

i

2WiT (251)

Dès lors,

W =
∑

i

Wi (252)
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A

ès au multiplex

Fréquen
e

Temps

Canal physique

1 2 3 4 1 2

3 4

Utilisateur 1

Utilisateur 2

Non o

upé

1,2,3,4 : timeslots

Figure 46: Partage des ressour
es par multiplexage en temps : le TDMA (Time Division

Multiple A

ess).
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Système téléphonique numérique PCM 30 voies européen

Cara
téristiques

Il permet de transmettre simultanément sur un même support 30 voies téléphoniques 
las-

siques :

� B = bande passante du signal à 
oder = 300− 3400 [Hz] et fe = 8 [kHz].
� numérisation PCM ave
 loi A (=87,6) de 
ompression 13 segments sur 8 bits, Dbv =
débit basse vitesse = 64 [kb/s].

� multiplexage temporel à 32 intervalles de temps (IT) 
omprenant un IT de verrouillage

de trame (VT) et un IT de signalisation (SI).
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Stru
ture de la trame

Elle est dé
oupée en 32 IT, 
ha
un 
omposé d'un o
tet (8 bits), numérotés de 0 à 31.

0 1 2 ...... 16 ...... 30 31

Figure 47: Stru
ture de la trame.

0 1 2 ...... 16 ...... 30 31

87654321 3, 9[µs]

488[ns]

Figure 48: Stru
ture de la trame au niveau bit.
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d′c′b′a′dcba
IT16 trame T15

125[µs]

T10T11T12T13T14T15

125[µs]

IT IT IT IT IT IT
0 1 2 3

1101100X

XXXXXΦ1X

XXΦX0000

d′c′b′a′dcba

d′c′b′a′dcba

7654321P

Mot alterné :

1 trame sur 2

488[ns]

Mot VMT

IT16 trame T1

IT16 trame T2

Signalisation

Signalisation

Signalisation

Voie 16

Voie 17

Voie 30

X : bits libres

Φ : bits d'alarmes

16 31

T9T8T7T6T5T4T3T2T1T0

Signalisation

Voie 1

Signalisation

Voie 2

Signalisation

Voie 15

Mot VT IT16 de la T0
IT1 à 15
IT17 à 31

30 voies téléphoniques

MULTITRAME

3, 9[µs]

Figure 49: Multitrame.
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Multiplexage par répartition de 
odes

i
Transmetteur du

ème utilisateur j
Transmetteur du

ème utilisateur

i ème utilisateur

Ré
epteur du

bi(t − τ )

ci(t − τ )

cos (2πfct)

i j

cos (2πfct)

bj(t) = 0
utilisateur

utilisateur


anal

cos (2πfct)cos (2πfct)

ci(t − τ )

cj(t)

cj(t)

dé
ision

organe

vi > 0 vj > 0
soit 0 si

soit 1 si soit 0 si

soit 1 si

vi < 0 vj < 0

seuil à 0

seuil à 0

vi vj jème utilisateur

Ré
epteur du

∫ Tb
0 dt

∫ Tb
0

dt

organe

dé
ision

Figure 50: S
héma d'analyse pour l'inter
orrélation des séquen
es étalées.
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L'interféren
e de i à l'entrée de l'organe de dé
ision de j vaut

vj(τ)|bj(t)=0 =

∫ Tb

0

bi(t− τ)cj(t)ci(t− τ)dt (253)

= ±
∫ Tb

0

cj(t)ci(t− τ)dt (254)

On peut 
hoisir de réé
rire 
ette équation sous la forme

vj(τ)|bj(t)=0 = ±TbΓji(τ) (255)

où

Γji(τ) =
1

Tb

∫ Tb

0

cj(t)ci(t− τ)dt (256)

Cette moyenne temporelle est appelée fon
tion d'inter
orrélation partielle.
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Figure 51: Fon
tion d'inter
orrélation de deux séquen
es pseudo-aléatoires de période

N = 63 ([6, 1] et [6, 5, 2, 1]).
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A

ès au multiplex (CDMA)

Fréquen
e

Temps

Code

Canal physique

Utilisateur 1

Utilisateur 2

Non o

upé

Figure 52: Multiplexage de ressour
es par répartition de 
ode (Code Division Multiple

A

ess).
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Combinaison de te
hniques de multiplexage

Fréquen
e

Temps

A

B

C

A,B,C : porteuses

2 3 4 1 2

3 4

Utilisateur 1

Utilisateur 2

Non o

upé

1,2,3,4 : timeslots

1

Figure 53: Partage de ressour
es par multiplexage en temps et en fréquen
e, 
ombinaison

du TDMA et du FDMA.
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Comparaison de normes de mobilophonie
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Système GSM DCS-1800 IS-54 IS-95 (DS)

Mode d'a

ès TDMA/FDMA TDMA/FDMA TDMA/FDMA CDMA/FDMA

Bande de fréquen
e

Montée (Mhz) 890-915 1710-1785 824-849 824-849

Des
ente (Mhz) 935-960 1805-1880 869-894 869-894

(Europe) (Europe) (USA) (USA)

Espa
ement des 
anaux

Des
ente (kHz) 200 200 30 1250

Montée (kHz) 200 200 30 1250

Modulation GMSK GMSK π/4 DQPSK BPSK/QPSK

Puissan
e du mobile

Max./Moyenne 1W/125mW 1W/125mW 600mW/200mW 600mW

Codage de voix RPE-LTP RPE-LTP VSELP QCELP

Débit voix (kb/s) 13 13 7,95 8 (var.)

Débit binaire 
anal

Montée (kb/s) 270,833 270,833 48,6

Des
ente (kb/s) 270,833 270,833 48,6

Trame (ms) 4,615 4,615 40 20

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 169



Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations
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� Aspe
ts de type système des te
hniques de télé
ommuni
ations

� Modulations numériques
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e inter-symbolique

� Étalement de spe
tre

� Multiplexage et a

ès au multiplex

� Étude du tra�


Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 170



Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations

� Aspe
ts de type système des te
hniques de télé
ommuni
ations

� Modulations numériques

� Modélisation du 
anal pour transmissions numériques et interféren
e inter-symbolique

� Étalement de spe
tre

� Multiplexage et a

ès au multiplex

� Étude du tra�


� Étude des supports de transmission

� Transmission dans le réseau téléphonique

� Ingénierie des radio
ommuni
ations mobiles terrestres

� Fon
tionnement du système de positionnement GPS
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Étude du tra�


� Cara
térisation du tra�
 d'un réseau

� Intensité

� Charge de tra�
 é
oulé

� Charge de référen
e

� Charge o�erte

� Analyse statistique des appels

� Pro
essus de dénombrement

� Variable aléatoire de Poisson : dé�nition et propriétés

� Pro
essus de Poisson

� Temps entre o

urren
es

� Temps de 
ommuni
ation

� Lois d'analyse de tra�


� Modèle d'un système sans mémoire : statistique d'Erlang B

� Dimensionnement

� Autres modèles
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Stru
ture d'un réseau 
ommuté

lien aérien

Téléphone

Téléphone

Commutateur lo
alCommutateur lo
al intermédiaire

Commutateur

�ls de 
uivre �bre optique �ls de 
uivre

Figure 54: Stru
ture d'un réseau 
ommuté.

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 172



Intensité, tra�
 et 
harge : quelles mesures ?

Un réseau téléphonique est 
onstitué de deux types de lignes :

� les lignes où vont transiter les 
ommuni
ations ou les données,

� les lignes où va transiter la signalisation né
essaire à l'établissement de la liaison entre

deux terminaux.

Canal dédié à la signalisation

Canal pour les 
ommuni
ations

Tronçon

Commutateur Commutateur

Figure 55: Fais
eau entre deux 
ommutateurs.
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Mesures d'intensité

2

4

5

1

Nombre de 
ommuni
ations

3

5

temps

temps

Pro�l d'utilisation des lignes

4

3

2

1

0

Figure 56: Pro�l d'a
tivité d'un fais
eau 
omposé de 5 lignes.

Dé�nition 14. [Intensité du tra�
 é
oulé℄ L'intensité du tra�
 é
oulé I est le rapport

entre le volume du tra�
 observé et la période d'observation T .

En fait, l'intensité est un estimateur du tra�
 é
oulé.
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Intensité et mesures dérivées

Pour un fais
eau de N 
ir
uits, l'intensité vaut alors

I =

∫ T

0

∑N
i=1 1i(t)dt

T
=

∑N
i=1

∫ T

0
1i(t)dt

T
(257)

L'intensité de tra�
 représente don
 l'o

upation moyenne du lien durant une 
ertaine pé-

riode. Bien que l'intensité soit adimensionnelle, on parle d'Erlang, noté [E].
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Intensité et mesures dérivées

Pour un fais
eau de N 
ir
uits, l'intensité vaut alors

I =

∫ T

0

∑N
i=1 1i(t)dt

T
=

∑N
i=1

∫ T

0
1i(t)dt

T
(257)

L'intensité de tra�
 représente don
 l'o

upation moyenne du lien durant une 
ertaine pé-

riode. Bien que l'intensité soit adimensionnelle, on parle d'Erlang, noté [E].

En pratique, on utilise deux paramètres importants pour 
ara
tériser le tra�
 :

1. le taux moyen d'appels entrants λe, mesuré en [appels/s],

2. la durée moyenne d'un appel tm, en [s/appel]. Si #T représente le nombre d'appels

e�e
tués pendant l'intervalle de temps T , alors la durée moyenne vaut

tm =

∑N
i=1

∫ T

0
1i(t)dt

#T
(258)
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Charge(s)

Dé�nition 15. [Charge de tra�
 é
oulé℄ On dé�nit la 
harge é
oulée d'un fais
eau,

exprimée en Erlang, 
omme le produit du taux d'appels entrants (don
 é
oulés) par la durée

moyenne d'appel. On la note Ae.

Ae = λetm (259)
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Charge(s)

Dé�nition 15. [Charge de tra�
 é
oulé℄ On dé�nit la 
harge é
oulée d'un fais
eau,

exprimée en Erlang, 
omme le produit du taux d'appels entrants (don
 é
oulés) par la durée

moyenne d'appel. On la note Ae.

Ae = λetm (259)

Charge de référen
e

La 
harge maximale disponible sur un fais
eau à N liens vaut théoriquement N . Elle 
or-

respond à une o

upation permanente des 
anaux.

Lors de l'étude du tra�
, il faut distinguer deux types de 
harge :

1. la 
harge o�erte, 
'est la 
harge qui serait transportée par le réseau s'il pouvait honorer

toutes les demandes de 
onnexion.

2. la 
harge é
oulée ; la 
harge réellement mesurée dans le réseau.
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Charge o�erte

La 
harge o�erte est utilisée dans la dé�nition de la 
harge A.

Dé�nition 16. La 
harge o�erte A vaut

A = λtm (260)

où λ est le taux moyen de tentatives d'appels.

Il est d'usage de 
hoisir une 
harge de référen
e pour une heure de pointe, représentant la


harge à allouer par utilisateur. Par exemple, le réseau doit réserver une 
apa
ité A0 de

0, 02 à 0, 1 [E].

Un réseau bien dimensionné est tel que la 
harge é
oulée est fort pro
he de la 
harge o�erte

en période de pointe et égale hors période de pointe.
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Mesures dans un réseau réel

On peut obtenir d'un 
entral téléphonique les valeurs suivantes, pour une période donnée

(typiquement un quart d'heure) :

� durée moyenne d'un appel. Attention, 
ertains appels ont démarré avant la période de


al
ul ou se terminent après.

� nombre de tentatives d'appel (
ompteur).

� nombre d'appels é
oulés (
ompteur).

� nombre d'appels qui se sont terminés (
ompteur).
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Analyse statistique des appels

Pour 
al
uler la 
apa
ité d'un réseau téléphonique, il faut tenir 
ompte de deux paramètres :

1. le nombre de tentatives d'appels durant une période déterminée et

2. la durée des appels.
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Pro
essus de dénombrement

Nous allons partir d'un pro
essus aléatoire de dénombrement ou de 
omptage D(t) qui

détermine pour tout temps t le nombre d'appels initiés après t = 0.

D(t)

t

D1

D8

1

2

3

4

5

∆T

Figure 57: Réalisations d'un pro
essus de 
omptage.
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Si λ△T représente la probabilité de réussite de 
ha
une des variables D1, D2, . . ., 
onsi-
dérant un intervalle de temps T = m△T , on obtient les probabilités suivantes :

1. probabilité d'avoir n tentatives d'appels pendant la durée T et don
 sur lesm intervalles

de temps ∆T (n réussites pour la loi binomiale) :

(λ∆T )n =

(
λT

m

)n

(261)

2. probabilité d'avoirm−n intervalles de temps∆T sans tentative d'appel (m−n é
he
s)

(1− λ∆T )m−n =

(
1− λT

m

)m−n

(262)
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Loi binomiale

Le nombre d'o

urren
es Dm obtenues pendant un intervalle de temps T = m△T obéit

dès lors à la fon
tion de densité de probabilité suivante (loi binomiale)

fDm(n) = p(Dm = n) =

{
Cn

m

(
λT
m

)n (
1− λT

m

)m−n
n = 0, 1, . . . , m

0 n 6= 0, 1, . . . , m
(263)

La variable aléatoire Dm, représentant le nombre de tentatives d'appel pendant l'intervalle

de temps T , est une variable aléatoire binomiale de moyenne m(λTm ) = λT .
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Variable aléatoire de Poisson : dé�nition et propriétés

Lorsque △T → 0

fDm(n) = Cn
m

(
λT

m

)n(
1− λT

m

)m−n

(264)

=
m!

n!(m− n)!

(
λT

m

)n(
1− λT

m

)m−n

(265)

=
m(m− 1) . . . (m− n+ 1)

n!

(λT )n

mn

(
1− λT

m

)m−n

(266)

=
m(m− 1) . . . (m− n+ 1)

mn

(λT )n

n!

(
1− λT

m

)m−n

(267)

Dès lors,

lim
m→+∞

fDm(n) =

{
(λT )n

n! e−λT n = 0, 1, . . . , m
0 n 6= 0, 1, . . . , m

(268)

qui est la variable aléatoire de Poisson de paramètre α = λT .
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Variable de Poisson

Dé�nition 17. [Variable aléatoire de Poisson℄ On appelle variable aléatoire de Pois-

son une variable aléatoire D dis
rète dont la densité de probabilité est

fD(n) =

{
(λT )n

n! e−λT n = 0, 1, . . .
0 n 6= 0, 1, . . .

(269)

Théorème 3. Soit à e�e
tuer n tirages. Pour 
haque tirage, la probabilité de l'événement

pertinent est dé�nie égale à

α
n, où α > 0 est une 
onstante et n > α. Soit une variable aléatoire

Sn qui dénombre les o

urren
es d'événements pertinents pour n tirages e�e
tués. Lorsque

n→ +∞, la densité de probabilité de Sn 
onverge vers une loi de Poisson de paramètre α.

Théorème 4. L'espéran
e et la varian
e d'une variable aléatoire de Poisson valent toutes

deux α

µD = α (270)

σ2
D = α (271)
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Pro
essus de Poisson

Dé�nition 18. [Pro
essus de Poisson℄ Un pro
essus de dénombrement D(t) est un

pro
essus de Poisson d'intensité λ s'il respe
te la double 
ondition suivante

(1) le nombre d'o

urren
es durant tout intervalle de temps ]t0, t1], D(t1) −D(t0), est une

variable aléatoire de Poisson d'espéran
e λ(t1 − t0), et
(2) pour toute paire d'intervalle ]t0, t1], ]t2, t3], le nombre d'o

urren
es durant 
es intervalles,

D(t1)−D(t0) et D(t3)−D(t2), sont des variables aléatoires indépendantes.
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Temps entre o

urren
es

D(t)

t

1

2

3

4

5

X1 X2 X3 X4 X5

o

urren
e 4

o

urren
e 1

Théorème 5. Les variables aléatoires X1, X2, . . . représentant les temps entre o

urren
es

d'un pro
essus aléatoire de Poisson d'intensité λ sont indépendantes et elles ont pour densité

de probabilité

fXn(x) =

{
λe−λx x ≥ 0
0 x < 0

(272)

Corollaire 1. La probabilité P0 de ne pas avoir d'o

urren
es pendant l'intervalle de temps

t vaut
P0(λt) = e−λt

(273)
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Temps de 
ommuni
ation

� Hypothèse 1 : temps de 
ommuni
ation 
onstant.

La probabilité d'avoir n 
ir
uits o

upés s'obtient par la loi de Poisson. Cette probabilité

vaut

fD(n) =
An

e

n!
e−Ae

(274)

� Hypothèse 2 : temps de 
ommuni
ation à dé
roissan
e exponentielle.

La probabilité que la 
onversation dure plus longtemps de t vaut alors

P (> t) = e−
t

tm
(275)

où tm est le temps de 
ommuni
ation moyen.
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Dimensionnement d'un tronçon

� On peut mesurer 
ertaines grandeurs (λ, tm, et
). A défaut, on prend des valeurs de

bonne pratique (
harge de référen
e pour un 
lient suivant son pro�l, et
).

� On 
onnaît la loi de dénombrement pour appels é
oulés, tentatives d'appel et relâ
hement

de lignes. Il s'agit de la même loi (loi de Poisson), mais leur paramètre est di�érent.

� Il faut déterminer la probabilité Pk d'avoir k lignes o

upées parmi un tronçon (fais
eau)

de N lignes. C'est PN qui est important (en heure de pointe).

Démar
he :

� détermination des équations de transition, faisant intervenir p(k; t) et p(k; t+ dt).
� ajout d'une hypothèse pour réduire le nombre d'in
onnues.

� établissement de la valeur de PN .
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Modèle d'un système ave
 perte (sans mémoire) : statistique

d'Erlang B

Nombre de tentatives d'appel

Pendant l'intervalle de temps△t (intervalle de temps d'observation), le nombre de tentatives

d'appel NA est don
 une variable aléatoire de Poisson telle que

p(NA = n) =
(λ△t)n
n!

e−λ△t, n = 0, 1, . . . (276)

où λ représente le nombre moyen de tentatives par unité de temps.
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Modèle d'un système ave
 perte (sans mémoire) : statistique

d'Erlang B

Nombre de tentatives d'appel

Pendant l'intervalle de temps△t (intervalle de temps d'observation), le nombre de tentatives

d'appel NA est don
 une variable aléatoire de Poisson telle que

p(NA = n) =
(λ△t)n
n!

e−λ△t, n = 0, 1, . . . (276)

où λ représente le nombre moyen de tentatives par unité de temps.

Nombre d'arrêts d'appel (relâ
hements de ligne)

De même, le nombre d'arrêts ND pour un nombre d'arrêt moyen η par unité de temps vaut

p(ND = n) =
(η△t)n
n!

e−η△t, n = 0, 1, . . . (277)
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Charge

À tout moment, la 
harge �u
tue entre 0 et N appels en 
ours. Pour un intervalle de temps

très 
ourt dt,
� la probabilité d'avoir exa
tement une tentative d'appel (n = 1) vaut λdte−λdt ≃ λdt
� la probabilité d'avoir un appel qui se termine vaut ηdte−ηdt ≃ ηdt.
Dès lors, à supposer que k lignes sur un total de N lignes soient o

upées à l'instant t, on

al
ule respe
tivement trois probabilités sur un intervalle de temps dt
� P1 la probabilité d'une tentative d'appel,

� P2 la probabilité d'un arrêt et

� P3 la probabilité d'un statu quo en matière d'o

upation de lignes.
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Charge

À tout moment, la 
harge �u
tue entre 0 et N appels en 
ours. Pour un intervalle de temps

très 
ourt dt,
� la probabilité d'avoir exa
tement une tentative d'appel (n = 1) vaut λdte−λdt ≃ λdt
� la probabilité d'avoir un appel qui se termine vaut ηdte−ηdt ≃ ηdt.
Dès lors, à supposer que k lignes sur un total de N lignes soient o

upées à l'instant t, on

al
ule respe
tivement trois probabilités sur un intervalle de temps dt
� P1 la probabilité d'une tentative d'appel,

� P2 la probabilité d'un arrêt et

� P3 la probabilité d'un statu quo en matière d'o

upation de lignes.

Elles valent respe
tivement

P1 = λdt (278)

P2 = C1
k(ηdt)

1(1− ηdt)k−1 ≃ kηdt (279)

P3 = (1− λdt)(1− kηdt) ≃ 1− λdt− kηdt (280)
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Équations des transitions

Dé�nissons alors p(k; t+ dt) 
omme la probabilité qu'il y ait k lignes o

upées à l'instant

t+ dt. Il est alors possible de déterminer p(k; t+ dt) en utilisant les probabilités P1, P2 et

P3

p(k; t+ dt) = P3 p(k; t) + P1 p(k − 1; t) + P2 p(k + 1; t) (281)

≃ (1− λdt− kηdt) p(k; t) + λdt p(k − 1; t) + (k + 1)ηdt p(k + 1; t)

Il existe 
ependant deux 
as parti
uliers 
orrespondant à k = 0 et k = N

p(0; t+ dt) = (1− λdt) p(0; t) + ηdt p(1; t) (282)

représentant le 
as où au
une ligne n'est o

upée et

p(N ; t+ dt) = (1− λdt−Nηdt) p(N ; t) + λdt p(N − 1; t) (283)

pour le 
as où toutes les lignes sont o

upées.
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En régime

On peut faire l'hypothèse que les probabilités ne sont pas fon
tion du temps et é
rire

p(k; t+ dt) = p(k; t) = Pk, k = 0, 1, 2, ..., N (284)

L'équation de transition devient

Pk = (1− λdt− kηdt)Pk + λdtPk−1 + (k + 1)ηdt Pk+1 (285)

⇒ 0 = [(−λ− kη)Pk + λPk−1 + (k + 1)η Pk+1] dt (286)

⇒ (λ+ kη)Pk = λPk−1 + (k + 1)η Pk+1, 0 < k < N (287)

De même, les deux 
as parti
uliers deviennent

λP0 = η P1, k = 0 (288)

(λ+Nη)PN = λPN−1, k = N (289)

De plus, les probabilités Pk doivent respe
ter la 
ondition suivante

P0 + P1 + ...+ PN = 1 (290)
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L'expression de Pk véri�ant toutes 
es 
onditions est donnée par

Pk =
(λ/η)k

k!∑N
i=0

(λ/η)i

i!

(291)

Cette formule représente ainsi la probabilité d'avoir k lignes o

upées.
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Formule d'Erlang B

L'état qui résulte d'une o

upation de toutes les lignes est appelé 
ongestion. Si un appel est

rejeté en raison d'une o

upation des N lignes, la probabilité de 
et événement de blo
age

est 
elle de PN (k = N)

B = PN =
(λ/η)N

N !∑N
i=0

(λ/η)i

i!

(292)

Cette expression de la probabilité de blo
age est la formule dite d'Erlang B.
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Formule d'Erlang B

L'état qui résulte d'une o

upation de toutes les lignes est appelé 
ongestion. Si un appel est

rejeté en raison d'une o

upation des N lignes, la probabilité de 
et événement de blo
age

est 
elle de PN (k = N)

B = PN =
(λ/η)N

N !∑N
i=0

(λ/η)i

i!

(292)

Cette expression de la probabilité de blo
age est la formule dite d'Erlang B.

Proposition 4. [Espéran
e de la loi la distribution d'Erlang B℄ L'espéran
e des

probabilités Pk fournit le nombre moyen de lignes o

upées, 
'est-à-dire la 
harge du tra�


é
oulé. Cette espéran
e vaut

E{k} = A(1−B) (293)

La probabilité de blo
age s'exprime don
 par l'expression

B = PN =
AN

N !∑N
k=0

Ak

k!

, A =
λ

η
(294)
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Interprétation

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
10

−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

N = 10, 20, 30, 40, 50

B

A/N

Figure 58: Loi de probabilité Erlang B.

N 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

A 4,5 12,0 20,3 29,0 37,9 46,9 56,1 65,4 74,7 84,1

A
N 0,45 0,60 0,68 0,73 0,76 0,78 0,80 0,82 0,83 0,84

Table 4: Illustration des proportions pour B = 0, 01
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Dimensionnement

B B
N 0,01 0,005 0,003 0,001 N 0,01 0,005 0,003 0,001

1 0,01 0,005 0,003 0,001 31 21,2 19,9 19,0 17,4

2 0,153 0,105 0,081 0,046 32 22,0 20,7 19,8 18,2

3 0,46 0,35 0,29 0,19 33 22,9 21,5 20,6 19,0

4 0,87 0,7 0,6 0,44 34 23,8 22,3 21,4 19,7

5 1,4 1,1 1,0 0,8 35 24,6 23,2 22,2 20,5

6 1,9 1,6 1,4 1,1 36 25,5 24,0 23,1 21,3

7 2,5 2,2 1,9 1,6 37 26,4 24,8 23,9 22,1

8 3,1 2,7 2,5 2,1 38 27,3 25,7 24,7 22,9

9 3,8 3,3 3,1 2,6 39 28,1 26,5 25,5 23,7

10 4,5 4,0 3,6 3,1 40 29,0 27,4 26,3 24,4

11 5,2 4,6 4,3 3,7 41 29,9 28,2 27,2 25,2

12 5,9 5,3 4,9 4,2 42 30,8 29,1 28,0 26,0

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

Table 5: Tables de la loi d'Erlang B.
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Autres modèles

Tentatives et essais re
onduits.

Appelons A′
la 
harge réelle qui tient 
ompte de la re
onduite des tentatives é
houées. On

a

A′ = A+AB + (AB)B + (AB2)B + ... =
A

1−B
(295)
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Type d'analyse Traitement des appels perdus Formule de blo
age

Formules pour un grand nombre (in�ni) de sour
es de tra�


Erlang B pas de re
onduite B1 =
PN∑N
k=0 Pk

ave
 Pk = Ak

k!

Re
onduite des appels é
houés re
onduits si B est la probabilité d'erreur

appels é
houés tant qu'ils é
houent A′ = A/(1−B)

Erlang C appels é
houés pla
és dans B = B1[
1−A(1−B1)

N

]

une �le d'attente in�nie

Molina idem que Erlang C B = 1− e−A
∑N−1

k=0 Pk = e−A
∑∞

k=N Pk

Formules pour un nombre �ni de sour
es, M

Engest pas de re
onduite B2(ρ) =
pN∑N
k=0 pk

, pk =

(
M
k

)
ρk

et A(ρ) ≃ Mρ
[1+ρB2(ρ)]

Bernoulli appels perdus retenus B =
∑M

k=N

(
M
k

)(
A
M

)k (
1− A

M

)M−k

Table 6: Résumé de di�érentes formules de blo
age.
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10 15 20 25 30 35 40 45 50
10

−3

10
−2

10
−1

10
0

Re
onduite des

B

tentatives d'appel

A [Erlang℄

Erlang C

Molina

Erlang B

Figure 59: Comparaison des probabilités de blo
age.
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations

� Aspe
ts de type système des te
hniques de télé
ommuni
ations

� Modulations numériques

� Modélisation du 
anal pour transmissions numériques et interféren
e inter-symbolique

� Étalement de spe
tre

� Multiplexage et a

ès au multiplex

� Étude du tra�
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations

� Aspe
ts de type système des te
hniques de télé
ommuni
ations

� Modulations numériques

� Modélisation du 
anal pour transmissions numériques et interféren
e inter-symbolique

� Étalement de spe
tre

� Multiplexage et a

ès au multiplex

� Étude du tra�


� Étude des supports de transmission

� Transmission dans le réseau téléphonique

� Ingénierie des radio
ommuni
ations mobiles terrestres

� Fon
tionnement du système de positionnement GPS
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Transmission sur ligne à paires symétriques et réseau téléphonique

� Introdu
tion

� Probabilité d'erreur par paquet

� Transmission par ligne

� Propriétés éle
triques

� Modèle

� Étude fréquentielle

� Exemples de lignes

� Réseau téléphonique

� Diaphonie et transmission à haut débit

� Prin
ipe

� Étude de la diaphonie

� NEXT, FEXT, rapport signal à bruit

� Estimation de la 
apa
ité de 
anal

� Information, in
ertitude et entropie

� Canal dis
ret sans mémoire

� Information mutuelle

� Capa
ité de 
anal
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Introdu
tion

1

1

10

100

1000

10 100 1000 10000

Fibre monomode

Fibre à gradient d'indi
e

Câble

Paire torsadée

Distan
e maximale [km℄

Débit [Mb/s℄

Figure 60: Comparaison de divers supports de transmission.
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Limitations

Plusieurs phénomènes a�e
tent la transmission d'un signal numérique par une onde éle
-

tromagnétique. Citons en quelques-uns :

Atténuation L'atténuation est un phénomène équivalent à une perte d'énergie du signal

se propageant. On l'exprime généralement en [dB] par kilomètre.

Distorsion

Dispersion La dispersion est le phénomène à l'origine d'un étalement de l'onde, 
e qui dans

le 
as de 
ommuni
ations numériques, se réper
ute par une 
onfusion entre symboles

su

essifs.

Bruit
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Probabilité d'erreur par paquet

Soit N la taille des paquets à transmettre. La probabilité d'erreur par paquet vaut le


omplémentaire de la probabilité qu'au
un des N bits ne soit erroné.

PP = 1− (1− Pe)
N

(296)

en négligeant les termes du se
ond ordre, on obtient

PP ≃ N × Pe si N × Pe ≪ 1 (297)

Exemple. Une taille de paquet de N = 105 bits et un taux d'erreur par bit Pe = 10−7


onduisent à PP ≃ 10−2
.
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Transmission par ligne

Dé�nition 19. On appelle ligne tout support physique de transmission 
onstitué d'un milieu

matériel �ni.

Les deux formes de lignes les plus 
ourantes sont

� la paire torsadée 
onstituée de deux 
ondu
teurs arrangés en héli
e et

� la paire 
oaxiale formée de deux 
ondu
teurs 
on
entriques séparés par un isolant.

Dé�nition 20. On appelle 
âble de transmission, tout support physique 
onstitué d'un

ensemble de lignes.

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 205



Propriétés éle
triques du 
uivre

En régime statique.

Résistan
e

Un �l de 
uivre de se
tion S présente une résistan
e au 
ourant de valeur

R =
ρl

S
(298)

où ρ et l désignent respe
tivement la résistivité et la longueur.

l

L

l

r

h

Figure 61: Résistan
e d'un 
ondu
teur.
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Capa
itan
e

Les 
apa
itan
es par unité de longueur valent respe
tivement

C =
2πǫ

ln(r2/r1)
(299)

C =
πǫ

ln(s/r)
(300)

r

r

r2

r1

Coaxe
Paire de �ls

Fil au-dessus d'un plan

s

s

Figure 62: Se
tion de di�érentes lignes.

Indu
tan
e

Quant à la valeur de l'indu
tan
e, elle s'obtient en tirant pro�t de la propriété générale

suivante

LC = ǫ (301)
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Propagation

Lignes de 
hamp magnétique

Lignes de 
hamp éle
trique

bi�laire

2 plans


oaxe

Figure 63: Con�guration du 
hamp éle
tromagnétique en mode TEM pour quelques types

de lignes.
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Modèle éle
trique

Ldz Rdz

Gdz Cdz

Figure 64: Segment de ligne in�nitésimal.
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Paramètres primaires

R, L, C et G sont appelés paramètres primaires de la ligne ave


� R = résistan
e linéique élémentaire, représentant la résistan
e de la ligne par unité de

longueur [Ω/m]. Elle dépend en parti
ulier de la se
tion et de la nature du 
ondu
teur,

� L = indu
tan
e linéique [H/m], modélisant la présen
e d'un �ux variable autour et entre

les stru
tures 
ondu
tri
es,

� C = 
apa
ité linéique [F/m], 
ara
térisant la 
apa
ité du diéle
trique 
onstituant la

ligne,

� G = admittan
e linéique [Ω−1/m], représentant les pertes diéle
triques et les défauts

d'isolation de la ligne. Elle dépend de la nature des isolants.
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Équations des télégraphistes

En mettant bout à bout des segments de ligne in�nitésimaux,

∂V

∂z
= −RI − L

∂I

∂t
(302)

−∂I
∂z

= GV + C
∂V

∂t
(303)

V (z)

I(z + dz) = I(z) − dI

Générateur

I(z) Ldz Rdz

Gdz
Cdz

V (z + dz)
= V (z) − dV

Charge

Figure 65: Modèle d'une ligne de transmission éle
trique.
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Solution du système

∂2V

∂z2
= RGV + (RC + LG)

∂V

∂t
+ LC

∂V 2

∂t2
(304)
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Solution du système

∂2V

∂z2
= RGV + (RC + LG)

∂V

∂t
+ LC

∂V 2

∂t2
(304)

Cas parti
ulier 1 : ligne sans perte

Dans le 
as d'une ligne sans perte (R = G = 0),

∂2V

∂z2
= LC

∂V 2

∂t2
(305)


e qui 
orrespond à

V (z, t) = (A cos kz + B sin kz)(C cos 2πft+D sin 2πft) (306)
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Solution du système

∂2V

∂z2
= RGV + (RC + LG)

∂V

∂t
+ LC

∂V 2

∂t2
(304)

Cas parti
ulier 1 : ligne sans perte

Dans le 
as d'une ligne sans perte (R = G = 0),

∂2V

∂z2
= LC

∂V 2

∂t2
(305)


e qui 
orrespond à

V (z, t) = (A cos kz + B sin kz)(C cos 2πft+D sin 2πft) (306)

Cas parti
ulier 2 : régime permanent

En régime permanent, V (z, t) = V (z)ejωt
. La solution est de la forme

∂2V

∂z2
= (R+ jLω)(G+ jCω)V (z) = γ2V (z) (307)
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En prenant une 
onstante de propagation γ = α+ jβ, on obtient

V (z) = Vie
−γz + Vre

γz
(308)

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 213



Atténuation et spe
tre

Téléphone : 0 − 4kHz

en remontée : 25 − 100kHz

en des
ente : 100kHz − 1MHz

f

Figure 66: Spe
tre d'un signal ADSL.
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Paramètres se
ondaires

Les paramètres primaires ne modélisent la ligne que d'une manière mi
ros
opique. On leur

préfère souvent les paramètres dits se
ondaires suivants pour déterminer les propriétés ma-


ros
opiques du support :

� impédan
e 
ara
téristique Zc.

En pratique, on doit absolument tenir 
ompte de la valeur de l'impédan
e lors du ra

or-

dement de lignes ou d'équipements à un réseau (adaptation d'impédan
e)

� 
oe�
ient de propagation γ
Par dé�nition : γ = α+ jβ où

� α = a�aiblissement linéique en Néper/mètre [Np/m]
� β = déphasage linéique (en [rad/m])
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Relations entre les paramètres primaires et se
ondaires

Les paramètres primaires et se
ondaires sont liés par les relations suivantes

Zc =

√
R+ jωL

G+ jωC
(309)

γ =
√
(R+ jωL)(G+ jωC) (310)

Si G = 0,

Zc ≃
√
R+ jωL

jωC
(311)

γ ≃
√
(R+ jωL)jωC (312)
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Étude fréquentielle des paramètres

À haute fréquen
e,

γ ≃
√
(R+ jωL)jωC (313)

≃
√
jωC

√
jωL

√
1 +

R

jωL
(314)

≃
√
jωC

√
jωL

(
1 +

R

j2ωL

)
(315)

≃ 1

2
R

√
C

L
+ jω

√
LC (316)

On admet que

� C et L sont indépendants de la fréquen
e.

� R est proportionnel à

√
f : R = R0

√
f
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Atténuation en dé
ibels

A [dB] = 20 log
[
e−k

√
fLo

]
=

20 ln
[
e−k

√
fLo

]

ln 10
(317)

Dès lors, l'a�aiblissement linéique vaut

A [dB] = A0

√
fLo (318)

où Lo désigne la longueur de la ligne.

Passer de Lo à 2Lo double les pertes.
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Exemples de lignes

Lignes à paires symétriques

Fréquen
e R [Ω/km] L [µH/km] |Z|c [Ω] α [mNp/km]

10 [kHz] 52,3 766 188 151

120 [kHz] 98,7 67,5 156 363

Table 7: Ordres de grandeur des paramètres d'une ligne téléphonique.
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Lignes pour transmissions numériques

Dans un réseau lo
al, les 
âbles peuvent être 
onstitués de

� paires non blindées (UTP, Unshielded Twisted Pair),

� é
rantées (FTP, Foiled Twisted Pair) ou

� é
rantées paire par paire (STP, Shielded Twisted Pair).

Catégorie Bande passante Exemples d'utilisation

1, 2 Distribution téléphonique (voix)

3 16 [MHz] Voix numérique, réseaux lo
aux

Ethernet 10 [Mb/s] et Any Lan

4 20 [MHz] Réseaux Token Ring

5 100 [MHz] Réseaux lo
aux Ethernet 10 et

100 [Mb/s], Token Ring et Any

Lan

Table 8: Catégories de 
âbles.

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 220



Lignes à paires 
oaxiales

diéle
trique

gaine

d
D

(ǫr)

âme

Figure 67: Vue de fa
e d'un 
âble 
oaxial.

Pour des 
ondu
teurs en 
uivre :

α [Np/km] =
0, 692× 10−3

√
ǫrf

[
1
d +

1
D

]

log(D/d)

ave
 d et D en [mm], f en [Hz].

Type D [mm] Zc [Ω] α [dB/100m] à 200 [MHz] α [dB/100m] à 3 [GHz]

RG58W 4,95 50 24 140

RG35BU 17,27 75 4,7 37

Table 9: Cara
téristiques de deux 
âbles 
oaxiaux.

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 221



Réseau téléphonique

Analogique
Analogique

Réseau numérique

Figure 68: Ligne analogique.

On parle de 
ir
uit ou de mode 
onne
té.

Bande passante : [300Hz, 3400Hz] ; on parle de la bande vo
ale.
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Transmission par modem

Analogique

Réseau numérique

Modem

Analogique

Modem

Figure 69: Transmission par modem dans la bande [300Hz, 3400Hz].
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Réseau Numérique à Intégration de Servi
es (RNIS)

Pour un a

ès de base, l'abonné dispose de 2 
anaux à 64 [kb/s]. Ces 
anaux sont 
ompa-

tibles ave
 les 
anaux 64 [kb/s] utilisés entre 
entraux.

Analogique

Réseau numérique

N

NT1

Numérique Numérique

Figure 70: RNIS.
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Transmission ADSL

ATM / IPSplitter

Réseau numérique

Modem

Figure 71: Con�guration d'une 
onnexion ADSL.
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Filtre de séparation
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Figure 72: Filtre de séparation pour les signaux d'une ligne 
onvertie à l'ADSL et sa


ourbe de gain.
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Diaphonie et transmission à haut débit

Prin
ipe

Paire 3

Paire 2

Paire 1

Figure 73: La diaphonie provient de la proximité des paires de 
uivre.
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Paradiaphonie et télédiaphonie

Selon que la ligne perturbatri
e provoque un parasite vers l'une ou l'autre des extrémités

de la ligne parasitée, on parle de paradiaphonie ou de télédiaphonie.

Z

Z

Paradiaphonie

Z

du signal

Puissan
e Z

Z

Z

Z

Z
du signal

Puissan
e

Télédiaphonie

Ligne

perturbatri
e

Ligne

utile

Figure 74: Paradiaphonie et télédiaphonie.
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Diaphonie dans le réseau téléphonique

Le NEXT (Near-End Crosstalk) et le FEXT (Far-End Crosstalk) représentent respe
tive-

ment la para et la télédiaphonie.

NEXT

Paire perturbée

Paire perturbatri
e

Modem

Modem

FEXT

de données

Commutateur

Câble multi-paires

Figure 75: Diaphonie dans le réseau téléphonique
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Appro
he analytique

On 
her
hera don
 à établir une fon
tion de transfert de puissan
e entre lignes de référen
e.

On distingue deux types de modèle pour expliquer les phénomènes de diaphonie :

� le modèle des 
apa
ités non équilibrées et

� le modèle des indu
tan
es non équilibrées.
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Modèle des 
apa
ités non équilibrées

V1(x)
I1(x)

I3(x)

V4(x)

V3(x)

V2(x)

Z1∆x

Y12∆x

Z2∆x

Z3∆x

Y34∆x

Z4∆x

Y24∆xY13∆xY14∆xY23∆x

Y1G∆x

Y2G∆x

Y3G∆x

Y4G∆x

I2(x)

I4(x)

I1(x + ∆x)

I2(x + ∆x)

V1(x + ∆x)

V2(x + ∆x)

I3(x + ∆x)

I4(x + ∆x)

V3(x + ∆x)

V4(x + ∆x)

Figure 76: Modèle 
apa
itif de deux paires

Pour la fa
ilité, on é
rit les 
apa
itan
es 
omme des admittan
es : Y = jωC (on admet

que G = 0). Pour les 
al
uls, les tensions référen
ées par rapport à la masse.

L'appli
ation de la loi des mailles donne les équations suivantes

V1(x+△x) = V1(x)− I1(x)Z1△x (319)
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V2(x+△x) = V2(x)− I2(x)Z2△x (320)

V3(x+△x) = V3(x)− I3(x)Z3△x (321)

V4(x+△x) = V4(x)− I4(x)Z4△x (322)

et l'appli
ation de la loi des n÷uds fournit les équations suivantes

I1(x+△x) = I1(x)− V1(x+△x)Y1G△x− [V1(x+△x)− V2(x+△x)]Y12△x
−[V1(x+△x)− V3(x+△x)]Y13△x− [V1(x+△x)− V4(x+△x)]Y14△x

I2(x+△x) = I2(x)− V2(x+△x)Y2G△x− [V2(x+△x)− V1(x+△x)]Y12△x
−[V2(x+△x)− V3(x+△x)]Y23△x− [V2(x+△x)− V4(x+△x)]Y24△x

I3(x+△x) = I3(x)− V3(x+△x)Y3G△x− [V3(x+△x)− V1(x+△x)]Y13△x
−[V3(x+△x)− V2(x+△x)]Y23△x− [V3(x+△x)− V4(x+△x)]Y34△x

I4(x+△x) = I4(x)− V4(x+△x)Y4G△x− [V4(x+△x)− V1(x+△x)]Y13△x
−[V4(x+△x)− V2(x+△x)]Y24△x− [V4(x+△x)− V3(x+△x)]Y34△x

Dans toutes 
es équations, on peut passer à la limite △x → 0 après avoir divisé tous les

membres par △x.
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Les 8 équations s'expriment alors sous la forme matri
ielle suivante

d

dx




V1
V2
V3
V4
I1
I2
I3
I4




=




0 0 0 0 −Z1 0 0 0
0 0 0 0 0 −Z2 0 0
0 0 0 0 0 0 −Z3 0
0 0 0 0 0 0 0 −Z4

A1 Y12 Y13 Y14 0 0 0 0
Y12 A2 Y23 Y24 0 0 0 0
Y13 Y23 A3 Y34 0 0 0 0
Y14 Y24 Y34 A4 0 0 0 0







V1
V2
V3
V4
I1
I2
I3
I4




= A
−→
S

(323)

où

A1 = −(Y1G + Y12 + Y13 + Y14) (324)

A2 = −(Y2G + Y12 + Y23 + Y24) (325)

A3 = −(Y3G + Y13 + Y23 + Y34) (326)

A4 = −(Y4G + Y14 + Y24 + Y34) (327)
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Changements de variables suivants

V1M = V1 − V2 (328)

V2M = V3 − V4 (329)

V1L =
V1 + V2

2
(330)

V2L =
V3 + V4

2
(331)

I1M =
I1 − I2

2
(332)

I2M =
I3 − I4

2
(333)

I1L = I1 + I2 (334)

I2L = I3 + I4 (335)
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Ces équations peuvent également être regroupées sous forme matri
ielle

−→
S = T




V1M
V1L
V2M
V2L
I1M
I1L
I2M
I2L




= T
−→
S

′
(336)
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où T est une matri
e permettant d'e�e
tuer le 
hangement de variables

T =




1
2 1 0 0 0 0 0 0
−1

2 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1

2 1 0 0 0 0
0 0 −1

2 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1

2 0 0
0 0 0 0 −1 1

2 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1

2
0 0 0 0 0 0 −1 1

2




(337)

Dès lors,

−→
S′ = T−1−→S (338)

L'ensemble s'é
rit �nalement

d

dx

−→
S = A

−→
S (339)

d

dx
T−1−→S = T−1A

−→
S (340)
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d

dx

−→
S

′
= T−1AT

−→
S′

(341)

La 
onséquen
e du 
hangement de variables est le dé
ouplage des équations. Dès lors, en

remplaçant Y par jωC,

d

dx




I1M
I1L
I2M
I2L


 = −jω

4




a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44







V1M
V1L
V2M
V2L


 (342)

où

a11 = C1G + C2G + 4C12 + C13 + C14 + C23 + C24 (343)

a21 = a12 = 2C1G − 2C2G + 2C13 + 2C14 − 2C23 − 2C24 (344)

a31 = a13 = −C13 + C14 + C23 − C24 (345)

a41 = a14 = −2C13 − 2C14 + 2C23 + 2C34 (346)

a22 = 4C1G + 4C2G + 4C13 + 4C14 + 4C23 + 4C24 (347)

a23 = a32 = −2C13 + 2C14 − 2C23 + 2C34 (348)
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a24 = a42 = −4C13 − 4C14 − 4C23 − 4C24 (349)

a33 = C3G + C4G + C13 + C14 + C23 + C24 + 4C34 (350)

a34 = a43 = 2C3G − 2C4G + 2C13 − 2C14 + 2C23 − 2C24 (351)

a44 = 4C3G + 4C4G + 4C13 + 4C14 + 4C23 + 4C24 (352)
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Le paramètre a31 de 
es équations détermine le 
ouplage entre la tension sur une paire et le


ourant induit dans l'autre paire. Ce terme serait nul si toutes les 
apa
itan
es étaient égales.

C'est 
e déséquilibre de 
apa
ités qui est à l'origine d'un e�et diaphonique ; il s'exprime par

d

dx
I2M = −jω

4
CM1M2V1M (353)

où CM1M2 est égal à a31 (ou a13).
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Modèle des indu
tan
es non équilibrées

V1m

I1m

I2m

V2m

∆xM3

∆xM1

∆xM4

∆xM2

Zc

Zc

Zc

Zc

Figure 77: Modèle indu
tif de deux paires.

L'analyse détaillée de la question montre que

d

dx
I2M ≃ jωM

4Z2
c

V1M (354)

où M vaut M1 +M2 +M3 +M4.
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Con
lusion

Il apparaît don
 que les e�ets des deux modèles fournissent un 
ourant perturbateur tel que

d

dx
I2M =

(
jωM

4Z2
c

− jω

4
CM1M2

)
V1M (355)

que l'on é
rira plus généralement

d

dx
I2M = jωQM1M2V1M (356)

où QM1M2 tient 
ompte des e�ets 
apa
itifs et indu
tifs.
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Cal
ul du NEXT

Modem

Modem

Paire perturbatri
e

Paire perturbée

V0(f) V0(f)e
−γ(f)x1

x1

Câble multi-paires

Commutateur

de données

0 x

NEXT

jωQM1M2
V0(f)e

−γ(f)x1jωQM1M2
V0(f)e

−2γ(f)x1

Figure 78: Paradiaphonie au droit de x1.
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Cal
ul du NEXT

Modem

Modem

Paire perturbatri
e

Paire perturbée

V0(f) V0(f)e
−γ(f)x1

x1

Câble multi-paires

Commutateur

de données

0 x

NEXT

jωQM1M2
V0(f)e

−γ(f)x1jωQM1M2
V0(f)e

−2γ(f)x1

Figure 78: Paradiaphonie au droit de x1.

Au droit de x1, la tension sur la paire perturbatri
e vaut

V0(f)e
−γ(f)x1

(357)

Le 
ourant diaphonique induit sur la paire perturbée vaut

d

dx
I2(f, x1) = jωQM1M2V1(f, x1) = jωQM1M2V0(f)e

−γ(f)x1
(358)
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Intégration le long de la ligne

I2(f) =

∫ L

0

jωQM1M2(x)V0(f)e
−2γ(f)xdx (359)

En terme de puissan
e, le signal perturbateur s'exprime par

P2(f) = V2(f)I
∗
2 = ZLI2(f)I

∗
2(f) (360)

QM1M2 est malheureusement in
onnu ⇒ appro
he statistique

E {P2(f)} = E

{
RLV

2
0 (f)

∫ L

0

jωQM1M2(x)e
−2γ(f)xdx

∫ L

0

−jωQ∗
M1M2

(y)e−2γ∗(f)ydy

}

= RLω
2V 2

0 (f)E

{∫ L

0

∫ L

0

QM1M2(x)Q
∗
M1M2

(y)e−2γ(f)xe−2γ∗(f)ydxdy

}
(361)

= RLω
2V 2

0 (f)

∫ L

0

∫ L

0

E
{
QM1M2(x)Q

∗
M1M2

(y)
}
e−2γ(f)xe−2γ∗(f)ydxdy (362)
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Hypothèse

Une hypothèse réaliste 
onsiste à 
onsidérer que QM1M2(x) et Q
∗
M1M2

(y) sont deux varia-

bles non 
orrélées, 
e qui implique

E
{
QM1M2(x)Q

∗
M1M2

(y)
}
= kδ(x− y) (363)

Grâ
e à 
ette hypothèse,

E {P2(f)} = RLω
2V 2

0 (f)

∫ L

0

∫ L

0

kδ(x− y)e−2γ(f)xe−2γ∗(f)ydxdy

= RLω
2V 2

0 (f)k

∫ L

0

e−2γ(f)xe−2γ∗(f)xdx (364)

= RLω
2V 2

0 (f)k

∫ L

0

e−4α(f)xdx (365)

= RLω
2V 2

0 (f)k

[
e−4α(f)x

−4α(f)

]L

0

(366)

=
RLω

2V 2
0 (f)k

−4α(f)

(
e−4α(f)L − 1

)
(367)
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Pour des lignes su�samment longues,

E {P2(f)} =
RLω

2V 2
0 (f)k

4α(f)
(368)

À haute fréquen
e (
e qui est le 
as pour l'ADSL), α est proportionnel à

√
f . D'où

HNEXT (f) =
RLω

2k

4α(f)
=

k′f2

α0

√
f
= KNEXTf

3
2

(369)

Cette expression représente la fon
tion de transfert en puissan
e de la paradiaphonie

(NEXT)
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Cal
ul du FEXT

Modem

Modem

de données

Paire perturbatri
e

Paire perturbée

V0(f)e
−γ(f)x1

x1
V0(f)

jωQM1M2
V0(f)e

−γ(f)L

FEXT

0

Câble multi-paires

Commutateur

jωQM1M2
V0(f)e

−γ(f)x1

Figure 79: Télédiaphonie au droit de x1.
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Cal
ul du FEXT

Modem

Modem

de données

Paire perturbatri
e

Paire perturbée

V0(f)e
−γ(f)x1

x1
V0(f)

jωQM1M2
V0(f)e

−γ(f)L

FEXT

0

Câble multi-paires

Commutateur

jωQM1M2
V0(f)e

−γ(f)x1

Figure 79: Télédiaphonie au droit de x1.

Les 
al
uls mènent à une fon
tion de transfert en puissan
e d'expression

HFEXT (f) = kFEXTf
2e−2α(f)LL (370)

où L est la longueur du tronçon sur lequel agit le FEXT.

Contrairement au NEXT, le FEXT est sensible à la longueur de la zone d'interféren
e ; il

augmente également ave
 la fréquen
e.
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Rapport signal sur bruit

PE PR

FEXT

paire perturbée

paire perturbatri
e

PP

Figure 80: Cal
ul de la densité spe
trale de puissan
e en sortie de la paire en présen
e de

FEXT.

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 247



Rapport signal sur bruit

PE PR

FEXT

paire perturbée

paire perturbatri
e

PP

Figure 80: Cal
ul de la densité spe
trale de puissan
e en sortie de la paire en présen
e de

FEXT.

Dans le 
as du FEXT et par appli
ation du théorème de Wiener-Kint
hine, on obtient

γR(f) = γE(f) ‖Hc(f)‖2 + γP (f)HFEXT (f) (371)
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On en déduit l'expression du rapport signal sur bruit

S(f)

N(f)
=

γE(f) ‖Hc(f)‖2
γP (f)HFEXT (f)

(372)

=
γE(f) ‖Hc(f)‖2

γP (f)Lf2kFEXT ‖Hc(f)‖2
(373)

=
1

Lf2kFEXT
(374)

=
k′

Lf2
(375)

Une formule identique peut être dérivée dans le 
as du NEXT, 
e qui donne deux expressions

du rapport signal sur bruit.

L'expression du 
anal n'intervient pas dans 
es formules.
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In�uen
e du nombre de perturbateurs

Supposons le 
âble 
onstitué de N lignes perturbatri
es. Une idée simple 
onsiste à sommer

l'e�et individuel des N lignes.

γout(f) =
N∑

i=1

γini
(f)HFEXT/NEXT (f) (376)

Si tous les signaux perturbateurs ont la même densité spe
trale de puissan
e,

γout(f) = Nγin(f)HFEXT/NEXT (f) (377)

Cette formule surévalue la puissan
e perturbatri
e 
ar les paires très éloignées de la paire

perturbée in�uen
ent peu 
ette dernière.

Proposition 5. Formule d'Unger (formule empirique) :

γout(f) = N0,6γin(f)HFEXT/NEXT (f) (378)
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Estimation de la 
apa
ité de 
anal

Démar
he :

� Dé�nition de la notion d'information

� Modélisation d'un 
anal

� Établissement de la 
apa
ité
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Estimation de la 
apa
ité de 
anal

Démar
he :

� Dé�nition de la notion d'information

� Modélisation d'un 
anal

� Établissement de la 
apa
ité

Notion d'information

Dé�nition 21. [Information d'un symbole℄ Le gain en information apporté par l'obser-

vation de l'événement S = sk, de probabilité pk est donné par l'information de symbole telle

que dé�nie par

i(sk) = log2

(
1

pk

)
= − log2 pk (379)

Cette grandeur s'exprime en bit d'information. Il y a une di�éren
e entre bit (mesure du

débit) et bit d'information (mesure du débit d'information).
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Notion d'entropie

Soit une sour
e S 
omprenant K symboles.

Dé�nition 22. L'information moyenne d'une sour
e est appelée entropie de la sour
e et

notée H(S).

H(S) =
K−1∑

k=0

pk log2

(
1

pk

)
(380)
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Canal dis
ret sans mémoire

x1

x0 y0
y1

YX

xJ−1 yK−1

Canal : p(yk|xj)

Figure 81: Modèle du 
anal dis
ret sans mémoire.

Idéalement, p(yk|xj) = 0 si k 6= j en l'absen
e de bruit ou de tout pré-
odage.

En pratique, on doit toujours tenir 
ompte des probabilités 
roisées.
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Entropie 
onditionnelle

Pour un 
anal bruité, la question posée est de savoir quelle in
ertitude subsiste sur l'entrée

X après avoir observé la sortie Y = yk.

Dé�nition 23. Entropie de X 
onditionnellement à Y , sa
hant que Y = yk :

H(X |Y = yk) =

J−1∑

j=0

p(xj|yk) log2
(

1

p(xj|yk)

)
(381)
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Entropie 
onditionnelle

Pour un 
anal bruité, la question posée est de savoir quelle in
ertitude subsiste sur l'entrée

X après avoir observé la sortie Y = yk.

Dé�nition 23. Entropie de X 
onditionnellement à Y , sa
hant que Y = yk :

H(X |Y = yk) =

J−1∑

j=0

p(xj|yk) log2
(

1

p(xj|yk)

)
(381)

Dé�nition 24. Valeur moyenne de 
ette information : entropie 
onditionnelle H(X |Y )

H(X |Y ) =

K−1∑

k=0

H(X |Y = yk)p(yk)

=
K−1∑

k=0

J−1∑

j=0

p(xj|yk)p(yk) log2
(

1

p(xj|yk)

)
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Information mutuelle

On dé�nit alors l'information mutuelle moyenne I(X ;Y ) 
omme la quantité d'information

que l'on retrouve en sortie du 
anal (et don
 qui n'a pas été a�e
té par le bruit). Dès lors,

I(X ;Y ) = H(X)−H(X |Y ) (382)

Proposition 6. L'information mutuelle est symétrique I(X ;Y ) = I(Y ;X)

On en déduit que

I(X ;Y ) = H(X)−H(X |Y ) (383)

I(Y ;X) = H(Y )−H(Y |X) (384)
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Capa
ité de 
anal

Dé�nition 25. On dé�nit la 
apa
ité maximale d'un 
anal 
omme le maximum de l'informa-

tion mutuelle moyenne où la maximisation se fait sur la distribution de probabilité des symboles

d'entrée

Cs = max{p(xj)}I(X ;Y ) (385)

Cette dé�nition représente don
 la meilleure utilisation que l'on peut faire du 
anal.
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Capa
ité de 
anal

Dé�nition 25. On dé�nit la 
apa
ité maximale d'un 
anal 
omme le maximum de l'informa-

tion mutuelle moyenne où la maximisation se fait sur la distribution de probabilité des symboles

d'entrée

Cs = max{p(xj)}I(X ;Y ) (385)

Cette dé�nition représente don
 la meilleure utilisation que l'on peut faire du 
anal.

Cette relation dé�nit une 
apa
ité de 
anal par symbole ! Si le 
anal est 
apable de traiter

s symboles par se
onde, la 
apa
ité par se
onde est donnée par

C = sCs (386)

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 255



Estimation de la 
apa
ité d'un 
anal binaire symétrique

y0 = 0

y1 = 1

X Y

x1 = 1p(x1) = 1 − α

p(x0) = α
p

q q

p

x0 = 0

Figure 82: Cal
ul de la 
apa
ité de 
anal d'un 
anal binaire symétrique.

La 
apa
ité du 
anal s'exprime par

Cs = max{p(xj)}I(X ;Y ) (387)

= max{p(xj)} [H(X)−H(X |Y )] (388)

= max{p(xj)} [H(Y )−H(Y |X)] (389)
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Estimation de la 
apa
ité d'un 
anal binaire symétrique

y0 = 0

y1 = 1

X Y

x1 = 1p(x1) = 1 − α

p(x0) = α
p

q q

p

x0 = 0

Figure 82: Cal
ul de la 
apa
ité de 
anal d'un 
anal binaire symétrique.

La 
apa
ité du 
anal s'exprime par

Cs = max{p(xj)}I(X ;Y ) (387)

= max{p(xj)} [H(X)−H(X |Y )] (388)

= max{p(xj)} [H(Y )−H(Y |X)] (389)
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L'entropie 
onditionnelle pour la paire entrée-sortie (x0, y0) vaut

H(Y |X)(x0,y0) = −p(x0)p(y0|x0) log2 (p(y0|x0)) (390)

Sa
hant que la probabilité d'émission du symbole x0 est de α et que la probabilité 
ondi-

tionnelle p(y0|x0) vaut p,
H(Y |X)(x0,y0) = −αp log2 p (391)

En sommant les di�érentes 
ontributions,

H(Y |X) =
1∑

i=0

1∑

j=0

H(Y |X)(xi,yj) (392)

= −p log2 p− q log2 q (393)

H(Y |X) ne dépend que des 
ara
téristiques du 
anal, on parle d'entropie de 
anal. Dès

lors,

I(X ;Y ) = H(Y ) + p log2 p+ q log2 q (394)
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Comme le maximum que l'on peut obtenir ave
 un 
anal binaire est une valeur unitaire

pour H(Y ), la 
apa
ité maximale de 
anal est

CS = 1 + p log2 p+ q log2 q (395)
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Comme le maximum que l'on peut obtenir ave
 un 
anal binaire est une valeur unitaire

pour H(Y ), la 
apa
ité maximale de 
anal est

CS = 1 + p log2 p+ q log2 q (395)

Dans le 
as d'une modulation à deux états, la probabilité d'erreur est liée au rapport signal

à bruit par la relation

q = pe =
1

2
erfc

(√
Eb

N0

)
(396)
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In�uen
e du type de modulation

Pour une modulation à 4 états, la 
apa
ité de 
anal reste de la forme

Cs = H(Y ) +Hc (397)

où la valeur maximale de H(Y ) est de deux.

Eb
N0

[dB]

2-AM

4-AM

8-AM

16-AM

0

0

1

2

3

4

10

20

30

p = 10−5

p = 10−5

p = 10−5

p = 10−5

(bit/symbole)Cs

Figure 83: Capa
ité de 
anal pour di�érents types de modulation.
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Généralisation au 
as 
ontinu et se
ond théorème de Shannon

Dans le 
as où l'on 
onsidère des alphabets d'entrée et de sortie 
ontinus, le 
al
ul de la


apa
ité de 
anal s'en trouve très fortement 
ompliqué.

Dans le 
as d'un 
anal blan
 additif gaussien de moyenne nulle et de varian
e σ2
N . la sortie

vaut

Y = X +N(0, σ2
N) (398)

Théorème 6. [Se
ond théorème de Shannon℄ La 
apa
ité d'un 
anal blan
 additif gaussien

de moyenne nulle et de varian
e σ2
N s'exprime par

Cs =
1

2
log2

(
1 +

σ2
X

σ2
N

)
(399)

où

σ2
X

σ2
N

représente le rapport signal sur bruit.
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Illustration du se
ond théorème de Shannon

Eb
N0

[dB]

2-AM

4-AM

8-AM
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3

4

10

20

30

p = 10−5

p = 10−5

p = 10−5

p = 10−5

(bit/symbole)

limite de Shannon

Cs

Figure 84: Se
ond théorème de Shannon.
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Performan
e de la bou
le lo
ale pour di�érents types de diaphonie

D'après Raus
hmayer (page 144) :

Channel 
apa
ity

Disturbers Upstream (kb/s) Downstream (Mb/s)

AWGN only 2601 16.8

24 ISDN NEXT 1485 14.4

2 HDSL NEXT 1089 12.2

24 T1 NEXT 2338 7.29

24 ADSL NEXT 1126 14.8

24 ADSL FEXT 2072 14.1

Dowstream ADSL NEXT 1109 2.45
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations

� Aspe
ts de type système des te
hniques de télé
ommuni
ations

� Modulations numériques

� Modélisation du 
anal pour transmissions numériques et interféren
e inter-symbolique

� Étalement de spe
tre

� Multiplexage et a

ès au multiplex

� Étude du tra�
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations

� Aspe
ts de type système des te
hniques de télé
ommuni
ations

� Modulations numériques

� Modélisation du 
anal pour transmissions numériques et interféren
e inter-symbolique

� Étalement de spe
tre

� Multiplexage et a

ès au multiplex

� Étude du tra�


� Étude des supports de transmission

� Transmission dans le réseau téléphonique

� Ingénierie des radio
ommuni
ations mobiles terrestres

� Fon
tionnement du système de positionnement GPS

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 263



Ingénierie des radio
ommuni
ations mobiles terrestres

� Introdu
tion

� Sensibilité du mobile

� Modèle général de propagation

� Modèle de base

� A�aiblissement de par
ours

� Masquage

� Loi log-normale

� Évanouissement

� Densité de Rayleigh

� Densité de Ri
e

� Autres lois d'a�aiblissement

� E�et Doppler

� Modèles empiriques

� Types d'environnement

� Types de 
ellule

� In�uen
e de la hauteur des antennes

� Modèles ma
ro-
ellulaires

� Propagation à l'intérieur des bâtimens
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Introdu
tion

Émetteur Ré
epteur

LE
LR

GE

GR

Ae

Figure 85: Éléments intervenant dans le 
al
ul du budget de puissan
e d'une liaison sans

�l.

Dès lors, la puissan
e de ré
eption PR, exprimée en [dB], vaut

PR = PE − LE +GE − Ae +GR − LR (400)
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Sensibilité du mobile et qualité de servi
e

Pour qu'une radio
ommuni
ation s'e�e
tue ave
 un niveau de qualité su�sant, il faut im-

pérativement satisfaire à deux 
onditions :

1. Le niveau de puissan
e reçu par le mobile doit être supérieur à la sensibilité du mobile,


'est-à-dire au niveau de puissan
e minimal que le mobile est sus
eptible de déte
ter

pour un bruit d'entrée donné.

2. Le 
anal ne présente pas une distorsion et un bruit trop élevés.

Cal
ul : relier le rapport

Eb
N0

à la sensibilité du mobile

C

N
=
EbW

N0W
=
Eb

N0
(401)

Il en résulte

C =
Eb

N0

∣∣∣∣
seuil

+N (402)
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Type de ré
epteur Sensibilité en [dBm]

Station de base -104

Portable 8 [W ] -104

Portable 2 [W ] (GSM 900) -102

GSM bi-bande -102

Table 10: Valeurs typiques de sensibilité.
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Modèle général de propagation

(a) Vue de pro�l

(b) Vue aérienne

Figure 86: Vue latérale et vue aérienne d'une liaison entre une antenne d'émission et un

mobile.
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(b) Deuxième mesure

(a) Première mesure

1 10 100 1000 10000

d [km℄
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P2 [dB℄

35 dB / dé
ade

35 dB / dé
ade

Figure 87: Évolutions de la puissan
e en fon
tion de la distan
e pour une même 
on�gu-

ration apparente.
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On approxime fréquemment l'a�aiblissement du 
anal par un modèle à 3 étages 
omprenant :

1. une atténuation médiane due à la distan
e,

2. un terme aléatoire prenant en 
ompte les e�ets de masque, dus à la présen
e d'obsta
les,

et

3. un autre terme aléatoire dé
rivant les évanouissements.
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Masquage : base physique

Le masquage (shadowing en anglais, aussi appelé évanouissement lent) provient de la pré-

sen
e d'obsta
les.

Pour modéliser les e�ets de masquage, nous partons de l'hypothèse suivante.

A = A1 ×A2 × . . .× AN (403)

Dès lors qu'il y a masquage, la puissan
e reçue PR vaut

PR = (PE ×APL)×A1 ×A2 × . . .×AN (404)

où APL est l'a�aiblissement de par
ours.

En dé
ibels, l'atténuation totale vaut

L
totale

= LPL + L = LPL + L1 + L2 + . . .+ LN (405)

Plus spé
i�quement, l'atténuation de masquage L est la somme des N 
ontributions

L = L1 + L2 + . . .+ LN (406)
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Si toutes les 
ontributions sont des variables aléatoires de mêmes espéran
e et varian
e, L
est une variable aléatoire normale par appli
ation du théorème de la limite 
entrale :

L [dB] = L50% [dB] + σs [dB]×N(0, 1) = N(L50%, σ
2
s) [dB] (407)

tel que L50% est la valeur médiane de l'atténuation et σs [dB] sa varian
e.

En unités naturelles et en é
rivant N(0, 1) = X , l'a�aiblissement vaut

L = 10L[dB]/10 = 10(L50% [dB]+σs [dB]×X)/10
(408)

= 10L50% [dB]/10 10σs [dB]×X/10 = LoV (409)

où Lo = 10L50% [dB]/10
et

V = 10σs [dB]×X/10
(410)

est une loi log-normale.
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Densité de probabilité d'une loi log-normale

Soit X une variable aléatoire gaussienne 
entrée, de varian
e unitaire.

Sa densité de probabilité vaut, pour x ∈ [−∞,+∞],

fX(x) =
1√
2π
e−

x2

2
(411)

On dé�nit ensuite la variable aléatoire log-normale V de la manière suivante

V = 10
σsX
10 = eβσsX

(412)

où

β =
ln(10)

10
= 0, 23 (413)

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 273



0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

fV (v)

v

σs = 1 [dB]
σs = 2 [dB]
σs = 6 [dB]

Figure 88: Densité de probabilité d'une loi log-normale.

fV (v) =
fX(x)

|∂v/∂x|

∣∣∣∣
x= ln v

βσs

=

1√
2π
e−

x2

2

βσseβσsx

∣∣∣∣∣∣∣
x= ln v

βσs

=





1
βσsv

1√
2π
e
−(ln v)2

2β2σ2s
si v ≥ 0

0 si v < 0
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Impa
t sur la zone de 
ouverture en bordure d'une 
ellule

En présen
e d'un e�et de masquage, l'a�aiblissement L est une variable aléatoire normale

N(L50%, σ
2
s) :

L [dB] = N(L50%, σ
2
s) [dB] (414)

On peut en déduire une variable aléatoire normale 
entrée Ls au moyen de l'expression

L [dB] = L50% [dB] + Ls [dB] (415)

où

� L50% est la valeur médiane de l'a�aiblissement de par
ours tel que fournie par les modèles

empiriques résultant de mesures.

� Ls, la variable aléatoire de masquage ; 
'est-à-dire une variable aléatoire gaussienne de

moyenne nulle et d'é
art-type σs.
La densité de probabilité de Ls est don


f(ls) =
1

σs
√
2π
e
−l2s
2σ2s

(416)

Ajout d'une marge (log-normale) dems [dB] 
orrespond une probabilité de 
ouverture

supérieure à 
elle de la puissan
e médiane pour une même sensibilité de ré
epteur. Cette
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probabilité se 
al
ule par

p(ls < ms) =

∫ ms

−∞

1

σs
√
2π
e
−l2s
2σ2sdls (417)

=
1

2
+

∫ ms

0

1

σs
√
2π
e
−l2s
2σ2sdls (418)

=
1

2
+

1

2
erf

(
ms√
2σs

)
(419)

erf(x) est la fon
tion d'erreur

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t2dt (420)
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Figure 89: Pour
entage de 
ouverture tel que dé�ni par un seuil de puissan
e.
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Évanouissement

Évanouissement en l'absen
e d'un trajet dire
t

x(t)A cos(2πfot)

Figure 90: E�et de multitrajet par di�ra
tion et ré�exion.

L'émetteur envoie un signal 
osinusoïdal A cos(2πfot).

Au ré
epteur,

X(t) =
∑

i

Ci cos(2πfot+ θi) (421)

Cette expression peut s'é
rire sous la forme de termes en phase et en quadrature

X(t) =
∑

i

[Ci cos(2πfot) cos θi − Ci sin(2πfot) sin θi] (422)
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=
∑

i

[Ai cos(2πfot)−Bi sin(2πfot)] (423)

= XI(t) cos(2πfot)−XQ(t) sin(2πfot) (424)

où l'on a dé�ni

XI(t) =
∑

i

Ai =
∑

i

Ci cos θi et XQ(t) =
∑

i

Bi =
∑

i

Ci sin θi (425)

Pour déterminer l'intensité de 
hamp éle
trique, il faut analyser l'évolution de l'amplitude

du signal. Cette amplitude est dé�nie par

R(t) =
√
X2

I (t) +X2
Q(t), R(t) ≥ 0 (426)

quant à la phase, elle vaut

Φ(t) = tan−1 XQ(t)

XI(t)
, Φ(t) ∈ [0, 2π[ (427)
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Densité de probabilité

La densité de probabilité 
onjointe est égale à

fXI XQ
(xI, xQ) =

1

2πσ2
X

e
−

x2I+x2Q

2σ2
X

(428)

Après, le 
hangement de variables xI = r cosφ, xQ = r sinφ

fR,Φ(r, φ) =

∣∣∣∣
cosφ sinφ

−r sinφ r cosφ

∣∣∣∣ fXI XQ
(r cosφ, r sinφ) (429)

=
r

2πσ2
X

e
−r2 cos2 φ+r2 sin2 φ

2σ2
X

(430)

=





r
2πσ2

X
e
− r2

2σ2
X , r ≥ 0, φ ∈ [0, 2π[

0 r < 0
(431)
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Densité de probabilité marginale de l'enveloppe

La densité de probabilité marginale des amplitudes s'obtient en intégrant la densité 
onjointe

sur Φ :

fR(r) =





r
σ2
X
e
− r2

2σ2
X , r ≥ 0

0 r < 0
(432)

C'est la densité de probabilité de Rayleigh.

rσX
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0

Figure 91: Densité de probabilité de Rayleigh.
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Densité de probabilité marginale de la phase

Pour obtenir la densité marginale fΦ(φ), on intègre sur r de 0 à +∞ :

fΦ(φ) =
1

2π
, φ ∈ [0, 2π[ (433)


e qui signi�e que Φ est une variable aléatoire uniforme et indépendante de R, d'où

fR,Φ(r, φ) = fR(r)fΦ(φ) (434)
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Données expérimentales
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Figure 92: Histogramme de niveaux de puissan
e relevés expérimentalement.
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Évanouissement en présen
e d'un trajet dire
t

En présen
e d'un trajet dire
t, le signal reçu vaut

Z(t) = A cos(2πfot+ θ) +X(t) (435)

Pour un signal Z(t) à bande étroite, il est possible de re
ourir à la dé
omposition de Ri
e

Z(t) = ZI(t) cos(2πfot)− ZQ(t) sin(2πfot) (436)

où

ZI(t) = A cos θ +XI(t) (437)

ZQ(t) = A sin θ +XQ(t) (438)

En faisant apparaître l'amplitude et la phase,

Z(t) = R(t) cos(2πfot+Φ(t)) (439)
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où

R(t) =
√
Z2
I (t) + Z2

Q(t), R(t) ≥ 0 (440)

et

Φ(t) = tan−1 XQ(t)

XI(t)
, Φ(t) ∈ [0, 2π[ (441)

Dès lors,

ZI(t) = R(t) cosΦ(t) (442)

ZQ(t) = R(t) sinΦ(t) (443)

Pour une valeur donnée de θ, les variables aléatoires gaussiennes XI(t) et XQ(t) étant

indépendantes, elles 
onservent 
e 
ara
tère. Il en résulte que

ZI(t) = N(A cos θ, σ2
X) (444)

ZQ(t) = N(A sin θ, σ2
X) (445)

La probabilité 
onjointe, 
onditionnellement à θ, est don


fZI ZQ
(zI, zQ |θ = θo) =

1

2πσ2
X

e
−

(zI−A cos θo)
2+(zQ−A sin θo)

2

2σ2
X

(446)

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 285



Densité de probabilité

fR,Φ(r, φ |θo) =

∣∣∣∣
cosφ sinφ

−r sinφ r cosφ

∣∣∣∣ fZI ZQ
(r cosφ, r sinφ|θo) (447)

=
r

2πσ2
X

e
−(r cosφ−A cos θo)

2+(r sin φ−A sin θo)
2

2σ2
X

(448)

=
r

2πσ2
X

e
−r2+A2−2rA cos(θo−φ)

2σ2
X

(449)
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Densité de probabilité marginale de l'enveloppe.

L'intégration sur la phase donne la loi de Ri
e

fR(r) =





r
σ2
X
e
−r2+A2

2σ2
X I0

(
Ar
σ2
X

)
, r ≥ 0

0 r < 0
(450)

où I0(x) est la fon
tion de Bessel modi�ée d'ordre 0.
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Figure 93: Fon
tion de Bessel modi�ée de première espè
e d'ordre 0.
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Figure 94: Densité de probabilité de Ri
e (pour di�érentes valeurs de a = A
σX

).
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E�et Doppler

θo

z z′

−→
V

Figure 95: E�et Doppler.

Prenons le 
as d'une sour
e qui émet un 
hamp éle
trique sinusoïdal de fréquen
e fc. En
l'absen
e de mouvement, le 
hamp reçu au droit du mobile vaut

E(t) = E0e
j(ωct−βz)

(451)

ave
 ωc = 2πfc et le nombre d'onde β = 2π
λc
.

Si le mobile est animé d'un mouvement à vitesse

−→
V dans la dire
tion θ. Le 
hamp reçu

devient

E(t) = E0e
j(ωct−βz−βz′)

(452)
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= E0e
j(ωct−βz−βV t cos θ)

(453)

= E0e
j2π(fc− V

λc
cos θ)t−jβz

(454)

Le dépla
ement du mobile entraîne don
 une distorsion de fréquen
e d'amplitude

fD =
V

λc
cos θ = fm cos θ (455)

appelée fréquen
e Doppler.
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Spe
tres à l'émission et à la ré
eption résultant de l'e�et Doppler.

Spe
tre à l'émission Spe
tre à la ré
eption

fc f fc f

Figure 96: Étalement Doppler.
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Spe
tre Doppler 
lassique

En prenant une antenne de gain symétrique, le spe
tre vaut

|γD(f)| =
G(θ)
2π + G(−θ)

2π

fm

√
1−

(
f
fm

)2 =
G(θ)

πfm

√
1−

(
f
fm

)2 pour |f | ≤ fm (456)

0

0.005

0.01

0.015

0.02

-100 -50 0 50 100

|γD(f)|

f [Hz]

Figure 97: Spe
tre Doppler 
lassique (fc = 900 [MHz], V = 100 [km/h] et G = 1).
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Modèles empiriques

Types d'environnement

Il existe di�érents types de modèles empiriques. Pour la plupart, on distingue plusieurs

types d'environnements, parmi lesquels :

� l'environnement rural pour lequel l'horizon est prin
ipalement dégagé. La propagation

est alors majoritairement in�uen
ée par le relief plut�t que par les bâtiments ;

� l'environnement urbain désignant de petites villes ;

� l'environnement urbain dense englobant la majorité des grandes villes.

Environnement exposant

rural 3,2

urbain 3,5

urbain dense 3,8

Table 11: Valeurs de l'exposant de l'a�aiblissement de par
ours en fon
tion de la distan
e

pour di�érents environnements.
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Types de 
ellule

On distingue aussi, généralement, quatre types de 
ellules :

1. la ma
ro-
ellule. Il s'agit d'une 
ellule de quelques dizaines de kilomètres de rayon.

2. la petite 
ellule de quelques kilomètres de rayon. En milieu urbain dense, la portée des

petites 
ellules est plut�t de l'ordre de 800 [m].

3. la mi
ro-
ellule de quelques 
entaines de mètres de rayon. Elle est adaptée à l'environ-

nement urbain dense.

4. la pi
o-
ellule. Elle 
onvient pour la propagation à l'intérieur des bâtiments.
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In�uen
e de la hauteur des antennes

d

d1

d2

hb

hm

Figure 98: Cal
ul de l'in�uen
e de la ré�exion.

La ré�exion a�e
te le 
hamp d'un 
oe�
ient

Γ = 1− ejβ(d2−d1)
(457)
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Comme

d1 =
√
d2 + (hb − hm)2 (458)

d2 =
√
d2 + (hb + hm)2 (459)

D'où

d2 − d1 = d



√
1 +

(
hb + hm

d

)2

−

√
1 +

(
hb − hm

d

)2



(460)

≃ d

(
1 +

1

2

(
hb + hm

d

)2
)

− d

(
1 +

1

2

(
hb − hm

d

)2
)

(461)

≃ 1

d

(
1

2
(hb + hm)

2 − 1

2
(hb − hm)

2

)
(462)

≃ 2hbhm
d

(463)
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Fa
teur a�e
tant la puissan
e

Γ2 =
∣∣∣1− e−jβ(d2−d1)

∣∣∣
2

(464)

=
∣∣∣e−jβ(d2−d1)/2

∣∣∣
2 ∣∣∣ejβ(d2−d1)/2 − e−jβ(d2−d1)/2

∣∣∣
2

(465)

=
∣∣∣e−jβ(d2−d1)/2

∣∣∣
2
(
2 sin

(
β
hbhm
d

))2

(466)

= 4 sin2
(
β
hbhm
d

)
(467)

≃ 4

(
β
hbhm
d

)2

= 4

(
2π

λ

hbhm
d

)2

=

(
4π

λ

hbhm
d

)2

(468)
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Puissan
e de ré
eption PR

Dès lors, la puissan
e reçue PR vaut

PR ≃ PEGEGR

(
λ

4πd

)2(
4π

λ

hbhm
d

)2

(469)

≃ PEGEGR
h2bh

2
m

d4
(470)

Ou en
ore, en dé
ibels,

PR [dB] = 10 log10(PEGEGR) + 20 log10 hb + 20 log10 hm − 40 log10 d (471)
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Modèles ma
ro
ellulaires

Modèle COST 231-Hata

En milieu urbain, l'a�aiblissement Lu vaut, en [dB],

Lu = 46, 33 + 33, 9 log(f)− 13, 82 log(hb)− a(hm) + [44, 9− 6, 55 log(hb)] log d+ Cm

(472)

ave


� f la fréquen
e, d la distan
e, hb, hm, des hauteurs ; 
es grandeurs sont exprimées respe
-

tivement en [MHz], [km] et [m].

� a(hm) = (1, 1 log(f)− 0, 7)hm− (1, 56 log(f)− 0, 8) pour une ville de taille moyenne ;


e fa
teur de 
orre
tion dépend de la hauteur de l'antenne du mobile mais également du

type d'environnement.

� Cm = 0 [dB] pour les villes de taille moyenne et les banlieues, et Cm = 3 [dB] pour les
grands 
entres métropolitains.
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Propagation à l'intérieur des bâtiments

À l'intérieur des bâtiments, on parle de propagation indoor.

Rayons di�ra
tés

Rayon transmis

Rayon ré�é
hi

Figure 99: Transmission, ré�exion et di�ra
tion.

Ré
epteur

Façade

Émetteur

Figure 100: E�et guide d'ondes.
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Propagation �extérieur-intérieur�

� On dé�nit deux types de valeurs :

1. le soft indoor, représentant l'atténuation en façade, et

2. le deep indoor, représentant l'atténuation dans des endroits re
ulés du bâtiment.

� Des valeurs typiques sont de 10 [dB] pour le soft indoor et de 20 [dB] pour le deep

indoor à 900 [MHz].
Propagation �intérieur-intérieur�
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations

� Aspe
ts de type système des te
hniques de télé
ommuni
ations

� Modulations numériques

� Modélisation du 
anal pour transmissions numériques et interféren
e inter-symbolique

� Étalement de spe
tre

� Multiplexage et a

ès au multiplex

� Étude du tra�
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Axes du 
ours

� Modélisation d'un système de télé
ommuni
ations et traitement numérique des signaux

� Estimation

� Représentation des signaux et des systèmes passe-bande

� Cal
ul du bruit dans les systèmes de télé
ommuni
ations

� Aspe
ts de type système des te
hniques de télé
ommuni
ations

� Modulations numériques

� Modélisation du 
anal pour transmissions numériques et interféren
e inter-symbolique

� Étalement de spe
tre

� Multiplexage et a

ès au multiplex

� Étude du tra�


� Étude des supports de transmission

� Transmission dans le réseau téléphonique

� Ingénierie des radio
ommuni
ations mobiles terrestres

� Fon
tionnement du système de positionnement GPS
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Fon
tionnement du système de positionnement GPS

� Introdu
tion

� Prin
ipes de la lo
alisation

� Signaux

� Amélioration
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Dé�nition et obje
tifs

GPS = Global Positioning System

Dé�nition 26. Réseau de satellites qui émet des signaux en permanen
e et permet la

lo
alisation à la surfa
e de la terre par mesure de distan
e et triangulation.

� Réseau 
réé à l'initiative du Ministère améri
ain de la défense

� Premier satellite opérationnel en 1978

� Constellation 
omplète depuis 1994

� Pré
ision de 6 à 12 [m] depuis le �débridage� survenu en mai 2000

Contrainte : pouvoir re
evoir les signaux émis.

Ne fon
tionne don
 pas en milieu 
on�né.
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Ar
hite
ture du réseau GPS

3 segments :

� �Spa
e segment�

� 
omposé d'une 
onstellation de 24 satellites (dont 21 sont opérationnels)

� �Control segment�

� 
omposé de stations au sol

� destiné à 
orriger les positions des satellites

� �User segment�
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Traje
toires des satellites

� Situé en orbite haute (mais sub-géostationnaire)

� Période de révolution de 12 heures

� Puissan
e d'émission des signaux typiquement de l'ordre de 20 à 50 [W ]
� 6 plans orientés à 55°, espa
és entre eux de 60° et 
ontenant 
ha
un 4 satellites
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Géoïde et 
oordonnées géographiques

Dé�nition 27. [Géoïde℄ Surfa
e de niveau qui 
oïn
ide ave
 la surfa
e moyenne du niveau

des mers, et qui se prolonge sous les 
ontinents.

� À 
ause de la répartition non uniforme des masses, la terre n'est pas une sphère.

� Le géoïde se rappro
he d'une ellipsoïde de révolution dont le demi grand axe vaut

6400 [km].
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Coordonnées géographiques

� Latitude φ = angle que fait la verti
ale physique lo-


ale (dé�nie par la pesanteur) et la dire
tion du plan

équatorial.

� Plan méridien et longitude.

� Plan méridien = plan parallèle à l'axe des p�les


ontenant la verti
ale physique lo
ale

� Longitude d'un point λ = angle de son plan mé-

ridien par rapport au plan méridien de référen
e

(Greenwi
h)

� Altitude h = distan
e entre un point et sa proje
tion

sur le géoïde le long de la verti
ale de pesanteur.
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Prin
ipes de la lo
alisation

1. La distan
e d est liée au temps de propagation t

d = c× t (473)

où c = 3× 108 [m/s] est la vitesse de propagation des ondes éle
tromagnétiques.

2. Triangulation

Figure 101: Lo
alisation à partir de 2 ou 3 satellites.
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Équations de base pour le 
al
ul d'une position

ρ1 =
√

(x1 − xu)2 + (y1 − yu)2 + (z1 − zu)2 (474)

ρ2 =
√

(x2 − xu)2 + (y2 − yu)2 + (z2 − zu)2 (475)

ρ3 =
√

(x3 − xu)2 + (y3 − yu)2 + (z3 − zu)2 (476)

� Équations du se
ond ordre → di�
ultés

� Résolution par linéarisation des équations

� En prin
ipe, 3 distan
es ρi su�sent. Mais, pour limiter les erreurs dues aux impré
isions,

on 
onsidère qu'il faut 4 distan
es (et don
 4 satellites en visibilité).
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Mesure à partir des pseudo-distan
es

Soit un satellite i. La mesure de distan
e exa
te vaut

ρiT = c× (tu − tsi) (477)

où tu et tsi représentent les temps exa
ts de ré
eption et d'émission du signal.

En pratique, biais pour tu
t′u = tu + but (478)

et erreur d'horloge pour tsi
t′si = tsi +△bi (479)

D'autres sour
es d'erreurs (∆Di= erreur sur la position du satellite,∆Ti= erreur de délai dû

au 
hangement de vitesse au passage de la troposphère, vi= erreur de mesure du ré
epteur,

△vi = 
orre
tion relativiste) 
onduisent à

ρi = ρiT +∆Di − c× (△bi − but) + c× (∆Ti +∆Ii + vi +△vi) (480)
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Erreur et pré
ision

Erreur au 
ours du temps Histogramme des erreurs

Figure 102: Statistiques de l'erreur sur la position.
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Signaux et fréquen
es

Un signal GPS 
ontient 2 
omposantes fréquentielles : L1 (Link 1), L2
� L1 = 1575, 42 [MHz] = 154 × 10, 23 [MHz] est utilisée pour les ré
epteurs grand

publi
.

� L2 = 1227, 6 [MHz] = 120× 10, 23 [MHz] pour des appli
ations militaires.

Horloge atomique à bord des satellites

P C/A

L1 −133 [dBm] −130 [dBm]
L2 −136 [dBm] −136 [dBm]

Table 12: Niveaux de puissan
e minimale requis au droit du ré
epteur.

Analyse et 
on
eption des systèmes de télé
ommuni
ations (version 5.182) M. Van Droogenbroe
k 314



Signal et trame

Chaque satellite émet trois types d'informations :

1. un almana
h

(a) type de satellite

(b) état de fon
tionnement

(
) 
al
ul pré
is de l'orbite (pré
ision < 1 m), et


2. un 
ode P (pré
is) : pour un 
al
ul pré
is du retard

3. un 
ode C/A (
ode approximatif) : pour un 
al
ul approximatif du retard
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Signal émis par un satellite

Figure 103: Préparation des signaux 
omprenant porteuses, 
odes d'étalement et signal

utile.
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Signal L1

L1 
ontient 2 séquen
es pseudo-aléatoires :

� le �Prote
ted Code� (P)

� le �Coarse (or Clear) /A
quisition� (C/A)

Ces 2 deux 
odes sont transmis par modulation BPSK

SL1 = ApP (t)D(t) cos(2πf1t+ φ) +AcC(t)D(t) sin(2πf1t+ φ) (481)
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Code P

� Code NRZ bipolaire → modulation BPSK (appelée parfois 
ode �bi-phasé�)

� Caden
e binaire 10, 23 [Mb/s] → taille du lobe prin
ipal : 20, 46 [MHz].
� Tc = 97, 8 [ns]
� Généré au moyen de 2 séquen
es pseudo-aléatoires

� Séquen
e 1 : 15.345.000 
hips, période de 1, 5 [s]
� Séquen
e 2 : 15.345.037 
hips

� Comme 
es nombres n'ont au
un diviseur 
ommun, la périodi
ité de la 
ombinaison des


odes est

1, 5× 15.345.037 = 23.017.555, 5 [s] (482)

soit 38 semaines.

En pratique, on ré-initialise le 
ode 
haque semaine. D'où l'on a 37 
odes possibles.

Dès lors, 
haque satellite émet un identi�ant unique, permettant de l'identi�er.
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Génération des 
odes
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Auto
orrélation et inter-
orrélation des 
odes des satellites
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Code C/A

� Code NRZ bipolaire → modulation BPSK

� Caden
e binaire 1, 023 [Mb/s] → lobe large de 2, 046 [MHz].
� → la largeur de bande globale est dé�nie par le 
ode P.

� Tc = 977, 5 [ns]
� Généré au moyen d'une séquen
e pseudo-aléatoire de 1023 
hips,

� →période de 1 [ms]
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Sour
e d'erreurs et d'impré
isions

� Délais dus à l'ionosphère et à la stratosphère (vitesse de propagation plus lente au passage

de 
es 
ou
hes)

� Multi-trajets provoqués par des ré�exions

� Erreur de l'horloge de ré
eption

� Erreurs orbitales, o

asionnées par un positionnement impré
is du satellite lui-même

� Faible nombre de satellites �visibles�

� Dégradation intentionnelle du signal, appelé Sele
tive Availability�, inopérante depuis mai

2000
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Amélioration de la pré
ision au moyen du Di�erential GPS

Figure 104: S
héma de fon
tionnement du DGPS.

� Bande FM

� Pré
ision de 1 à 5 [m]
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