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1. INTRODUCTION

Le présent rapport présente la théorie des probleémes
elliptiques 1iés, pour lesquels il existe deux grandes méthodes de
résolution, la dualisation et la pénalisation. La premiére fait
intervenir des champs de multiplicateurs lagrangiens. Bien qu’il
s’agisse d’une méthode déja fort ancienne, sa Justification
théorique, due a Brezzi, ne date que de 1974. Nous donnons de
cette théorie uneprésentation particuliérement élémentaire qui ne
fait guére intervenir qu’un peu de géométrie hilbertienne. Axée
sur la construction de la solution, la démarche adoptée fait
ressortir le caractére naturel des deux conditions de Brezzi. Dans
le prolongement de cette analyse, il était rationnel d’envisager
également la méthode de pénalisation, souvent préférée a la
premiére pour sa simplicité de mise en oeuvre. L’'étude de cette
méthode montre que sa convergence n’'est assurée que moyennant des
hypothéses le plus souvent équivalentes aux conditions de Brezzi.

2. PROBLEME VARIATIONNEL LIE

Soient V et P deux espaces de Hilbert. On se donne deux formes
bilinéaires

(u,v) € VxV. —> allu,v) e R
et
(p,v) € PxV —> b(p,v) € R
Ces deux formes bilinéaires sont supposées bornées:

la(u,v)| =M HuHV IIvHV

[b(p,v)! = N lipl_ vl

P \'

A

En outre, la forme bilinéaire a{u,v) est supposée symétrique:
a(u,v) = alv,u)

Soient alors deux formes linéaires
uevV i —>f(u) eR
peP —> glp) eR

également bornées sur leur espace de définition respectif:

[£(v)]|

vl

—_— < o0
v € V-{0} \Y

Hf"v, z sup




HgHP, = sup lﬁ(ﬁ)l <
p € P-{o} "P'p

On désire alors résoudre le probléme variationnel suivant:
Chercher le couple (u,p) € VxP tel que
(vv € V) al(u,v) + b(p,v) = £(v) (1)
(vg € P) Dblq,u) = glg) (2)
Avant de nous pencher sur les conditions d’existence de 1la
solution, il est intéressant d’interpréter ce probléme au sens du
calcul des variations. En vertu des équations (1) et (2), on a,
pour tout du € V,
a(u,8u) + b(p,8u) - f(8u) =0
et pour tout &8p € P,
b(dp,u) - g(ép) =0
La somme de ces deux relations donne
a{u,8u) + b(p,8u) + b(8p,u) - f(du) - g(ép) =0
soit

3 { % a(u,u) + b(p,u) - f(u) - glp) + =0

Le probleme posé revient donc a chercher le point stationnaire de
la fonctionnelle

&(u,p) = % alu,u) + bip,u) - f(u) - glp)

Remarquons cependant qu’il ne s’agit pas d’un probléme de minimum,
car

s’e = a(8u,du) + b(dp,dsu)

n’'est pas définie positive: en changeant le signe de S8p, on change
celui de b(dp,du). C’est donc un probléme de point de selle.

3. FORME OPERATORIELLE DES EQUATIONS (1) ET (2)

lLes espaces V et P étant de Hilbert, on peut tirer profit du
théoreme de représentation des fonctionnelles de F.RIESZ qui
permet d’écrire les équations (1) et (2) sous une autre forme.
Tout d’abord, pour u donné, 1’application




v —> af(u,v)

est une fonctionnelle linéaire bornée, qui peut se mettre sous la
forme

a(u,v) = (Au,V)v (3)

A est visiblement un opérateur linéaire et il est borné, puisque

alu,v) _ M HuHV IIVHv

NVHV HVHV

(Au,v)
\
lAull,, = sup N - Swp
v € V-{0} \Y v € V-{0}

=M IIuIIV

En outre, on a

(u,Av)V = (Av,u)V = alv,u) = al(u,v) = (Au,v)V

ce qui signifie que 1’opérateur A est hermitien.
De la méme fagon, pour p donné, 1’application
veV i —> blp,v)

est une forme linéaire sur V et admet donc 1’exXpression

b(p,v) = (Bp,v)V (4)

avec

HBpHV = N HpUP

A 1’ inverse, pour u donné, 1’application
g € P —> blg,u)
peut pour les mémes raisons étre mise sous la forme

b(qg,u)

(q,B’u)P (5)

avec

IIB uI|P =N IIuHV

B’ est communément appelé adjoint de B.

Enfin, les deux fonctionnelles linéaires f et g admettent les
expressions

f(u) = (F,u)V avec HFHV = anv, (6)

et




glq) = (G,p)P avec HGHP = HgHP, (7)

Ces différents résultats permettent de mettre les équations
(1) et (2) sous la forme suivante:

(Vv € V) (Au + Bp, V)V = (F,v)V
(Vg € P) (q, B’u)P = (G,q)P

ce qui revient a dire

Au + Bp = F (1 bis)

B’u = G (2 bis)

4. LE CAS PARTICULIER G = O

Commengons par traiter le cas particulier ou la seconde
équation est homogene. Elle se raméne alors a

B’u =20

Y

ce qui revient a dire que la solution u est a trouver dans le
sous-espace fermé

Z={veV | Bu=01} (8)
définition qui équivaut a

Z={veV | (VgeP) blg,u) =017 (8 bis)
Comme pour tout v € Z, b(p,Q) = 0, on aura donc

(vv € Z2) al(u,v) = f(v) (9)
Or, cette condition méne a une solution unique dans Z si la forme
bilinéaire a(u,v) est elliptique sur Z, c’est-a-dire s’il existe

une constante a > 0 telle que

(Vv e Z)v alv,v) z « Hvus (10)

C’est la premiere condition de BREZZI. En la supposant vérifiée,
1’équation variationnelle (9) s’écrit encore

(v € Z) (Au - F, v)v =0
ce qui signifie que

Au - F e 2
1




Z_L étant 1’orthogonal de Z dans V. Pour que 1’équation (1 bis)

soit vérifiée, il faudra que (F - Au) puisse étre mis sous la
forme Bp. Comme F est arbitraire dans V, ceci pose la question
suivante: peut-on mettre un élément quelconque w € Z~L sous la

forme Bp 7 Cela signifierait que la distance

IBp - wIIV

pourrait s’annuler pour un certain élément p de P. Pour aborder ce
probléme, commencons par minimiser cette distance: nous
chercherons donc 1’élément p qui rend 1’expression

2

_ - T _ 2
d® = IBp va (Bp,Bp)v 2 (Bp,w)v + MwHV

minimale. On reconnait 1la un probléme variationnel qui sera
elliptique sur P et admettra donc une solution unique s’il existe
un nombre B > 0 tel que

2 2
(Bp,Bp)V = B HpHP

soit

IBpl!

v

v B lelP (11)

pour tout p € P. C’est la seconde condition de BREZZI. Comme

(Bp,v)v

IBplly, = sup T P bﬁsﬁV)
v € V-{0} \' v € V-{0} \'
elle s’écrit encore
b(p,v) .
(Vp € P) sup o = B IIpHP (11 bis)

v € V-{0} Vv

La minimisation de 1la distance méne alors a 1’équation
variationnelle

(Vg € P) (Bp - w, Bq)V =0 (12)

ce qui s’écrit encore

(B’ (Bp~w), q)P =0

soit, comme q est arbitraire,
B’ (Bp-w) = 0
ce qui signifie que
Bp - we?2 (13)

Dés lors, a la solution p,



2.— — - - pred
d” = (Bp - w, Bp)V (Bp - w, w)V 0

car le premier terme s’annule en vertu de (12) et le second est le
produit scalaire de (Bp~w) € Z par w € Zl. Par conséquent, il

existe bien un et un seul élément p tel que

F - Au = Bp

5. CONTINUITE DE LA SOLUTION PAR RAPPORT AUX DONNEES

Avant d’envisager le probleme général, montrons que le
probléme restreint ci-dessus est bien posé, c’est-a-dire que sa
solution est bornée par rapport aux données. En faisant v = u dans
la relation (9), on trouve

a(u,u)= f(u) = HfHV, IIuIIV

soit, en tenant compte de 1’ellipticité sur Z,

2
o HuHV = HfHV, HuIIV

ce qui donne

1
Hu"v = " HfHV, (14)

D’autre part, 1la seconde condition de BREZZI nous permet
d’ écrire

IIpIIP = % sup E%%ﬁzl
v € V-{0} v
Or,
b{p,v) = £{v) - a(u,v) = Iifl vil, + M liall,, livil

v’ v \' Vv

ce qui entraine

b(p,v)

M
”V"V = £l + M llull = (1 + &) HfHV,

A V'

d’olu, en définitive,

1 M
ﬂpHP = B (1 + &) ﬁf"v, (15)

6. CAS GENERAL

Dans le cas général, la seconde équation s’écrit



B’u =G (16)

Commengons par en chercher une solution particuliére u. Nous

allons montrer qu’une telle solution peut étre trouvée sous la
forme

u, = Bp0 avec P, € P

En effet, 1’équation
B’Bpo = G

équivaut a exiger que, pour tout q € P,
(B’Bpo, q)P = (G,q)P

soit encore
(Bpo, Bq)V = (G,q)P

C'est a nouveau un probléme elliptique en vertu de la seconde
condition de BREZZI. En outre, sa solution pO vérifie

(Bpo,BpO)V = (G,po)P

ce qui entraine

IIBpOH\z, = ligl,, Up i

Toujours gréce a la seconde condition de BREZZI, on a encore
B ”po”P IIBpOIIV = HgHP, HpOHP
soit

IBp I, = % gh,

ce qui équivaut a

1
Huoﬂv = B HgHP, (17)

La solution générale de 1’équation (16) est alors de la forme

u=u + u avec u' e Z

ce qui donne aux équations (1) et (2) 1’expression suivante:
(vv € V) a(uo+ u", v) + b(p,v) = £(v)

(Vg € P) blq, u * u") = g(q)




qui, du fait de la définition méme de u., se ramene a

(vv e V) a(u",v) + blp,v) = £f(v) - a(uo,v)

(vg € P) blq,u") =0

Le probleme général se réduit ainsi au probleme particulier traité
aux §§ 4 et 5, avec, a la place de f, la fonctionnelle

hiv) = f(v) - a[uo,v)

L’existence et 1’unicité de la solution sont donc assurées. Pour
ce qui est de la continuité par rapport aux données, notons
d’ abord que

[h(v)]| = Hva, HVHV + M IIu.OIIV I|v|IV

ce qui implique

Hh"v, = Hf”v, + M "uO"V

On déduit alors de (14)
1 M

lu "V = o HfHV, + p IIuOHv
et
Hull, = fla i, + llu"ll,, = 1 el + (1 + l:'I—) lu Ui
\ oV V « v’ o oV
soit, par (17),
1 1 M
IlullV = a Hf”v, + B (1 + &] HgHP, (18)
Pour ce qui est de p, on déduit de (15)
i M 1 M
HpHP = 3 (1 + &) HhHV, = 3 (1 + &) [ Hfuv, + M IIuOIIv 1
d’ou, par (17),
1 M M M
IIpI|P = 3 (1 + &) HfHV, + ;5 (1 + &) HgHP, (19)

7. SYNTHESE DES RESULTATS

Le probléeme



(vv € V) alu,v) + blp,v) = f(v)
{ (Vg € P) Dblq,u) = glq)
est bien posé si les conditions suivantes sont simultanément
vérifiées:
1) En notant

Z={ueV | (YgeP) blqu) =017

la forme bilinéaire symétrique a(u,v) est elliptique sur Z:

(Vv € 2) alv,v) z « Hv”é avec a > 0

2) Il existe une constante B > 0 telle que

(Vp € P) sup Eﬁ%ﬁzl

= B lipll,
v € V-{0} \Y

8. UNE CONSEQUENCE UTILE DE LA DEUXIEME CONDITION DE BREZZI

Nous avons montré dans la section 4 que, moyennant la deuxiéme
condition de BREZZI, tout élément u de Z_L peut étre mis sous la

forme
u = Bp

I1 en résulte

sup ——— = sup

IB” ull ol Tl
q € P-{0} '¥'p q € P-{oy '%'p

P

i

2
(Bp,Bq)v N HBpHV N B IIpHP HBpHV

i

sup = =
g e p-{oy Mg e, Y

= B lIBpll,

= B lull,

Nous arrivons donc a ce résultat, que la seconde condition de
BREZZI entraine

(Vu e Zl) IIB’uHP z g Hu"v (20)

9. RECIPROQUE

9.1 - La réciproque est-elle vraie ? En d’autres termes, la
condition (20) entraine-t-elle la seconde condition de BREZZI ?
D’emblée, on remarque que s’il existe dans P un élément p tel que

10



Bp = 0, la seconde condition de Brezzi ne pourra pas étre vérifiée
pour cet élément. Ceci améne a considérer le sous-espace fermé

Y={peP| Bp=0}={peP| (¥weV) blpv) =01}
(21)
Alors, en notant Y_L 1’orthogonal de Y dans P, on peut montrer que
1’ inégalité (20) entraine
b(p,v)

sup ———= = B lipl
vev-{oy My P

pour tout p e Yl .

a) La démonstration repose sur le lemme suivant:

A tout p e Yl, on peut associer un élément u € Zl tel que

B’u = p.

Partons de la minimisation de la distance

’ — 2 - ? 2 — 2
IB’u - pliy = IB uHP 2 (p, B u)P + lipll

2
P

En veru de la condition (20), ce probléme est elliptique et admet
donc une solution unique qui vérifie

(Vv € Zl) (BPu - p, B v)P =0

Bien plus, comme B'w = 0 pour tout w € Z, on a aussi

(vw e V) (B'u - p, B’v)P = 0 (22)

soit

(v e V) (B(B’u-pJ, v)V =0

ce qui implique
B(B°u - p) =0
ou encore
Bu-pey
Mais alors,
IB’u - pH; = (B'u - p, B’u]P - (B’u - p, p)P =0
car le premier terme s’annule en vertu de (22) et le second est le

produit scalaire de B’u - p € Y par p € Yl . (Cest ici que

1’ hypotheése p € Y-L est nécessaire).

11



b) Pour p = B’u, avec u € Zl, on a alors

b(p.v) (p,B’v)P (B’u,B’v)P
Sup ﬁx’/n = sup TV = sup vl
v € V-{0} VvV v e V-{0} \' v € V-{0} \Y%
1B’ ull?

\

ce qui achéve la démonstration.

9.2 - Ce résultat donne un éclairage nouveau a la deuxieme
condition de Brezzi. En pratique, il existe souvent un candidat
naturel PO pour étre 1l’espace P. Il faut toujours y soustraire le

noyau Y de 1’opérateur B et poser P = Y;. Ceci montre que la

deuxiéme condition de Brezzi tend, dans une certaine mesure, a
restreindre 1’espace P.

10. EXEMPLE: PROBLEME DE STOKES

10.1 - Soit Q un ouvert de R", de frontiére TI. Nous
envisagerons le probléeme aux limites suivant:

- M Vzu + grad p = f dans Q
divua =0 dans Q (23)
u =0 sur I’

La formulation faible de ce probléme s'obtient aisément en
multipliant la premiére équation par une variation 8u, la seconde
par une variation &p, puls en intégrant en tenant compte des
conditions aux limites. On obtient pour la premiére

-ut Vzui Su dx + [ Dp su dx = [ f Su dx
Q Q Q

soit, puisque Bui =0 sur T,

7 IQ Djui Djéui dx - IQp Diéui dx = Igfi Sui dx

Pour la seconde,

~ [ 8pDu dx =0
Q 11

Le choix de V s’impose dés le premier coup d’oeil: ce sera

(H;(Q))n. En effet, dans cet espace, la forme bilinéaire

12



a(u,v) = nu S Du Dv dx (24)
jS_]l

est visiblement bornée et elliptique. De méme, la forme linéaire

f(v) =] fv dx (25)
Q 1 1

sera bornée dans le cas courant ot f e (L?(R))". (On pourrait étre
plus général, mais ce cas suffit en pratique). Par ailleurs, on
notera
b(p,u) = - J p Du dx (26)
Q 1 1
et comme, pour notre choix de V, Diui e L?(Q), on est tenté de
poser P = L?(Q). Mais dans cet espace, 1l existe des champs p pour

lesquels b{p,v) s’annule pour tout v. En effet 1’'équation

(wweV) 0=blp,v) =-JpDv dx=/Jv Dpdx
Q ii Qli

équivaut a Dip = 0, soit p = constante. On a donc

Y={pel?) | p-=cte}
ce quil méne a restreindre notre espace P a

P=YL={peL2(Q) | fpdx =0} (27)
Q

I1 reste a vérifier la seconde condition de Brezzi pour certifier
ce choix. On a

I v, Dip dx
sup Eﬁg&!l =  sup R = llgrad pll . .-1 n
v e V-{0} "V"v v e v-{0} "V"v (H ()

Tout revient donc a montrer que si p € P, on a 1l’inégalité
1
= — -
HpHLz(Q) 3 ligrad pII(H 1(9))n

pour un certain B > 0. Or, cette propriété a été démontrée par
NECAS [2] dans 1le <cas d'un ouvert borné a frontiére
lipschitzienne. (C’est une inégalité de démonstration difficile).
En conséquence, le probléme de Stokes admet une solution unique
(u,p), avec

u e (H;(Q))n et pedigel?@ | Jpdx =0}
Q

10.2 - 11 est clair que dans ce cas,

Z={ueV| divu=201} (28)

13



On peut donc le qualifier de sous-espace incompressible.
L’ ensemble Zl est son complémentaire dans V. Une conséquence

intéressante de la seconde condition de Brezzi est alors, en vertu
de nos résultats du § 8, 1’inégalité
1

(W ez) vl =zl IQ(div v)? ]

12 (29)

Nous avons donc obtenu indirectement une inégalité qui n’a rien de
trivial (nous n’en connaissons pas de démonstration directe).
Cette inégalité nous servira dans la suite.

11. CAS DES LIAISONS LINEAIRES EN NOMBRE FINI

Examinons le cas particulier ot

ou on désigne par Ai des nombres, appelés multiplicateurs de
Lagrange, et par hi, des fonctionnelles linéaires bornées su V. On

. . 12 £ o
a donc ici P = R°. Comme on peut écrire

hi(u) = (Hi, u)v

il vient
(T AH, V),
sup b|(|3|'|V) = sw T = Ip A H Iy
v € V-{0} v v e V-{0} \' i '
Or,

2 — —
"Z AiHi"V = 'Z’ (Hi, Hj)V Ai Aj = .Z. Hij Ai Aj
1 1,] 1,J

ot {H } est une matrice symétrique a tout le moins semi-définie
ij

positive. Dans le cas ou elle n’est pas singuliere, ce qui suppose
1’ indépendance des liaisons h_, on a
1

2 2
.Z. Hij Ai Aj = w, Z Ai
1,J 1

ol w, est la plus petite valeur propre de la matrice H. La seconde

condition de Brezzi est alors vérifiée avec B = wl .

12. PENALISATION

14



Le plus souvent, le probléme de point de selle se pose avec
1’équation (2) homogéne. Il équivaut alors a chercher le minimum
de

% a{u,u) - f(u)

dans le sous-espace Z. Les variables p s’ interprétent alors comme
des champs de multiplicateurs lagrangiens relatifs a la condition

B’u =0

On dit que 1’on dualise cette condition. Les numériciens utilisent
fréquemment une autre méthode, qui consiste a minimiser dans V la
fonctionnelle

1 -
5 a(u,u) + 5 IIB uHP f(u)

avec K trés grand. On obtient ainsi une solution approchée qui,
lorsque le probléme est correctement posé, tend vers la solution
exacte du probléme pour K —> w . C’est 1la méthode de
pénalisation, que nous allons examiner a présent.

13. ELLIPTICITE DU PROBLEME PENALISE

La premiére question qui se pose porte sur 1l'ellipticité du
probléme ainsi transformeé. Nous continuerons a n’exiger
1’ellipticité de a(u,v) que sur Z. En particulier, on peut méme
imaginer que cette forme bilinéaire s’annule identiquement sur Zl.
Dans ce cas, 1l faudra nécessairement que HB’uHP soit sur Zi une

norme équivalente a Hqu. Nous verrons d’ailleurs que cette

condition est nécessaire pour assurer la convergence de la méthode
lorsque K —> w . Enfin, il est clair que si a(u,u) < 0 pour
quelque élément de Zl, 1’ellipticité sera plus délicate & prouver.

Etant donné que ce cas ne se rencontre guere en pratique, nous
1’exclurons pour la commodité du raisonnement, bien que nous
soyons conscient qu’il est probablement possible de remplacer
cette hypothése par une condition moins forte.En définitive, nous
adopterons les hypothéses suivantes:

a) a(u,v) est elliptique sur Z

b) a(u,u) = 0 dans V tout entier (30)

c) B uHP =z B Hqu dans Zl .

A part la condition b) qui a été posée pour la commodité, on se
retrouve donc dans le cadre des conditions de Brezzi.

Moyennant ces conditions, la forme quadratique

15



2

N?(u) = a(u,u) + HB’uIIP

définit a coup slr une norme sur V, car sa nullité entraine

B uHP =0

soit u € Z. Mais alors, comme a(u,u) = 0 également, on a
nécessairement u = 0.

Nous allons montrer que cette norme est équivalente a la norme
de V, c’est~a~-dire qu’il existe une constante C telle que

"uﬂv = C N(u) (32)

(L’ inégalité en sens inverse est évidente). Cette démonstration se
fera en quatre étapes:

A. Tout u € V admet la décomposition

u=u +u (33)
avec

1 (34)
(vv € 2) a(uz, v) =0

En effet, cherchons u1 € Z tel que
(vv € 2) a(ui, v) = alu, v)

Ce probléme elliptique admet bien une solution unique. Alors,
1’ élément

pour tout v € Z.

B. La composante u vérifie

2

v (35)

alu u =z o llu ll
( 1’ 1] 1

en vertu de 1’ellipticité de al(u,v) sur Z.

C. La composante u, peut encore étre décomposée en

16



u =u_+u avec u_€Z et u €2 {36)
4 3 4 1
La définition de u, implique alors
(VWwwe?Z) 0= a(uz,v) = a(ug, v) + a(ua, v)

En particulier,

a(us, u3) = - a(u4, u3)

ce qui implique

2
o Huguv =M Hu4"v Ilu3nV
soit
Hu3HV = % Hu4HV (37)
On en déduit
2 2 2 M2 2
Iiu2NV = ﬂug”v + Ilu4||V = (1 + ;53 Hu4"v (38)
Dés lors, comme
1B u2HP = ||B u4llP E ] llu4”V
on a
il = L 1B I
42’V B 2P
et, en vertu de (38),
2 2
M 1/2 1 M 1/2 ,
Iluzllv = (1 + = ) |Iu4llV = 3 (1 + - ) IIB uIIP
« «
soit
IIu2HV = C1 IiB u2HP (39)
D. Au total, on a donc
-1/2 1/2 ,
Hunv = "u1"V + Huznv = o [a(ul,ul)] + C1 B uz"P
et, par 1’inégalité de Schwarz-Cauchy,
-1 2 .1/2 , 2 ,1/2
= [ ™ + C1 ] [ a(ul,ul) + 1B uz"P 1
e 1
= C

17



Mais

alu,u) = a(ul, ul) + 2 a[ul, uz) + a(uz, u2) = a(ul, ul)
| | [ |

=0 =D

et

B'u = B’u1 + B’u2 = B’y
I1 en résulte

g = € [ alu,u) + 1Bl ]
comme annonceé.

Ce résultat implique automatiquement 1’ellipticité du probléme
pénalisé, quel que soit K > 0, car

a(u,u) + K llB’uII; < max(1, K) . [a(u,u) + IIB’uIIPZ, ]

14. CONVERGENCE DE LA SOLUTION DU PROBLEME PENALISE

Le probleéeme pénalisé consistant & chercher Uy tel que

(Vv € V) a(uK, v) + K(B’uK, v) = £(v) (40)
est donc elliptique. Décomposons sa solution Uy en

Y T %t Y%k
avec

{ w, €2

(Vv € 2) a(uKz, v) =0

Nous avons déja démontré la possibilité d’une telle décomposition.
Alors, pour tout v € Z, 1’équation (40) se raméne a

a(uKl, v) = £(v)

ce qui signifie que Uy n’est autre que la solution u du probléme

exact. L’erreur de pénalisation est donc mesurée par la norme

HuK - uHV = HUKZHV
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En faisant v = Yo dans (40) on obtient

, 2 _
a(uKz, uKz) + K B “KZ"P = f(uKz)

ce qui implique

4 2 < <
K IIB uKZ"P = f(uKz) = HfHV, "uKZHV

En utilisant le résultat (39) ci-dessus, on peut donc affirmer que
"uKZHV = C1 IIB uKZ”P

ce qui, combiné avec 1’inégalité précédente, donne

K 2
Eé IIuKzllV =< Ilfllv, IIuKzilV (41)
1
soit
Cz
1
"uK2"V = e anv, (42)

Ce résultat montre que la norme de 1’erreur de pénalisation tend
vers zéro comme 1/K.

Il est du reste intéressant de noter comment varie la valeur
de la fonctionnelle

2 _ , 2
NK(uK).— alu,, w) + K IB uly
lorsque K varie. On a d’une part

a(uK, uK) = a(uKl, uKl) + a(uKz, UKZ) = a(u, u)} + a(uKz, uKz)

d’oll, en vertu de (42)
c M

1 2
0= a(uKz, uKZ) = _EE— HfHV,

D’autre part, il résulte de (41) et (42) que

CZ

K IIB’UKII; =K IIB’uKZII; = UElly, lug,lly, = K‘l' ||f||\2,,

ce qui donne finalement

1 M
=+ — ) (43)
K Ka

a(u,u) = Nf( () = alu,u) + cf e, (

V’
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ainsi, N;(uk) converge vers a(u,u) & 1’ordre (1/K) également.

15. CONTROLE DE LA CONVERGENCE DE LA PENALISATION

Il existe également une 1inégalité Iinverse, qui permet de
mesurer la convergence de u, Vvers u par simple ingpection de la

convergence de NK(u). En effet, on a par (41)

CZ

2 , 2 2 y 2 1 ’ 2
C1 B uKZ”P = C1 IB uK"P = X [a(uKz, uKZ) + K IB uK”P ]

CZ

Ki laly, w) - aly, W) +K IlB’ull;]

1A

2
HuKzuv

A

soit

C
L

1/2
HuK - uHV = -

2
[NK(UK) a(u,u)] (43)
Comme nous savons que uK converge vers u a l'ordre K, cette

inégalité confirme 1’ordre (1/K} trouvé pour la différence entre
2 - .
NK(uK) et al(u,u). A partir de deux analyses au moing, on peut

alors utiliser une extrapolation de Richardson consistant a écrire
NZ(u,) = A + B/K
KK

A et B étant ajustés a 1’aide des résultats trouvés. La constante
A de cette loi empirique est alors une approximation de a{u,u) et
pour obtenir une erreur de 1’ordre de

HuK - uHV =g
il suffira d’'imposer que
ClBl/a/K < e

soit

K= -5

B3]

C
1

16. PENALISATION DU PROBLEME DE STOKES

Montrons qu’il est possible de traiter le probléme de Stokes
par pénalisation. La condition a pénaliser est ici div u = 0, ce
qui méne & minimiser la fonctionnelle
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1 p S Du Du dx + S I (div w)? dx - I fu dx
jioji 2 ii

2 Q Q Q

La convergence vers la solution exacte lorsque K tend vers
1’infini résulte de la propriété

full, = 1 [ J (div w)? ax 12 dans Z
vV B Q L

que nous avons déduite au § 10.2 . Les autres conditions sont
vérifiées de maniére évidente.

17. FORMULATION MIXTE EQUIVALENTE A UNE PENALISATION

~

Cherchons a rendre stationnaire la fonctionnelle

% a(u,u) + b(p,u) - %K clp,p) - f(u)

ou a{u,v) et b{p,v) ont la méme signification que ci-dessus et
c{p,q) est une forme bilinéaire symétrique, bornée et elliptique

sur P:

(vp e P) clp,p) =2 7 ||p||;

On peut naturellement écrire
clp,q) = (Cp,q)P

ce qui méne aux équations
Au + Bp = F
B'u ~ 1 Cp =0
g “P
La deuxieéme équivaut au probleéme variationnel elliptique
(Vg € P) c(p,q) =K blg,u)
qui admet la solution
-1,
p=KC Bu
ce qui raméne la premiere équation a
Au + K BC'B'u = F
soit

(vv € V) a(u,v) + K (B’u, C_lB’u)P = f(u)
qui équivaut a une pénalisation. La théorie précédente s’applique
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a ce probléme a condition d’adopter sur P la norme équivalente

2 _ -1
Iol” = (p, Cp)p
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