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Algebre ¢, ,
Définition

Lalgébre €I, 4 (p+q =n > 0) est une algébre sur R associative et unitaire

('unité est notée 1) générée par les éléments vy, ..., v, tels que

-1 si p+1<i<n,

(vi)? =

v,--vj:—vj-v,-, 175‘]



Algébre €I, 4

Exemples
%ZO,O ~R

%11702R@R et (51071 ~C

Cho~Ch1~ Mat(2,R) et Clyr ~H



Algébre €I, 4

Théroeme
Toute algébre de Clifford est isomorphe a une algébre de matrice a

coefficients dans R, C ou H ou bien a une somme directe de celles-ci.

Théroéme
Clyy ~ Cl,®rClyg
Clyyi2 =~ Cl;, ®rClyo
Chiigrnn = Cly;®rCly)
Corollaire

Clp_,_g?q ~ Clp’q_'_g ~ Clp,q QR Mat(16,R)



Algebre ¢, ,

Les éléments de base de ¢, 4 sont
Vll e Vlk
oul <iy <--- <i; < npeuvent étre codé par un n-uplet de 0 ou de 1.

Illustration



Algébre O, 4

Définition
L algebre O, , (p+¢q > 3) est une algébre sur R ayant pour base les

éléments u,, x € (Z,)" et munie du produit
ety = (=1 5y
avec

Jo,,xy) =Y (et xiymcbyigx) + Y, Xyt Y, X
1<i<j<k<n 1<i<j<n 1<9<p

pour x = (X1,...,%,), ¥y = (V1,---,yn) € (Z)".

0. & M.-G. [2011]



Algébre O, 4

Définition
L algébre O, 4 (p+ g > 3) est une algébre sur R ayant pour base les

éléments uy, x € (Z,)" et munie du produit

-ty = (— 1y/t) Uxty

avec

fo,, (,y) = Z (xixjyi +xiyjxe + yixpxe) + Z xiyj+ Z X
1<i<j<k<n 1<i<j<n 1<i<p

Notation

(R[Z5).f) (algébre de groupe twistée)



Algébre €I, 4

Définition équivalente
L algebre €1, 4 (p+4g > 0) est une algébre sur R ayant pour base les

éléments u,, x € (Z,)" et munie du produit
-ty = (— 1yt Uxty
avec
fer,, )= Y, (e Xy + v )+ Y xy+ Y ox

1<i<j<k<n 1<i<j<n 1<i<p

Albuquerque & Majid [2000)



Algébre O, 4

Exemple

@0’3 ~0

«— (0,1,0) «————— (1,1,0) «———— (1,0,0) ~—

//‘ ? \\

A. & M. [2000]



Algébre O, 4

Remarques

Notons |x| le poids de x € (Z;)"

Systéme de générateurs : u; = u,, ot ¢; = (0,...,0,1,0...

Sous algébre associative maximale €', ,—1 C O, 4

( sélectionner u, ol x € (Z;)" tels que |x| = 0 mod 2)
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Question

Existe-il une périodicité entre ces algébres ?

Théoreme
i) Oopnrs 2 0on ®c Ops
i) Ouiapo = Ono Qrer Osp
i) Oprogrr = Opg ®c O3

= 0,4 Qrer O3

K. [soumis]



Résultat

Question

Existe-il une périodicité entre ces algébres ?

Théoreme
) Oonta = 0on @c Ops Clpg+2
i) Oniap =2 Ono ®rer Osp Clpt24
i) Opragrz = Opy ¢ O3 Clyi1,g+1

1%

Opq Orgr O3

12

12

Cl,, ®r Cly
Clqp Rr Clzﬁo

C]p_’q XRRr Cll,l

K. [soumis]



Forme cubique

Théoreme
Dans notre cas, il existe une fonction génératrice cubique o : (Z,)" — Z,

qui caractérise completement I'algébre (R[Z],f) définie par

oo, (x) =fo,,(xx)= Y, xxat Y xgt+ Y ox

1<i<j<k<n 1<i<j<n 1<i<p

M.-G. & O. [2011]
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Forme cubique

Théoreme
Dans notre cas, il existe une fonction génératrice cubique o : (Z,)" — Z,

qui caractérise completement I'algébre (R[Z],f) définie par

Ot@p)q(x) = f@paq(x,x): Z Xixpxy + Z Xixj+ Z X;

1<i<j<k<n 1<i<j<n 1<i<p

ag, (x)

ou
0 si |x| =0 mod 4

1 sinon

M.-G. & O. [2011]



Forme quadratique

Dans le cas Clifford, il existe une fonction génératrice o : (Z,)" — Z,

qui caractérise completement I'algébre (R[Z],f) définie par

g, . (X) = fg1,, (x,x) = Z XiXjXp+ Z XiXj+ Z Xi
1<i<j<k<n 1<i<j<n 1<i<p
——

Ay, (x)

ou
0 si |x| =0 mod 2

o1, (X) = ,
1 sinon



Forme cubique
Définition
Les formes cubiques o et o sont équivalentes si
3G € GL,(Z,) telle que a(x) = o (Gx).

Proposition

Si deux algebres de groupe twistées (K [Z4] .f) et (K [Z4] ,f") ont des

fonctions génératrices équivalentes o et o, alors

(K[Z3].f) = (K[Z3].f")



Forme cubique et graphe triangulé

Définition

a(x) = Z Ajjkxixixy + Z Byjxixj+ Z

1<i<j<k<n 1<i<j<n

1. Six; apparaitdans o (C; = 1)

Si x; n'apparait pas dans a (C; = 0)

2. Six;x; apparait dans o (B;; = 1)

3. Six;xjx; apparait dans o (A = 1)

—
—

1<i<p

Cix;



Forme cubique et graphe triangulé

Exemple

o(x1,x,x3) =0

02 (x1,x2) = x1x2 + X1 +x2

003(X1,X2,X3) = X1X2X3 +X1X2 +X1X3 + X2X3
+x1 +x2 + X3,
o 2(x1,X2,X3) = X1x0X3 +X1X2 + X1X3 +X0X3

+x2 +x3,

—

ox2

X10

0X3

X O—— X

<

<<

X2

X3

X2

X3



Classification

UL IR IR ¢
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(Dé)tour sur des algébres
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A DISTANCE A-B
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"When we pass from quadratic to cubic functions, the complexity of the classification

problem increases sharply."
Boolean functions in coding theory and cryptography, L., S. & Y. [2004]
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Cubic Bent Functions, H. [1997]



Forme cubique et forme triangulée

Question ouverte

Classification des formes cubiques

"When we pass from quadratic to cubic functions, the complexity of the classification
problem increases sharply."

Boolean functions in coding theory and cryptography, L., S. & Y. [2004]

"With computer assist, we also determine all the cubic bent functions in 8 variables."
Cubic Bent Functions, H. [1997]

"We describe a new invariant that we have used to obtain the complete classification
of the cubic forms of nine variables."

Classification of Boolean Cubic Forms in Nine Variables, B. & L. [2003]
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Etude d’invariants

Par exemple, I'invariant de Arf ou "democratic invariant”



Forme cubique et forme triangulée

Question ouverte

Etude d’invariants
Par exemple, I'invariant de Arf ou "democratic invariant”

Question ouverte

Utiliser les propriétés des graphes pour en déduire celles des formes

cubiques.



Détour sur des algébres
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oLos dovides Shadob

<L N B PAS pE soLuTiON
cEST QUL MY A PAS pe prOBLEME.



