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PREFACE.

Pendant sa derniére maladie, A. Meyer nous avait chargé
de la révision des épreaves de son ouvrage sur la Théorie
analytique des probabilités a posteriori.

Cest grace A cetle circonslance, sans doute, que Mme veuve
Meyer voulut bien nous confier le manuscrit du cours que
son mari avait donné 4 I'Universilé de Liége, de 1849 &
1857, sur le caleul des probabilités.

Nous cspérions que la Société royale des Sciences de
Liége, qui avait déja publié dans ses Mémoires d'impor-
tants travaux de Meyer, préterait également son concours
& la publication de celte ceuvre posthume, la plus considé-
_ rable peui-étre de son auteur. Quire la plupart des anciens
collégues de Meyer dans la Faculté des sciences, cette
Société comptait en effet dans son sein plusicurs de ses
anciens ¢léves; et tous, collégues et disciples, avaient
appris & connaitre et & aimer ce savant d’une érudition si
vaste, cet homme si bon, ce maitre si dévoué. Aussi la
publication de son Calcul des probabilités n’etit-elle subi
aucun retard si les ressources de la Société avaient éié sul-
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fisantes. Mais ce n'est que dans ces derniers temps que sa
situation financiére lui a permis de voter Iimpression de
louvrage.

Quoique les notes de Meyer fussent & peu prés com-
pletes, comme elles ne renfermaient parfois presque pas
~de texte dans les parties relalives au développement des
formules, il fallait les revétir d’un peu plus de forme pour
les livrer au public. Nous avons enftrepris avec plaisir ce
travail, dans lequel nous avons été obligeamment aidé par
un ancien ¢léve de Meyer, notre ami M. L. Perard, pro-
fesseur a I'Université de Liége; et nous avons lun et
l'autre respecté entiérement les idées et, autant que pos-
sible, le style serré de notre maitre. Nous n’y avons rien
mis du notre, saul le redressement de quelques lapsus
dans les calculs et Faddition de quelques éclaircissements
peu imporiants,

Une partie manquante du manuserit a pu étre remplacée,
grace a l'obligeance d’'un de nos anciens condisciples aux
cours de Meyer, notre ami M. A. Devivier, professeur &
I'Université de Louvain, qui a bien voulu nous communi-
quer ses notes, dont nous avons pu apprécier foute I'exac-
titude.

Le manuscrit était divisé en legons, les unes bréves, les
- autres longues. Nous avons cru plus convenable, A cause
de Ia nature didactique de Fouvrage . de partager celui-ci
en chapitres et en paragraphes numérotés, afin de faciliter
les recherches au lecteur et de pouvoir le renvoyer aux
numéros dont la connaissance est nécessaire A l'intelligence
da texte.

Quelques parties nous ont paru devoir étre détachées du
corps de Peeuvre et rejetées 4 la fin, comme étant des déve-
loppemenis donnés & certains points spéciaux , et ne ren-
trant pas dans la division méthodique de louvrage.
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Il en est ainsi de deux théories des erreurs, 'une d’aprés
Laplace, I'autre d’aprés Bienaymé, que Meyer a ajoutées
a celle qui figure dans son Traité; d’une extension du théo-
réme de Bernouilli aux factorielles, qui lui est due, et qui
révele ses qualités comimne analyste; enfin de quelques notes
destinées & éclaireir des formules dont il fait usage.

Cet ouvrage de Meyer est un résumé trés-complet des
plus importants fravaux de Bernouilli, Moivre, Laplace,
Poisson, Gauss, Encke , Bienaymé, ete., sur le caleul des
probabilités; et 'on peut hardiment affirmer, pensons-nous,
quil n'existe aueun traité aunssi vaste sur la matiére, si
Pon excepte la Théorie analytique des probabilités.

Nous eroyons devoir signaler tout spécialement a Patten-
tion du lecteur les généralisations de quelques problémes
renfermant de belles applications de I'analyse supérieure et
en particulier du caleul aux différences finies; la démon-
stration du théoréme de Bernouilli et sa généralisation; la
marche des caleuls dans le développement des formules de
Laplace, si difficiles & lire dans I'original; enfin des appli-
cations trés-nombreuses du caleul des probabilités & la
population el aux assurances.

Le théoréme et le probléme de Poisson figurant dans le
manuserit, nous n'avons pas pensé qu'il falliit les sup-
primer, malgré les doutes que notre matire avait émis au
sujet de exactitude des approximations du géométre fran-
cais : Iexpression de ces dontes suffira pour metire le lec-
teur sur ses gardes,

L'importance de ce Traité et Iutilité qu'on en pourra
relirer dans les applications nous ont engagé a le compléter
par un extrait des Tables récentes de mortalité dues au
regretlé Ad. Quetelet, Pune des plus hautes autorités dans
la matiére. Cet illusire savant a bien voulu nous y auto-
riser; nous lui en avons exprimé toule notre gratitude, et
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ne pouvons malheureusement plus aujourd’hui que rendre
un légitime hommage a sa mémoire. :

Bien certainement I'eeuvre de Meyer sera accuei]he avec
le plus vif intérét par les savanis, et sa publication réjouira
le ceeur des nombreux éléves et des anciens amis de notre
excellent maitre; mais avee quel pieux recucillement sur-
tout elle sera recue par une famille dont il était adore! '

Celle-ci nous a chargé de témoigner toule sa reconnafs-
sance a la Société royale des Sciences de Liége, et spéc.la—
lement & ceux des anciens éléves de Meyer qui ont bien
voulu nous aider dans Paccomplissement de notre tache.

Liége, septembre 1874.

F. FouE.

INTRODUCTION (*).

1.. Tout événement arrive par suite de deux sortes de circon-
stances ; les unes, connues ou inconnues, sont nécessaires i sa
production, tandis que les autres, toujours inconnués, n'y con-
tribuent qu'aceidentellement.

Les circonstances de la premiére espéce se nomment causes
ou chances; les autres constituent ee que 'on nomme hasard.

Exenere. Sil'événement consiste dans l'extraction d’une boule
blanche d’'une urne contenant des boules blanches et des boules
noires, les causes ou les chances de la sortie ¢'une boule blanche
sont : le nombre total des boules, et celui des boules blanches;
tandis que larrangement des boules dans Purne et I'action de
saisir une des boules sont la part du hasard.

(*) Le but de 'auteur, dans cette Introduction, est de définir les notions
fondamentales dont I'étude fait I'objet du ealeul des probabilités. 11 lui arri-
vera done fréquemment, pour éelaireir les notions qu'il a définies, d'énoncer
des principes dont la demonstratlon se trouvera dans le corps méme de
I'ouvrage.

Cet cuvrage étant un traité essentiellement didactiqne, nous avons penseé

- quil ne serait peut-&tre pas inutile de faire. celfe remarque pour les com-
mengants. - F. F.
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2. A tout événement on eut opposer son contraire, de maniére
fue l'existence de Uun exclut celle de l'autre ; alors les chances
favorables & I'un sont contraires a I'autre. On nomme changes
totales I'ensemble des chances favorables et contraires A un évé-
nement.

Si une urne renferme, sur douze boules ; quaire boules blan-
ches, il y aura quatre chances favorables et huit chances contraires
4 la sortie d’'une houle blanche, et en tout douze chances.

3. 8l s'agit de plusieurs événements dont I'un doit arriver
nécessairernent, I'ensemble des autres doit étre considéré comme

un événement contraire au premier.

4. Larrivée d’un événement est certaine, quand aucune chance
ne lui est contraire; elle est inceriaine quand plusieurs chances
lui sont défavorables. Dans ce dernier cas, I'événement est plus
ou moins probable, selon qu’il réunit plus ou moins de chances
favorables. Done, quand le nombre total des chances reste le
meéme, les probubilités de deua événements sont proportionnelles
aux nombres de leurs chances favorables.

Supposons, par exemple, que denx urnes eontiennent chacune
douze boules; que Ia premiére renferme huit blanches sur quatre
noires, et la seconde trois blanches sur neuf noires ; il sera plus
probable d’extraire une blanche de la premiére urne que d’en
extraire une de la seconde, et les probabilités de la sortie d’wne
btanche des deux urnes seront dans le rapport de 8 4 3.

3. Comme dans le cas de la ceriitude toutes les chances sont
favorables, il sera facile de trouver la mesure de la probabilité
d'un événement,

Soient en effet « la probabilité d'un événement certain, P Ia
probabilité du méme événement , guand sur un nombre’ iotal

()
@ =+ b =1m chances, il n"en aurait que a qui lui soient fayorables,

en aura la proportion

wira:
d’olt

P 3

um

Soit p la valeur de ee rapport, p sera la mesure de Ia proba-
bilité P,  étant pris pour unité, on a done’

a
p=

i3
Done la mesure de lo probabilité d’wn événement est une frac-
tion qui a pour numératewr le nombre des chances favorables ¢
son arrivée, et powr dénominateur le nombre folal des chanc_es,

tant favorables que contraires.
Il suit de 14 qu’en nommant Q la probabilité contraire, on aura

Q:u=14f:m,
o
Q b
w
Soit
=—>
1=
on aura
: b
=
et, par suite,
« b a+b
P = — == ES
m m it

Dot il suit que la somme des mesures de deux probabilits
contraires est loujours égale & l'unité, et que la somme des
probabilités contraires est égale & la certitude, car on a :

PoQ

— a4 =1, doll Pa Q=1
wow

On a aussi
Prg==aib=a:m o
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6. Soit k le bénéfice attaché & U'merivée d'un dvémement cer-
tain, « et y les hénéfices que l'on peut atlendre, quand les pro-
Labilités de larrivée de cet événement seront respectivement
égales a p et 4 g; il est clair qu'on aura les proportions :

1:p=k:x
et '
Lig=khk:y;
d'ott '
x=kp, y="rlq.

Supposens maintenant que Yarrivée d'un événement, dont la
prohabilité est p, procure & une personne A le bénéfice k, et que
sa non-arrivée, ou Farrivée de 'événement contraire, dont la
probabilité est ¢, procure le méme bénéfice k A une personne B.

Cest le cas qui se présente quand deux joueurs font ensemble
un fonds commun qui doit devenir la. propriété du gagnant.

En conservant tottes les notations - précédentes, on aura de

méme, dans ee cas :
- z=kp,y="ky,

d'olt:

prg=xiy=aln - o
Mais si I'on parie g écus pour Tarrivée, et ¢’ pour la non-arrivée
de Tévénement qui doit procurer les bénefices o et y, on devra
faire g =, ¢’ = Y, car fes paris doivent étre égaux aux héné-
fices que l'on astend, on a done :

pig=g:¢ =arm—ua

Il suit de 1a que si la probabilit¢ d'un événemenl est ex-
primée par
= 17

== —
! m

on peyt parier @ conire m — @ que I'événement aura lieu.
7. Comme on a

r==kp, y=hq, m+y=k(p+q)=!.-._

(v)

il s'ensuit que le droit d’un joueur & la mise totale &, quand il a
une probabilitt p de la gagner, est kp, et il peut vendre ec
droit pour la somme &p avant que le sort ait décidé sur larrivée
de Uévénement qui doit le faire gagner ou perdre.

Le produit d'une somme k & espérer par la probabilité p de
la gagner, se nomme espéraice mathématigue.

Désignons-la par s. Si larrivée d'un événement dont la pro-
babilité est p procure Je bénéfice k, I'espérance mathématique
correspondante sera done

s =kp;
d’otl #

px

e

L'espérance mathématique du joueur adverse, & qui la non-
arrivée de Dévénement procure le bénéfice &, ou la erainte,
pour le premier, de perdre fa somme k, sera exprimée par le -
produit

{1 —p) b =gk

L’avanlage ou le désavantage dans un jeu sobtient en re-
tranchant la mise de I'espérance mathématique.

Exewere. Un joueur A, ayant quatre chances sur six de ga-
gner, dépose cing franes; et B, qui n'a que deuy chances sur six
de gagner, dépose trois francs; la mise totale sera huit franes.

Done espérance de

& A
A=8.-= [ Rt
. G 2
espérance de
: 52
BzS.—‘: (‘3 =
6 5
avantage de
1 1
A=Db-—Db==r:
3 3

désavantage de

==}

I
9
[S1 )
|
(311
i
|
1] =
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Rewargue. On peut encore dire que I'avantage d'un joueur
‘s'obtient en retranchant de son espérance de gagner, le risque
de perdre.

* ') 5 1) . 'i
L’espérance pour A, de gagner 5, est 3 X ;=2.
La mise de A est B, la probabilité de la perdre est 3, il
. s 1 2
risque done 3 X ;=1 ::, pour gagner 2. Done son avantage est
2 —12=1 '
o

3

8. Les chances favorables et contraires 4 un événement pea-

vent étre connues, soit direetemnent, soit par des données qui
permettent de les calculer. Dans ce cas, on pourra toujours ob-
tenir, par des régles que nous enseignerons, la probabilité corres-
pondante de I'événement. La probabilité ainsi caleulée $¢ nomme
probabilité ¢ priori.

Mais si les chances d'un événement nous sont inconnues, la
probabilité correspondante ne peut s'obtenir qu'approximative-
ment, & 'aide d’observations ou d’essais répétés un grand nombre
de fois. La probabililé ainsi déterminée se nomme probabilité &
pésterz’om‘.

Ce procédé repose sur le principe que les chances les plus nom-
breuses finiront toujours par se produire le plus frégquemment
dans un grand nombre d’épreuves. .

Si, par exemple, d’'une urne contenant m boules, dont @ blan-
ches et b noires, on extrait une boule successivernent un grand
nombre de fois, en remettant chaque fois dans Furne Ia boule
quon en a extraite; si a’ et b’ désignent respectivement les nom-
bres des boules blanches et des noires sorties aprés un grand
nombre p de tirages, alors les rapports — +w - +b, différeront
d'autant moins des probabilités — i 3 _|_b du tirage d’une houle
blanche et d'une noire & ehaque coup, que p sera plus grand.

Les probabilités sont en général de trois sortes :

{ vu )

1o Possibilité objective. La possibilité est objective quand, par
Ja nature méme des événements, on voit qu’ils sont possibles dans
un rapport donné. Par exemple, an jeu de pile et eroix, il est
évident que pile et croix sont également possibles;

2° Possibilité subjective. La possibilité est subjective quand
elle se trouve la considération des motifs qui peuvent nous dé-
terminer 4 nous prononcer sur U'existence de.l'événement. Par
exemple : quand on n’a aucune raison de croire quun joueur A
est plus habile qu’un joueur B, on en conclut que la probabilité
pour A de gagner une partie est ;. Ce moyen ne donne que la
possibilité relative 4 I'élat de nos connaissances, et non la pos-
sibilité réelle de 'événement;

5° Possibilité a posteriori. La possibilité ¢ posteriori est celle
que I'on trouve en répétant un grand nombre de fois Vexpé-
rience qui doit amener I'événement, et en examinant combien

de fois il est arrivé; ee moyen fera connaitre la probabilité des

- événements, 4 peu prés.

Parmi les circonstances qui eoncourent a la produetion d'un
événement, il ¥y en a de variables & chaque instant, et dont la
connaissance nous échappe, telles que le mouvement que la main
imprime aux dés; ¢'est la réunion de ces circonstances que nous
nommons hasard. .

il en est d’autres qui sont constantes, telle que I'habileté des
joﬁeurs,, le nombre des faces égales d'un dé, ete. Celles-ci for-
ment les possibilités objectives des événements, et la connais-
sance plus ou moins étendue que nous en avons détermine leurs
possibilités subjectives. Seules, elles ne suffisent pas pour les
produire, il faut qu'elles soient jointes aux ecirconstances va-
riables; elles ne font ainsi quaugmenter la probabilité des évé-

nements, sans déterminer néeessairement leur existence.
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9. Mise en équation :

1 Lorsque la possibilité des événements simples est connue,
la probabilité des événements composés peut souvent se déter-
miner par la seule théorie des combinaisons ;

2° Mais la méthode la plus générale consiste & observer la loi
de variation que cette probabilité éprouve par la multiplicité des
événements simples, et & la faire dépendre d'une équation aux
différences totales ou partielles; I'intégration de cette équation
donne l'expression analytique de la probabilité cherchée.

Souvent cette expression devient impossible 4 cause du grand
nombre de ses termes et de leurs facteurs; alors il faut recourir
aux méthodes d’approximation pour obtenir des valeurs appro~
chées;

3° Dans un grand nombre de cas, et ce sont les plus intéres-
sants, les possibilités des événements simples sont inconnues ;
alovs il faut chercher, dans les événements passés, quelques in-
dices qui puissent nous guider dans nos conjectures sur I'avenir.

Dans plusieurs problémes les nombres des chances sont infi-
nis. Cela arriverait, par exemple, si, en projetant une piéce de
monnaie sur une surface, on voulait évaluer dans combien de
eas le centre de la piéee tomberait sur I'un des points d’unc
portion désignée de cetie surface. Dans cette question, le nombre
des eas favorables serait déterminé par le segment désigné, et le
nombre de tous les cas possibles par la surface donnée.

10. On dit que deux événements sont indépendants 'un de
I'autre, lovsque Iarrivée de 'un n'influe pas sur celle de 'autre,

Si l'on a, par exemple, deux paquets de treize cartes de méme
couleur chaeun, la sortie d'un as du premier paquet est indépen-
dante de la sortie d'un as du second.

Deux événements sont dépendants quand larrivée de l'un

(1)
influe sur celle de I'autre : tel serait, par exemple, le cas de la
sortie du sept d'un paquet de treize cartes d'une méme couleur,
aprés ‘en avoir extrait un as. Car alors des treize chances primi-
tives il n'en resterait plus que douze. La probabilité de I'extrac-

tion d’un as étant 1—’5, celle de 'extraction d’un sept serait, au con-

traire, é Si 'on remetiait la carte extraite dans le paquet, la

probabilité d'en extraire un sept au second coup redeviendrait
i et les deux événements seraient indépendants.

Le mot cause, dans la théorie des probabilités, désigne I'en-
semble des eirconstances qui donnent 4 un événement une pro-
babilité déterminée. 8i, par exemple , Ia probabilité mathématique
de la naissance d’un garcon, dans un certain pays, restait numé-
riquement la- méme , on dirait que la cause, ou les eauses de la
naissance d’'un garcon sont constantes. La cause, ainsi enten-
due, n'est donc pas ce qui produit un effet ou un événement,
mais c’est la chose qui donne 4 un événement la probabilité qui
lui est propre. Ce sont les chanees en soi de 1'événement.

"Lorsque la cause est incertaine, sa probabilité sera plus ou
moins grande, selon qu'elle donnera & I'événement plus ou moins
de chances favorables, en la supposant certaine. Ainsi, toutes
choses égales d'ailleurs, les probabilités des causes, ou des hypo-
théses , sont proportionnelles aux ehances favorables gu'elles don-
neraient & Pévénement cbservé si elles étaient certaines.

Soient, par exemple, trois urnes A, B, C, contenant.chacune
trois boules, savoir : A, une blanche et deux noires; B, deux
blanches et une noire; C, trois blanches. Si I'événement attendu
est Ia sortie d'une boule blanche, sans qu'on sache de quelle urne
elle a é1é extraite, la cause de cet événement sera incertaine , 6t
pourra consister dans I'une des trois hypothéses suivantes :

1° Elle est sortie de I'urne A ;

Q0 » » I'urne B;



(x)
5° Elle est sortie de 'urne C.

‘Dans le premier cas, la probabilité de la cause serait pro-
portionnelle & 1, dans le deuxiéme & 2, et dans le troisiéme a 5,
cest-a-dire que les probabilités des trois causes ou hypothéses
seraient proportionnelles aux chances qu'aurait ’événement, si
I'on était certain que la boule sortie est extraite de 'urne A, ou
del'urne B, ou de I'urne C.

11. On nomme probabilité relative la probabilité qui se rap-
porte & un groupe d’événements choisis parmi les événements
attendus, en considérant comme nulles les arrivées des autres
événements. ' -

* On nomme probabilité absolue la pfobabilité de chaque évé-
nement lorsqu’on ne fait abstraction d’aucun.

Si, dans un jeu de piquet, on ne veut considérer que les cartes
rouges, en regardant comme nulles les sorties des autres cou-
leurs, la probabilité de la sortie d'une rouge sera une probabilité
relative.

12. La probabilité de n événements simultanés et indépen-

dants ' .
E,E ., E,,
est la méme que la probabilité de n événements successifs E,,
E, .., E.; car le temps de leur succession ne peut pas influer sur
- leur probabilité; on peut donc supposer que ce temps est nul.

Exgwere. La probabilité de faire une somme s de points, en
projetant sur un tapis n dés identiques, est la méme que celle de
faire cette méme sommé en projetant n fois successivement sur
le tapis I'un de ces dés.

CALCUL DES PROBABILITES.

CHAPITRE 1.

REGLES FONDAMENTALES DU CALCUL DES PROBABILITES.

PROBABILITE TOTALE.

15. PremiEre ricLe. La probabilité d’un événement, qui peut
arriver de plusieurs maniéres différentes, et indépendantes entre
elles, est égale ¢ la somme des probabilités propres ¢ chacune de
ces maniéres.

- DemonstraTION. Soient

oy y
p1=——-7 7)2:—
“« &

sew f— —.—“"L
P
|2

les probabilités propres aux événements

E,, E,.....E_;

mJy

P la probabilité totale de larrivée de Pun quelconque de ces
événements. Le nombre des chances favorables sera

oy - g+ o b e, + a
et ¢ sera le nombre total de ces chances; done

1. -
Gy b g b s oo, oy Uy Do

& ¢ “A . v pl+p2+ +pm

P=




(2)

Exenee. On a g cartes dont a; sont marquées 1, a, sont
_marquées 2; ..... @, sont marquées m, etc. Quelle est la proba-
bilité P d’en tirer une marquée 1 ou 2 ou 3 ... ou m? On a
U+ g4, @ Gy

am
= e = 4 Pyt e
@ poow #

P—

Corovrare I. Soient py, ps .... p,, les probabilités des événe-
ments By, B, ... E,; si P'un de ces événements doit néeessaire-
ment arriver, la probabilité P que cela aura lieu sera 1 ou la cer-

titude; done
P=p, + ps+ ... +p,=1.

Cororrare 11. Soient p la probabilité d'un événement E, ¢
celle de son contraire F; comme I'un de ces événements a lieu
nécessairement, on a

p+q=1 g¢=1-—p

Rewarque. On nomme probabilité relative, la probabilité qui
se rapporte & un groupe d’événements, choisi parmi les événe-
ments attendus, en considérant comme nulles les arrivées des
¢événements qui ne font pas partie de ce groupe.

On nomme probabilité absolue, la probabilité de chaque évé-
nement, lorsqu’on ne fait abstraction d’aucun.

Exeweie. Si, dans un jeu de piquet, on ne veut considérer
que les cartes rouges, en faisant abstraction des autres, Ia pro-
babilité qui se rapporte au tirage d’une rouge désignée sera une
probabilité relative.

T4. Druvxiene riGLE. La probabilité relative d’un événement est
égale & sa probabilité absolue , divisée par la somme des probabi-
lités des événements parmi lesquels il doit étre pris.

Dimoxstration. Soit P la probabilité relative de I’événement
E;, pris dans le groupe E,E;E; des événements E,E,E-E,E;;
solent

7% a5 oy ) oy
pi:‘:_’ p'2=_’ ps=—" p@=—-— p‘,,:;-

@ ¢ @ ¢ ‘

les probabilités absolues de chaque événement. La probabilité P

(3)

est la méme que celle que I'on aurait si E{E,E; existaient seuls;

done
%y

oy ~ _ P .
&y = Oy - Xy Xy ﬁ_*_“s Pr + P2+ Py

“« & g

Exenpie. On a un nombre total p. de cartes marquées 1,
2,y e e M Oy, Oy e O . o, SONE les nombres de cartes de
chaque sorte; on demande :

1° La probabilité relative de tirer une carte marquée ¢, en
considérant comme nuls les tirages des cartes portant des nu-
meéros plus élevés que 7;

2° La probabilité de tirer 'une des cartes numérotées de 1 & ;

3° La probabilité de tirer I'une quelconque de tirer I'une des
cartes numérotées de 1 & g <.

Ona:
1° P— P
Pr¥ P+ .+ pi
9 pPtr o FP .
Py A e = P
5o po D1t Pt Py

PROBABILITE COMPOSEE.

18. Troisitue REGLE. La probabilité d’un événement composé
de deux événements conséculifs ou simullanés, est égale aw pro-
duit des probabilités simples de ces événements.

Demonstration. Soient E,, E, deux événements indépendants,
conséeutifs ou simultanés, ayant respectivement o et a, chances
favorables sur p. et » chances totales; il est clair que I’événement
composé F = (E, E,) aura ¢, . o, chances favorables sur uv chances
totales ; done



(&)

PrEMIERE REMARQUE. La combinaison des régles deuxiénje et
troisiéme conduit souvent 3 la probabilité cherchée, plus facile-
ment que le caleul direct. -

EXEI\{P.LE. Soient plusieurs événements e,, €y, ... €, ayant les
probabilités p, , p, .... D: -+ Pm- S0it 1. le nombre total des chances;
%y 5 Oy weee & .. o, les nombres respectifs des chances favorables
la probabilité de ¢, sera p, — % . ,

(?’est la le caleul direct de l; probabilité p,; ce caleul n’est pas
toujours le plus facile; il est souvent préférable de faire dépendre
Pévénement e; du concours de deux autres, savoir :

. .1" De la sortie de e, pris dans le groupe ¢, , e, ... e;; la proba-
bilité refative de cette sortie est (n° 14) :

P’ = \M* .
Pitpo+ o p’
2° Du choix que I'on fait de I'un des événements du groupe
€19, ... ¢; la probabilité de ce choix est

P=p +p:+ ..« p; onadone pi=PpP.

SECONDE REMARQUE. Quand I'événement composé doit résulter
du concours de plusieurs événements E,E,.. suceessifs, dont
cha('alfn’ dépend de celui qui le précéde, on déterminera la pro-
bablhte. de cha.cun d’cux, en supposant que ceux qui le préee-
d.ent solent arrivés, puis on formers le produit des probabilités
amnsi déterminées. :

soient E;, By E; ... E._.,E, plusieurs événements, dont E,
arrive le premier; E, le second, ete...., E, le 2" siopy est la

probabilité de E,, p, celle de E, quand E, est arrivé, etc., p,

celle de E, quand E;, By ... E,_, sont arrivés » 1a probabilité P
du eoncours de ces événements sers ’

p=p4p2 seee P

Soit, par exemple, une urne renfermant a boules blanches, et
b }.Joules noires : la probabilité d’en extraire une blanche au pl;e—
mier coup sera p; = -1 ; en supposant qu’une blanche soit sortie
au premuer trage, et que la boule extraite n’ait pas été remise

(5)
dans I'urne, la probabilité d'extraire une blanche au second coup
a—1 .
SCrd Po ==t —1- N .
§'il s’agit maintenant de déterminer la probabilité P de I'évé-
nement composé qui consiste dans la sortie d'une boule blanche
au premier et au second coup, en supposant que la boule extraite
ne soit pas remise dans I'urne, on aura a(a—1) chances favora-

bles sur (a +0) (a + 6—1) totales ; donc

. a{o—1) -
T@rbh@eb_n PP

16. Donc si deux événements simples sont liés entre eux de
maniére que arrivée du premier influe sur la probabilité de
Parrivée du second , on aura la probabilité de I'événement COMmPOoseé
en déterminant : 1° la probabilité du premier événement; 2° la
probabilité que, cet événement étant arrivé, le second aura lieu.

On peut également démontrer ce principe de cette maniére :

Soit ¢ le nombre total des chanees, dont a sont favorables au
premier événement. Si, parmi ces a chances, il y en a b favora-
bles au second événement, la probabilité de celui-ci, le premier
ayant lieu, sera évidemment . Mais la probabilité¢ du premier

y o b
" événement est 5; la probabilité du second est ;, car un des cas
a devant exister, on ne doit considérer que ces cas.

Or on a _
Ll C. Q. F. D.

Exewere 1. La probabilité de tirer un as d'un jeu de trente-
deux cartes partagé en deux paquets, se compose :

1° De la probabilité g de mettre la main sur un paquet;

2° De la probabilité fg de tirer un as du paquet.

Done la probabilité composée =— ;—g X Tﬁs ::} .

Exewpie II. On demande la probabilité d’extraire deux fois de
suite une boule blanche d’une urne contenant quatre blanches et
six noires, quand on ne remet pas la boule extraite :

1° Probabilité ﬁ;:g—ﬁ d’extraire une blanche au premier coup;

e+ 3B 12 -
2° Probabilité 5 =1;éd’ext.ralre une blanche au second coup.
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12 [

~ isd Ap 56 —
Donc la probabilité composée = 95 X 5=

56 15°

17. Soient : E, E’ deux événements; (E, E") I'événement
composé résultant de larrivée simultanée de ces deux événe-
ments simples; '

Soient : P la probabilité de (EE');

» p celle de E; :
» = la probabilité que, E ayant eu lieu, E' doit pareil-
lement exister, on aura (n° 16) :
P
Pe=ps, dod z=-—;
r
toute la théorie de la probabilité des causes et des événements
futurs , tirée des événements passés, déeoule de ceite formule.

On aura done » en déterminant d priori la probabilité de (EE"),

et en la divisant par la probabilité du premier événement E.

Exemples divers sur I'usage des régles précédentes,

Prenter exevers. Déterminer la probabilité que Pas sort au
premier ou au second jet dun dé ordinaire ¢ six [faces.
1) La probabilité de la sortie au premier coup = 53
2) La probabilité contraire = 3 ;
. 3) La probabilité de la sortie au second eoup =1
4&) La probabilit¢ de ne pas sortir au premier, et de sortir au

second =2 .1=2" '
T 66 56° . .
5) La probabilité de sortir au premier, ou cela n’étant pas,
- 1 5 11
de sortir au second , P=;+z =

Deuxiine exewere. Déterminer la probabilité de jeler six ou
sept une seule fois en deux coups avec deux dés.

Le nombre total des chances avee deux dés est 6X6=56.

Le coup sept a six chances; sa probabilité est done 5% .

Le coup six a cinq chances; sa probabilité est done =

1) La probabilité de jeter six ou sept au premier coup est

2) La probabilité contraire est 1 — 2} —2 .

babilités 1) et3): 3_; L 91

(7)

3) La probabilité du jet six ou sept au second coup est

4) La probabilité de ne pas jeter six ou sept au
et de les jeter au second est 2 . 11 __ 255

5 L b . 3 36 1296 ° .
. ) La probabilité cherchée se compose de la probabilité de
JEler siX ou sept au premier coup, et de la probabilité de Jeg

jeter au second coup, savoir : & . 25 __ 671’
J . : p- avoir ‘56 T 1296 = 1905~
ROISIEME EXEMPLE. Délerminer Iy probab

MOINS une fois en trois coups.

1) La I{){obablhte de jeter un as au mojns une fois
coups est = d’aprés le premier exemple.

2) La probabilité contraire es¢  — 11 __ 2

= ., A 3 56°
. q’) La probabilité de JEter un as au troisiéme coup, quand
il n’est pas venu aux deuy premiers , est = . 2%

4&) La probabilité cherché Soale 3

p lic cherchée est égale a

ﬂ

36"

premier coup,
¥

ilité de jeter un as ay

en deux

56"

la somme des pro-
) 216 = 515°

QUATRIENE EXEMPLE, Déterminer la probabilité de jeter

- A deux
as en trois coups.

Soit P_Ia probabilité cherchée. L’événement peut avoir lieg
de deux maniéres :

1e Un' as sort au premier coup, et Iautre & I'un des ‘deux
coups survants; soit p la probabilité de cet évé

2° Aucun as ne sort au premier coup,
coups suivants; soit p,
posé, on aura :

nement composé.
les deux sortent aux
la probabilité de cet événement com-

’ P =P1 ¥+ pa.

Déterminons p,;

1) La probabilité de jeter un as au

2) La probabilité d’en jeter un a1
vants est ;-:)_ (3° ex.)

5) La probabilité de jeter un as au premier
I'un des deux Coups suivants est p, =1 . 1 __ 1t

Déterminons p, ; : T

1) La probabilité de ne pas jeter
est ;.

2) La probabilité de Jeter deux
vants estg « 11

36°

premier coup est é .
‘un des deux coups sui-

coup, et un a

Un as au premier coup
as aux deux coups sui-

2
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3) La probabilité de ne pas jeter un as au premier coup, et

. 5 1 5
de le jeter aux deux coups suivants, ou py = « 75 = 5=~ Donc

p 5 11 16
_ e ——— == —
216 216 216
CivguikMe EXEMPLE. Soif p la probabilité simple d’un événe-
ment,  la probabilité contraire, déterminer la probabilité que
Vévénement arrive | fois en n coups. . o
Soit P, , la probabilité cherchée. 1'événement peut avoir lieu
n, .
de deux maniéres: - - : .
1° 11 arrive au premier coup, et aux coups suivants il arrive
1 —1 fois; . .
2° Il n’arrive pas au premier coup, mais / fois aux coups sui-
vants. N L .
Premiére maniére : 1) La probabilité que I'événement arri-
vera au premier coup est p. - ;
2) La probabilité que I'événement arrive [ — 1 fois aux coups
suivants est P, , ;. ' .
3) La probabilité que I’événement arrivera une fois au pre-
mier coup, et {—1 fois aux eoups suivants est p.P,_, , .
Seconde maniére : 1) La probabilité que I'événement n’ar-
rive pas au premier coup estq. : .
2) La probabilit¢ que I'événement arrivera ! fois aux coups
suivants est P,_, ;. _ : .
- 3) La probabilité que I'événement n’arrivera pas au premier
coup, mais [ fois aux coups suivants est q.P, , ,. Done

P i=pPuy, 10+ qPuy s

On déterminera de la méme maniére les termes du second
membre, et ainsi de suite.

SixiEmE EXeMPLE. A el B jouent ensemble; ils ont la méme pro-
babilité de gagner un coup; A nw’a quw’un point @ faire pour
gagner la partie; B en a deux; quelles sont lewrs probabilités
respectives de gagner la partie ? . .

La partie sera achevée en deux coups au plus; car si A fait
soh point au premier coup, la partie cesse; si A manque le pre-

(9)

mier coup, B fait un des siens; si au second coup A fait son
point, la partie cesse, sinon B fait son second point, et la partie
cesse.

Done A ne doit gagner qu'une fois en deux coups : la pro-
babilité qu’il a de gagner au premier coup est %; la probabilité
qu’il ne gagne pas au premier, et qu’il gagne au second, est
. g:% la probabilité qu’il a de gagner est done %—I— é =~Z
B doit gagner deux coups consécutifs; la probabilité pour B de

un

B A Nt

1

gag?erj lcoup est 5, et celle de gagner deux coups consécutifs
est > é B Z .

Sepriive exenpre. Une urne contient p= o, + o5 boules, a,
marquées 1, et oq marquées 2. On demande lo probabilité qu’en
extrayant successivement deux boules, ce-seront: 1° deux boules
marquées 15 2° une boule marquée 1 au premier tirage, et une
marquée 2 au second. On ne remet pas dans Purne la boule
extraite. )

Soit p, la probabilité de la sortie d'une boule 1, au premier
tirage, on a p, =‘% .

Soit p'; la probabilité de la sortie d’une boule 1 au second
tirage, on a :

o — 1

r

=T

Done 1° la probabilité P, de la sortie d’une boule 1 dans cha-
cun des deux tirages sera :
ay {ag —1)

ple —1)°

b=

La probabilité d’extraire une boule 2 au second tirage est

Ay

pa:y—'l’

done 2° la probabilité P, dextraire une boule 1 au premier

tirage, et une boule 2 au second tirage est

oyta

P
CopE—1)
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Hurriine exenpie. Une wrne contient a boules blanches et b
boules noires, en lout ¢ boules; quelle est la probabilité P d’en
exiraire, en m -+ n lLirages, m blanches et n noires dans un ordre
déterminé, sans remettre dans Uurne la boule extraite?
~ Cette probabilité sera (n° 15) :

P__a(a-—”...(a—m—i—’E).b(b—‘l)....(b—n‘—l—’l)

clc—1)u.(c—m—n-+1)

Neuviine exempie. Sodent Ay, Ag, Aj, eic., des urnes : la pre-
miére contient 1y boules, dont oy sont blanches; la seconde con-
tient my boules, dont ay sont blanches, efc... Soient py, Py, Ps----
les probabilités que la maiii se porfera sur Ay, Ay, Az ....; quelle
est la probabilité P d'extraire une blanche en mettant la main
au hasard dans Pune de ces urnes? :

Sovution. Soient p', p”, p'”'....1la probabilité qu'une blanche
sera extraite de 'une des urnes respectives Ay, Ay, Az....; on
aura :

14

P——’_‘—p/ + pn +p// e e

La probabilité de mettre la main sur A, est p, ; celle d’en tirer
une blanche est

221
Wy == —>
my
d’ou
p == piml .

On aurait de méme
p” = P&y, etc-,
done :

P = pw, + P + Pows + ete.

CoroLLAIRE. Si m est le nombre des urnes, et sil’on a:

il s’ensuivra :

S
P——:—{ Ty b Ty o+ Ty e g
m

18. Remargue. La probabilité P de I'événement composé

(1)

(EqE,q --E,), les probabilités respectives des événements simples
Ctant py, Po ... P, est (0° 15) P==p, . p, ... p,. D'ott résulte

P < P P <L PiPe; ete.,

donc la probabilit¢ d'un événement compos¢ diminue avec le
nombre des événements simples.
CoroLLare 1. Si p; == p, = w=p,0na:

P=p”’.

CoroLrare II. Soient p la probabilité de E, ¢ celle de son

contraire F, d’ott p + ¢ ==1. La probabilité que E arrivera m fois
dans un ordre donné, en m + n tirages, sera

P=p".g".

Corovrame ITI. Les mémes choses étant posées, la probabilité
P que E arrive au moins une fois sur # épreuves sera

P=t—g =1 —p . . . . . (a}.

En effet Q = ¢» étant la probabilité que F arrive » fois, on a

¢videmment '
P+Q=1, donec P=1—0Q.
De I'équation (a) on tire
" log (1 —P) ’
log (1 — p)

n est le nombre d’épreuves nécessaire pour que Parrivée de E,
au moins une fois, ait une probabilité donnée.

Exgnrre. Combien faut-il d’épreuves pour qu’on puisse parier

un conire un, que E arrive au moins une fois?
On a

done
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Corovtaire IV. Soient p; et g, les probabilités des événe-
ments contraires A, et By; ps et g, p5 €t g5, etc., les probabi-
lités des événements contraires A, et By; As et Bs, etc., de sorte
quepy + qu=1;ps -+ qa =1, ete.

La probabilité que A, ou B, arrive avec I'un queleconque des

autres A, et By, A et B, etc., sera

=(p+ ) o+ ) (ps+ ) =1 - - . (a).

k] : . 9, ’ S -
En effet, considérons d’abord deux couples d’événements
Ay, By et Ag, By, nous aurons les événements ‘composes

AA, dont la probabilité est pps,

AB, > » Pigs>
B.A; » » q1P2s
BiBg » » (] 1% ,

et la probabilité de Tl'arrivée de I'un quelconque de ces évene-
ments COMpOSES sera

P —=pips + Pife + GiPe + G = (P + @) (P2 + ) =1-
De méme pour un nombre quelconque de couples A;, By;
A,, By; Aj, B;, ete., on aura :
P=(p -+ q) (p2 + q) (s + q5) =1

REMARQUE Chaque terme p,pygs ... du produit (a) est la pro-
babilité d’une combinaison telle que A;A;B; ....

Dixiine exeMpLE. Une lolerie se compose de k numéros; on en
tire | a chaque tirage. Quelle est la probabilité P que n de ces
numéros sortiront?

Soit fle nombre des cas favorables; soit ¢ le nombre total .

des cas, on a, en désignant par IC, ou kC, le nombre des com-
binaisons de ! ou k événements pris n a # :

-4l —n+1)
1.2.5..n
E(k—1) - (k—mn+1)

f=IC,=

1=kC,=

(15 )
Ll—1) e (l —n +-1)
k(k—1) e (b —n +1) '

d'ott

p=l_
t

Oxziine exeweie. On a cerlain mombre pair 2 de paquets
conlenant chacun r cartes ; sqvoir :

¥

r cartes marquées a,, by, ¢ . . . . . . . 1)
) » @y, be, 0. . . . L . 2)
r o» » " ay, bgi, Cie - - - . . %)

- Aprés avoir mélé ces cartes, on en fait deux paquels égaux,
M et N, de ir cartes chacun. 0n refourne une des cartes du pa-
quet M, et Uon demande la probabilité quun nombre n de cartes
de Pune des collections 1.2 .....1 (par exemple, de la collection i)
sera dans le paquet M, ow dans le paquet N.

Sorurion. Soient g la probabilité que la carte retournée est
I'une des n cartes désignées ;

9" la probabilité contraire ou g’ =1 —g;

= la probabilité que les n cartes sont dans le paquet M, quand
la carte retournée est une des n;

o' la probabilité que les n cartes sont dans ce méme paquet
M, quand la carte retournée n’est pas une des #;

P Ia probabilité que le premier paquet contient les n cartes,
savoir P == gw -+ ¢'=". . . N O F

= la probabilité que, la carte retournée n’étant pas une des
n, le paquet N renferme les n;

P’ la probabilité que le second paquet contient les n eartes,
savoir P/ =g¢'=, . . - (2.

En effet, la carte retournée étant prise dans le paquet M, si
elle n’est pas une des n, n'influe pas sur la probabilit que le
paquet N renferme les ; donc celle-ci ne se compose que de g%y

Il faut déterminer ¢, ¢/, =, o, et o;.

Déterminons d’abord ¢ et ¢'.

Comme les n cartes sont prises parmi # cartes, on a

R b g — n r—n
g:— e — e - —
r g r r




(14)

Ensuite pour déterminer = et «’, observons : 1° que si la carte
retournée est une des n cartes, il faut que les ir — 1 cartes
restantes contiennent n — 1 des cartes désignées : cela peut se
faire d’autant de maniéres que & — 1 cartes peuvent se combi-
ner n— 1 & n — 1; done le nombre des cas favorables est ;

(., {l)C (7:7"'-—4)(2-7'——2) ...... (iT—’l—(n_/l)+/l)=
w— n—t =

(fr — 1) (iIr — 2).eee. (i - 2 + 1) )
1.2..(n—1)

Le nombre des combinaisons de 2ir-— 1 cartes n—1 an—1
ou de tous les cas possibles est :

(2ir—1)C, =

Done nous aurons :
(7r—1)C,,
TR
2° 8i la carte retournée n’est pas I'une des =, il faut que les
@r — 1 restantes renferment les » cartes. Le nombre des eas fa-

vorables est .
(or—1)(@Fr — ). (ir —n + 1) r—n

1.2 (n—1) T on

(ir —1)C, =

Le nombre de tous les cas sera :

(2ir —1) (20r —2) ... (2ir —n+ 1) 2ir—n
1.2.... (n—1) n

(2ir—1)C,=

Done )
' (r—1)C, wr—mn

° =(2ir—1)0n~m.2ir—¥-n.

Enfin déterminons @y : si les n cartes sont parmi les ér cartes
du paquet N, le nombre des cas favorables sera

r (ir—10)@Er—2)..(r—a+1)
iTCn=;- .

(15)

Le nombre total des cas sera

(2ir—1) €, =

n

ol
(8]
=
l
o
~—

Done
i?‘Cu wr
@r—1)C, " 2r—n"

En substituant ces valeurs dans les expressions de P et de P/
on trouve

ad (r — n) (ir — n) n+ir—n
Pe=— R A — =,
r 2ir —n 2%r —n
r—n r—1in
P= ——— =g . .
r 2ir—n Q%r—n

Dovziiyre ExenpLe. T rouver, aw jew de piquet, la probabilité
pour celui qui fait les cartes de lever un as au moins dans le
talon, qui est de trois cortes,” quand il w’a aucun as en main,

Soit P = g cette probabilité.

1° Chercher D. Comme on a douze cartes en main, il en
reste 52 — 12 = 20, parmi lesquelles se trouvent les quatre as :
trois de ces vingt cartes composent le talon, done le nombre D,

- qui est le nombre de toutes les maniéres possibles dont le talon

peut étre composé, sera celui des combinaisons de vingt cartes
- . - > L 3 20.149 .
prises trois a trois, c’est-a-dire : :”;:_’g = 1140.

2° Chercher N. Le nombre N se compose de la somme de
trois termes, savoir :

@, nombre des cas dans lesquels un as peut se rencontrer
avec deux autres cartes; ;

@, nombre des cas dans lesquels deux as peuvent se ren-
contrer avee une aulre carte;

as, nombre des cas dans lesquels trois as composent le
talon.

Ainsi

N=a, 4+ a, + a,

Il'y a quatre as dans trente-deux cartes; par conséquent il y a
52 — 4 =28 autres cartes, desquelles celui qui fait Ies cartes
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en a en main douze, qui ne renferment pas d'as; il en reste

done seize.

1o Le nombre des chances de lever un as est k.
Le nombre des chances de lever deux autres cartes est

6.15
"_; == 120.
Done

a, =% X 120 = 480.

9 Le nombre des chances de lever deux as est’{‘—f::(i.
Le nombre des chances de lever une autre carte est 16.

Done
as =6 X 16 = 96.

o Le nombre des chances de lever trois as est s

. Donc
s = k.

Ainsi A
N = 480 + 96 + &=D580.

Enfin, en divisant N par D on trouvera :

580 29
T 140 BT .

La probabilité contraire sera

On peut done parier 29 contre 28 que le joueur trouve un as

au moins dans le talon.
RnMARQUE. Trouver de méme la probabzlzte pour celui qui a
la main, de lever un as aw moins dans les trois cartes du talon,

quand il Wa oucun as en Main.
On trouvera en proeédant d’une maniére analogue :

252 9
P=—— et = ——
525 525

Trewziine exeneLe. Trouver la probabilité pour celui qui a la
main de lever un as et un roi dans les cing cartes du lalon,

quand il Wa ni as ni roi en MAIR.
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Les combinaisons suivantes peuvent avoir lieu au talon :

No
No
\NO
Ne
Ne
Ne
Ne
- Ne
Ne

2

Parmi ces di i
s dix cas les couples suiv
ants donnent | €
chances : e

hO e
L R R

(U3

S © WS W ok Ol
ot

as,

1

roi,

3

o

as, 2 rois, 2

as, 3 rois,
as, 4 rois,

as, 1 roi,

O = i~ o1

as, 2 rois,
as,

as, 1 roi,

| OB Y |

rois,

1

0

2

1

rois, 0

1

as, ]
0

4 as, 1 roi,

- N° 2 avee IN°
N° 5 avee N°
N° % avec N° 10

Ne 7 aveec N°

autres cartes,
» »
» »

Ty »

5,
8,

9.

11 reste done seulement six eas distinets, savoir :

T . L 4 12.41.10
Ne 1 — . 55
avec - 1 1. 9. 3 == 5520 chances,

7 3 J
Nos 9 et 5avec—f 0042.41—:1584
. 1 .9 1. 2 »
Noes 5 et 8::1vec‘—,lé—.lk'a'g_/12=499

1 41.2.5 1 - ?
N°54etdoavec£- £.5.2 1__4

1 1.2.5.4 ?
; L.5 4.5 {2
Ne 6 avee -2, X2 1= =
N7 et 9 avee 4.3 . 4.5.2_9/

42 1-2.5———‘1‘ »

chacun,

chacun,

chacun,

chacun.
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Done

_ 0.’19.18.'47.’1(3:45504’
1. 2. 3. 4.3

N 9144 381 . 265
D e I T, dOll Q=_—:
D 13504 646 646

N=5520 4+ 2+ 1584 + 2+ 192+ 2+ 4 + 452+ 2 + 2% =9144,
2
D

QuaTorziiME EXEMPLE. Trowver la probabilité de fuire cartes

blanches.
8.47.'16.15.‘14.'15.’12.’1/1 .40.9

1
50 29 28 27 26 25 24 25 22 21

(& peu preés), d’out

578956 4792

CHAPITRE 1L

PROBABILITES DES EPREUVES REPETEES.

19. Dans ce chapitre nous exposerons successivement les
théories des probabilités relatives aux puissances et aux facto-
rielles des polynomes et des binomes; puis eelles qui sont rela-
tives aux produits de binomes et de polynomes quelcopques;
ensuite ‘quelques applications remarquables de ces théories.

§ 1. — PUISSANCES DES POLYNOMES ET DU BINOME.

Soient
@y Gy eeee Q33 By bg veee D3 G Canee € oo

des événements ayant les probabilités

Pis Pa e P> qi1s o oee qns Ti> T e Ty oeee
La probabilité P qu’ils ont lieu ensemble dans un seul ordre

est (n° 15) ”
P = puPa e Pr- iz e Q- T2 v T

(19 )

Mais si a, se répéte [ fois, by, m fois et ¢, n fois, on a

W)= Qg == - == Q by="0y=b, ¢ =c-=¢,c¢lc.
Pp=Dpe= =p G1==1qs T, T =Ty e = r, ete.,
d’ott )
P = pigiri.

Si I'événement composé dont il s’agit doit arriver dans un
ordre quelconque,

P =piq'inr711 + pfq;"'r’l‘ A e == Icpiqzn')";.

k désignant de combien de maniéres différentes on peut déter-
miner un ordre.
1, Puissance du polynome,
20. Silun des événements A, B, C... doit arriver nécessaire-
ment 4 chaque épreuve, et si leurs probabilités respectives sont

Py > 7..., la probabilité que 'un quelconque d’entre eux arri-
vera 4 'une des épreuves sera :

P=p+qg+rr+...=1

La probabilit¢ quils se produisent - fois de suite, nimporte

~ dans quel ordre, sera :

1

#- Mg
P=(p+q+7‘+...)y'=2mplq =1 . ('1)
p=l+m+n+ . ... . . . . (2
Le terme général : '
— P'! Lomonn 3
U—mpq ... . e - (O)

exprime la probabilité que sur p. épreuves on produira, dans un
ordre queleconque, A, [ fois, B, m fois, G, n fois, etc., car on a
.. ! ’ . .
iei k== ...; égal au nombre des permutations de - lettres,
dans lesquelles il entre ! lettres A, m lettres B, n lettres C ....

2. Puissance du Bimome.

Sl n’y a que deux événements A et B, alorsP=p + ¢=1,
exprime la probabilité que A ou B se produira en une seule
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épreuve; la probabilité qu’ils se produiront p fois de suite, n’'im-
porte dans quel ordre, sera :

— - S O ¢
P (p+Q) Em!n!p 1 )
=M -+ n.
Le terme général _
ot plp—1) o (e—n+1)
— e - M—nom
N m!n!p 1 1.2..n P

exprime la probabilité qu'en . épreuves A arrive m fois, et B, »
h - ! .

fois, dans un ordre quelconque; car k == -t exprime le nombre

des permutations de « lettres dans lesquelles m sont égales & A,

et n égales a B.

3. Polynome des factorielles.

21. Une urne renferme en tout s boules, dont @ sont marquées
o, b sont marquées (3, ¢ sont marquées 7, etc...

On fait p tirages sans remettre dans ’urne la boule extraite;
on demande la probabilité = qu’en p tirages il sortira m boules
«, n boules 8, ! boules y, etc., n’importe dans quel ordre; et Ia
probabilit¢ P quen p tirages il sortira des boules «, 83, ...,
n’importe 'ordre et le nombre.

Nous commencerons par supposer qu'on extraie d’abord les m
boules o, puis les n boules £, et enfin les [ boules y.

Soient p, la probabilité de tirer une boule « au 1° tirage;;

»  Pe » » » ccau 2 tirage 5

> P » » » o au m’ tirage ;

»  Qys Qg ... §n les probabilités respectives de tirer une
- boule B au 1%, au 24, ... au #° tirage ;

Soient 7y, rg ... ; les probabilités respectives de tirer une
boule y au 1, au 2%, au .... I’ tirage.

En supposant que les boules sortent dans I'ordre indiqué, on
aura les probabilités simples

(11 a—1 a—m 4 1

pi:; pe_s——l "'-pm

s —ma 4

(21)
: b b—1 b—mn 4+ 1
q1= q2= seus qn :-—*——'—_'_——,
s—m §—m—1{ S—m-—n-41
. c . c—1 c—1l+1.
ry=— yTy= -y =
S—Mm—mn S—m-—mn-—1 S—m—n—I[41"

Comme p=m -+ n + | + -, la probabilité p du concours
de ces tirages dans un seul ordre sera :

P==P1Ps vee Pui G ene G - Ty - Ty ereg Ty orn =2
a(a—1)....(a—m-+1) . b(b—1)... (b—n+-1). c(c—1)...(c—+1)

am/—i bnl- 1 cl/—l
s l.L/—i
done
’u! aml~lbnl—lcll—i

w=m!nil!' sHi~1 e - )

sera la probabilité des tirages qui aménent m boules 2,
n boules 3, ! boules 7> ete., n'importe dans quel ordre.
En donnant & m, n, ! ... toutes les valeurs , & partir de zéro,

compatibles avee p=m +n + /... la somme de toutes ees
valeurs exprime la probabilité P, done

! aml—l bn/—-l cll—l
P=Y-_F__. &),
min!l! spi—

On peut encore obtenir la valeur de P de la maniére suivante -
Soient '

@+bac+..

T ==
s
a+bacaw—1
Ty ==
s—1
G+bt e — - 1
T ==
~ §—p+-1

les probabilités simples.qu’a chacun des tirages conséeutifs il ne
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sortira qu’une boule de I'une des marques «, B, 7 --.- la probabi-
lité de leur concours sera

[@+ b+ ¢a w1
P:Ulmﬂms...cry,—,: .

(5).

sy.l—l

Donc en comparant (2) et (3), on obtient

am]—-l bn/—i cI/—i

[e+b+c ...]”’”‘_E p!
st T A miatly T gH

(4).

4. Binome des faetorielles.

22. Lorsqu'il ny a que deux sortes de boules aux marques
o et 3, la formule (%) devient

’ — —1
(@ =+ b)ui~t gt g™t b
e L

=1 . . . @

Rexaroue L. Si la boule extraite est remise dans I'urne, les
factorielles a™~, ete. se changent en puissances, et I'on a

(@b ¢ ) E «! ambret... ‘
st T A il (1 gngrgt
Soit
o b ¢
;=p, ;=q, ;=r,etc.
il vient - _
w! ;
. g ...
T =
(p+q ) Em!n![!pq

Remsroue I1. La formule (5) développée est

J—1 . . ,1
(a * b)}L = 1 S alti-1 @ g i—1h ¢ (‘“ )ap.l—QbW—l a4
g Shi—1 ( 1.9
, .
T gt it |
Etu—k
La probabilité¢ R de tirer au moins % boules marquées « est
1 B e |
= T . S TRV a1 .
R=gmie # kl ekt j

(25)
La probabilité Q d’amener au moins une boule « est

i1
Q=t—= .

SH*‘

S. Produit de facteurs bimomes,

25. Sidans p==m + 5 €preuves, p, et ¢, sont les probabi-

lités des événements contraires A et B & la premiére épreuve;

Dy et gy leurs probabilités 4 Ia seconde; .... p,, et qu leurs proba-
bilités & Ia e épreuve; quelle est Ia probabilité P que A et B
arriveront, dans un ordre quelconque, le premier m fojs et le
second # fois?

Pr gy Pot o pp 4 qw sont les probabilités que A
ou B arriveront respectivement 3 Ia Ire, Que . g™ épreuve;
la probabilité qu’ils se produiront suivant une combinaison quel-
conque en ¢ épreuves, sera par suite :

w=(pi+q4)(p2+qg)....(pw-qg) N ()]

Done la probabilité demandée P sera la.somme de tous les
termes de = dans lesquels entreront m des facteurs p, ... g avecn
des facteurs g, .... 9. Ces termes seront homogeénes en p et q, et
contiendront m dimensions en P, et n dimensions g : ainsi, en
remplacant les lettres

par Pu PoonPu i g g,
a

Pils P weo. putt g, qa ... qu,
on aura : .

(Pt + ) (pgu + q20) woo. (pure + quv) =3 H !

Soit M le eoefficient du terme de cette somme qui répond i
=m, l=mn, on aura P=M.

6. Produit de facteurs polynomes.

24. On a un dé & ¢ faces numérotées 1, 2.... q. Chaque face
a une probabilité particuliére qui change d'une épreuve i Ia

P

B
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suivante; chaque fois que l'on jette le dé, on note le numéro
sorti. Aprés p jets conséeutifs on additionne les numéros inserits,
et P'on demande la probabilité P que la somme soit 7. '
Désignons par p{’ p{ ..... p” les probabilités des faces1.2...¢q
4 la premiére épreuve ; par p&’ pf’ ... pi leurs probabilités a la
_ seconde épreuve; et enfin par p p ... pi leurs probabilités a

la p=° épreuve.
"51=P(1’) 4 p(l‘) R pflll)

représente la probabilité que I'une des faces 1 ... ¢ sortira au
premier jet ;. :
Ty =p(2’) <+ p{_f) JE B pgl)

la méme probabilité relative au second jet, etc.
Enfin

T.SF-::pf;) &+ pE‘;) e eree pl(g)

celle relative au p™° jet.
Done

s=5, 7‘_)2.“5’“______ {p(:) . p(li) 4 e psq)g ipgl) -+ ...pS}) } o Skp[(;) 4 pfi)}

probabilité de Iarrivée simultanée de tous les événements, ren-
fermera les probabilités relatives & toutes les sommes possibles
produites par i jets.

Donc la probabilité cherchée P est la somme des termes de =
dans lesquels la somme des indices supérieurs est . Pour faire
ressortir cette somme, remplacons Ie produit =, par le suivant :

o ={plt + pPE -+ - pew} {plt+ p;q)t"}....{p;)g A e piPlt}
’ = Z Ut
On aura
P="0,.

Renaroue. En décomposant m de toutes les maniéres possibles
en r chiffres, en ayant égard aux arrangements, on obtient U,,.

En effet solent
M=oy 4 P+ 9%+ =+ U

Mme=tg+ B+ 9%+ -+

ete.

(25)
On aura :

P=0,= pg(“')Pz(B*)Ps(%) ....pﬂ(k,) + pl(ag)pg(ﬁﬂ) py.(}’) o

§ 2. APPLICATIONS DIVERSES DES PRINCIPES PRECEDENTS,
- 28. Lemue. Chercher le coefficient K de =? dans le développe-
ment de . P
{1:; - S 1::7}"=m" {'1 + T A e aq—iz".

'Posons p=mn + ¢, et cherchons le coefficient de =* dans le
développement de

(1 [ I i1 — (;‘GT— 7\n
+ T e A= ) ('l—m)n_(ll_m)(/l_ﬁ)bn

[l 2/—1 751
=1 — ng? - m‘lq_ 5y s
2! . 5' o / (a)'
n+ 1) (n + 2)-1
X |1+ ns ( 2 += 5
+ 2t Chay = w°+~--]

Or évidemment
04+ o= a,
g+o— g=gq,

29 + a— 2¢ =«, ete.

LesA premier, second, etc., termes du premier facteur, devront
done étre multipliés par les termes en o, 571 go~%

. dus

facteur; or ces derniers sont ceond

(7 + & —1) C,, o7,

(n4+oa—qg—1) Cpey =771,

(7 4+ 2 —2¢9—1) C,,, %Y, ete.
donc, le terme en o* sera

(n+a—1)Ch—nCp.(n +« —qg—1)C,, 2
+nCy (R a- =20 —1)C,y, + e )m“

et 'on aura : ‘

K=@n+a«—1)C,—nC,. (n-:-a—q—’l)C;y q}
L

+ 0 G (B + 2 — 29 — 1) Cogy = oo
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) Simplification de K.
Comme on a

(¢ —xq) + (@ — =04 a—pqg—1
on aura:

(n+a ——-yq—‘l)Ca_M=(n +o—pg—1)C, == (p—pug —1) C,s.

Posons successivement dans cetie formule

nous trouverons :

(71 + 0 /1) Cd:(p— /l)cn——“
h+oa— g—1)Cyy = (p— q— DE, .
o+ a—2G— )0,y =(p—2¢— 1) €.y, cte.
Alors
K=(p—1)C,_i—nCy.(p—g—1) C,y+ nCs. (p—2¢ — 1) C,_,— ete.

_(p=N(p—2lp—rrl) _ (p—g—N(p—¢—2). (p—g—n-+1)

1.2..(n—1) 1.2...(n—1)
n{n—1) (p—2—1) (p—2q —2) .. (p—2¢—n-+1)
4 - — cte.,
1.2 1.2....(n—1)
— n—ti—1 PP RS ] o —1 O A \n—ii—t
=ty g L2
n—1! n—1_11 2! n—1!

Probieme de Moivre,

96. Une wrne contient g boules numérotées 1. 2.... q; on en tire
une, on inscrit son numéro, puis on la remet; on [fait de cette
sorte 1 tirages, on additionne les nmuméros inscrils, et Uon de-
mande quelle est la probabilité 1, que la somme de ces NUMEroS
est égale @ p.

Sovurion. Premier cas. Les probabilités simples sont inégales.

Les probabilités de la sortie des boules

sont respectivement

(27)

Soient a, le nombre de sorties de la boule 1;
?
iy » » » 2:
- =
a'/ » » » q
On aura
A+ Ay ... + =
o s a, = n 1)
a + 205 + ... + qu,=p. (2).

Soient en outre

w4 Py =n o - 26) 4+ = 2
%+ B+ .=n (,—) et tzz_,—l—';)ﬁQ-!—...-::p (4‘):
% By = a5+°—)@5+--~=pg
ete. :
) ete.,

tous les systémes possibles qui satisfont & (1) et (2); on a :

(o + w4 oo _,_w)n_y n!
- ) =
~ Qi! Qg!...Qq!

o w2 o L (5)

La probabilité i sera la somme des termes de (5) dans les-

quels Q,, Q, ..... satisfont & (1) et (2). Ainsi
I = N, = c;?’n-» + szf’emfe + o+ Niofighi (6)

Second cas. Les probabilités simples sont égales :

1
T == e == ele, = —
dou : !
o+ By %a 5 4 ...
H=N1 (1) ! -+ Nz (il- B “+ e &+ N. (1)“‘+Bi+"'
q q \g
q qﬂ/

Leq_uatlon (5) montre que N;, N, ... N, ne dépendent pas
de z;, w3, ....; soient done :
T =0

oy == =%, ete.
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Alors

[T Ny + 231+ o Ny +28e e Ny 2B g Nyt +2f
C =N + N+ - N)o? = Ko?

Le premier membre de (5) devient
(& + =% 4 w4+ o) == ZHa";

done K=H pour h==p; c’est-a-dire que K est le coefficient de "
dans le développement de (5 +5* + - + = 9)"; par suite :°

K=(p—1)C,_,—nC,(p—g—1)Coy+ nw(i(p———ﬂq—d)Cn_i—etc.

=(p . 1)71—(/—1_n(p — q ___,l)n—i/—i g —

- (p'—Qq'—ll)n_”—i/_- cte.

et nous obtiendrons la probabilité cherchée 11 en substituant cette

valeur de K dans P'expression
1
n—- K.
q -
CororLtalre. Cette méme formule résout également le pro-
bléme suivant : .
Quelle est la probabilité d’amener le coup p en jetant sur un
tapis n dés & q faces numérotées 1,2, ... q?
97. Cas de la formule de Moivre ou =00 .
Nous avons trouvé au n° précédent :

4 @—4MP—9%4ﬂ—n+4L_n]p—¢—ﬂw~?—ﬂ){ﬂ—q—n+i)
H_E 1.2...(n—1) o 1.9...(n—1)

n(ﬁ-——fl) (p—2q—1) (p—2¢—2)... (p — 2q—n~+1)
T 1.2....(n—1)

4

— etc.§~

En multipliant et divisant par ¢*~, il vient :

2_1) (L%).... (13_’;4.) (zf_l _1) (B_ f_ %)...(z_d_m
1@ ¢\ 9\ 9 9 N 9\ 7 \9 949

q(- 1.2...(n—1) 1.2...(n—1)

' <£__.1_£) (B_g_%> (I_)_Q_E_,_I;)
n(n—1) \q 4/ \q 9/ _\q g 9
i

19 , ' 1.2 ... (n—1)

(29

~—

Posons ¢ =00, p == 00, P ¢

7 , ===ds, nous aurons

[N R

(s-ds) (s-2ds)....(s~(n-1)ds) ~ (s~1 —ds) (s-1 —st)...{ s—1—(n~1)ds }

I=ds )
1.2...(n-1) : A2 (n1)
n(n-1) (s-2-ds) (s-2-2ds) ... {3—2— (n—1) ds}
PR |
1.2 12....(n~1)

d’ou, en supprimant les termes en ds & coté des termes finis :

Su—l .__,1 n—1 __] < _2 N1
H=ds{—m———7z (s—1) + n(n—1) (s—2) — ete. e
1.2.n—1 1.2...(n—1) 1.2 1.2..(n—1) )

En intégrant entre les limites ’5‘ etg de s, nous aurons la
probabilité P.que p est compris entre a et b -

[+ ) 2523
—_ — = — + — | -—92] ...
q q 1.2 \¢
_[(2)"_,l(ﬁ_4)"+”_@;4>'(3_9);u |
q q 1.2 q S
Exevere. En supposant que pour chaque orbite toutes les
inclinaisons depuis 0 jusqu’a 100 grades soient également pos-
sibles, déterminer la probabilité que la somme des inclinaisons
des 10 orbites planétaires, sans y comprendre Iécliptique, sera

comprise entre les limites 0 et 9154187, ce dernier nombre élant,

en 1801, la somme des inclinaisons des orbites planétaires 4 celle
de la terre.

L’angle droit 100 grades étant divisé en un nombre infiniment
N sy p___9tsisy
grand q de parties égales, on aura 7 =400 =10, a=o,
6 = 91°4187; d’ou

1 (904437)m U ootatsne _
1.2.10 \ 100 ) 5951300 > 14187)"=0.00000011255.

28. Prosuive II. Un nombre s de jeunes gens est inscrit pour
le tirage au sort de la milice; a seront réformés, ¢ forment le

contingent : quelgu’un tire le numéro n > c et < ¢ -+ a. Quelle
est la probabilité qu’il partira?
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Sorution. Si, parmi les p premiers numéros , ¢ —c au moins
sont tirés par des jeunes gens qui seront réformés, celui qui tire
le numéro g partira. .

Ce probléme revient done & extraire en p. tirages au moins
i — ¢ boules blanches, parmi & blanches et s — @ noires, la
boule extraite n’étant pas remise.

Posons s —a=h, p —c=k.

La probabilité de cette extraction sera (n° 22)

!
il b1, pH—1 %

1
P a“ 4 ,ua‘u_”_‘b P TN
sht

w! i I~
oy Ypm— PO a b .
=l %b A S § Y pry PO}
Soit
49
s=10,a=5,¢c=5,pu="T;P s

99. Prosuine L. Une assemblée délibérante se compose de
s membres; a forment la majorité, b la minorité. On fait p. tirages
poUT COMPOSEr une COMMISSIon de p. membres. Quelle est la pro-
babilité que dans ce nombre de tirages il sort au moins *?—f +1=k

noms appartenant d la majorité. A
Sovution. Ce probléme revient a chercher la probabilité

d’extraire; en p. tirages, au moins *g; -+ 1 =k boules. blanches
d’une urne qui renferme s boules, dont a blanches et b noires,
sans remettre dans 'urne la boule extraite.

11 suffira donc, pour la résoudre, d’appliquer la formule pré-
cédente (n° 28), en y faisant k=5 + 1.

Probleme de Paseal (7).

'50. Déterminer la probabilité de dewx joueurs A et B, de

gagner le premier a poinis, Pautre b poinls pour finir la partie,

dans un jeu ow Uun dgs deux doit gagner un point & chaque

(*) Cest par ce probléme, proposé par le chevalier de Méné a Fermat et
3 Pascal, et résolu d’abord par ce dernier, qu'a commence le caleul des pro-

babilités.

(51)
coup, p élant la probabilité de A, q celle de B pour gagner le
point. '
Sovution. Soient P et ) les probabilités cherchées; P+Q=1.
La partie sera terminée tout au plus en a + b — 1 coups;
donc le probléme revient & chercher la probabilitt P qu'en
p=a -+ b—1 épreuves, A, ayant la probabilité p de gagner a
chaque coup, gagne au moins a fois; on aura done (n° 20) :

| =p/‘ -+ Hpk—iq +'u(y'l_-_l_) /:—2q2+‘” lr.“ (/l—"l)....(a_*_l)

1-2 1.9 e b — 14

a b—1

31. Propruime V. Une urne contient m boules; on en tire un
cerlain nombre; chercher la probabililé que ce nombre sera pair
o ImpPair. < o

Les nombres de combinaisons paires sont

L3

mﬂ/—-i

'

Les nombres de combinaisons impaires sont

m¥ -t
’,(m/? 5 , elc...

Le nombre total des combinaisons est :

=
— = l=1 1y — 1 =2"— 1

21 5! . .

- 21
1 +m 4+

Soient P et Q les probabilités cherchées; on a :

/1 mﬁl—l mU-l
Peo=t g Ty
et .
11 m5/—l
Q=2m_4(m+ =1 -+ )
Or '
21 ’7151—1
A+ 1)r=1+m+ -+ + ete.
21 5!
m?/-i msl—-—‘l
=1y =1—m+ ——— 4 etc
3! ¢ 8

2t ar U . oyt

Lo

N>
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Ajoutons et retranchons ces deux identités :

m-1 —1 )
2t 4 )
m*!
= (m-l—' — )
. 5t
donc C
1 P Qm_l—l t‘ Q em—l
0 = = e = —_
(.) . Qm___ ,1 ? 2’"-——'1
r

T
gm-1 gm—1__ _ - (9m—1):
a2 > 2 (@ —1);

nous aurons donc

clm—i 1 Qm——l__,i 4
oo > 3 et Sa ] <§;
par suite Q > P.
gm——l 4 4 Qm_l-—l i 1
G.)‘o Q= —_—— e —————> P= _—— )
12 22— ar—1 2 2(2"—)

1 . . .
plus m est grand, plus5— est pegt; done si m est trés-grand,

P et Q différent peu de% .

Au contraire plus m est petit, plus ﬁ:l—) approche de %; alors
Q approche de 1, et P de 0.

Enfinsim=1, Q=1,P=0. ,

59. Prosrise VI — Une urne contient m boules blanches el m
noires : quelle est la probabilité P quen tirant un nombre pair de
boules, il y aura aulant de noires que de blanches?

Sovutios. Le nombre des eas ot Pon tire 1, 2, 5 .... boules de
chaque couleur est '

mt 5i-1
m, , —— ete.
2t 3!

Done le nombre des cas ol I'on tirera 1 blanche et 1 noire,

» » » 2 » 2 »
- » ) » 3 » 5 »
. . . .etc

‘€st respectivement

o, mﬂl——-} 2 mSI—i
(m)?, 5] — |
2! 3!

donc le nombre total de cas ot l'on tirera un nombre égal de
blanches et de noires est

2/—1\ 2 S—1\ 2 mi—
(m)® + (m ) + (L) == @my= 1.

p =
21! ! m!

Comme on en tire chaque fois un nombre pair, 2~ — 1 est
le nombre de tous les cas possibles; done

(c‘)m)’ml—i
ml !
= 22m-~1 - /‘l .
Si m est trés-grand
(Qm)ml—i
m! 2
P= e = U 4 peu preés.
En effet "
i) mi—1 NS )
(2m) _ 2m (2m — ). (m + 1).m(m—1)..2.1
m!

92 4 9
1.2..m—1)m.1.2...(m—1)m
Or, on sai i g: 3
» 0N salt que, si /m est trés-grand, on a & peu prés (*) :
1.2..m =wm"e"V
o = m
d’ou ; 2 s

. 2 e g
(1.2..mF=m™e-" 9rm
1.2

]

s 2m == (2m) e Y hin

@my=t  (@m) . eV mm e

m! om o Vo v
m*.e ™ Vrm . V%m  Vaem
Done '
. N
Viem. 9=tV am 9o I/n—m

("} Voir la note I, a la fin de l’ouvrage.
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55. Prosuime VIL Une loterie est composée de n numéros;
il en sort v @ chaque tirage : trowver la probabilité T que tous
seront sorlis en 1 tirages.

SoruTiox. Désignons par _

Z,., le nombre des cas ou, aprés ¢ tirages tous les numéros
1,2 ... ¢ parmi # numéros seront sortis,
Z. ,_. le nombre des cas oit, aprés ¢ tirages les numéros
1,2...¢— 1 parmi n numéros seront sortis,
Z,—1,,—1 le nombre des cas ou, aprés ¢ tirages les numéros
~1,2..q — 1 parmi n— 1 numéros seront sortis.
Z, ,.. secompose de deux parties, savoir :

1° Des combinaisons ou les numeéros 1, 2.... ¢ —1 se rencon-
trent avec q;

2° Des combinaisons ol g n’entre pas.

Or si I'on enléve le numéro g, les n— 1 numéros restants
pourront se combiner avec les numéros 1,2....q —1, et former
les combinaisons de ces derniers ou q n'entre pas.

Done :
Znv g—1= Zn, s ¥ Zn—'l, g—1

ou
Zo, =2y ot—Zon, gt - - - - - (1)

Le nombre des cas possibles dans un tirage est exprimé par

nn—1) . m—ra1) n't

1.2....r r!

Donc celui de tous les cas dans ¢ tirages est

n(n——l)....(n-——r+’l)}i

Soit P la probabilité que dans i tirages les numéros 1,2...q
parmi les n soient sortis : :
Zn, q
n1'/—~i

r!

£

(35)

De la suite :

on tire :

Zl, g1 ZE, g—17 Z5, g—A eeves Zn, -1,

Zz,,q—i e Zi, —t = AZ;, -1

Z5’ g—1 Z2’ g1 AZE, g—1

Ziyr— 25, oy =2Zs , 4
ete.
Zn, g—1 = Zn—l, g-4 = Azn——l, s S - .. (4)

Dans cette formule (4) faisons :

il vient :

ona:

d’otx

on a:

foq—1= 1,2, 5 ete., et 7 =n;

Zy,o=0Z, ,, |
o Ly g=0L,
Z,, =L, s e 6
Z, y=0AZ,
ele.

2 g—1=1, 2, 5etc, et n=n—1;

Zn—d, 2= AZn—z, 1
Zﬁ—i, 37 AZ11—2, 2 .
Zy,i=0Z, o5

ete.

AL,y =027, , ,
AZn—i - atZ

AZn—i, T A2 Zn—’_’, 3

2. 2
n—2, 2

etc.

3 qg—1=1, 2, 3 etc., et n=rn—2;'

Lotio=0us.y ; (7)

Zu—z, 2= AZ
ete.

3, 2



(36 )
d’out
AN Zyg,s= 0205,
a® Z, o 5= ASZn—s, o .
ete.
P g—1=1,2,5ec.;etn=n—>5:
Zn-—h,e == A Zn—-4, 1 . . . e . (8)
ete.
d’ou

AsZn—5, 2 = A4Zn-—4, 1
A cause des relations 6, 7, 8, les équations (5) deviennent

Zyo= 8Ly 1,
Zn 5= AZn—l,"'—‘ A Z

‘n—2,

Zn,4 = AZn—d,S =A Zn—?, 2= AsZn—-S, 1
Zy,s= 0Ly = Agzn—a, =02, 5 o= A['Zn—a, 1
ete. ete.
done .
Z”:q = Aq—izn—q-i-l,i . e v e e v e e . (9)

Le nombre de tous les cas possibles ou dans ¢ tirages les
numeéros 1, 2, ... ¢, sortent parmi les n, est

[”:‘]i. L

Le nombre de tous les cas possibles ol dans 7 tirages le
numéro 1 ne sortira pas est égal & celui de tous les cas possibles
ou les numéros 1, 2, ... ¢, parmi » — 1 numéros, sortent,

c’est-a-dire a . s
n—A4)—17
[(———r—!——]'........(ﬁ)

Le nombre Z, 1 de tous les cas ol le numéro 1 sera sorti
en ¢ tirages est égal au nombre («) de tous les cas relatifs aux
numéros 1, 2 ... g, moins le-nombre () de tous les cas ou le
numéro 1 ne sort pas; done

r!

Zn, L { it }z—g (n——-i)”’“ §i= A[(n—'l)”—‘]i o (10) .

7!

(1.2...7)

(57)
Changeons dans ceite derniére formule n en n—q—+1, elle
“devient :

Z afltn—gr—T
T ey
- Done par la formule (9),
7, = A A [ rl—a] _ at [(n - q)"’—.lj o
(1.2..7% (4.2 .7y
Substituant dans (3), il vient
AT n rl-A Aq s'rl—l]i
P= [ - ] ) [r/—li e - .. (3)
[ ] (”' )

en posant n — ¢ =s.
Maintenant considérons la suite

[~ = [(n — gy~F =

[+ 1] = [ —g+ 1y =

[6+2r=T=[tn— g+ 2] =,
etc. ete.

s + g — 1y~ =[(n— 4>”“T = Uy

[ S - q)r/—i] [nr/—i] =,
ona:
2/—4.

AU == qu,— qu,_; 4 Uyo — cle = quy &= w.

2!

Done

éq [sr/—lji — [nr/—i] —q [(n 1 )rl—i @+ ‘12__'4 [ (n . 2),., _4:': — ete
F ¢ —q+ 1y~ = [(n— g

En substituant dans (@), on aura:

qfn— ,.]i qz/—a [(n . T)a,_i]i a/—i (n i
P=1—-1 — =
1= 12 7?1 5! n ] + ete.




(58)
Posons ¢ ==n, nous aurons enfin :

afn—r71 w2t — Pty
Bl — ]+ T

1L = 2! n

_ﬁ[(—n:—iﬂi]i+etc. B ()

5 ' nSI—l

. 1
Exemple n=90, r=13, i==100, on a n=0,7410 > 5 et
142
lus grand que 5 de 55 ' '
P 5; Prosuiue VIIL. Une loterie est composée de n numéros, dont
un sort & chaque tirage. Trowver lo probabilité 1 qu’en 1 tirages
tous seront sorlis. , _ .
Sorution. La probabilité P que les numéros 1,2, 5... ¢ parmi
les n numéros seront sortis en 7 tirages, en en tirant r a la fois,
est (n° 83) i
Mn—q(n—ql).(n—qg—r+ 1)]
= [7(m— Lo (n— 7+ 1)]

P

Pour r=1,onan—q—r+1l=n—qetn—r+1=mn;

done _
a7 (n—q)
bt
n
Maintenant, soient .
(n—gf=wu
(n—q+ 1f=u
(R— q + 2 =1

(n—AY=1u,,

f=u,,
la formule i
— u
2y =ty — Uy + —5 Ugo ete o qu, =
donne 21—1 Bi—1 .
: i1 oy T n— 3) + ete.,
a1 (n— qf = — g (0 — 1)} + Ty (0 =2 — )

de sorte qué

, n— 1y gt (n—i’)"_em,‘
P=4~q(———n )*‘9—! n :

(59)
Posons g ==, nous aurons

n— A1\  n¥ Ip 9\
D=4{—n ~ —+ a1 - —ete. . . . (1)

&

Remaroue. Posons :

 — 4\ n—1\¢ 2/—1 0 — §\%
1_.(n ) =@—-n(n >+n ( )—etc. (2)
n 7 2! n

Dans le second membre de la formule (1), le terme qui en a m

n—m

avant lui, est ( — )> et dans la formule (2), le terme de méme
n—1

mi .
est (*2)" Passant aux logarithmes, on a

l(u) il (4_1%) o m_Ami
7

n n 2 »®
l.(—ﬂl_d)mzmil.(l———i) e Ami
\ n n n 2 n®

s 1 ’ oy ’ 1
De sorte que sil'on peut négliger les termes de ordre =
on peut écrire

\ -

55. ProBrime 1X. Le nombre n étant tres-grand, quel est le

nombre de tirages i, aprés lequel la probabilité que les n numéros
seront sortis, est égale ;??

Sovurion. La formule () donne

4 71—1)" "
—= ] (=
k i ( 7

[-v/}]

Lin—1)—l. )" =~ =

S W

‘Pour effectuer le calcul de-Ja formule (), soit



On aura
_ .
k=t (—4_—) L =R =g

n { —z .

Si nous faisons 11

=Lk,
=%
d’ou .
y=z+z3 o

) - - - /' :
et que nous développions = swivant les puissances de y
z=Ay + By® + ...

. . ecnation iden-
nous aurons, pour déterminer les coefficients, 1'équation id

S, .
tique :

1 | 2
y =(Ay + By*+ ...) +3 (Ay + By* 4+ )+ e

ou . »
y=Ay+(B+'§A2)y“+ .....
k] L . A=47
dou » 4
B4 —A=o0, =3
et par suite : “
1 1 V(R l.k( ﬁg»
e=y g =T A\
Or, ‘
l 2 lk( ﬂﬂc)
Vi=t—=t— 5/
v /1 Lk L.k
{— _=——<4—3—
k n on
| l.lc)
[ ('l ——v l—) =L (Lk) —ln + l. (/1 ~ 5
= Lk (R
L)l s =
Lk ‘ : 2
== l. (l.k) —_ l-’fl ——-\2—7; . . .- - e . (

(1)
Or on sait que

l.(n:1)=l.(n-—1)—l.n=——i—1(;;)—etc. - . (B

no 2
L’équation (b) devient, par la substitution des valeurs () et (P)

2‘:

1 1
Lo —1. (Lk) + 5 Lk m [Ln — 1 (Lk)] + gk

1 1 - \ 1
—_ e — J—
n 92 n? - n
Ty 1 1
nln —1 (Lk (1 — —) — <‘l ——1 Lk
__[ ( >] n - 2 Qn)
S 1
,l — <
/m_'

56. ProsLive X. Une loterie est composée d’un trés-grand
nombre n de numéros; il en sort cing a chaque tirage. Quelle est
la probabilité que tous seront sortis aprés 1 tirages?

Sovutiox. Dans la formule '

— ete.
n 2t nn—1) :

&l

qui exprime la probabilité que n numéros sont sortis en ¢ tirages,

A raison de » numéros i chaque tirage, faisons r =3, il vient :

7 [n — B\i 2/—1 —3 — &) ‘
et 2 (n a) L [(n Y (n )] " ete
I\ n 2!

n(n—1)
Mais on a : J )
n—35\ " n(n—B\ n¥!np__ 5\
1— |1=1—- + = — cfc.
n 1 n 21 n

On peut done poser approximativement

n — 5\*
o[-
n




et si o
V2 2

log i—
1 e —1)
T
log P

P n=90, =8520L

57. Propuine XI. Un plan est divisé en parties égales par des

s, , paralléles NN', MM'..... dis-

z 2 ;. ap lantes entre elles d’une {on—

s % ‘J gueur constante a. On projetle
< sur ce plan un cylindre trés-

4 \ n/ ¥ Nz L2 mince dune longueur 2r égule
J Bl £ aw moins & a. Chercher la pro-

babilité P, que ce cylindre renconire deux paralléles consécutives

quelconques.
SoruTiox. Soient,

AB=—ga, BC=y, AC=a—Yy

CD=CD'=r
CE = CE' =7
BO=—r

"DCB=BCE=¢, DCE=2;.

Quand le centre du eylindre est en G, si o? le faif- tourner
autour de ce point, la moitié¢ DC rencontre MI\’i dans ll‘n.L'eneu,r
de I'angle DCE, et il en est de mémte de Tautre moitié C]? .
Done 4o est le nombre des cas ou le cyhndrer rencontre Ja dr(i)xt‘e
MM, quand le centre est au point C. Done 6/ 4ody estle nombre
des cas ot le eylindre rencontre MM', en faisant g¥is‘serle centre
du cylindre sur AB, de B en O; or y =r cos g, d'oui:

fes y_—_—!f?y-—lkfyd?=4?y - 4f1‘005?d','«

= koy — &r sin y + const

f@;(ly-——: [4ey— 4r sin ?];— [4gy — 47 sin 9]0 .
]

(45)

Les limites de y (r,0), correspondent aux limitcs de ] (O, 3) )
attendu que y == cos 9; donc

9"

=

‘ r o T T
/.4;,d;;=[4. O0.r — 4rsin O]—[&.— 0 — 4rsin :)—]:lu'.
¢

Faisons
AC=a—y—y:

le nombre des cas ou le eylindre rencontre MN’ est
[y’ = 4r
0

et le nombre des cas ou le cylindre rencontre MM’, ou NN sera
by -+ hr = &r.

Le nombre de tous les ares déerits par le eylindre pendant que
son centre parcourt AB=g¢, et qu’il fait un tour entier dans
chacune de ses positions, est 27.a, donc la probabilité cherchée

Sr 4y

“ra am

Remarque. Soit GK = HL == £, si le centre du cylindre se
trouve dans Uintérieur du rectangle GKLH, le nombre des cas
ou il rencontre MM’ ou NN’ sera 4.8r...... (@).

38. Prosrene XI1. Un plan est divisé en parties égales par un
premier systéme de paralléles MM, NN'... placdes a la distance
constante a; puis par un second systéme de paralléles PP, QQ'. ...
perpendiculaires aux premiéres, et ¢ égale distance b les unes des

) autres. Un cylindre d’une longueur 2r
. au plus égale @ b ou d a, étant projeté
sur ce plan, trouver la probabilité P
que ce cylindre rencontre le con-
tour de Pun quelconque des rectangles
AEUF, dans lesquels le plan est divisé
par les dewx systémes de paralléles.




(44)

SovuTioN. Soient
© AF=a >ou=2r

AE=bH > ou=2r

AB=AD =17
EG=—EK =17
FL=7F0 =17
UR=US =7

BG=O0R=10— 2
DL=KS =a— 2.

Le centre du cylindre, en tombant dans l'intérieur du rectangle
AEUF, devra se trouver dans I'un des rectangles I, II, 1T, IH, 1T’
ou dans 'un des quatre carrés 1,2, 5, 4!

1° S'il tombe dans I, il ne rencontre aucune des droites, ni
du éyspéme MM/, NN'.... ni du systéme PP/, QQ’...:

9 Sl tombe dans II ou Il’, alors le nombre des cas ou il
rencontre I'un et I'autre systémes de paralléles, sera par la for-

o X% .

mole (), 1 37 rb—2r) . . . . ... (1)

5° 'l tombe dans HI ou III’, le nombre des cas ou il ren-
contre les deux systémes sera, par la méme formule

Sr(@—2r) . . . . . . .. (2

& 11 nous reste & examiner ce qui se passe dans les quatre
carrés 1, 2, 5, 4.

Du point A, avee un rayon égal a r, décrivons un quart de
cercle. Si le centre du cylindre est dans
? e ce quadrant, il rencontre en tournant
B dans toutes ses positions les MN et les
PQ ala fois; le nombre des combinaisons
danslesquelles cela aura lieu est -

¥ A4 T 54 . 5 zr° 7

Si le centre du cylindre est en V(xy), en dehors du quadrant,
il ne pourra reéncontrer, en tournant, qu'une des droites MM,

(43 )

PP’. Pour chercher le nombre des cas ot cela arrive, déerivons
de V comme centre avec le rayon r, Iare de cercle YZTX. Soient
TVX =20, YVZ=20'; le cylindre ne rencontre la droite MM’
que quand 1l est dans 29, et la droite PP/ que quand il est
dans 2¢’. ‘

Donc si le centre du cylindre est en V, le nombre des cas ou
'une de ses moitiés rencontre MM’, PP’ sera 2(3 -+ ¢'); done
le nombre des cas ou I'une et l'autre moitié rencontrent ces
droites est 4(p + o).

Désignant par dxdy I'élément de surface de la partie du ree-
tangle située hors du quadrant, Je nombre des cas relatifs & toutes
les positions de V est

/'f/.ﬂ?-'*‘ ydedy . . . . . . . (a)
Pour déterminer les limites de cette intégrale, nous avons
AW=ux=rcos¢, dr=—rsin¢dy
VW =y =rcosy, dy=—rsinsds.

L'intégrale («) devient

Wfflo+¢)singsingdedy . . . . . ()

Pour tout point V situé hors du quadrant, on a

x> ou=V"r ¢ — y
" Pour B et D,ona: .
y=0, x=r
y=r, x=0.

Les limites de y (0, ) correspondent aux limites de ¢ (O et )
Pour déterminer celles de ¢’, on part de

* x;‘/'fl—."fzr
done

S w% Vrt— 2 cos? ¢ 2> rsin 9 > T €OS (7— w)
et

YL5—

wl B
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. - T
Ainsi les limites de ¢’ sont 0 et 5 —o.
Done le nombre des cas cherchés est

” z_ . ,
4?7 sin odg fF (g + ) sin ydy-
0 0

Intégrant par rapport a ¢/, on a d’abord :

f(a + ¢)sin ¢'de’ = ?/sin o'do’ +f?’ sin ¢'dy’
=—opcoso — ¢ cos + [ cosg'ds
= —o9eose — ¢ €08y +sing + ¢
=— (o4 ¢)cos¢ +sing +¢

d’ou

T

7 ¢ T .
/ (?+?’)51n?'d? =———§Sln?+005?+?-

0

Par suite

4

T T . g T _/;_‘_2 d
/'Zsin?d? (1+9)Slﬂ'9dcg=—-—5/ sin® ¢dy
~0

0

aT
+/?sin?cos odo +f
. 0
0

0

24

1o

9 sin ?d

-

Or, en intégrant par parties :

sin ¢ €089 + ~ g,

» . 4
1o /Sin?' "Jd? =

d’oit
. T
T 1
. sin? pdp = i
y £3

0

g0 fsm 2 ¢0s odyp = Y s o,
dou
4
T
sin ¢ cos gdp =

0

5° fw.sin odo = — 00059+/'c0s?d9=—9c059 -+ sin ¢,

[ R
1o | =

—

101 e

T ol R Nt /o e 22‘:4 _Tj 9
sin ods (p—}—:g)smgzd?_ér(2.4-1—3+1)~0(L =Y.

pe -

En ajoutant Z-, on obtient le nombré des cas relatifs au

carré 1, qui sera done 6r2; et quadruplant,on a le nombre des cas
relatifs aux quatre carrés 1, 2,5, 4, qui sera 2472 (3).
Le nombre total des cas (1), (2), (5) :

8r(b—2r) + 8r(a—2r)+ 2Ur* =8 (b + a)r — 8r*=8r(a + b—r)

exprime tous les cas ou le cylindre rencontre le systéme de
paralléles MM/, NN', PP7, QQ'. ' _

Mais le nombre total des combinaisons possibles est égal au
produit de 27 par I'aire AEUF ou 2=ab, donc la probabilité que
le cylindre rencontre les divisions du plan est

p_S?‘(u+b—r)_4r(a+b—'r)

2mab - =ab

39. Prosuine XHI. Si dans un tas de x picces, on en prend
un nombre au hasard, déterminer la probabilité que ce nombre
est pair ou impair.

SovutioN. Soient :

la somme des cas dans lesquels le nombre est pair.

la somme des cas dans lesquels le nombre est inpair.

Ia probabilité que le nombre est pair.

la probabilité que le nombre est impair.

Ona:
C, G,

v i

= Pe=——— . . . .1
C, + C, C,.+ C, o

z

Détermination de C, et C.. x élant'le nombre de piéces, si I'on
prend une piéce de plus, C,,, sera le nombre des cas dans
lesquels x + 1 est pair, C,,, le nombre des cas ot  + 1 est
Impair.
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Dans le premier cas :
C.,, sc compose 1° du nombre précédent de eas pairs,
90 du nombre précédent de cas impairs,

car chacun de ces cas combiné avec la nouvelle piéce donne un

cas pair.
Done
Copr =G, + C; doi 8C,=C, et aC=2sCe - - @)

Dans le second cas, C,,, se compose :
1° du nombre précédent de cas impairs;
90 du nombre précédent de cas pairs;

50 de l'unité, puisque la nouvelle piéce peut étre prise seule.

Done
, Cop=C.+C+1,
ou ’ )
aC=0C.+1 . « - - - - - (3
donc, 4 cause de la formule (2)
2%, =C, + 1.
Or
Aacz = ACr—H - ACJ - C,r—(-‘-’ - Cz+l - (C.c—H - Cr);
on aura par suite :
G G — W+ C=C, 1
C,c-}-ﬁ == QC,H +‘ 1
ou bien, en changeant x -+ 1 en x :

Copy=2C,+1 . . - - -

Intégrons la formule (&) qui peut s'écrire :

Copp — C,=C, +1 ou aC=C.+ 1.

Soit
C,+1=y
d’on \ .
sC, = ay;
et par suite :
. Ay = 9.

Posons
y=a

(49)
d’ou
sYy=a — =y (a —1);

et substituons, nous aurons :

a(a—1)=da*; ou a° (e —2)==0;
b

d’our
et “=2
y = A2, ’
A étant une constante 3 déterminer.
Done -
C,=A% —{. 5
or, pour T £}
. x==1 : —
donc , ona C,=0,
0=24—1; dou A:i’
et ?
. C,=9" —|
Mais on + N ).

I

C.=sC,, done C, [vgaTFi—-i — 1] — 2 1]
9% Cjz—{

2:—1 (2 _ '1)

2:—{.

I

I

La somme de tous les cas sera
CotCom=2! — g 4 951 92 _

Done enfin

il en résulte
P.>P.

[[;“ PB(]B] EME X I ‘/ ()n pi‘()?etle wune pze(;e ar el de p”e el
1 f i d ma l S b b { L 2 J 0 ame era
Cr Olf ) on em nde /1 p) 00 lll e q'u en X Coups, n N
leS aces de la plece da?ls l 07 d’ e pZ[é 3 CY Oix’ pzle, C? le, plle Py

. croix; elc.
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Sovution. Soit C, le nombre des eas favorables;
t, le nombre total des cas;
P, la probabilité cherchée — f—: .

Déterminons t,. Le nombre de tous les cas au eoup x s’obtient
en combinant le nombre des cas au coup x— 1, avee chaque

face. On a done :
t:: = th——l'

Pour intégrer faisons x=1,2,3 .... z, et multiplions, nous
aurons :
t,=1.2°

Pour =1, ona {,—2, done

2 ¢

S

ty, dou =1,
et

T

o~
|
e

x

Déterminons C.. Le nombre des cas dans lesquels la combi-
naison pile croix, pile croix..... n’est point arrivée au coup x— 2,
est -

bpo— Cpa=2"2—0C, 0.

Chacun de ces cas donne un cas ou elle arrive précisément
au x™ coup; done le nombre des cas ou elle arrive au x™ coup
est 227 — (,_,. '

Mais C, est. le nombre_des cas favorables au coup (x — 1)™,
multiplié par 2 et angmenté du nombre des cas ou elle arrive
au x™ coup; ainsi :

C,=2C,_, + ¥*—C,_,

Done
E')'Cn:—{ 21_2 Cx—-i’.
P, — _
Oz 9z 9
C. 1 1C,, 1 1
221—-1 +Z—Z§:ZZ=P::—1_‘/:PZ_2+Z- .. (l)

Pour intégrer (1), posons :

P, = P, 4 aP_,

et de méme

Po=P,, + AP, ,—P, + aP, + 4P, + aP,,
ou

P, o =P, + 2aP_+ 27P.

réduction,
‘ AP, — 2aP, + P, — 1 = 0.
Si T'on fait )

P.—1=y;
d’ou
P.—=1+y,
et .
AP, =ay
AP, — A“'y,

I'équation préeédente deviendra :

. A’y — 28y 4 y=70.
Posons
y=a*;
d’ou : ’

1 o
———4)—2(“—/1)4,4—_—0,
[¢2 a

L

d'ou

9 9

,l z A\ x—I
y = Caf + Cyxaz—=C (—) + C'x (l) y

en faisant

Déterminons C et (V.

‘Substituant dans T'expression (1) de P,, on obtiendra, aprés
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Pour A

C
z=1, P,oul +y=0; dou: 0=4+§+C’.

1 1 C
=2, P, =-, —=1 - C,
A A& 4
d’ou
1
C=—1, C=——;
2
et par suite :
‘ 1+x
y="r°P —l=——";
d’otr enfin :
p 1 1+x
x— - 9‘1

41. Prosuine XV. Quatre joueurs Ay, Aq, Az, A, jouent de
cetle maniére :

10 A, joue avec A, : sl gagne, Uenjew est a lui;

S'il ne perd ni me gagne, il continue de jouer avec A, jusqu’a

ce que Uun des deux gagne ;

S°il perd , alors

90 A, joue avec Az, et si Ay gagne, Lenjeu est a lui;

S’il ne perd.ni ne gagne, il continue @ jouer avec A Jusqu'd
ce que l'un des deux gagne; '

S’il perd, alors

5° A, joue avec A, : et ainsi de suite, jusqu ‘a ce que Fun des
joueurs ait vaincw celui qui le suil.

La probabilité pour Pun quelconque des joueurs de gagner
contre Uaulre est _; celle de ne gagner ni perdre est ausst .i,,
déterminer la prababzlzle que l’ n de ces joueurs gagne la pariie
au X coup.

Sovvtiox. Soient P, la probablhte que A, gagne la partie
apres x coups,

P, la probabilité que A; gagne la partie apres x coups, etc.

On aura :

5 i 4 13
IS St S ()
B2 - b . )

(55)
’ ’ & sye_ v - .
En effet, I'événement dont P, est la probabilité peut avoir lieu
de deux maniéres : .
1° Quand A, gavne la partie aprés x — 1 coups, et qu’il la

gagne encore au 2™ coup; cet événement cOmMPposé a Pour pro-
babilité ¢ Pz_,.
20 Quand A; a gagné la partie aprés x — 1 coups, et que A,
gagne au x™ coup, cet événement composé a pour probabilité
Pz—l‘

L’équation (1) peut étre apphquee successivement & tous les
joueurs, on a done le systéme d’équations rentrantes

$ LIS {15
g Pz - 3 Pz:—{ = g Px—'l' - . (1')
;) i3 12 ,
z—gpm—A = g P.t—l . - (2 )

2 2 {1
P,——P, ,==P,_, . . .5
5 0 5 &)

1 i1 1:
P, = P = z P, - . (4‘,)

b B
Déterminons I‘)I; ona:

— =, il vient :

Ajoutons, et nous aurons, par suite de (2') :
94 4 s i1s {:

P - Pz—-i -+ — P,_q Ty [PI el Pz,;g kS P,,_o.
9 o ST

Opérons encore de la méme facon, nous anrons a cause de (57)

4 1 ¢ 1re . 42 . 114
Px s — P o= =3 [Pz——i'— = )‘—3] =7 P ;e
D '

[
ot} ot

bu&

H

L

+
Ull (3]



(34)
Enfin, par suite de (4) au moyen des mémes transforma-
tions :

‘ bs 6 & 4 1 s i1 41 {4
P,— P, +:;Px—2 —rgpz_a +':pr—6 =:7[Px_z ——P. =:§p:—t'
b 2 b < ) b )

. i 4
Cette équation étant linéaire, nous pourrons poser P,=a";

d’ou, en changeant x en x — 1, x —2, ete. :

3

. P,
Poy=a"'=—P, =0 = 3 ete.;
a?

et par la substitution de ces valeurs, nous aurons :

(& .6 A 1
Oyl —— e — o+ =0 =,
1" 3 5@ 5@ 54 5%
ou, en supprimant le facteur a* :
1\¢ 1 ¢
-1
24 9 \oa
d’on
(aa——d) ==>
B
et
y — b e
(3V3a—V3) —1=0
Soit
oy e
53V5.a —V'5 =g
nous aurons ot =1 et
- «
oo — 1 =
Vs
d’od
i a
sa=_"[1+—|;
2 3
don¢ o* — 1 = 0, donnant les valeurs
“l="11 “2=’—'1,"15= —1, OC4=~—‘/:—_’1’

a aura les quatre valeurs correspondantes : a,, a,, a5, a,; et par
suite :
4 .
Po=Caf+Caf+Caf+Cogf. . . . . (9

(55)

Les imaginaires se remplaceront par

«-_cos-c;-a— V" "1 sin E,‘

~ L&

yis e, w
% =005—— V1 sin —.
- 3

~ 4

On aura des équations toutes semblables pour

b, P, B,
2° Déterminons les constantes de I"équation (1).
Pour cela remarquons que ’
Aprésx==1,2,3, 4 coups les probabilités de gagner pour A,
_sont :
1
k! ’___57
J

MR
S
I

Aprés =2, 3,4, 5 coups les probabilités de gagner pour 4,
sont :

O
%,
@Alre
G e
v
Al e~

o

’ _Aprés x =35,4,5, 6 coups de probablhtes de gagner pour A
sont : )

1

=

53

10

7$-

| e
AR

Aprés =4, 5, 6,7 coups les probabilités de gagner pour A,

_sont :
1 4 10 15

Ces derniéres quantités serviront a déterminer les constantes

de I'équation (2) ; en les substituant dans cette équation, on aura
les quatre équations linéaires -

1
:;—(,01+C‘,aq+Ca-+C,‘a

o



-

(156)
4 8 5 ’ 5 5
5= Cu -+ Cond + Coad + Coo.
'10 6 6 6 G
_5?_—_: 04“4 -~ Czag —+ C5a5 —+ C,,OC,;,-
15 7 7 7 7
:1? = Cyod + Cooly -+ G5 + Cptg-

42. Propuine XVI. Deux joueurs A et B, dont les adresses
respectives sonl enire elles comime p est @ q , jouent ensemble , de
maniére que sur un nombre X de coups, il en manque 'y @ A, et
x-y @ B pour gagner la partie. Déterminer les probabilités quont
les joueurs de gagner la partie. ’

SovuTion. Soit ,, la probabilité pour B de gagner la partie
ou de faire les z points quand déja il en a fait .

P oyt §
T b est la probabilité pour A de gagner un coup.
g — st Ia probabilité pour B de gagner un coup-

B peut gagner la partie au moment du coup actuel,

fo sl gagne ce coup, auquel cas il ne lui reste que
abilité de gagner le coup est &; celle
la probabilit¢ de gagner la

x—1

points & faire ensuite; la prob
de faire x~— 1 points est .5
partie en gagnant le coup actuel est donc aw, ._,-

Mais B peut gagner la partie au moment dua céup actuel,

20 en perdant ce coup, pourvu quil gagne indépendamment
de ce coup : pour cela, il faut que, quand il n’a que iy — 1 points,
il n'en ait plus que x — 1 & faire; car alors, quand il aura ses y
points,, il aura gagné la partie.

La probabilité de perdre un coup est b; celle de gagner
gré cette perte est Uy o - A

On aura done

mal-

Uy, o= b X Uys, g+ & K Uy e

Remaroue. 1° quand y =0, on au, = 0.

Car quand B n’a gagné aucun coup, sa probabilité de gagner
la partie est égale & Z€ro.

On a aussi %, .= 0.

s

(57 )
2° Quand y =1, on a par (1)

Uy, == Uy, ;g +
ou e

Done ®

Uy, = 1.

Uy oy =1
car (1) donne "

-

mais 1 ==a + b, done u, ,_,=1.
8° Six=y—2, on a par (1)

done

uisqu’on a évi =
puisq a évidemment u, , =1, u,

p+yq

buO, a1

U, == OUy; 5+ -

o o
3° Six =1y, B gagne nécessairement.

4° Si x=1y — 1, on a pareillement

Uy, 42 =1, etc.

—4,0=/1~

q

P —1) (x—2).. (x—y =+ 1)

la probabilité que personne ne gagnera

(
¢t 1.2.. y—1

a -

la probabilité que A gagnera son coup ——

a+b4-c¢?

la probabilité que B gagnera son coup —2—
a4-b4c¢?

c
a-kbtc”

6° Si x=1, onaw, ,=1, car on a par (1)

1

U. = s :
vy == Oy, y g+ DUty _y = atty, y_ 1+ b,

Uy, 0= Oty o+ DU,y o==a + b=1,

Nous "ouve r I'intégr é i
avons trouvé pour I'intégrale de I'équation (1)

Uy == (—q—)z_l‘ {,1 + B(ac —1) +
q

Pe—1) (x—2)

]

45. PropLive XVIL A et B ont chacun k piéces,

Uy, gt == AWy, o+ DUy, o=0U, ,_ o+ b=1,

o

&)



(58)

La partie sera terminée, quand Pun des joueurs aura gagné k
piéces; quelle est la probabilité que A gagnera X piéces, el celle
quil gagnera la partie?

PrEMIERE SOLUTION. Soit 4, la probabilité pour A de gagner x

pieces; elle se compose de :
. La probabilité pour A de gagner ce coup, multipliée par celle
. pour A de gagner la partie aprés ce coup;

Plus’ la probabilit¢ pour A de ne pas gagner ce coup parce
que B le gagne, multipliée par la probabilité pour A de gagner
malgré cet échec;

Plus la probabilité que personne ne gagne le coup, multipliée
par la probabilité pour A de gagner la partie malgré ce coup;

Done . ' '

@ b
o=+ b+ PR T e
d’ott 'on déduit successivement
(@ + b+ )y.= aYrps+ by + Y5
(“ + b)yx =0Ys1+ byx—ﬁ
b b
i+; Y= yz+4+-&yx_§
ou en posant g—_— y:
(Il -+ 7/)_7/::= yz+l -+ ‘yy:c—h
ou hien : .
yz-l-‘l - (,l -+ ?’)yac - Vyz——-i - . . . (‘)
Intégrons I'équation (1).
Si -
x =0, ona y,=0;
x =2k ona yy=1;
faisons

nous aurons :

(59)
N Ya =(l+9/)94
Ys =1+ 9)ps— vy, =1 + 9 + 9y,
Yo =0 +9)gs—vm=(1+y + 2+ 9y,

yzr—(’l+7+'y2+-~+7x"'*‘)y‘=ll_ryr.1/i.
1 9 "
Pour x = 2k, on aura : -
. 1
Yu=1 = g dot y=——_"
—_— ,1_7,25’
bk et A Rk 4
1l—9 1—o% g%
pour x =k,
11—y,
g = ‘7’/.__ 1

T—o% 14 o’

probabilité pour A de gagner la partie.
La probabili_te’ pour B est égale a :

1 E
1 = R yk+zk=1.
1+ (—)

¥

Remarque. Le caleul est le méme quand les joueurs n'ont pas
un nombre de piéces égal.

Soient X et g le nombre de leurs piéces. On aura :

{—op 4+ a2
p T—
o
Y= z
11— 4+ p
1—o* {—om
1m=—ﬁ, == ’)/
eI S o

probabﬂité pour A de gagner la partie.



pEED
/! —

—_—
R | =
S

Deuxiiye sovution. L’équation (1) étant linéaire, on peut l'inté-

. greren posant

yazzaxi
done
@t=1 + %) oF — ™t
a’ ——(/1+r;/)a+fy=0
1y \/(/1+ey)“ Ay v
¢ = F G YT T3 T e
aq=17 “2—:5/
Ya = (, ai + Coat="Cy+ Cv”
pour
x==0,0na y, =0,
pour
x==2k, on ayy=1,
donce
O=CA+CQ
) ’]=04+Cg‘y%
d’ou . .
Co=—2C,, Gy = 1 ___?/Qk
‘ 1=
=00 —>) =i

ror

Trosiine soLuTioN. Par les fonctions génératrices.
Nous avons trouvée

y:—}-l = (/l + ry)yz - 7/!/:0—13

ou en multipliant par *:

Youl' = (1 — ) Y" — ¥ Yarl’,
ou bien : . i

. ,
St =1 + )3 — VE (Yl ™):

(61)

Posons x =1, 2, 3, ....; nous trouverons :

4

4
n Pyo = (1 + ¥) it — v iyl

y

1.

- Pys=(1 + )yl — viy,t'
1

n ty, = (1 + ) yst* — ytyt
Ajoutant, on obtient :

1 _
PR Lis e} = (1) fyatt + gl

— oyt Yol + Yt Yol ]

S,Olt z== §y1t“ = gl® + Y, 4 yol® e
0

T'équation précédente deviendra

) |
FlE—pl =yt = (1 9) [z — gl — vz,

mais 1o == 1; de sorte que cette équation se réduit a

. ) z—yt=z(1 + )t —olz;
d'ott'on tire
= ylt
A=+t
yid
TS Sal———Y VR 1 { Ry S S Y R
T yy— 1/1( b Bl (1 + ot )

e +y4(/1 +?/+7/2+ SN +¢},:""1) [ A YN,

~
<

~ Etcomme y, est le coefficient de 1 dans le développement de z,
on avra : :
Yo=t(l + ¥+ '+ - 4+ ")

=1 — -
. P—v
D’ou l'on tire
{—o¥
Yo = 1=y 1 2
f—y




(62)
et par suite
1 —o°

V==

4%. Prosuine XVIIL A et B ont m et n jetons; ils jouent ; au
bout de quelque lemps ils en ont X et y; la probabilité pour A de
-gagner 1 coup est;_%j, celle de B "’St&'z—.g' La partie cesse quand
Vun des joueurs a gagné tous les jetons de Uautre. Quelle est la
probabilité. pour A de gagner la partie?

Premire soLutioN. Posons m +n=x + y =Ak.

Soit 2, la probabilité cherchée;

7 estla probabilité pour A de gagner cette fois;

Uy » » A de gagner aprés le coup;
k—;? » » A de ne pas gagner cette fois;
U, » » A de gagner malgré cet échec;

on aura donc :
k—zx

k.

X
Uy == Upyy +

k

Uy y-

Muhiplions par k£, il vient :

k4™ = ot t° + ku,_ 8" — xu, 1"

Faisons successivementx =1, 2, 5, 4 ...... et ajoutons :
k (l'th -+ t2u2 -~ '--) B ('ll%t -+ G‘)uzf‘" -+ 5u4t5 -+ ....)
4 k(g 4 Ut A+ ugt® )5l L (2)
— T (ty + 2wyl 4+ Buryl® 4 o) )
Soit
2 3
Z== Uy = Ul A Ul® - Ul - e 3
d'ou
dz o
YT Uy -+ 2ol 4 SULE - ooee

L’égalité (2) peut s’écrire
K(ust 4 atal® b -} ==[ (s 2uel + 5058" + ) — (0 tgl + Ul ) |
Kt (uy + gt 4wl 4 )

—t[(uo-l— Wl 4+ Upl® 4 o) + (Ul 4 2l )]

(65)
dz z—u dz
k(e —ug)=— — 0 4 fpr —1;
( 0 dt ke ’t<z+tdt)’
et puisque u, =0, on aura :
dz =z ‘ t*dz
ko= ——_ % 4 — ——;
T d t+kt : dt’

(=L s etk
)dt_z(+t+t—tk),

dz- (U + - th — k) di 1 1 k—1
- , 2 =(-—————+ )dt
2 t(l—=f e Pl —t 1—t

Intégrant :

Lz=li—L{l—t)+(k—1)L(1 + 6+l

~d’ou
T + 1!
Z= ¢—-—
) 1—1
et silon faith —1 = p:
z=c i~ 1+ Y =c(t+ 1?4 Pa) (1 +pl+ _yf(y—)d)ﬁ_‘_
Le terme général sera
A—1 u.v~l/—l
Z== o <] 3+ . Ly ceee
R T +x—u$t N
Done
‘ #2/—1 H1‘~1/ -1 ;
Up=Cil + g+ —— 4 o -
E 2 z—1!

Pour x =m +n=Kk=p+ 1, on a u,=1, donc

2—1 -

P
+ PLERS +
21 !

=c¢[1 + 1]F=0c2"

1=ci{l+pu+




(64 )

1
Doncc:g—;,et.

l /L?I—l - y‘x—il——l )
U == gp P e 21 - x—1!

Druxigme soLution. INous avons trouve :

% E—x
u£=7£ Upps + 2 Uy
Dot
ke, = Tty + K16,y — TU,_y
k (1, — o) = % (Upgy — V)
= (U, — %) + & (W, — ey}
Posons :

Up e Uy ==L . o o+ - .« - - . (1)
-1l viendra

lc@x:m[4a(m+1)+gb(x)]

(b — %) vz =y (x + 1)

k_xlp(x).
®

G(x + 1) =

Faisons successivement x = 1, 2, 5..... ; DOUS aurons

0 E—1
W) =4(1) ——
k—2 i
Y5)=2(2)- —
¢$=&”»(9C_4)T_—_TS
et multipliant ces équations :
x—4/—1
(k=1 k—2).. . (k—x+1) w .
b =(l). 1.2, 0—1 =1 =
Done '
(1) = (1)
- ¢
s =) 7
. P“Z,‘—i
U3) = )-S5

ete.

(65)
_ mais la formule (1) donne pour x =1, 2, 5....

=1, -+ ¢(1)
U=y -+ $(2)
: U, =,y + ¥(x)
€n ajoutant on a:

Uy =1y + ¢(1) 4 ¢(2) + ¢(3) + -~ + ¢(x)

, =4(1) + ¢(2) + -+ 4()
ou hien
2/ —1 —adf—1
— g R

4 (1) se détermine comme précédemment c.

Probléme des parties pour deux joueurs.

&5. A un jouewr A, qui a la probabilité p de faire un point,
il reste x points a faire pour gagner la partie; a B qut a la pro-
babilité q =1 —p, de fuire un point, il reste y points ¢ faire
pour gagner. Quelle est la probabilité pour A de gagner Penjeu ?
- Sovrurion. Soit ,,, la probabilité cherchée; on a

Uyo=1, Uy.=0,

 car alors P gagne; x et y ne sont jamais nuls 4 Ia fois.
La probabilité cherchée est égale & la probabilité p que A pos-
séde de gagner cette fois, multipliée par w,, , probabilité de
gagner ensuite, plus la probabilité ¢ que A perde cette fois, mul-
tipliée par w,_, . probabilité de gagner ensuite; savoir

Uy o =PUyoa + Gl - . . . . . ()

Premiere solulion par une double sommation.
Soit -
z =SI S:uy,,,iyv”: Uy 10+ Uy o IO A= o

+ Up g B 4 Uy o1 4 e
Muldplions Iéquation (1) par "%, posons pour

y=1, x=1,

23 ...
y=2 x=1,2,5..



‘ (66 )
et ajoutons, il vient:
Up g B0~ Uy oIVF A oo Uy olv 4+ Uy OF 4 )
T U B0 A U o TRV e = D Uy B U VR
ete. +S

Ug 1 IV ~+ Uy o 0° 4

4 Ay T Ay TP

-+ . - - - . . s .
ou ‘
% o - ® % oo § ,1/}
z=S88w, .t =p{1118§ur,ytv +’uiuy,ot {
11 .

2 4 &3, a2 |
+q {tSuo,yﬂuJc + 1SSu, . {

1 11

ou, puisque @, =1, u,,=0:

z= pvt. B 1]
(1= (1 —pv—qi) :
pvi 1 1
~—_'1—t"l——qt 1 pv
1—qt
t 2402 L] g T—4
z= L g s i +_pv 2+----+———p vxl-&- }
(1=t (1—qt) 1—qt  (1—qt) (1 —qty~
, "
JoA—— . -+ —p__.._.;. s .
(1—1(1—q)
Le terme en ##v°, s'obtient en cherchant le terme en #, du
développement de
P
. (1—1) (1—gqtf”’
savoir :

% e =2~ AT
px(/l_‘_i_q_'___é_!_q_,_..._l_y____ﬂq./)t+....
done A

R x .,”2/—1 ) xz-l—y—‘.’/—l . _
u-y,x_—_—px{d + Iq ~+ T8 T SRS T_—l—!—q/ ‘}- -+ ().

(67)
Renarque. Cette formule (5) se compose de :

p°, probabilité- de faire x points en a: coups;
P i » « points en x —+ 1 coups ;

= xw—x 9

P =714 » x poinis en x + y — 1 coups;

la somme est la probabilité cherchée.

Seconde solution par une simple sommation.
‘Soit

Z.=

Z.

-~ 8

yu, =1t + Uy 7 4 oo

Je fais dans (1), y =1, et je multiplie par
y=2, » 2
y=3, > r
= ete.

et j’ajoute :

Wil Uy BB = [uﬂ,,ﬂ_1 bt gy 0] + g1 (w1t + Us ]

ou
- Z, == PZ,y -+ iz,
d’olt
: ..
P
1—qt

en faisant x=1, 2, 5.... x, on obtient

P
IR - qt . :
z
R L S
A —qt
pzz——i p:c
e <05

Sig (—qr

t

A =—"§'M ty=§ty=t+‘t2_|_...-=___
e 1—t

pst
(1—qtf(1—1)

4

2




(68) (69)

et par suite u,, est le coefficient de ¢ dans le développement

et par conséquent :

dw=(r+—” )dt: rdt
L 1—1 1—1

de z,:

fo=p* (1l — gty = (4 — 9~ =
2/—1 xz+y—2/—-1

qgt%__‘_.... 4 —— qy“ity—‘) .
y—it o

Par rapport 4 8, w est constant; donc dw == 0, et par suite
dt=10; d'ott dd= (1 —1) dr; et : dodd = rdrdt.
Comme

Pt P T 1) (1 +2Xqi+

Pour réduire la formule précédente en intégrale définie, il y a
deux méthodes.

1° Faisons ¢

1—1t

o} e

1 1 : aux limites o %wrépondent celles t{l ;
0 0

'1——t.1——pv—qt"

z==pot -

Comme on a: et comme

- 3 *® ’ ®©
8 + o==7r: aux limites 6 {0 répondent celles r{
0

=f e~U-088
0

* o~ t}w
=/ i U/

. Nous aurons done :

{t—pv—gqt

/ dtf rdre= T ot - gt

Uy, x
Y, xr.y

il en résulte :

z == pui f w/' T Bt g—ot—po—a ol
- 'o 0 0

P ! "
= dert (1 — ¢ 1 S
TaTy ( + ™) 0_/ e dy

Mais

— poi - we—(ﬂ—i-co)‘epw::.e(g-l—(/w)tdodw
p .Oféf l—ta+qgl=4—t(1—q)=1—pt;

, p:r:—iwm_—i ) 2 et
= pvl +dedy {1 - O 0 o
pvt f / e @ § + pab + 19 %1 S f rr-lerdr =T ( + ).
0

" ‘1 (6 + goy =1 ~~

X % + (0 go)l - 1.2.y—1 Par suite l’expression précédente devient

. pz LY T T .
Y U e (0+@),x—1 8 y—idc d@] R

v [Fmry-/b/ a0+ ) ! Uy, o = — p fdtt“" — pty
. I‘acl‘y &

et par suite

e = f f e (9+°° (6 + o) dady.

FmFy

y )
“pt=1; pour t=§00nazz==§o;

e

done :

Posons T y) prds o

raTy ; p p

J— (fL‘—l—y xr—1 y—l
= ety 0/c (1 —gp—'dg.

Uy == (1—zp-

w=rt, do==rdlldr, 8=71{1—1);
d’ot, # étant considéré comme constant par rapport a o :

0= — rdt + (1 — t)dr;
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Si p==1, alors A gagne & chaque coup : et l'on a:

.L‘ + J 1_4 _/—Jdg,
1= raTy 0/ ¢
or rer
21 . wAy—1 T, _______y_
¢
done »
S — g
] .
u‘l X4 =
T Sen—oe
0
29 On a trouvé 1 1
=TT A — g
Par Ia formule
™ et gz T
f e =
on a ’ ]
——— x*“ te==dyp
a® ,“) "f
done 1
* —60—1)Jp
—_ — €
1—1 6f
A .

. .
@01 ] 5

1

(t—gqt)" rx)¢

et par suite 'expression de z, devient :

Pt e
z,=@6/e

Bu—idy [ et gr—id
nf

' @ L T
Pt —(B'H")of—‘[ t B) 4o ot 0" Jdiad
2—60/;'/‘ e 1+1t(gw+-6) 1291
0+9) (g + 6 “"‘dmde]
Y e~ @ -
v r‘acl"y // (g

done

yvl‘

/.7 e_(e"'w)wt—i(qm + 6)/_1dcod9

]“a;I‘y
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Probleme gémnéral des parties.

" 46, Des joueurs A, B,.....R ont respectivement

", My...... 7 points & faire pour gagner I’ enjeu;

N C I 7 sont les probabilités qu’ils ent de
gagner un coup.

Quelle est la probabilits pour A de gagner la
Ona:at+fy.... 4 7==1.
_Soit w,,, .la probabxhte demanddée,

On aura en faisant les mémes
probléme précédent -

partie?

raisonnements que dans le

m,o...r=07 um,n,o..rzoz ’um,n..o =0. . (4)
L T -+ ',Vum, n,re—q - - (2)
Mty . tm,unmwr.

 Dans Ia formule (2) faisons successivement

72:’],_..
m=/,g

7= 4, 2.
=1,2..
m=9 "=
r= ’1, 2.
ete., :

aprés avoir multiplié d’abord par " v"...w", puis ajoutons; nous
trouverons comme plus haut, n° 43

=o[lz + tub:;S° V'] A+ Bug 4

o w;
dou :
. < & 7 r
at?...?v W e
“’l—at—ﬁv——"-—'y’w o

(1—v)...(4 —w)(1 — ol — v —...0m).

Pour réduire cette formule en intégrale définie, nous avons

- = (i—1) (Od — J (l—w
e- e
1—vw / 0

— f e ({-act—.—’yw)edg

{—at— e o
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L'expression de z deviendra par [ :
N ® AP 0 —w (1—-v} e'—l’(l—w)e-e(l—ml—...—“/w)
z=olV..W [.. do ... dpdoe
e=e-n [

“9)w
A e — (et ) gllht w30 _ glo+70r0
= alv wf// dw ...dpdoe e, e

0 ¢ ¥ .

‘Développons les exponentielles :

am—i em—l tm-l

o ... -
o= +'1.2....m-——4
— n—'l
. } (w -+ oy v
e e
l-—l 'r—.1
P (e + 79

1.2..r—1

et substituons; nous aurons :

f // do. dpdﬁ e—{w+ +p+9)6m_4]

T PP e " [
’ F1)LT11 4

Si nous changeons o
‘ . penfp .. bz

r suite
et pars ' dco...dp en@d?...ﬂdm,

ncus aurons

o © @ r% e r—1
7 o e = (O LW p—— f ...f/ d’f . dﬂfde .6
- ) ™.y o ¢

(ot B (o y)r—ie—9u+?+»+w>];

¥

et comme 1, ... est le coefficient de ¢™v"..w" dans le développe-
ment de z, sa valeur sera lexpression entre parenthéses.
Pour la simplifier, posons
I+ +-t+o=1;
elle deviendra

u My e Foaal

f /'d,» do(p-p). (ty_"?/r—-lfem—l- Ar—14-28 0
nln..Iry

72— 7—1
T (m+n-+1) f “dy...dw( @—l—?) L. (w+9) )
’. )‘m-idn-{-...-}‘r
0 0

™'m.Tn..I'r

(75)
A4 cause de
grivctrtgiggy TN )
. — Am—}«n-{-.,-g.r -

0

Or pour f=0...y=0,0naw, _,=1; donc

© 'mDn..Tr /“”/’“’ do . dmym. -1 ‘
T(m-+n-+.47) ——0 : I R L &

La formule () permettra de caleuler Ia formule («); car on
_peut développer les binomes (8 + ¢)*~, ... (& -+ 5 )*; et le terme
général du développement sera de la forme (B), et pourra se
déterminer par cette derniére formule.

47. Prosrine XX. Deux joueurs A et B, dont les probabilités
respectives de gagner un coup sont « et (3, ont l'un m ef Pautre n,
en toul m + n==r jetons; & chaque coup le perdant donne un
jeton @ son adversaire; la partie ne finit que quand Pun des
Joueurs a perdu tous ses jelons. Quelle est la probabilité pour A
de gagner au s° coup, en supposant m > s?

Sovurion. Soit u,, , la probabilité cherchée.

A peut gagner la partie au moment du coup actuel :

1¢ 81l gagne ce conp, et qu'il gagne la partie au moyen des
coups suivants: la probabilité de cet événement composé sera

au’m-i—l,s—i; )
2° §'il perd ce coup., mais qu’il gagne la partie au moyen des
coups suivants, la probabilité de cet événement sera [
par suite, la probabilité est égale 4 la somme :

. Uy, s == AUpgr  s—g -+ ﬁum—l, s—1. R (/1)
Multiplions par #, faisons s successivement égala 1,2, 5,
ajoutons, et désignons la somme par z, ; il viendra

Sty 8 = Uy, T+ 11, o 4

1

« [Um+1, ol -+ Uy, 18+ ] + B [um-l, of 4 Uy, B+ ]
Or, en général (sauf le cas ot n = 0),ona

um+l,0=0, Zlm_l’o =0;
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done

= ul [t’éﬂm-l-l,'l -+ tﬂum-H) 2+ ] + pt [um_d’ t‘ + um_d’etﬂ + ”.]

-
~m

ou bien
B = Ottzm_[.l -+ ptz'm—l-

Cetle équation étant linéaire, nous pouvons poser

.
[r—— .
~“m a;

d’ott

1 m—t .
Emert = ?

Bm—y = @ ?

mo,

ce qui donne, en substituant, et divisant par ¢ :

614
=uld + —;
a
ou *
. 1 8
(f——a—_—"“—;
al @

d’ou les deux racines :

1 3
=" ( +V1T— 4”-@_‘)

4 2]
trm=e (1 VT — 4t );
Qut
et, par suite,
z,, = Aay + Baf.

Or, pour m == 0, nous avons :
Bo== 1, b -+ Ug, ol* + = = 0;
donc :
A+ B=0.
' i
Pour m=r, on a z,=1, donc

Ao, + Ba;=1;

- Ces déux équations déterminent les valeurs de A et B qui,
substituées dans 'expression de z,,, donnent

[¢2)
1+ [—
Cal 4o 1 @y

@y + 0y oy 1+ (a&)r

“m

(75)

‘OI', comme a0, = , 0N aura%=
1

RI®

ay; done :

" a\ " r - 2r
ﬁ . Gy 0y a;

Wi R

on-aura

2

(a_) — (eoft? + -y

1

et comme 7 est > s, ces termes. n’auront pas d’influence sur
coefficient de #*

coc) dans le développement de z,; on pourra done
éerire :

Développons maintenant a2 par la formule de Lagrange qui
donne, pour s
e T=10 + afz:

“ &P fx]
1.2..4 dat

Fz=S§

Comme on a
: Ay == (T + alal
on devra faire - "
£ = g, .’L’:ﬁ[, v=ual, ﬁ':(,{:::, F:=6[§';'
- Fe=(3t); Fa=n (BO"5  fr= (B

et 'on aura

(wt)  di—1 [n (ﬁt‘)ii+n—l]
1.2..9 d gty
_ (oct)i .
__S4 5 .n(n—*—?l—"l)...(ﬂ,-{—i.,_.j)@lu-f-i

-

a5 =S8

. e av‘@iﬁn i
— Gy hn(n-&—2_2——1)...(%-;—z'+4);

« et

et, par suite, I'expression de z,, deviendra

P aiﬁ[ﬁn
z, == Spea PP 9 ;
2 7 S ‘4 5 (W2 — 1) (4§ 4 1). .

Si IP'on 4 9 ot 22 o 1
Si T'on développe le rapport z suivant les puissances de 12,

le -
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Enfin, si nous posons s =1 -+ 2¢, nous aurons
n+l i

T3 (n + 20 —1) ...
.21

(n+ ¢+ 1)

: 1’m, 0

48. Prosuine XXI. Une urne contient r boules marquées 1;
r boules marqudées 2, elc., v boules marquées n; on en tire toules les
boules Successivmnent; trouver la probabilité qu’aw moins 1, ou 2,
ou 3, elc., ou 1 boules, sortent au rang marqué par leur numéro.

SoLution. Aucune boule ne peut sortir & son rang que dans
les n premiers tirages. On peut done faire abstraction des tirages
suivants. Le nombre total des boules est 7n = s. Comme il faut
avoir égard & l'ordre, le nombre total de tous les cas pos:xl‘ales
est égal au nombre des arrangements de s” boules, prises n a n,

ou :
T=s(s—1)—(s—n+ 1)=s""

Cherchons : . ‘

A. La probabilité P, qu'une boule au moins sortira au rang

marqué par son NUMEro.

Supposons quune boule n° 1 sorte la premiére; comme cela
ne peut arriver qu'autant de fois qu’il y a d’arrangements possi-
bles avec s — 1 boules prises n — 1 & n — 1, on aura

(s —1) (s — 2w (s — 1+ 1) = (s — 1)
pour le nombre des cas dans lescjuels une boul'e n° 1 sort la pre-
miére.
Cette supposition s'applique aux 7 boules, donc r(s— 1)1
sera Ie nombre des cas ou les r boules n° 1 sortent a leur rang.
Les mémes résultats s'appliquent aux n** 2, .3, .. n; done

nr (S ,l)n—ll-i =5 (S —_ /l)n—il——l — Snl—l . . . ((l)

sera le nomble des cas dans lesquels une boule au moins sortira
a son rang, pourvu que I'on en retranche les cas qui sont répétés.
Déterminons ces cas.

Considérons le cas ot une dCb boules n° 1 sort la premiére,

et une des boules n° 2 la seconde. Ce cas est compris deux fois

(77)

dans (a), car il y est compris une fois dans les cas olt un n° 1
sort & son rang; il y est compris une seconde fois dans les cas
ol un n° 2 sort & son rang. Cela s'étend & deux boules quel-
conques sortant a leyr rang.

Il faut donc retrancher de (a) le nombre de tous les cas ou
deux boules sortent a leur rang. Le nombre de combinaisons

de deux boules de numéros différents est

le nombre des arrangements des s — 2 boules restantes- prises
n—2an—2est

(549) (§—3) (s —n+1)==(s — )L

Done, le nombre des cas relatifs 4 la supposition que deux boules
sortent a leur rang est

n{n—1)

a2 — O\t
s T3
qu'il faut retrancher de ().
On a done

77/‘.)/ i
> r‘l (S — 2)11—‘.’/—1 . Ce (“r)

.

Sn/—l _—

pour le nombre de tous les cas dans lesquels une boule au moins
sort & son rang, pourvu que l'on retranche encore de (a') les cas
répétés, ou qu'on y ajoute ceux qui manquent.

_ Ces cas sont ceux dans lesquels trois boules sortent  leur rang.
Soit & ce nombre. Il est répété trois fois dans le premier terme
de (a'), car il peut résulter dans ce terme des trois suppositions
de chacune des trois boules sortant & son rang; k est compris
ausst trois fois dans le second terme de (a'), car il peut résulter
de chacune des suppositions relatives 4 deux queleonques des
 trois boules sortant 3 leur rang. Ce second terme étant affecié du
signe —, k se détruit, et par conscquent k manque dans (a’);
il faut done I'y ajouter.
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Déterminons k : Comme le nombre des combinaisons de # nu-
, _- 5i—1 . .
méros 5 & 5 est 75— , et comme on peut combiner les » houles

d’un des numéros de chaque combinaison avee les + boules du
sceond, et avec les  boules du troisiéme, on aura

nﬁ/ -1

1.2.3

12

combinaisons, qu’il faut multiplier par
(s —3) (s — &) (s — m + 1) = (s — 5~

qui est le nombre des arrangements des s — 3 boules restantes
prises # — 3 & 1 — 9.
On a done :

pour le nombre des cas dans lesquels trois boules sortent & leur
rang, nombre qu'il faut ajouter & (¢’); on aura ainsi:

L A—1 3 —1

sh— 7"0 r? (S _ 2)71—2/—: + o 75 (s — 5)71-5/-1 L. (an)
pq .0

pour-le nombre de tous les cas dans lesquels une boule au moins
sort & son rang, pourvu que I'on retranche encore les cas répétés.
Ces cas sont ceux dans lesquels quatre boules sortent a leur rang,
ou

4—1
7
— 7.4 (S — 4)71—-41—1)
2.5. 4%
et ainsi de suite. -
On aura done
)] H—1
2 n—2f—1 b 3 AR—T ]
F,=s" — r*(s — 2yt 7 (s —5)
b .
4t (4)
b

4" 114 (3 __‘4_)11——6/—1 T

pour le nombre de tous les cas dans lesquels une boule sort a son

(79)

rang; la probabilité de lIa sortie d’une boule 4 son rang ser

a done
__E= a_n"”;‘r a1
T P) wa—1 2l r ;T—[ -+ .
PR o W SN ot P
2 51 51 (1T (B)
(n—1)7-> 1

Cherchous :
B. La probabilité P, que ¢ boules au moins sortir
-marqué par leur numéro. :

Le nombre des cas dans lesquels ¢ boules sor
est, par ce qui précéde :

it

ont au rang

tent & leur rang

) i—1 -
i) (1) (s — 4 4):”7‘ v (s — i1, (b)
pourvu que I'on retranche de (b) les cas qui sont répétés. Ces cas
sont ceux dans lesquels ¢ -+ 1 boules sortent & leur rang, ear ils
peuvent résulter dans (b), de ce que ¢+ 1 boules sont prises 7 a 7.
Ces cas sont done répétés ¢ + 1 fois dans () ; par conséquent il
faut les retrancher 7 fois. '

Or le nombre des cas dans lesquels ¢ + 1 boules sortent a
leur rang est

n(n“1)"'(11_07"'“(8—i—«])(g_ .
1.2..(0+1) i—2) (s —n +1)
piti—t

(T 1)1

;ﬂ';H (S —7—1 )n—i—l/—i.

En multipliant ce nombre par ¢, et retranchant le produit de
(b), nous aurons '
pi—L

i b (o S \u—i—t N
z.‘ﬁ(s g _t('i+4)!
n(n—1)...(n—i+1)
1.2..¢

gL~

pit (3 —_f— )n-—i—l/—l

r(s—2)(s—i—1)...(s—n+1) {4 —ir ES%@} (b9

r

e R L)

T+1 s —7
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Mais dans cette formule il se trouve encore des cas répétés,
savoir ; ceux dans lesquels i -+ 2 boules sortent a leur rang, car
ils résultent, dans le premier terme, des cas ol 4 + 2 boules,
sortant & leur rang, sont prises ¢ & ¢; et, dans le second, des cas
ol ces i -+ 2 boules, sortant a leur rang, sont prises i + 1a
i + 1, cas qu'on doit de plus multiplier par i, comme on I'a fait
au second terme. Ils sont done compris dans (5)

(e 2)(@ + 1)

3 ——i(i+2)=kfois.

Ainsi il faudra multiplier par 1 — k le nombre des cas dans
lesquels ¢ + 2 boules sortent & leur rang. Ce dernier nombre est

n{n—1)..(n—1—
1.2..(0+2)
ni—{—‘l/—l

TG+ 2!

D ;'i+2 (s—i—2) (s—i—3).(s—n+ 2)

1.i+2 (S — — Q)n—i-l-l/—i.

Le produit demandé est donc

{1 _ (Z_"“.c)“lc)(l__f_l_) +1 (14 Q)% nin :42)((::_;)—4) P (5—~i—2)(s —n+1)
j(i+1)

a(n—1) ... (n—t—1) . . . 1
_ 1.;“((“_2) )r’“ (s—i—2) (s—i—5) ... (s-1®+4)—§—

En I'ajoutant a ("), on aura

n(n—1)...(n—1+1)

A
7"'(3-2')(3——1'—4)...(3——n+-l)gi—ir ’,’“——.%
13+1 5—1

1.2..4
—4) . (R—t—1 c (1+1
+ %f“ (s—i—2) (s—1—75)...(s—n-+1) Eﬁ;— )
n—1)..(n—i+1) |
='f(_”___i,;("__zi_} P s—1)(s—i—1) (s —n+1)X (b”)
1.2..4 . ,
><£1 o ) (n——i)'r . 7 '(n——'l)'(n———i—‘q— i)r‘z}
{ t+1 s—2 i+l 2@—0)(s—i—1)
-t i (n—1)7 i (n—it 1 %
——— 7“’,_——-——-

:__Ti S___in-—i'—l /l — - -
i (=1 i+l s—i  1+20 2 (s—1)"=

(81)
Pour obtenir le nombre de tous les cas ot ¢ boules sortent

leur rang, il faudra encore retrancher de (b"") tous les cas qui
sont répétés; on obtiendra ainsi :

wit : 5 i n—i
Fi = — ' P (S _ ,L')n—i,'-—i { —- P
vl t+18s—1 )
7 (n — gt . 1 i (n—I1 ot 5
i+2 2 L re ——
4 (S 2) 1492 5! (s_”n/—l

La probabilité- ) rtent 2 | ' .
p té- que ¢ boules sortent & leur rang sera done

) F. p — ] )imt—t . .
Pi=T——t=(i.._l)—ri~1 1 _ ? n-—1
7! (S — ,])i~l/‘—1 i1 s—7
7 (77, — ¥t Y ' — S\a—1
+ C)) r“’—_l (n—1) 5 1 )
T4 2 2 1+ 35 5! (s——i)s’*‘—i_m 5

La probabilité Q quaucune boule ne sort 4 son rang sera

=1—-—P.;=n_llr 1‘;(72-——'1)(72—9)73 : 1
2 s—1 2.5 (s—1) (n—2)
R ) 1
2.5.4 G—1)(s—2(s—35)

»D' . - - - "
ivisons et multiplions par 1, 2, ... rn; ajoutons et retranchons

1.2..rn

nrl.2.(rm—1)
1.2.rn g

2

1.2..rn

NOUS aurons, en nous rappelant que s = rn :

1.2..rn - 711.2.. —] n“(n_:-lz 2
n (rn—1)r+ 13 1.2.(rn—2)r— -
1.2.mn

S (@ — 1) e di

_N
) f 2 e dag b
0 R

Cette derniére fi i 3
orme vaut mieux quand rn est trés-grand.
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49. Remaroue. La valeur de o qui répond au maximum de
" " (x —1r)" e est

R4 T 2 (n—1) + brn
&= e T —

-

Au moyen de la formule

oy
yda = ﬁ__ ),

V-
T ds

on trouvera en conséquence H

'

o, - . 1\
Ves x:,:‘“('l — ’_) I P P (4 ._1_1) Vi

e

m:,+n(1'_—4)(xm—f)2= \/(7-__/]) (4 ___1)0 +1
n

D — ‘/g (rn)rn{—% o™ ,

=

n

l w1
=
n
= 0 /7 I 2 @
p— —— 1 / I —
V(' 1) (4 71) - %’I <1 n) +rn i’

) toligor 2 pr 1
Comme rn est supposé trés-grand, on peut négliger et -, et

™n=
I'on aura '
n—1\"
Q= :
. 7

(") Voir la note I & la fin du volume.

N =

d’ott
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CHAPITRE 1II.

THEOREME DE BERNOUILLI.

50. Si Pon connait les probabilités simples et constantes, p et q,
de deux événements contraires A et B, la probabilité que,
un trés-grand nombre p==m -+ n d’épreuves,
nombre inconnu m de fois COMPris entre

dans
A arrivera au

1
Do
! .

EDETTT
sera donné par

2 v e A
Pe — / edt + .

ou bien P sera la probabilité que Pécart E — P est compr

is entre
e tylepag

DinonstraTiON. Le terme général du binome

e!
m!n!

(p+ q)r=S8 pryt=1-

qui exprime la prebabilité qu'en g = 1m + n épreuves, A arrive
m fois, B, n fois, est : '

Tll:——
m!tal

e 1)

Si nous remplacons les factorielles qui entrent dans cette for-
mule par leurs expressions tirées de la formule suivante, qui
est valable pour une trés-grande valeur de x ™ :

2! =x%V 9,

(*) Voir.la note I & la fin du volume.
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g (f:—z)” <)Vl-w

Cherchons les valeurs de m et de » qui rendent T, maximum.
Si nous changeons successivement n en n — 1 et en n -+ 1,

la formule (1) devient :

nous trouverons :

ll

F‘ A =1 __ T n E
et 1 "ma1yg
f“'l —1 pnd g
Tﬂ M- 7 — T £ .
T 1‘n+1p 1 "n+1p
Pour que T, soit un maximum, il faut que
T‘” > Ti’i—i et Tn. > T1l-}-1 3
ou que :
m
LI VI ... @
m+1gq n+1p

1° Eliminons 1 ef q.
En remplagant # par x.— m et ¢ par 1 — p, les formules (2)
deviennent
p—m P " A—p

et 1> s
®— i =+ 1 p

m+11—p
ou bien, par des transformations fort simples :

m>pip+4)—1 m L plp+1)

1 m <
p+1>p— + 1 e+ 1 P
m " 1 m m
— = > P — —— <
£ opiEd) w—1 p (i)
m i 4 mn .oom

WP T <SP

(85)

Il en résulte que

L # .
——— ,_I..,__,
“ P #(,:c+’l) ?

4
r 1 - v 1
¢ étant < —o1 ot par suite, en négligeant les termes de ordre = -

nt .
—_—— o m== up.

2° Eliminons m et p.

Des. transformations analogues a celles des formules (2) nous
conduiront &
7 ” 3

———; - + — ;
#{p -+ 1} H>q ale+1)  wai’

7
~< g+
I

d’ou il résulte que

n n g
- = + + &
) PR T

9" étant < —; ou, en négligeant le terme de lordre —:

7t
=g 0u n=uf.
&

51. Appelons G la valeur maximum de T,; nous Uobtien-
drons en faisant, dans Uexpression T, ,

£ =1, &g' =1,
m n
ce qui donne :
o 1
G=— '
V/ 9rupg
par suite
. ‘m-‘i-;:; u+%
(2
m n
el de méme
1 w3 nfpd
L i T
mo, ot n A
" n
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Désignons par G,,,, la valeur que prend T,_, pour m = pp,
7 == pg , IOUS aUrons

] \-m—t— /l l)‘"‘*‘”% .
Gyy= G.('l + ;ﬁ) \ -

n
Développons les puissances qui entrent dans le second membre :

@2 5

I O I

1 +—
m . .
1 B2t mppnyle wpispss
. —m P 2 s
+ 2me - dm3
™ 2
== @ | ~
1 1 ! ! ,L_l_'a___’“__*...)
—ni-l-3 —pl— =31 (1—— B n 2
( l nlg e( L 2) L{t—n —c —nl— g 202 3n3
{ —— = o =
n. 1
1. 2
gl PGBl O
— - - on2 - n3

=

Substituant ces expressions dans celle de G,_;, nous aurons :

S
) o _ 1, _ip
[ Bl z/»+’§zs £y 53 B—g
— 2 + 2 — — — —T— — P
G _ Ge "lm Gm= om® 2" 6n2 on
n—l
: 1 o 1
1 s 1, 4 1o 21 Be—r PP
[ ) l°+§l l +—5:l l 5 -3 -3
G(1 2n 6m? 5m® - 2n 6n 5n

- i ‘expression
Si nous changeons le signe de l, nous .tTOUVCI'ODS 1 Xp
de G’ 15 e[, en ajoutant les deux eXpI‘eSSIODS, nous aurons :
n4-l 7

S, ooe o

G,,_z+ Gn+l=G 52—; Qm—%
ey L(L.1)
- ( 2\m n 5

|

‘u,lz . 2
- f=92G{1 Fe == 2Ge = 2Ge .
- 2mn .

TR . 9 . . .
Désignons par ¢(l) 'expression

12

. Gﬂ_l + G,,.H = 9Ge i,u.m,

(87)
et par g la fraetion
" 1
Amn 2upg
il sensuivra
1 Vy
G=c:(0)= 3
2 Vo
()= o
Vim

La probabilité¢ P que m est compris entre pp =+ [ sera :

P= G,,_1+ G—H—l fx alERRE N G’,_4+ G + Gn+1 + - G"“H—‘ -+ Gu-[-l

=]

#‘_ T4l -+ Gn—-l‘+ 1 [Gu+l —+- Gn—l] —G

IS
=) + X ¢~ 1:0)

Or on a, en général (™), par la formule sommatoire d’Euler :

o 1 BES(D B
Efr(l)——,;/.?(l)dl—g #(l) + 2 i1 #(l) 4+ -

Done, en faisant A= 1, et remarquant que, g = 1= étant de

2mn

Pordre :I’ on peut négliger les termes ¢/(1), 9"’ (), ete., puisque

o~
¢(l)=— “/;q gle=™,

™

Set= [ ss—1 .0,

on-aura :

et par suite

Set= [ 0a— 30— (0}

(*) Voir pour cette formule, comme pour la pfécédente, le calcul aux
différences. — Lacrorx, Grand Traité, 2me édit., t. 111, pp. 98 et suivanles.

7



(88)
En substituant dans I'expression de P, on trouvera
¢ 1
P= p(Ddl + 5?“)
o
lﬂ_——‘/g Padl + V9 e
= V& 7

Texpression précédente deviendra

Iz

V] —
9 L dy €
A g AN

Ve Vg Vg
7
—_— e Pdt 4

T Va V 2nupyq

le nombre m des répétitions de A est compris

P=

e

probahilité que
entre ” _
pp El=pp d:-\7:_—’= wp=ErV 2upq;

[

ou que 7 est compris entre
2pq

+
P 2

59. Premiine REMARQUE. De ce que

- \/; ' =
e Jp e = [T 4 s
f ¢ s =/""/
0
d’ou

7 V= o
e o1 — e dt,

0

il en résulte :

2 (V= o, 7
P—e"=——— et dtr g
Varl 2 :,f V 2mupy
2 -7
— l —_—— e"te e ————————
Vs V 2mupq

Pour I'évaluation de /™ ¢dt, on peut se servir, soit de la

. 7 -
table de Kramp, soit de la série

/““’ By e 1 1 1.5 1.3.3 ]
e dl =  ——= 4+ — — —
. 2y 297 2%t 2%/

Vi .

qui se {rouve en partant de

: e dt 1 . e~ 2n + 4 e edt
=f —etldl=———- " f __
t‘ln tf’.n-l-l 2t2n+l 2 i t‘.’n-}-ﬂ

et en faisant successivement n==20,1,2, 5, etc., ce qui donne

e ®dt e® b e “dt
S e

d'otr, par des substitutions successives :

e O L A5 455 et
./e T ~§F+§‘-’T‘]_ ¥ J T

En poursuivant, le reste disparaitra pour n=co , et on pourra

ecrire .
. L e—ti’. ,1
fopeg [, 1
ﬂ di = 2t [l 2

et par suite, puisque tous les termes disparaissent pour f= oo :

- e 4 1.
e df =— [l — g o — ]
2y 2y 2%y

7

1.5 te

wl O

T
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Drusiine REMARQUE. 1° Siy, et par suite P, restent constants, les
limites se resserrent de plus en plus & mesure que p- angmente ;
90 §j les limites restent constantes, il faut que y augmente
avec p, et par. suite la probabilité approche de plus en plus de 1,
ou de la certitude.

Ainsi done :
“1° Les limites p &=y |/~”" entre lesquelles est compris le rap-

port inconnu du nombre des répétitions de A, en p. coups, au
nombre total des coups, restant constantes, la probablhte P que

m ¢ mbera entre ces limites converge vers I'unité a mesure que
le nombre des coups augmente;

2° La probablhte que ce rapport=
";’1 restant la meme la répétition indéfinie des

™ gst toujours COMPris entre les

limites p £ 7
coups resserrera de plus en plus ees fimites.

Trowsigne REVARQUE. Pour P =1, on trouve, par la table de
Kramp ou par la série :

oy = 0,4765 — 5 .
2\/.‘Z,upq
‘car de :
12 7 e
':)‘ = —— ‘todt -+ ’
2 V= \/‘)7r,upq
0
* on tire
7 N )l e‘—'ye
e vdt =/—‘/77 — >
* 2V 2upq
)
ou
1. % 1 e
9/———-7/ 4ot — == — . EY)
e b 2V 2upq
or la valeur a =0,4763 satisfaim a
1 1a 1
a—g a + g’l_i).——:—l;\/;’
de sorte que la formule (1) peut s'éerire
1 . 14 i . 1a e
— 9 = —_ — i = ——— — .
YTEY T2 5 512 o 3epq

: (91)

(:Ulll]ﬂe le”ere]a tl‘e - "
S peu de a nous p()llI‘l ons De"l]‘ er leS

puissances supérieures et poser approximativement ¢=” = {-
nous aurons ainsi ,

1 1
V= O =0,/J'765 e —
AV 2upgq 9\/‘2;:.]3([
cest-d-dire qu’il vy au .
o quil y aura une probabilité P = que " est compris
9 ;
p:l:[o,éﬁﬁﬁ ﬂ__‘_]_
: 4 2

; de > QUATRIE\IE REMAR@E. Valeurs de P pour différentes valeurs
y=14, P=1— 0,9594460

y=2, P=1 — 0,0052587

y=75, P=1 — 0,00002207

y=14, P=1-—0,000000014%

y=135, P =1 — 0,0000000000015

De sorte que, pour 7 B, on peut prendre P = 1.

CINQFJI.EME REMARQUE. Si deux événements A et B ont la méme
probabxhté p==gq _-!, il sera également probable que la diffé-
rence m — n entre les nombres de fois qu'ils arrivent en u
epreuves sera plus grande ou plus petite que A l

0,67391 7 — 1.

C -

ar P est la probabilité que 7 — P est compris entre & y I/‘“
ou que -~ —q . .

_ou bien encore la probabilité que la dlﬁ"erence

m 7
e

. .,-

st comprise entre
2pg
3
2

=+ 2y



(92)

Posons

1O ==

b

1 1 ——
P—_-, donc ¢=04765———, et p=¢
9 ’ Vg

cette inégalité deviendra

0,6759 1 m—n _ 0,6759 1
e B <

Ve & “ Ve B

ou
— (0,6739V = — 1) < m—n < 0,6759 Vie—1.

Comme nous avons Posé P—=1, il est également probable

que m — n est plus grand ou plusdpetit que 0,6739 /% — 1.

Exemples du théoréqge de Bernouilli.

54 Premr exeweie. Les chances favorables aux naissances
des garcons el des filles étant dans le rapport de 18 & 47, sil
nait 14,000 enfants pendant une année, quelle sera la probabilité
que le nombre des garcons ne Surpessera pas 7563 et ne sera pas

moindre que 7037 ?
- (A) MARCHE DU CALCUL : Nous avons trouvé

' 2 ” Ve
P=A - e“’dt—i«——ye
. V= V' 9rmn
s ,

pour la probabilité que m — l<m'<m+1;
y étant égal a '

We
v/2mn’
dot
v_ Ve o v_lgp—(gm-lgn+lgd
L VSmn °1 2

Igry:!g;{+ Igi;.

d’ott I'on déduit y = ...

(95)

Nous pourrons écrire la valeur de P sous la forme

b e 12 /w e Bdt

P=4+—. —
bovs V=
2 9
={4+N-—-M.
Calculons
' N_%’.i.
VT
9

et de Ia on tire la valeur de y*lge.
-On a alors

lgn=lg%+ Ige” —1g2 — ng‘)f
¥ o
‘ 3157*7‘1ge-132—lg—€;
on aura done .
N=-3; e 41+N=-
Calculons -
St de
M ="L‘___""
Ve
2
Ig M= lg/“ e—"dt——lg—‘/;.
d’olt 'on tire ! '
M == -
Or
A 1 4+ N = e
d’out enfin
P—.

(%)




(9%)

(B). Donnégs. m chances favorables aux naissances des gar¢ons,
n » » » » des filles.

m+n = x = 14000

m 1 n =18 1 17
‘ma4+n : m= 35 :18
14000 : m= 35 : 18
d’ou m = 7200
. n = 6800.
m + | =7565. |=T565—m=165.
lg m == 5,85755. lg 2==050105. |
Ign = 5,85251. Ig |/ = 0,24857.
gt =221, 16" T ouT54.
g w = 414613, 2

(C) CALcuL EFFECTIF :

Caleul de 1 + N.

Formule 1). lgm= 585755
lgn= 535251
lg 2= 050105
Somme =  7,99087
lgp = 414615
diff. = 415526
1. = - ¥
é—dlﬁ'. = . 2,07765=Ig T
 Formule 2). gl= 221219
Somme =  0,28982 =lg v; y==1,949
2
Formule 2). 2lgy = 057964
Iglge= 1,65778
Somme ==  0,21742
HVlge=  1,64980

(95)

Formule 5). © —oflge=  32,55020
fy —_—

lgz = 207763

— Ig2=—050105
V= —

—lg = — 1,94754

2

JgN = . 417926

N= 000015

1+ N= 100015

Caleul de M.

Formule 4) = poury ==1,950: Ig /we““"dt=—5,7~1952
donné par la table ’

diff. 0,001 0,00002
poury =1,949 : »  =5,71250
gV -
8 =1 94754
2
Ig &

[=735,76496
= 0,00582

=

Calcul de P.

Foi“mule (a») o 1 + N ==1,00015
M — 000582

P = 0,99455

THEOREME DE POISSON.

Généralisation du théoréeme de Bernouilli.

33. Représentons par p; ... p,. les probabilités d’un événement E
Ia 1. pme éprewve; par q;...qy les probabilités de Pévénement
ontraire ¥ @ la 17°...p™° éprewve. Supposons qu'en p==m-+n




(96)

jedis : qu’il est & pew prés certain que dans ce trés-grand nombre ¢
d’épreuves on aura approximativement

m

="

I

7

g=—3
!.l.
que ces égalités seront d’autant plus exacles que p. sera plus grand ;
et qu'elles subsislent rigoureusement pour p.== = .
Démonstration. La probabilit¢ U, que E arrive m fois, et F
n fois en p. épreuves est le coe{ﬁelent de w"v" dans I'expression

(n° 13)

Posons

X =(pu -+ ¢v) ... (Pp+ q.0) = ZU0umo™.

J— Vi e pmax VT
u=¢", v=1e"%",

ce qui est permié puisque U, est indépendant de u et de v; nous

aurons :
X == 30, plm—n)z V——1=VU81V~ ,

en faisant m—n=—r1.
Développons Iexpression de X, et cherchons I'intégrale de
VI | o .

Xe#"—'dx entre les limites &= ; nous aurons:

X=U0+ U emV_a 3 ,“+Uieiri’—-4+ Ui+le(i+nx V=1 e

f”Xe‘”‘""dx——Uof eV dx Ulffe‘““”“':dx+

-7

o

—T —

/'/ "= dx

_r

+U

Fdx 4+ Uiy
Mais on a:

x - z - 7 1
f exme VT dyp— f cos made =1 —1 f sin made = [— sin mac]
m T

—T —T —aT

r1 1 1 2
— [ —sin moc] 4| —cos mac] — [—cos mx] =—sinmr 30 =0.
-~ Lm . + Lm =

m n
7T
dx == 27;
done

_';T'

f TXe—#V dx = 27U,

.
—T

(97)
U Il 7 ‘¢ —izV—T;
i:g;_”f.xe de . . . . . . (4)
Détermination de (A).
~ Reprenons P'expression de X :
X = (pu + q) (Pt + qav) ... {Pute + g,0)
_— (p‘ez‘ V1 + %e_z V:) <pzez'/—_i -+ qﬂe-erl)...
(pe’ + qie™™ V:Z)"'(Pﬂeﬂ: -+ ‘lﬂ-e—ﬂ:)
= [(pl-—l— q)eosz +V'—1 (p, — ¢,)sin oc]
[(p: + g cos x + V=1 (p — ga) sin ] ..
[(;r),,L + gu)eos &+ V' —1 (p, —q,,) sin x]
Posons
{(p: + ¢;) cos & = p; cos ¢
{p:— q.) sin x = p; sin o, (a)

et rappelons-nous que p, + ¢; = 1, nous aurons :

pi =cos’x + (p; — ¢, sin® x = cos* x + [(p; + ¢.)*— & pig:] sin® &
== 08’ & + sin® x — 4 p,g, sin® x = 1 — & p,g; sin®x. M)
et
pi—
$i = i
pl -+ qz
Les formules (1) et (2) déterminent p; et g..
Ces valeurs substituées dans I'expression X donneront

tax‘—(p,——ql) tgac 2)

X = p, (cos g+ 1/ —1 sin ¢,) ps (€0 9o + V' —1 sint gs)...
P (008 g -+ —L singu) = pps . o, Prifetbpu) VI,
Posons maintenant

Pupeps o o pp=Y

ot gt oy =1y
nous aurons

X=Ye'";



(99)
(98 ) , .
Lo ¢t par suite : ‘
et, en substituant cette valeur dans I'expression (A): LY=31Lg=—a"Zpg.
Posons

i
= E),;_r YeJV =1 g—(m~n) VA — f Ye[y (m—a)=] V=1 ] o Eﬂp‘ql =2 (piq‘ 4+ P + o+ p/Lq/A> =[uk2; L (C)
-7 nous. aurons
: 2 T2,
‘ /Ycos[J— (m—mn x]dac+ fY sin[y—(m—n) x]dx LY = — a®pk?;
' i d’ou enfin, en faisant po? = z2, x =% :
Or Ve
ST Ysin[y— (m —n) 2] do S fT=—f T T : Y™ oo o 3
— (m— — —— ;
<. Ly : A % 8 2 Détermination de y.
mais la formule (2) montre que ¢, change de signe avec x; il en ’N,ous avons pose :
est donc de méme de y = 39, landls que Y ne change pas de Y=3p= o+ g2+ + o3
signe; on peut done écrire :
. N Lhaadl’ O . 3 -
7Y sin[y —(m —n) gl dv = 7 Ysin [—y + (m—n)a]dv - SI ¢y = o Sin & = (p; — q;) (x —‘E) (1 — 2pge’]™
—T [+ 2

: %
+ /7 Y sin [y — (m — n) a] do = —-‘O/”TY sin [y — (m — n) %] du =(p: — ¢) (x "E) (1 + 2pga)

‘ 1
+f’7Ysin ly — (m — n) x] da = 0. =(p;—q) n + (p. — q)) (Qpiq,- —-—E) =0,
0
dol.

B dew 1 o ' o
“—“‘-‘aI“C'SlIICJ= m: ('1—60) 2 dw:f(i +§) do=—o 4= .6_

Pi— )5+ (.~ ) (Qpiqz- -—%) a® + %

Par suite

x

=5 / Y cos [y— (m—n) x]dx =~ f Yeos [y— (m—n) x]dx

' (e~ gz + T

= - f—EYcos [y — (m — n) a] dx.
79

, ,—(p——q,x+[(pz ql(ﬁpqz 4)+ =(pi— ]w

1° Détermination de Y.

Nous avons posé ou bien, en remplaqént comme plus haut (p;—q,)2 par { — 4pgq;:

, —_ — o 11
Y=p pg...P#=\/4—4p1qlsin2x\/l—4p2q2 sm‘ac...\/l—lkpﬁq,Jmn x©. %.=(p‘. —_ qi) * 3+ (]0; _ q;) 9p.q; — E %+ A (1 — 4]’:-%)] e

Chaque facteur étant < 1, Y lui-méme est & plus forte raison
< 1, et n’a de valeur sensible que si x est trés- peut s1 donc
nous négligeons les termes du quatriéme ordre, nous aurons

‘ %
==&+ pg: (p—q) &

ous aurons par suite :

pi=V"1 — hpyg; sin’x = VI —hpga® =1 — 2pg® y=Z2n=x2(p;—q)+ x“E 3 PGP (P: — qi)-

L po=1 (1 — 2pga’) = — 2pga’s
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Or
Zp;==pr+pa ko E P =8P,
Zqi=qi+q2+"'+qlﬁ=#q' -
Si nous posons en outre .

-« &

2 gpiq; (p; — qz') =uh,
nous aurons _ )

y=rpx(p—q) + uk,

. T
et, en remplagant « par 7

S
— —_— 4 l _—
y=({p—QVu.z+ /‘Z(\/‘u)s

3

=(Pp—QVp.2+ —-
(r—9 e
Cette valeur de y doit étre substituée dans I'expression

2 Z
U,-=;.0f2Ycos [y — (m —n)n]dx.

Si nous remplacons en outre % par ‘—/zp, nous {rouverons :
(1) = (p — Vo2 + o — (1 — )
—(m—n)x=(p— ‘Z — (m—n)—
) P— Ve Ve p
. m n hz®
=t p—qg—[——=) 1z +
P (H !‘) Ve Vu
v hz?
= ¢z “+ ,
9=V e Ve
en posant :
m n m m m 7
P =] — — ——=2[p——)=2(=—q),
.‘IP‘“ #‘IP#A,(P #) (P ﬂ) (H Q)
d’ou
m:—.,up—'f;—g; n=yq+%‘q. B )

Si nous substituons les valeurs qui précedent, ainsi que celle
de Y donnée par la formule (3) dans I'expression de U, et si

(101 )

] " . i3Y L T
nous observons qu’a la limite Z de x correspond celle Zi/z de z,
nous aurons :

2 VR 5 -
U= - f2 e cos | gz Ve + b d:
' TVEIVE

2

~Z VIE oo —
=— /" T [£V & (g + ha?)dz
77‘/‘“ 0

2

]

Zyr _
ﬁl/y‘ 6/‘ 7 Vs p—he=? [COS (z \/,ug) . COS (z ‘/y‘hxe)

— sin (=1 kg) sin (z\/whz?)] dz,

ou, en négligeant comme plus haut, les puissances de x a partir
de la 4° :

kU".=

ZWI’ —l222 .
T T e Vg —sin (s k) 21 et de

-2 S e [cos( 2V p e d
2 T s V) — e singey ) e

On suppose que p, et ¢: ne convergent ni vers zéro ni vers
] ser AZvig; \ . . .
I'unité, de sorte que 2= —:—q n'est pas trés-petit, quoique p. soit
tres-grand.

* 1 — 10D N ) C. .
SiTon prend z >V, e~ aura une valeur insensible, et
par suite on pourra poser

w kn,n
ez = 0.

Cela étant, nous pourrons étendre-les limites de I'intéerale
» 14 A g <
précédente de 0 doo, ce qui donnera:

9 . 2h .
f ¢~ cos (gzV/ p dz — Ve ST sin (92 V) dz.
< A

TV P AV
0
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Déterminons les valeurs de ces deux intégrales.

Nous savons que

® 1292

o ~ e

i = cos gzV/ udz =5 ¢
[}
Dérivant par rapport a ¢, nous aurons :
-] - ‘/!J-T ~ 4/02
—k2E z = T
e cos g2V pdz =g e

¢

Dérivant par rapport & k:

d’oti l'on tire :

- Vpm [ pg’) -EE
2 e sin (951 e) de = T (” ‘Tz) .
’ .
Substituant ces deux expressions dans celle de Ui, nous
aurons : n
2 \/7:- _l;i— 2h gV pr (5 __,u_ge) e_%
U= 71\/[-4 9%k =/ 8k 2k X
_ _ g (5 ﬂg) .
Ic\/;; 4/&1/;; 2k
Posons
? ks
H_g‘ =¢, dou g=——
&k \/_’“ 1
nous aurons : ,
U] A2 5o |,
) A4 ;; 2k uy/ =

probabilité¢ que E arrive m = pp — B e—pp— 8V . fois
et que F arrive n=pq + ' =pq + keV . fois.

(105 )

PremiERE REMARQUE. Si 06— 0 , 0N a

1

U= '}
EV ux

i

valeur maximum de U, :

probabilité que E arrive m — vp fois,

et que F arrive n = pq fois;
doum:n=p:q.

_ Druxigne revaroue. Cherchons Ia probabilité que

E arrive m = up == ktV « fois,
et que

Farrive n = pq == kt V'« fois.

801t6 suecesswement ¢gal & — et & + ¢, ¢ étant un multiple

de 7> On aura :

1 ke 1 ht
J_ Ul= ___.+__‘—"‘ 4 (5—2#)4— -
k\/{.m: 2wy = k V’,wr 2k
2 ‘

e

B pr

———(5—20% [e¥

5 .

probabilité que m sera I'un des deux nombres gp == kiy/z,

et que n » » » vy =kt .

- Trosiive rEMARQUE. Cherchons la probabilité que m et # sont
compris entre les limites

P :i:u/d/‘z: et pg == uk\/;.

Posons
1
d==—, 1=1d, u=1Id.
L\/;L
! 1 babilité
== e sera laprobabilité que m=pup, n=—1p
K om 1
2o Y
=——e" » m=ppf okV x,
k‘/fl-ﬂ'

4 n=pq = kY u;
8
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2 N L -

U_ys + Upg= ——— 9 serala probabilité que m = x«p =+ 20kV e,
B g2V E

U_s + Uaz;: i » m=pup F ié‘k\/;,
BV g iV

9 _
U s+ Up= —:—:—_ el o M ==pup F lfﬂﬂ\/ﬁ,
B pr n— ug %= 16KV .

Soit P la somme de ces termes : nous aurons, en remplacant

0 par ¢ :
P—

4’+ 2
BV am £V pr

9

probabilité que m sera entre pp — ukV i et pp + ukV .

Or

o b
@

mais comme O est (rés-petit, et que

—12

placer S par Set l'on obtient
d 0

13

Ze

bl

0 w©
E = Y -+ ¥, on peul rem-
0 0 é
S T (9
o u

Par la formule sommatoire d’Euler, on a (n° B1, p. 87):

Pour u=0, on aura

©w
N ¢
s
0

2

1 i
e~ tdt — é e — — Me‘“‘

b

_gad ,1 2
€ t——-c;e .

A

1
5\/

1»91»5-
‘w\-ﬁ

et par suite la formule («") deviendra :

< 1 a8 1 /1 @ —2 1 —u2.

2 — e — e dl + —¢
Yert=g5V7 3 c?,/ e 7
]

et que

_ou bien, en remplacant d par sa valeur k
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subsutuant cette valeur dans I'expression de P, et

remplacant
M/u. par 9, on aura :

CRREE ]
=1 — - e tgdt -+ *e—uﬁ.
\/71' /fi/f’er

QuATRIENE REMARQUE. Comme nous avons posé
2p
2w <P
]» ——Eﬁ,
e

sl p; et g, sont des constantes, que nous désignerons par

et
on aura pelg,

k2=2pq, k= V%,

_ et la derniere formule coincide avec celle du théoréme de Rer-

nouilli,

Cette derniére formule exprime Ia probabilité P, que

“p— kY o < m < “p + kY

pq— UV w < 0 < pg + zak\/;;

» P sera la probabilité
que

gf‘P“l<m<yp+l
pg— i< n < g+ 1

ou biel\),v en posant é ==4, P sera la probabilité que
‘ m

gq ‘;\<'—n<
- A
- H’ q.i
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Probléme de FPoisson.

56. Une chose A est susceptible de toutes les valeurs possibles
entre a et b; les probabilités de ces valeurs sont différentes entre
elles pour la méme éprewve, et different de plus d’une valeur a la

suivante : aprés . épreuves, chercher 1° la probabilité P que la-

sotnme des valeurs de A sera une quantité donnée S; 2° la pro-
babilité 1 que cetle somme sera comprise entre deux limites.

Sorurion. Soit
‘ adz = a et fdz=1b;

les valeurs possibles de A sel;ont .
adz, («+ 1)dz.. ndz, ..... (85— 1)dz, Bdz.

Soient maintenant respectivement
pgllz)’ p<4zx+1) . ]7“') . p‘f‘“, p(lﬁ)

P, pEFn L P . p
ete., '

-9, pi,

les probabilités de ces valeurs & la 1%, 2¢, ete. épreuve.
Si nous faisons 8 == mdsz, et

an

: B B
X = gnpgn)tﬂd:' angn) = Enp%z)tml —_ s‘U tmd'
o o o
nous aurons P = U,,.
U,. étant indépendant de ¢, nous pouvons: falre t = e"=1,
« étant fini, et si, de plus, nous posons ndz == z, nous aurons

2 £ _ P -
VL sz Vo ~x V1 za V—1 .
X = E"p(ln)e,zv—x z,,pg"’e 2Vt anf@e V=1 ___ ZUmemd x 4’
13 o o

d’ot nous déduirons par le procédé eonnu :

i T —
P=U,=— [ Xem="Td(wdz) . . . . (g

O
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La probabilité que la somme § — md~ ser.
deux limites et ¢’ sera donc

a comprise entre
i T o 7
Te—= — S~ =) V=1
3 Xd(xdz). %me N ()
-~
Transformons I'expr

ession sommatoire qui précéde ; n
i ous pou-
vons I'écrire : o ’

i '
?m R L WP PV | G L B P )

o pizdsV ] —zd=V 1 2oV T . -
- .u: { 14e wdzV—1 -+ € 2edzV—] R, e—(t’—i)xd:t/—-lz

e—(f'—i-}-l)xd:‘/::i__ '1 e‘(i_j) z'd..V— —e PedzV=1

i
e—wd=V=1__ 1 - eF VI __ 1
— p—tutvTi & CaoV=T_ piteasv =t
o —1d~‘/-— —e Jrdzy/ T
V1

{ e_(“""‘_l‘)‘fd:t/-—-i _ e—(i—--:;)xd:.\/;—,l} .

2 sin —(xdz
5 (@d2)

Pulsque % est fini, nous pouvons poser

7

1 1
in —{xds) — - . +22dsV1
smg(xoh) =5 %dz; eteTEV=l —

4

de sorte que la valeur précédente devient :

P
y‘ e—mizdz) v l —1
el 1 = oo
t

= { e TRVl
xaz )

— sV }

Si nous substituons ceite valeur .dans la for

observant que mule (6), en
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et si nous faisons i’ = ¢ + ¢, i==C~— 5, celle formule deviendra

27

- —1 w__dx . — L
0= ‘/ f X g v=i [e—sz vVoi__ P V- i]
x .
1 » dx .
=—f X e Tgneg: .. . oo - - - (0)
g x

probabilité que la somme § == mdz des valeurs de A, apres
p. épreuves; sera comprise entre les limites ¢ -+ ¢, ¢ —¢&.

Cherchons D'expression de X.

La probabilité p{” de la valeur ndz = z de ‘A, ala @™ épreuve
est une fonction de z infiniment petite, attendu que le nombre
des valeurs possibles de A est infiniment grand; on peut donc
poser : '

’ \ p(i”) = (z) dz,

et par suite

M=

i b —
. pgn)ver: 7= =‘/‘ ﬁ(z) dze= V-1 ,
[

133

et

b
S flaydz =1
On aura done

X= / bfl(z) dze="". [ bﬁ(z) dze="" f bfu(z)«,lze“ =1 (d)

a
Or de ce que

- . b
, f bf;(z) dze="= = f bfi(z) dzcosxz + V' —1 f f(z)dzsin 2z, (€)

et qu’en outre

b
J f@dz=1,
o
d’ou résulte également

f bﬂ(z) dz cos (xz) < 1, _/ bf,(;) dzsin (xz) < 1,
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il s’ensuit que nous pourrons poser
b d v :
Az 267" = 5. COS o; je— in o. =— iV .
aff() £: €08 9 + V/—1 p;sin g, = g0 5 (f)
de sorte que I'expression de X devient

'7 /i' e Ill.
. };_—:plpg..p/,,{cos%i?iﬂ‘\/—i SinEi?i}'
Posons i

Y.

%=1,

1

Prfz-pp=¥;
1n0ous aurons

X =Y (cos y + V' —1 sin y) = YeV;
et substituant cette expression dans celle de 11 :

1 w d
M=~ / Yot sin e —
, 2

T

—o

; 1\{3{5 des formules (e) et (f) il est facile de déduire que p, et
par suite Y, ne change pas de signe avec «, tandis que o,, et par
suite y, change de signe. ‘

Ces formules donnent en effet

' 2 & B
& =|:/' fizdz cos zoc:l +[fﬂzdz sin zx]

b
f fizdz sin zx
@

g o= —F——-
ff,.zclzcos zx

Il résulte de 1a que la formule (g) peut sécrire :

1 0 9 ©

1 ® = ) il

._;1__2/'—1—6/‘ }=_7;/ Ycos(y—-cac)smsx(—;. ()
0

Pour effectuer l'intégration, nous avens a déterminer des
valeurs approchées de Y et y.
_ Caleulons ces valeurs.
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(111)
1° Calcul de Y.
Il est manifeste d’abord que p; est < 1. Car

¢ —(/f 9 d. cos za ) + (ffi(z)d.sinzx)z
_/f ) d. coszx/f dcoszx+/'f dsmm/f d.sinz'w=
#./' f fi(=) f: (=) cosx(Z—z') dzdz’ < f / bf () f(2) dzdz’
</€ﬁ(z) dz {f fie)ds < 1.

De 12 nous tirons :

picos o, =1 — 2%k}, et #F sin 2o, = x%h2;

et en ajoutant :

pi=1—(ki— k) x> =1 — 2ha?,
en posant
k; — k2 =2,

Prenons le logarithme des deux membres :

' 2]'P5=]‘(' - thxe)z—fzhixf?; Lo = — kax?;
Ensuite, pour x=20, on a p;=1. .  dou
De la résulte que Y =p,p... p,, n'a de valeur sensible que

quand x est trés-petit, et qu'on peut en conséquence négliger

les puissances supérieures de x a partir de la quatri¢me, et aisons

0 2
l. Y = Zl l‘ P[ = x‘“’ZJZ;.
1 1

Serire : & . hy 4 o a by,
éerire : - o Zh=r.h, doi h=- =
fatll it . z 1 L
oS 20 =1 — 5 5 SIDZ.'X?:Z;IJ——G"'S ¢
2 nous:aurons
d'out

Y J— e—[l.lmi
. % . ?
€t par suite

0: COS 9; ﬁ (=) dz cos zx .//f(/y d~(& —-———) ﬁ (=) d=
By ey =1—”—/»2f(~ SR

P a

2 = dx
0=— emBh g) , —cexy— . . . (k
- f sIn ez cos (y — cx) = )

0

2° Caleul de ¢, et de .

en posant : Nous avons

. ‘. . x®
sin o; ——:/'/,(z)dzsmacz-:xlci——gk;';
A

b
k;=fz‘~’f;. (=) dz.
4 2928 ]
p:sing; —_—_ﬁ; (z)dzsinzx = f (z)dz (acz—— ?) = x/;f, (2)dz

a a®

o° @’
_Z [z ~dz=xk——-/€f;
2 fr

a

en posant :

b 6.
k= [3f:(2) dz; K= [Zf:(2) dz.
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Posons sin ¢;==y; d’ott

p) (1 2 » A i . 5
g;==arcsiny ./.‘/4_-/ fu +§ —v‘+§—51n?i+651n e

N ) T ] 1
=xki_[l_{‘__fili‘ +i]x5 + — 2k
6 2

2 6
rk;  Ek K
=gk — | = — — 4= ]x-xk——x i
oc 6 2 51 I
en posant
‘ k- kk R
6 2 s

Solent de plus

nous aurons

© ® K 5
=) Zz?t_": xzki —_— m°§,gi == ,u/{.'x -_— ng°§
1 i 1

done
y —cx = (pk — ¢)x — pga®;
et

€os (y — cx) = cos (uk — c)x cos pgx® + sin (uk — c)x sin pga®
= ¢0s (pk—c)x + pgx® sin (pk—c)x,

en négligeant toujours les puissances de x A partir de la 4°.
Substituant dans la derniére expression de IL, nous aurons

9

Fa

© d: .
1’I=-/ e~#* gin sx;x { cos (uk— ) + wga®sin (ph—c)x }: (/)

™

probabilité que-S est compris entre ¢ == z.
Si nous posons ¢ ==pk, nous aurons :

) ®«  dx .
P e sinex—: . . . . . (m)
/3 x ’

0

(115)
Pour intégrer cette expression, posons

&
Vuh

P==pha®;  dE =V uhdy; ex —

2

nous aurons

2 z2 3
M=~ e~S sin fé__ ﬁ - (n)
7r. l/ yh &

Partons de la formule connue

eEco

dz;-——l/r e 4(;;/2;
yh 2

0

multiplions par —H«et intégrons entre les limites « =1{Z, nous
aurons :

da ag . E e
f cos - d ==V e~ ik da_;
Vv puh 2 Vph

¢ da " ag 1

_£2 = — 2 da
—_— €5 cos—— dE=_}/7 ¢ R
Vuh Vph 2 Vil

] 0 o
ou bien, en remplacant
* da cosaS 1. &
. par —sin :

. Vi \/ph Vi

® sin &§ B g 1 V7 v e
— — = —— e & da, .
Vikh g 2 l/ﬂh b

2; do =2 l/ph, dt : aux limites { de a répon-
vizm - de ¢; et la formule precedeme deviendra :
]

3 E?:" (Zé V;
€5 sin —— I — eV hdt=\V"7 [ evq
Vih & Vouh b/. “ f ’

probabilité que la somme S des valeurs de A en p épreuves est
comprisce entre pk = ¢.
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Substituant dans la formule (), nous aurons :

2 t-]
O=1—— [e®di:. . . . . . (0)
=l ,

T

probabilité que dans un trés-grand nombre p. d'épreuves la
somme S des valeurs de A sera comprise entre

pk = 2uV ph,
: . .
ou que la valeur moyenne - sera comprise entre

2V T .

Vi

k=t

. - . 2uVh
Si I'on donne a u une valeur peu considérable, le terme =

sera trés-petit; alors‘}sz différera peu de k; pour u == 3, on aura

1 =1 — 0,000022091. ‘
Pour interpréter ce résultat, cherchons la signification de £.
Nous avons posé : :

b o &
Zfiz)
1& 1 & 1 4
k== k==Y zfi(z)de = zdz = [ =dzf(2).
MEL B fit e ¢ ¢
Or ‘
/I.
%fi(z)dz

f(z)dz ou

est la probabilité moyenne des valeurs de z a chaque épreuve.

1l en résulte que k est la somme de toutes les valeurs possibles -

de A, multipliées ﬁar leur probabilité moyenne.

’ - R Y 8
Or le résultat précédent dit que, si l'on prend o pour la
valeur de k, Terreur  craindre, en plus ou en moins, sera

\Qu\/hﬁ.
Ve

« étant peu considérable; on peut done énoncer ce théoréme :
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Soit k la somme de tous les produits obtenus en multipliant
chacune des valewrs possibles d’une chose A par sa probabilité
moyenne; je dis : 1° que dans un trés-grand nombre p. d’épreuves
iy aura toujours une probabilité trés-approchée de la certitude
_ que la valeur moyenne /% de A différera trés-pew de k; 2° que la
différence - —k diminue indéfiniment ¢ mesure que . augmente,
et qu’elle serait tout & fait nulle si ce nombre devenait infini.
Revarque. La valeur de l—j approche indéfiniment de ['ab-
seisse z, du centre de gravité de l'aire de la courbe

limitée entre les abscisses a et b.
Car on a.

St dz=1;

et par suite

_ Pour I'abscisse du centre de gravité, on a 'expression

| f bzydz’

2= ——

13

e

1$ b s '
13 [tk
J ydz LR Pt

a
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CHAPITRE L

ESPERANCE MATHEMATIQUE.

57. Dermarion. Lespérance mathématique est le produit du
gain attendu par la probdbilité de le réaliser. On Uappelle aussi
le sort ou Uavantage dw jouweur.

Si p,p;-.-p; désignent les probabilités respectlves des gains
G G195 > Q1 G les probabilités respectives des pertes
k, k, ... k;: Vexpérience mathématique sera :

B=pg + -~ + pigi— (gh + = + q.k).

Si les gains ¢, ... ¢; ne doivent étre payés qu'apres
Ty e Wy annees, ces gains devront étre escomptés
pour étre convertis en valeurs actuelles.
En représentant par r le taux annuel de I'intérét pour 1, par
7, ... 7: les valeurs actuelles de ¢, ... g;, nous aurons

) %

9’=(11—_—*_—T)7,,‘-‘9’i:(m7

et 1a valeur actuelle de I'espérance mathématique sera

9p 9:p:
= 4+ e P = -+ -+ o . (a)
TP NPT ) A + 1y
Si une personne A se charge de payer a une personne B aprés
N ... m; années, les sommes ¢ ... g; qui dépendent d’événements

dont les probabilités sont p ... pi, 11 faudra que B paye aujour-

d’hui & A
. 9p . 9ip:
Ee= (1 =+ e (1 47y

si E est positif; et qu'il recoive de A cetie somme si E est négatif.
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58. Turorine. Soif g un gain certain, & espérer powr les per-
sonnes A, B, G ..;p, q, r ... leurs probabilités de le gagner; de
sorte que p -+ q 4t -+ - =1; supposons que ces personnes
conviennent de se partager le gain g avant que le sort ait décidé :
_ Jedis que le partage devra se faire proportionnellement é p,q, r
en sorte que la part de A sera pg; celle de B, qg; celle de C, rg, etc.
Démonstration. Supposons que sur un nombre total m de
chances, pouvant également amener le gain ¢, @ chances soient
favorables 4 A, b chances & B, ¢ chances & C, ete.; il est clair
que la part de chaque personne doit étre proportionnelle au
nombre des chanees qui lui sont favorables; de sorte qu’en ap-
pelant x, i, z ... les parts respectives de A, B, C ..., on a :

x:9g=qg:m dou =4
m
y:g=b:m . =lig.
m
cq

Z:g=c:m

Or-, —, = sont les probabilités respectives que A

gagneront ; le théoréme est done démontré.
1°* ' coroLLAIRE.

>, B,C ..

(L+b+c+,;..
g|\———

Tt y+ o= )=9(p+q+r+---)=g

m

.27¢ cororLamre. La régle précédente sert aussi i déterminer
a mise de chaque joueur, qui doit étré proportionnelle 4 la pro-
abilité qu’il a de gagner la partie.

8¢ COROLLAIRE. Soient p, ¢; «, B les probabilités de gagner
et les mises respectives de A et de B; et p + ¢==1; on devra
voir :

p:q=“:f), pﬁ:q(l. e e e e . (1)

Donc: dans un pari équitable, les espérances mathémaliques
es deux joueurs doivent étre égales.
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Exemere. Soit p la probabilité qu'une maison brilera; » sa
valeur; x la prime & payer a l'assureur; on devra avoir

vp=ux(1—p). -

‘Mais comme la prime est payée d’avance, et perdue quoi qu'il
arrive, pour que le jeu fut équitable, il faudrait que

p=a(t —p)+ x:
telle serait la maniére de fixer les primes, abstraction faite des
intéréts et des {rdis de la compagnie d’assurances.

59. Premier PrOBLEME. L’arrivée dun événement procure le
bénéfice v; sa non-arrivée cause la perte p; une personne A attend
Parrivée d’un nombre s d’événements semblables, tous indépen-
dants les uns des auires, et également probables : quel est son
avantage ? ,

Sovution. Désignons par g la probabilité de I'arrivée de chaque
événement; par p=1-— g la probabilité de son contraire.

Posons

1—q+ ‘l)s.= S il (s — i)t

Fl—gr=Sm, . . ()

la probabilité que sur un nombre total de fois s il arrive ¢ des
événements attendus sera :
s! . .
ML= g (1 — g

(s — )

Dans ce cas, le bénéfice de A sera iv; sa perte sera (s — i) u;
i — (s — ) p=1i( + p) —sp=24;;
II.A, sera I'avantage de A correspondant a Parrivée de ¢ des
événements attendus, sur un nombre total s de fois.

Lavantage de A eorrespondant & Parrivée d’un seul des évé-

posons

nements est done- LA,
L’avantage de A correspondant & larrivée de deux

des événements 1A,

ete. '
L’avantage de A correspondant & arrivée de s des

événements ' A ;
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€t comme tous ces événements sont indépendants entre eux, e
. LN ’ ' ’
que, sur un nombre s de fois, 'événement attendu peut arriver
0,1,2...s fois, P'avantage cherché N sera

]
N=S . .=L_—;-——- i =iy
I, A, Qi!(s_l_)!q(l-—q) [z(ua-,cc)—-—-s;L]

=—sp[l—qg+qF+{+p)S G (4 — g)
| . S g =
- Pour déterminer cette derniére somme,A partons de Pidentité

st s!

d.S ind (4 g \S—F A4 . . .
ae—a 70— —Sf—:z)j%q‘(i—q)““'#-fdt;

tis

nous pourrons €crire en conséquence :

| st CVas - g
Saem i —o= gm0
Ji=1

d
(d[th+(1—~q)]s t

- = {slgt+ (1 — )}, =sq.

t==1

Nous aurons done

=—sp 4+ (v4p)sg=s5{g +.q,u-—/.c}=s{qu——(i—q){L}‘.

L’avantage cherché est done proportionnel & s, ou au nombre

des événements attendus.
RemarQue. Pour gv==(1—¢)u, on a N=— 0.
< (I—9u, » N <0, cest-a-dire

; »

un désavantage.

60. DEUXI]?EME PROELEME. Les mémes choses étant posées que
dc’ms le probléme preécédent, chercher lu probabilité que le bénéfice
ree.l de A (Cest-d-dire le bénéfice diminué de la perte) est com-
pris entre dewx limites, s élant uin grand nombre.

Sorution. Nous avons trouvé, pour la probabilité que ¢ év

e éne-
ments arrivent, ou que le bénéfice réel est A, (n° 20)
st
Hi=~“—.‘““ i p\e—i
dp—grdt—o
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- 3 ’ | s
Si nous faisons ¢ == ¢s, I'expression précédente sera le plu’
¥ epré-
erand terme du développement de (1 —gq —+¢), que nous rtfou-
:enterons par M;; et; par le théoréme de Bernouilli, nous

verons :

I
i+l a7 {

2 2 e
- = — t* —— |y = —
5= \/r-/ e Vaszq (1—q) V2sq(t—q)
T
0

Ve i arrivent
our la probabilité que le nombre des événements qui arriven
Capo , "
o t compris entre ¢ = [, ou que le bénéfice éventuel est compr
es :
entre A, et A, _,. o N
Or on sait, par le probléme précédent, que si ¢ événe
2
arrivent, le bénéfice réel de A est

A=l —p)— su;
faisant ¢ = gs, nous aurons :

A =s[gp—01—q)pl;

¥

C q — q b d m e:
) P 9 u
}lcll](‘ eant ¢ en ¢s l pulb en gs + l nous aurons de em

A=s[p—U—qr]—lF+p,
Api=s[g— (1 —qle] + 16+

ilité inéfice est
et la formule () nous donnera la probabilité que le bénéfic
i limites.
compris entre ces deux
Nous simplifierons un peu cette formule en posant

Vs
V'2q (i —q)

l:r\/gg dott o =

expression que nous pouvons également mettre

a la place de ¢;
nous aurons ainsi :

re

e 20—

P fﬁgm"”———= (1)
T Vamalt—a) Vosrqg(1—
Vg (t —q) 3 : seq (1 — q)
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probabilité que le bénéfice réel de A est compris entre
slgr— (1 — @)p] =175 (v + «) (2)

Le dernier terme de la formule (1) peut
PREMIERE REMARQUE. Lorsque ¢»
augmente avec s.

Druxiine REMARQUE. Lorsque s augmente, le premier terme de
la formule (2) varie comme s, le second comme Vs; Vintervalle
des limites augmente done Sans cesse, et il devient de plus en
plus probable que le bénéfice tombe entre ces limites.
 Sisest infini, le bénéfice est aussi infini ou certain.

Done, quand s est trés-grand, il est presque certain que le
bénéfice différera trés-peu de s [gr — (1 — Q) u].

61. TroisiEuE PROBLENE. s mémes choses étant posées quedans
le probléme preécédent, supposons que les probabilités des s événe- -
 Ments soient différentes, ainsi que les bénéfices et les pertes qui

Y sont attacheés : chercher ln probabilité que le bénéfice réel serq
compris entre deux limites , s étant Supposé trés-grand.

Sorurion. Pour simplifier les caleuls, on peut faire abstraction
 des pertes p, causdes par la non-arrivée de chaque événement;

car on peut comprendre dans le bénéfice que procure I'arrivée
de chaque événement la perte qu'occasionnerait sa non-arrivée,

et retrancher de T'avantage total ainsi obtenu la somme de ces
_ pertes.

se négliger.
> (1 —¢)p, le bénéfice réel

 Onaen effet, en se conformant anx notations précédentes :

Zlgn—q — @)t} —3q (4 ) — Su;.
Soient maintenant

qy - ¢, les probabilités respectives des s dvénements:
P; ... p, celles de leurs contraires ;
#1- % les bénéfices que procure [eur arrivée;

 Pae-sles pertes que cause leur non-arrivée.
Posons )

X=pu+ 0a) (12 + 40 . (p, + %) = SUum,
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et désignons par P la probabilité¢ que la somme des bénéfices

s, et lon ourra négli
. ig
sera 1, NOUS aurons P er dans I'exposant les puissances

P=T0,.

Chanweons m en L 41, et w’* en e1®V7I, efc., ce qui est . , o ‘; _[lwv~_4+%2-§piqivf]
permis, puisque U, est indépendant des »; l’expressmn X de- 2 e )

viendra :

X <= (pr + & v=i) L (s + q.e’s?v=1) = ZUpp plL+LEVT1

=T, + = + Upyertiov=i,
multiplions par e vZide, et intégrons entre les limites ===

Vs —_
Xe— L)@ vV—1 do =— UL+z = 97P s
- .

d’ott
intégrer |’
4 z i 7 B grer T'expression (8), il faut convertir IC‘(posant en
P—— o—(thov= X do = — C dwe-teV=1lg-rov=1 XL o 1é. Si nous faisons
A 27 . .
— - —~ %qip,-v? =q,

Urrons écrire

~Mais nous avons
K (o g™ = F[1— gt — e )]s
d’ou - .

1X=31[1—g(1— e“i?"——‘)],

i;q (1—e" oof—i)___._ g2 9V g ROV - o
1

s &)2 ) ] )

%%qza V=1 — 5o — ) — %7

et par suite

L (“va_w)~(2q;/ — L) o)/ 1 ———Zq,(’l —q) i =

Si nous faisons L = 3qu, , le premier terme du second membre

T , ;
disparaitra, et nous aurons : , . ; \ B
’ P —_— S

©0F 5 g
___E_%qi (‘l—qi)vi —

L
e—Lco\f—'l X =c¢e l/f;mzqipiy_g

s
e 38-gr i X sme -de Sqpa?, qui es
s étant trés-grand, il en sera de méme-de 2q.pw7> 4 ité que ]e bénéfice est $ qu il
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Pour avoir la probabilité que le bénéfice est compris entre
.qumj: [, 1l suffira de multiplier par dl et d’intégrer entre les
limites & l; on aura ainsi : ‘

t 12 14 12

= ! e B2 e *FHEAL (d)
VerSeps V/2rSqpst
—1 . 0

Cette formule se simplifiera si I'on pose
l=r Qéqipiv,‘“’, dl=dr)/2 lﬁhq,piuf;
1

elle devient alors :

9 x
=— [dre
n= 5/ ,

probabilité que le bénéfice est compris entre
L+t =§qivi +r Qéq,.piuf .
, > >

Mais, d’aprés la maniére de tenir compte des pertes, que nous
avons exposée au commencement de la solution, nous avons a
changer dans L, » en »; + g;, et a retrancher ?p,-; de sorte que

H=fre“*’dr. N O]

sera la probabilité que le bénéfice réel est entre

i [ql (v + l‘i)] b %/“i == VQ?%P;V?;
4
ou entre
% (i — pip) =7 VQZiqu,‘v,? B ()]

De la résulte : .

{° Que si ¢;»; > p;p» ou si Pespérance mathématique g.»,— p;
de chaque événement est > 0, il y aura toujours un bénéfice
réel;
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2° Que le premier terme étant de ordre s et le second de
Pordre | /s, le hénéfice réel s'aceroit sans cesse avec $, en méme
temps que II s’approche de 1. Ce bénéfice devient infiniment
grand, et certain, dans le cas d’un nombre infini d’événements;
car les limites s’étendant de plus en plus, il devient de plus en
plus probable que le bénéfice tombe entre ces limites.

Dans ce qui précéde, nous avons déterminé la probabilité du
bénéfice réel résultant dun certain nombre d’événements sim-
ples; nous allons maintenant déterminer la probabilité du béné-
fice qui résulte de la répétition d’un événement consistant en
diverses chances qui produisent des gains ou des pertes.

62. QuaTriiME ProBLEME. Une wrne renferme des -boules de
diverses couleurs (1), (2), etc.; une personne A tire une boule o la
remet dans Uurne aprés le tirage; son bénéfice est v, si la boule
qui sort est de la couleur (1); » si elle est de la coulewr (2), etc.
Supposons un nombre trés-grand t de tirages; et cherchons la pro-
babilité que le bénéfice de A sera o — t P+ L

Sovurion. Soient p, p., .. les probabilités du tirage d’une
boule (1), (2).., ces probabilités étant assujéties & la condition
Py ps + -

- Les bénéfices de A correspondants 2 ces tirages seront

=1.

pi#; bénéfice éventuel pour une boule (1),
p?.:l;g » » (2), ete.

Posons
X= (piu'v’ -+ peuw_- -+ ..)t= b o.uf/';

- U; sera la probabilité que le bénéfice de A est o.
Comme ce terme est indépendant de w, nous pourrons faire

'Lt:w\/ —14:

2

~

d’our
X— (pleww L P graeV=1 “)l= sU, egCOV:l;
d'ou

1 s —
U=t [Ty,
A L
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en négligeant les termes en &5 ...., 4 cause de la valeur trés-
grande que nous supposons a i. La formule U, deviendra donc,

Si nous changeons s en ¢p + I, nous aurons :

o

U= — f due =0V {emroV T p e V=E o peee v ) en étendant, pour la méme raison, les limites 4 = oo :
2w L .
1 4 log—@VT1 A 5=~‘1 zwe“ (422 4160 V1)
en posant

EERY SR [CEE =)y
9
— o VI wrv\/——i Ve V1 £, gl
A.—:{eﬂw [p,e VL e +..]§, b
=—c @[ doe
o

LVT\?

"
—t (w+ w)

d’ont <

LA=— tpo V1 +tL [P1 eV pge‘“”e‘/—-‘ + ]

ou bien, en posant = = kyt (co + ——_') s do =2
. Y B : e
=— gV 1+ tL} p, |1+ o ! 3 + o) .

kyt
1 B e
UJ=“"B uf.fe—rsdT
2rky/t

e
=-—:e_m:.....r... a)
2kV =t {
probabilité que le bénéfice de A est o = pt + 1.

Cherchons la probabilité que ce bénéfice est compris entre
i = L

Pour cela, il faut faire varier, dans (a), [ depuis —{ jusqu’a [,
et prendre la somme de toutes les valeurs ainsi obtenues, ce qui

revient & multiplier l’expresswn (@) par di et & intégrer entre
les limites == I; on aura ainsi

/l al__if‘-_
P— ___fe W dl— /e % g .
. ‘)LVTrt k‘/"to

probabilité que le bénéfice de A est compris entre

]
wE

-+ Py (’1 + Wy V1 — . ) g e

“

_— tpo V—1t+tl [’l -+ (P + Pave + ) oV —1
— (pl"’? . p2y§ 3 ...)_C)_ 4 ...]

ot -

= {a@ \/——-_I (pm 4+ Py =+ v — 1) e [(Pﬁ’? + Wg &+ )
— (pwi + pys + ) ] 4 e
Faisons p = Py + pws + -, et

2 9 _ 9
Pl P e — (P 4 Poe + ) = 2K,

ce qui est permis, cette quantité étant essentiellement positive;
elle est, en effet, égale a
(P~ P~ =) (Pa + o+ ) — (PP + PP + -+ 2ppavis + )

pt=l ou t(py, + Pary + o) A= L
— —_— Yo 2 eee . L, . . -
—hpsln : Cette formule se simplifiera en posant
Faisant ces substitutions -dans l'expression 1. A, elle deviendra : :
' =r, dl=2ky/ idr;

LA—=—ofh® A=e ¥, 2kt
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elle deviendra
2

= s

¥
probabilité que le bénéfice de A est compris entre

P " ~dr :

H{pw +‘p272 4+ ) =2k

Comme les limites s'étendent de plus en plus & mesure que ¢
augmente, il deviendra de plus en plus probable que le bénéfice
tombera entre les limites; et le bénéfice deviendra infiniment
grand, et certain, si le nombre des tirages devient infini.

JEUX DE HASARD.

65. Daps les jeux de hasard, on nomme avanfage ou sort
d’un joureur son espérance mathématique. La théorie des jeux de
hasard consiste 4 déterminer cet avantage dans chaque cas par-
ticulier. : ‘

Pour faire voir comment s'effectue cette détermination, pre-
nons pour exemple le jeu de Pharaon.

Reégles du jeu.

1° Le banquier taille avec un jeu de cinquante-deux cartes;

2° 11 tire toutes les cartes de suite, én mettant les unes a sa
droite, les autres & sa gauche; chaque couple de cartes se nomme
une taille ou une main ;

3° A chaque main, le pounte a la liberté de prendre une ou
plusieurs cartes, et de hasarder dessus une certainé somme;

_4° Le banquier gagne la mise du ponte, lorsque la carte de

celui-ci arrive a la main droite, ou en rang impair;

3° Le banquier perd la mise du ponte, lorsque la carte de
celui-ci arrive & la main gauche, ou en rang pair;

6° Le banquier prend la moitié de ce que le ponte a mis sur
une carte, lorsque, dans une méme taille, cette carte arrive deux
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fois (par exemple, deux as), ce qui fait une partie de I'avantage
du banquier;
7° La derniére carte, qui devrait étre pour le ponte, ne compte
Pas, ce qui est encore un avantage pour le banquier; car, comme
la.vant-.der‘mere carte tast de rang impair, le banquier gagnera la
mise, si méme la derniére ou I'avant-derniére carte est celle du
ponte.
Il s’agit de déterminer I'avantage du banquier dans ce jeu.
Un premier avantage consiste en ce que le ponte perd la moitié
de sa mise, quand sa carte vient deux fois dans une taille; nous
avons donc a résoudre le probléme suivant :
PreviER PROBLEME. Le banquier tient en main p cartes, paﬁm‘
lesquelles celles du ponte qui ne sont pas encore sorties, au nombre
de ; trowver la probabilité P que deux des cartes du ponte arri-
vent dans la 17, la 2=, ... ou la r™° tqille.

» Sovution. Soient Q,, Q,, ... Q. les probabilités que les cartes
du ponte arrivent deux fois dans la 1=, la 2=, ... la 7™ taille;
on aura '

p=Q1+Q2+"'+Q,.

Déterminons Q, ... Q,.

1° Détermination de ), :

La probabilité que la premiére carte tirée sera celle du ponte
est;

La probabilité contraire

P—yq

11
p p

La probabilité que la deuxiéme carte tirée sera aussi celle du
ponte est =1

Par suite, la probabilité que les deux cartes du ponte sortent
ensemble dans la premiére taille sera
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:2° Détermination de Qg

La probabilité que, les cartes du ponte ne sortant pas dans la
premiére taille, elles sortent toutes deux dans la seconde, sera

g 9—1
p—2 p—3

Mais la probabilit¢ quaucune des ecartes du ponte ne sorte
dans Ja premiére taille est

(/1_2)(4— q )=p—qpfq—4,
p p—1 p  p—17

nous aurons, par suite, pour a probabilité des deux événements
simultanés (la non-sortie dans la premiére taille, et la sortie des
deux cartes dans la deuxiéme taille)

Qo L=1 =9 —g—1)
T (p—2)(p—53) p(p—1)

5° Détermination de Qj :
La probabilité que, les deux cartes du ponte n’étant pas sorties
dans les deux premiéres tailles, elles sortént dans la troisiéme est
glg—1
(p—4)(p—3)

La probabilité quaucune cdrte: du ponte ne sort dans la pre-
miére taille est

" La probabilité qu'aucune carte du ponte e sort, ni dans la
premiére ni dans la deuxiéme taille, est

[0 = (-5 (%)
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- La probabilité cherchée Q5 sera donc

S T R (R

&° On trouverait absolument de la méme maniére :

amgHt ) )y

et enfin :

\ Q= (p—-f’.ri—(zz;(‘p227"+4) (4_ %) (l_ 7_2%) (1—1—;——;1':-—5);(1;)

Réduisant au méme dénominateur et ajoutant , on trouve

2

T p(p—1) P—2(p—3)  (p—2-@—i
=9 pmg—2r+3) %
(p—2) - (p—2r +1)

qlg—1) %4 Lp—dp—g—1)  (p—g)-(p—g—7) 2
(@)

Il s’agit de déterminer le dernier terme de la somme entre
~ parenthéses. Si Ton change r en » +. 1, on obtient, pour le
(r + 1)= terme,

(p—q)(p—qg—2r+1)
p—q) - (p—2r—1) .

)

~ Les cartes du banquier, ¢’est-a-dire celles que le ponte n’a pas
prises, sont au nombre de (p — ¢)- -

La partie cessera quand les caries restantes aprés s tailles
seront les ¢ cartes du ponte, si ¢ est pair, ou bien quand les
cartes restantes seront les ¢ cartes du ponte plus une carte du
banquier, si g est impair.

Car, 4 la taille suivante, les deux cartes du ponte sortiront, si’
q est pair, ce qui fera gagner le banquier; tandis que, si g est
impair, il sortira deux cartes du ponte, ou une carte du ponte et
“une du banquier, ce qui fera gagner I'un ou I'autre.
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Le dernier terme-de la formule (a) répond donc & une valeur
de r, telle qu’a la 7™ taille les cartes restantes soient au nombre
de g, si q est pair, ou au nombre de ¢ + 1, si ¢ est impair.

Supposons d’abord g pair : pour quil reste g eartes apres la
(r — D)™ aille, il faut qu'on ait tiré p — g=2 (r — 1) cartes;
d’on .

—q+2

Supposons ¢ impair : pour qu’il reste ¢ + 1 cartes aprés la
(r—1) taille, il faut qu’on ait tiré p—g—1=2(r—1) cartes;
d’ot

p—q+1i

>

4

)

r

Dans l'une ou l'autre de ces hypothéses, le terme (b) devient :

(pP—¢q - X0X—1
(p—2-@—2)

(p—g).-2.1.0
(p—2)--g—2

Si done ¢ > 2, (e) et (f) seront nuls; et la somme de la for-
mule () devra étre continuée jusqu’a ce quelle sarréte d'elle-
méme.

Si ¢ =2, la formule (¢) donne

ou

2r v~._~p:

P =—>
dans ce cas toutes les eartes sont tirées a la r™ taille, et le reste

sera impossible ; aussi (e) devient-il %.
Si ¢ =1, la formule («) donne

. . . . . o 0
le reste sera encore impossible; aussi (f) devient-il 3.

N
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La somme (a) doit done étre continuée jusqua ce qu’on
trouve 0, ou % ,

Deuxitme proBLEME. Déterminer Uespérance mathématique du -
banquier quand qest > 2. -~

Sorution. Si g > 2, le nombre de cartes au commencement
de la »™ taille étant ¢ ou ¢ + 1, lar™ taille n’épuisera pas toutes
les cartes; il est done inutile de prendre en considération la der-
niére régle du jeu, pour en tenir compte dans la recherche de
I'espérance mathématique du banquier.

: Siia est la mise du poute, le gain & espérer par le banquier
sera 5 @, €t son espérance mathématique sera done :

(p—q)(p—q—1)
(»—2)(p—5)

q(g—1)

1 (p—q)--(p—q—35) )
2 pp—1)

P—2)-(p—35)

-(9)

et la série s’arrétera d’elle-méme.

TroisiEME PROBLEKE. Déterminer Uespérance mathématique du
banguier quand r == 2.

Sorution. Si dans la formule (g) on pose g =2, tous les
termes de la parenthése seront égaux a I'unité, et leur nombre
_ sera celui des termes de la progression 1, 3, 5, ... p — 1, nombre
qui estZ; on a done . '

1 2.1
- ———
2 plp—1)

a

E— v .
2(p—1)

i
QP= N (9]

Mais, dans ce cas, I'espérance mathématique du banquier est
plus grande que cette valeur (k); car pour ¢ =2, on ar==2,
2r=p; il ne reste done plus de cartes aprés la 7™ taille, et,
d’aprés la derniére régle du jeu, le banquier gagnera stirement 2
la #™ taille. Si les deux cartes du ponte sont dans cette taille, le
banquier gagnera e et non %a; or, la probabilité qu’il en sera
ainsi est, d’aprés la formule (A), dans laquelle on doit faire
=Letg=2:

2.1 (p—29)...1 21

2 .4‘p(p——-'l)...5_‘p(p—1)
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I'espérance qu’a le banquier de gagner a est done
1.2

“P—1) "

et comme la moitié de cette valeur est déja comprise dans la va-
leur (k), I'espérance mathématique du bhanquier sera

1 1 )= p+2 . (m)

(k)+3 (l)_“(a(p——d) T —1) 2p(p—1)

QuATRIEME proBLENE. Déterminer Pespérance mathématique du
banquier quand q==1.

Sovrurion. Dans ce cas, 'espérance du banquier dépend de la
probabilité que la carte unique du ponte sortira la premiére dans
la derniére taille. Or, comme chacune des p cartes peut sortir la
-premiére dans cette taille, la probabilité cherchée sera —;—;.

Mais ‘si la carte du ponte sort, le banquier gagne la mise a;
son espérance mathématique sera donc.

CHAPITRE 1V.

ESPERANCE MORALE

64. Soit v la fortunc nntu telle d'un individu, ¢ un gain ma-
tériel, et G la valeur morale de ¢, on a entre ces deux valeurs
une relanon de la forme

G=m27--------('1)
v
m éiant une constante qui dépend dn temps, du lieu, ete.

On admet que les fortunes varient par degrés insensibles, de
sorte qu'a aceroissement de fortune matérielle dx correspond
un aceroissement dG de fortune morale, qm sera donné, en vertu

de la relation (1), par

d
dG:m—x; B ()

¢ le capital matériel x croit de x==v & x="V, la fortune morale

correspondante & cet accroissement sera

"mdr A |
=ml—-- . . . . . (5
f mi — (5)

Il résulte de cette formule :

1° Que G croit avee V;

2° Que G augmente quand v diminue ;

3° Que G =0 quand V==1y;

4° Que G est négatif quand V est < o.

Il est & remarquer que V et v ne sont jamais nuls, ni, & plus
forte raison, négatifs, va que personne n'est jamais absolument
sans foriune physique; car celui qui n’a rien posséde au moins
10
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son existence, quil n’échangerait pas contre une somme quil
estimerait étre inférieure i la valeur de cette existence. Il n'y a
que celui qui meurt actuellement de faim, dit Bernouilli, dont
on puisse dire qu'il ne posséde absolument rien.

Soit v la fortune matérielle d'un individu; gy, go, -.- des gains
matériels A espérer; py, Po, ... les probahlhtes de ces gains; Gla
valeur relative de sa fortune morale en vertu de son expectative;
on aura ‘
v+ 92

T Rt R

G == pﬂn 1.2

Mais si V est la fortune physique correspondante & cette fortune
morale, on a aussi

v
G=ml —;
S

et, en égalant les deux valeurs de G :

AY v+ g v+ g,
L —=p L o 1.
. v Py ] * P v
d’out
V(@ g (0 g
. ; = /‘}Pl"‘pﬂ +ee ’
et comme

_ Pi Pe =1,
il en résulte
' Ve (o4 gl @+ g - o . . (D)

Si I'on retranche la fortune primitive de ceite valear V, la

différence
' V——v—(u+p1)-"1(v+pa\f’“--~_——v. N ()]

sera l'aceroissement de fortune matérielle qui procurerait a I'indi- -

vidu le méme avantage moral que celui qui résulte pour lui de

son expectative : ce sera son espérance morale, tandis que son

esperance mathemanque a pour expressnon

E=pg + pega +

Si les gains gy, go ... sont trés-faibles par rapport & v, I'espé-
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rance morale différera peu de I'espérance mathemauque on a

en effet
Ve oritet (4 + g)pl (41 +gﬂ)pz.
- .

N . v
— (4+pﬂ‘)(4+@)... )
v v

en négligeant les puissances supérieures des rapports £; done

91§z

V—v=pgi+pgp+ - + pps

valeur qui différe peu de E.

Conséquences des formules précédemtes,

2,
65. L. I’ zmportance dune somme g, considérée comme gain,,

est moindre que Pimportance de cette somme considérée comme
perte. :

Dinonstration. Si g est un gain, la fortune mmale vaura pour
valeur morale

_vu+g ‘
G—ml.T—-:m[l.(vf 9)—1Lv];

tandjs que s1 g est une perte, la valeur morale de la fortune inj-
tiale sera

S v—g »
G'= . = — )
m I: . m [L{v—g) —1. v].

Or de ce que » o
il Sensuit - ," v+ g) (v—g) <P
Lw+g)—lv<iv—L (,,_g,,
done, en valeur absolue on a

6 <G

L Le jeu ou le pari le p!us équitable est iOij@W’a “désnvas-

‘ tageux.

DEmONSTRATION. Smt v I fortune de A avant le j jeu; p la pro-
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babilité qu'il gagnera; s sa mise; o la mise de B; g=1—p la
probabilité qu'il gagnera; pour que le jeu soit équitable, il faut
uwon ait
q i —p
P
Si A gagne, sa fortune apres le jeu serav + =P s et la pro-
babilité qu’il en sera ainsi est p.
Si A perd, sa fortune aprés le jeu sera v—s; et la probablhte
qu’il en sera ainsi est 1 — p. ‘ ©
La fortune matérielle V de A, en vertu de son expectative, sera:

s.

x:s=1—p:ip, x=

. i —
V==<v+’

P
p S) ('U - S)l»;)y

il s"agit de démontrer que V sera < v; ou que

— p '
(17+/1 ps) (v—s)'"? < v
p

pour cela, transformons suceessivement cette inégalité dans les
suivantes :

— i-p
P ('i + u i)r —p (’l——f) L v,

p v v

— » s\
1+}———£—8—> ('1‘——) <'i>

p v v
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inégalité qui est en effet satisfaite, puisque

1__ -
el NN

p W v
HL. Déterminer la valeur de la mise, pour que le désavantage

sout insensible , ew égard ¢ la fortune v du Jjoueur.
Nous avons trouvé

/l_
V———(v-;—

» .
L s) (v — s)t—e;

s est I'inconnue; comme sa valeur doit étre faible, négligeons ses
puissances supérieures 2 la deusiéme, nous aurons

q—
V=v— ps“’;
2pv

% égal & une trés-petite partie de v, le désavan-

tage sera lnseHSIble. Posons en conséquence )
1— v
p R
2pv n

et nous trouverons
V-2
S =79 —_—
n (1l —p)

‘La fortune du joueur, en vertu de son expectative,, sera

v
V=’U———~)
n

- et ne sera pas notablement changée, puisque » est trés-grand.

IV. Quelle doit étre la probabilité de gagner pour qu’un Joueur
- puisse risquer sa fortune v moins une partie msenszble
La fortune du Joueur en vertu de son expectative, sera

V_—_v—z=v(1——1)-

n n

Drautre part, nous avons trouvé pour V I’expression

7=

=) o —sr,
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dans laquelle nous avons 3 changer la mise s en v ( 1— ;11) , e

qui donne
) 1 — 1y o /gyt
Vzv{l—&-————— ('l———) ( ) H
p n N,

égalant entre elles les deux valeurs de ¥V, nous obtiendrons
T'équatien

1 P — ANENEAC
R P e AN
0 P 7 7

d’ot1 nous pouvons déduire Ia valeur cherchée de p.

V. Démontrer qu’il est avantageux de ne pas exposer foute su
fortune & wn méme danger, ei qu'il convient de la répartir, au
contrairve, sur plusicurs dangers indépendanis les uns des autres.

Supposons qu'un négociant dont Ia fortune est v attende une
cargaison d’une valeur s, exposée sur un seul navire, et que l'on
sache par Uchservation que I'arrivée au port d'un batiment sem-
blable a ane probabilité p.

La fortune merale da negomant en vertu de son expectative,
sera

V= (v + 1),
d’'onr ‘

» ds

1V~p3®+ﬂ Pl - (@)
Supposons que le négogiant expose la valeur s par parties
dgales sur - vaisseaux; si tous arrivent, sa fortune deviendra
v + s, et la probabilité de cette arrlveP estp"; si #— { vaisseaux
'amvent sa fortune sera v« "= et la probabilité de cetie
arrivée est rp o ST — 2 vaisssam arrivent, sa fortune sera

v+ T=25 et la piobablhte de cette arrivée est

ri{r—1)

5 Pl = p); ete.

La fortune morale du négociant sera done
1-[«-;—1}Pr'~72-“_p),-.

p— ] A P9
. .
Vo= (-t 8)F [V e8] T 8
7 r
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d'ont

1V=WL®+ﬂ+wwﬂ~m“@+r_lﬂ
T

e s Y o e o

= U+ § r— i —92
P ) v+~m;~_--—s '1.2(v+t—s)
i . T

mais 4 cause de

(p+1t—pT=p+(r—1)p* {1l —p)
fr—4)(r—9

2

]

P —pf e (P —pyt=1

la formule (a) peut s’écrire

L (r—)pri—p) (121 —p)
p/(v+s . + - o ds

V-8 i, (v+s)

Si Pon retranche cette derniére valeur de la valeur (), la dif-
férence sera

r—1 . Sds =1 r—32) (1—p)p—2
D= (1 —p) ! +( )d—plp +

7 v+ 8 r—1 r—2 _ -
3 v+ E

Comme cette différence est positive, on voit qu'il y a morale-
ment avantage & répartir la valeur s sur plusieurs vaisseaux.

Cet avanlage augmente avee r, et si r est (rés-grand, I'avan-
tage moral devient 3 peu prés égal A Pavantage mathématique.

r(r ) —
1 —pPl (v + s) +

2 T

r - r—1 rir~1) - r—2 i

prds T (i—p)——d 2 (A—py—-ds (

== - g .
U8 r—i —2
RS § U+ 5 s
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Pour le ‘démontrer, reprenons la formule (6) dans laguelle
nous supposerons v ==1 :

A et 3/ . ot O i/ A s N 2

r—1 r—1
i+ s .21+ s
r

LV=p

La somme entre parenthéses peut se mettre sous la forme
d’une intégrale définie; en effet, si nous développons

s s r—i r—t —x{l}s r—2 - lis
e'TI(pe_T-;—’l——P) =p e a1 (1 p)e .
-+ WPT—E A —pre %) s ete,

1.2

et que nous intégrions relativement a 2 entre les limites 0 etoo,

en (enant compte de
© 1
/. e Ay =—
. m

[}
nous aurons

82 r—1 )T—-i

fwe_rj;x(pe-r—l— 1 '——p) de=

0

r—Npti—p) == l—p)

Cor—1 r—2
1+ s 1.211 + $
RS )

1+s

+ cle.

-

Par suite, I'expression de L. V devient

v pfaef )
0

Pour transformer lintégrale définie, observons que la fonction

r--s

_—

sx r—1 |
y=e (pe“rﬂ- 4—p)

n'a ni maximum ni minimum, depuis x=0 jusqua x =00,
. d . ’ N . :
puisque 2, qui est égal &

Sds.
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—e (P3—7+1 —p) pt+s)e "+ {1—p) (4 +_8_) .

¥

est toujours négatif dans cet intervalle.
Il nous est donc permis de poser

y=ye ",

Yo étant ce que devient y pour z = 0. Comme pour {=0on a
aussi y =y, il s’ensuit qua =0 répond x = 0. Et si, dans
I'expression de y, on fait =0, on trouve yo==1. On aura, par

suite,
. - © dx
ﬁdx = /.e"‘dt..___ .
-0 (0/ dt

. .
Nous avons & exprimer-~ en fonction de 7. O,

dx

o=r0=r0+(Z) o+

dgx) A )

di),_,1.2
- 1 1
et puisque £ =1. f =1 ;> Dous aurons

dy dx dx

=L =,
y ooyl
d
en posant y
: y— zjf .
d’ou s
' ; du
dx dx dr udu
d " wr T e ds
dt

E¢t puisqu’a ¢ ==0 répond x = 0, il en résulte :

ds 2 .
f(O) = 0 ; ( .L') E erx=0; (d x) = <Mdu) ; cte.
o =0 ) =0 x=0

dt de d
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La formule (1) deviendra done :
: (udu) ¢ .
X = Uyl + 7; , 1—.5
d’ou
dx _(udu) ‘0 —u§i+(d—u) ¢+...?.
-(%-———uo"“ dac , - % dx ) .

Substituant cette valeur dans lintégrale précédente, nous obtie\n—

drons o ‘
w =, u o
/' ydac:uog’/. e~'dt + <%)00/ te~'dt + %
0

1]
" i (du) +
= uO -+~ dx .

foys

mais nous avons posé

sc

_ydx pe "+1—p

sc

Yo ea—p i)

r

d’out

2 3T

—(—p)pl—rc”

du )
E = = KWl ete.
p(l+s)e ’—l—(l—p)(l +;)
Par suite 1
Uy == ;
S
1+ps+(1—p) p
1—p)s (4 s)
p(l—p st —2
(du) Pl PI?. rl
2= pe
daly r['l—t—psa—('l——p);]
L'intégrale cherchée aura donc pour valeur
' . . 1
-, pii—ps(1—1)
ydo = : . i+ — —+ -
T+ ps+(1—p)= "[’1 +ps-+(1—p) ;]
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et vsubstitu‘a‘n‘t cette valeur dans I'expression

I.V=p‘/‘ds./mydoc,
. . [
nous ayul‘ons
: 1
> pl—p)s (4——)
d
PZs 1+ T o,+ e Yo T

R T A

LV=

Sir est trés-grand, on aura i peu preés

4 d N
1.V:fi‘i_=1.(1 +ps);

1+ ps

d’oti C

V=1 ps;

et comme nous avions fait v==1, en remettant maintenant v au

lieu de 1, nous aurons V=“v—i—ps; ouV—s==ps; ou B'=E,

c’est-3-dire I'espérance morale égale & lespérance mathématique.
VI. L’avantage moral est souvent augmenté par les assurances.
Cherchons la somme que.le négociant pourra donner & une

compagnie d’assurances pour que sa fortune morale soit aug-

. Ieniée par son assurance.

- I1a une valeur s sur un navire dont l'arrivée a la probabilité pj;

sa fortune morale est done : .
V=@+sr. . . . . . . (a
S'il assure cette valeur, il doit donner 3 Ia compagnie, d’aprés
la végle du pari équitable, (1 — p) s comme prime d’assurance;
“Mais 4 cause des frais et du bénéfice des assureurs, il-doit donner,

en oufre, un excédant u; sa fortune réelle est done
‘v+s~(1——p)s~u=u+_sp—u. N ()]

~ Pourvu, que sa fortune morale reste Ia méme, qu'il assure ou
non, il faut que

(U-l—s)]’:ju.{.sp___.u, . (C)
d’ot I'on tire . A G
‘ U=v 4+ 8p — (v + s):

c'est tout ce que le négociant pourra donner, sans désavantage
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moral, en excédant du prix réglé par I'espérance mathématique.
Il aura donc un avantage moral, en falsant un sacrifice moindre

que cette valeur de 1. ,
Les compagnies d’assurances peuvent donc faire un bénéfice
réel , tout en procurant des avantages aux personnes qui traitent

avec elles. 7
VII. Démontrer que le négociant peut faire un sacrifice excé-

dant la somme (1 — p) s exigée par Péquité mathématique.
En effet, il ne paye que (1 — p) s, sa fortune réelle est
v+8s—(1—p)s=1v+ sp;
s’il n’assure pas, elle est -

(v =+ s
Or, p étant <1, 0n a

/ pds fpds
v+ ps v+

L+ ps)>pl(v+s),

ou

et
. v+ ps > (v 5 s

La fortune morale du négociant étant donc augmentée par
I'assurance, il peut faire un sacrifice propre 4 subvenir aux frais
de la eompagnie et aux bénéfices qu’elle doit réaliser.

Probiéeme de Pétershourg.

66. Deux personnes, A et B, jouent a croix el pile, sous la

condition que B donnera ¢ A, si celui-ci fait croix au 1° coup,’

2 francs; §7il Jait croix au 2™° coup, & francs; ...; sl fait croix

aw n™° coup, 2* francs; on demande quelle doit étre la mise de A?

SoLuTION MATHEMATIQUE. Pour I'équité mathématique, il faut

- quela mise de A soit égale au gain qu’il peut-espérer, ou a son

espérance mathématique; or les probabilités de falre croix au
1er, au 2™, ..., au ™ coup, sont : S

L1 1

-y ey e e

2 4 C)n
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I'espérance mathématique de A sera done

i 1 '
E=25-+ 4»4-:-1——--- +2”5,-1=7l-

Telle devrait donc étre la mise de A. Mais si n est trés-grand,
personne ne voudra risquer une pareille somme; la régle de
I'espérance mathématique est donc ici en eontradiction avec I'ap-
préciation du sens commun : celle-la preserit d’accepter le pari,
celui-ci de s’en abstenir.

Sovution moraLE DE D. BervouiLii. Soit v la fortune de A avant
le jeu, x Ia mise qu’il peut risquer. Si croix arrive au 17, 27,

7™ coup, sa fortune sera respectivement
TH2—2, 04+ 2 —x, .02 x;

. et les probabilités correspondantes seront

k\‘JI £
1o

- o

1O} ==

la fortune morale de A sera done
4 4 i

V=(w+2—af v+2—x)F..(v + 27 — ),

Pour que Iétat de fortune de A ne soit pas changé, il faudra

que :
1 1
g

=W +2—2f v+ L —2)F . (v —g
. ou bien, en faisant v — x =1/,
1 - 1
v=v+x="+2 0 + 2P 0+ . . (1)
s 1 1 4
1 1 2 9\ 32 on
L gtm et 2 9 om\®
=v'* F 2‘(4 +-—,) («l.—i——,) (l + =]
v v v
mais s1 n est trés-grand on a, 4 peu preés,
1 1
—_ e — —_—
gty =h
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.. .- 1 .

done, en divisant les deux membres par v, et’en posant o=,
nous aurens ’
1 1 K

1+ aw=(14+2(t+ 2% (1 + 2" . . (9

Nous avons maintenant 4
quer le joueur.

Observons que les facteurs de Pexpression (2) convergent vers
I'unité, car

(1 4+2%)° > 1+2.2%,
ou B O R R
1 5

ou (1 2% > (1 4 2urig)eh)

D’un autre ¢oté

2 i i 1
L {1+ 2% e—114+ Vo) = o> L 2" (—— -+ o:)

Qu

1 1
———4—I‘>“+—,1—l( +1)=—Z£l.‘2+——1.(a+—);
A 2 A u

=

or les deux termes de celte somme convergent vers 0, lorsque
u tend vers oo ; donc

(1 + 2“0()

2

=4ipouru=.

Le cas le plus avantageux pour A est celai 02t 'on suppose n==co .
Si I'on prend u tel que 2*===10 au moins, on pourra s’arréter
. 1

dans la formule (2) au terme (1 + 2, et Ton aura par
cette formule :

Q

1
=5 lg(l + 2u) +§Ig_('l 4 %) 4 e 2u_llg(

lg (4 4 at) == 1+2"7%).(5)
En supposant connu v/, et par suite a——, cetie derniere for-
mule donneéra x; et 'on‘aura alors v =1v' + i.
Exempir. Soit o' =100, done 2 ==0,01; on trouve dapres
Laplace x ="7,39; donc v == 107,89. : :
Si done A possede fr. 107,89 avant le jeu, la prudence lm
preserit de ne risquer a ce jeu que fr. 7,89, pour conserver la
méme fortune morale.

déterminer la mise x que peut ris-
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CHAPITRE V.

PROBABILITE DES EVENEMENTS FUTURS.

THEORIE.

I. — Causes.

67. DérNITioN DES causes. Les circonstances qui concourent
la production d’un événement sont ou constantes, ou variables
chaque instant.

Les premiéres, qui s’appellent chances, peuvent étre connues
ou inconnues, elles sont susceptibles d’une évaluation exacte ou
approchée.

Les secondes ne peuvent pas s'évaluer.

Ces deux espéces de circonstances contribuent toutes deux 2
la production de I'événement et en constituent les vraies causes.
~ Mais dans le calcul des probabilités on appelle causes les cir-
constances de la premiére espéce, ou les chances, et hasard
I'ensemble des circonstances variables qu’il est nnposs;ble d’éva-

luer.

Si les chances sont connues, la probabilité de 1'é evenement sera
connue, et I'on dit que sa cause est certaine.

Si un événement peut étre attribué a plusieurs causes, sans
quon sache a laquelle il est dd, on dit que sa cause est incer-
taine, et les diverses causes auxquelles il peut étre attribué seront
plus ou moins probables, selon qu'elles consisteront en plus ou
moins de chances favorables.

Si les chances sont inconnues, et qu'on puisse faire sur leur
valeur un certain nombre d’ hypothéses également admissibles,
mais dont une seule est nécessairement vraie, ces hypothéses
pourront étre regardées comme des causes plus ou moins pro-
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bables, et I'on devra regarder comme vraie celle qui a pour elle
la plus grande probabilité.

Les causes ou les hypothéses peuvent étre également possibles,
ou avoir des possibilités diverses.

Soit « la probabilité d’un événement simple; y ={(x) la pro-
babilité d’un événement composé E, dépendant de cet événement
simple; on dit que x est Ia cause de E, et que la probabilité de E,
due & cette cause, est y.

Si x est eonnu, on dit que la cause de E est certaine.

Si « est inconnu, et que I'on sache seulement qu’il doit avoir
I'une des valeurs a, & ... ¢, chacune de ces valeurs pourra étre
regardée comme une cause incertaine de E, et ces causes auront
en général des probabilités diverses.

La probabilit¢ de chaque hypothése, ou cause, est égale au
nombre des chances favorables a cette hypothése, divisé par le
nombre total des chances.

Exmweie. Si Uon extrait une boule blanche d'une urne qui
contient des boules blanches ou noires, au nombre de 8, on
pourra faire les hypothéses suivantes :

Sbl. 0n.;
AbL &n.;

70l 1 u.;
5 bl b n;

6bl. 2 n.;
2 bl. 6n.;

5 bl. 5 n.;
1bl 7n.

Les causes de Pextraction d’une boule blanche consistent dans

les huit hypothéses

8,7,6,5,%35,2,1blL

auxquelles répondent les probabilités propres :

wl
i ot
OOENJ
[N

IR
wl ot

w| w
| =

Principes fondamentaus.

68. 1° Les probabilités des hypothéses ou des causes sont
proportionnelles au nombre des chances favorables propres a ces
hypothéses.
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2° La valeur la plus probable de la cause inconnue d’un évé-

nement E est celle qui rend la probabilité y = f(x) de cet évé-
nement un maximum,

5° Soit v la probabilité d’un événement E;

V celle d’'un événement composé EF;

P la probabilité que E ayant eu lieu, F aura lieu aussi;
La probabilité V sera évidemment donnée par

V=Pov,
d’our
v
Pemrs = v e o oo (1)
v

- Ces trois principes constituent le fondement de la théorie de
la probabilité ‘des causes et des événements futurs, conclue de
I'observation des événements passés.

69. Premier TaEorENME (de Bayes). La probabilité d’un événe-
-ment B, en vertu de la cause ¢; (i pouvant prendre les valeurs
1,2, ...n), étant p,, la probabilité que la cause ¢; aura agi dans
la production de cet événement sera

T N )
Spi
1

PrEMIERE DEMONSTRATION. Soit @, le nombre des chances favo-
rables & E, constitnant la cause ¢;, p le nombre de toutes les
chances également possibles ; la probabilité propre & ¢; sera

a
pi=—
E
- En vertu du principe 1, on a:
PiiPeieee Pt P e=apiaprtaii- i

donc, a cause de Py + Py + -+ P, =1 :

@ a4 dy a
Pird=og;ia+ @+ -+ G, — i — 4 — 4 e o —

: pop o« ¢
=P Pat Petos o P
11



dou i
. p =1
Sp;
1p‘
Devxiine pivonsTrATION (de Laplace).
Soit E 'événement di aux causes ¢; ((==1,2, ... n;
P, la probabilité que c; adra lieu quand E a eu lieu;
V la probabilité de I'événement composé Ec;;
v la probabilité de E ;
on a, en vertu du principe 5 :

Pi=_ .
v

Les causes élant également possibles, la probabilité de c; est% ;
et si nous appelons p; la probabilité de E quand ¢ a lieu, nous
aurons pour la probabilité de I'événement composé Ec;

- |
= ” pi’

Comme I'événement E ne peut arriver que par l'une des causes
€y, Co - €,, 1l STEDSUIL qUE S2 probabilité sera égale & la somme

des probabilités de Ecy, Ec, .. Ec, ; donc :

et par suite

Donc la probabilité d’une des causes est égale & la probabilité
sée par la somme

de I'événement qui est due & cette cause, divi
de toutes les probabilités semblables.

- 70. Renaroue I.. La probabilité de "événement E due indiffé-
¢, ... ¢, étant représentée par P,

remment 3 I'une des CANSES Cy -e
on aura
b
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REMA}‘}QUE IL. La possibilité de Ia plupart des événements si
ples est‘mconnue, considérée @ priori; elle nous parait égal ont
susceptlble de toutes les valeurs possibles, depuis 0 'usbu"eTem

Ossém; x cettg possibilité; y la probabilité d’un évéI;]emqental co.rn—
Eause de. X[,ldil:;a 7; e: {Zlc, s(t) ]:c ‘p.c1>}11jra étre considéré comme la
P; est la probabili;;é de x, l[z)n aél::alte uand mestcertain, i done

mai i e .
ais en vertu de l'identité suivante, dans laguelle b = @ + nda :

l/«b/?xdx:dxgfa_;_f(a_,_da)_,_.__

4

r - 1 !
on peut écrire = ; i
D i /" frdx dx§fac, et par suite on a

+f(“+n——-1da)}

P — frde - ydw
. U i ” = ’
A f /‘xdac' f ‘ydx
. v [
La probabilité P que « est compris entre « et b sera done
b
f ydx
P = L*.
1
S ydx
0
1 R:JMERQUE III.' Sf)'it u =f(x,y) la probabilité d’'un événe-
ment E composé d’événements simples de deux espéces diffé-
rentes, dont les probabilités sont x et y; en regardant x-et y

..

W

)

P — - udxdy

i

udxdy

14 11 ;
SS ’ i ’
S Uu dxdy§u§u /b /lu dudy

et la probabilité que x est compris entre « et b, en méme temps
_ quey est compris entre et 3, sera ' P

3 5
d
b/ Y / udx

p—%__« .
b/d{,/{ udxdy
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En général, si un événement E, dont la probabilité est
u=f(x,y,..w)

est it & des événements simples dont les probabilités sont dési-
gnées par %, y ... w, la probabilité que les causes inconnues sont
comprises entre les limites

5

77
.fbdx.fﬁdy ..:/‘a’ttdlu

P — a o 7 .
J'i/"fludxdy e dw

2 9 [ 0

x == iu y = {i...w: {
sera

Rexarque IV. Nous avens supposé jusqua présent que toutes
les causes ¢, étaient également possibles. Supposons maintenant
qu'il n’en soit plus ainsi, et appelons ¢; la probabilité de ¢; avant
T'observation de E; p; désignant toujours la probabilité de I'événe-
ment E en vertu de Ia cause ¢, considérée comme certaine, on
aura, aprés I'observation de I'événement E, pour la probabilité

due au concours des probabilités indépendantes ¢; et p; :
pi=qp:;

et pour la probabilité P; que la cause ¢; a agi pour produire E :

PP LR U
Sp: S’q‘-pl

De méme si z = ¢x est la probabilité de x avant 'observation
de I'événement composé E, et y = fxx la probabilité de cet évé-
nement aprés 1'observation, la probabilité que l'inconnue 2 est

comprise entre ¢ et b sera ,
. b

f yzdx

—_—

) / lyzclac .

0

P

* 71. Deuxiine tatoriMe (de Laplace). La probabilité que lo
possibilité des événements simples est comprise entre des limites
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qut se resserrent de plus en plus, approche sans cesse de Punité
mesure que le nombre des événements augmente; de maniére que
dans lc.z supposition d’un_nombre infini d'événements simples ,-ce;
deua? limites venant d se réumir, et la probabilité se changeant en
certitude, la véritable possibilité des événements simples est exacte-
ment égale a celle qui rend le résultat observé le plus probable.

DEIYIONSTI{ATION. Soit y = (fx)* Ia probabilité d’un événement
E, p étant trés-grand, et « la probabilité simple inconnue; soit
m la .valelg de x qui rend y maximum, c’est-a-dire celle qu’on
déduit de Y= 0. Nommons y,, ce maximum et posons

Y=y e+ ,
¢ I‘ ym ]' Z/ .

‘Supposons que x différe pea de  entre les limites « et f, et
soit

— R d !
y=Vly, Lyg, - —v'=V9y,—Ly,,
on aura approximativement
g 7
ydx = ~t*
b;fjx y,,,um‘—/y:e‘dt, R 1.y
formule dans laquelle on a posé

W— ™ [ z—m j
U= | i
‘/l-ym - l. y \l/ 1. ym-—- l.y N~

oi i = .
Soient ensuite & = {’ les valeurs de x qui rendent y nul, on

aura (*)
b
fydx:y,num Ve oo L. (B)
Cela posé, la probabilité P que x est compris entre m — 6 et
m —+ 0 sera :
me-f
S yda
P m_ei =§ )
S yde D
0

(") Pour les formules (A) et (B) voir la note II & la fin du volume.
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Or, si 6 est trés-petit, et que y, ce qui arrive presque toujours,
devienne nul aux deux limites 0 et 1, on aura, par la formule (4) :

N==y,u, / ‘e dy
"_7v
en faisant

. y=V9ly,—Ly,.s et o = V9y, —1 y.s;

et par la formule (B) :

D=y,u, Vin;
par conséquent 1
) v
P=—- e~*dt.
et
Or, puisque )
'dou Ly=plfe. . . . . . . . 1)
on aura :

dl. fn o* d*1. fm
l.ym_ez:,ul.f(m——6)=,u.l.ifm—y0 am +;L-Il-:cz—d—7;2—

mais en vertu de (1) :

L Y= 1. fm.
En outre, comme
dl.y dy dy 4
dx ~ dx y
et que, pour x ==, Z—’é: 0, on anra:
dlfm _o.
dm
Enfin, puisque :
P Elfx  dFfx (dfx )2
do*  fxde*  \fxdx

dfc '
et que, pour x =1, E—=O on aura

dl. fm . (d“[x) _i(d‘“’y)
Tdm® \fado?/ .= ydw s=m

Substituant ces valeurs dans l’ex_pression de 1. 9, _q, elle de-

vient :

ul® [ d*fx
(_f) — ete.
9"

"w

Lyuo=1Lly, + F o

De méme
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— p
l'ym+6 = l-y,,, -+ ?(

Jxdx?

) -+ ele.

D'ou l'on tire, en négligeant les termes en &, etc. :

ps

d*fx

Yo =L Ymip=L-Yu— Ly g= ) (fxdac )

a(/l
9t —
‘U<

d2

L’expression de la probabilit¢ P deviendra done :

d’on

et

_en posant

9
=‘—;——/ e“°dt
y=0Vu.k,
v
6 = 9
B e

\/ ( difa; ) V ',1 ( dzy
k= .
/ 2fxds?/ , & \2ydxt

P sera la probabilité que « est compris entre

m =

P:l, 6:0,

valeur la plus probable.
72. Remarque 1. Régle pour Juger st la cause X est indiqude-
_avec une grande probabilité.
Si nous développons I'expression de P en série, nous aurons

—_

“

et x==1m,

)a
m

2

Y
5| =y =
m

2yda’

et I'on voit que ces limites se resserrent a mesure que . croit. De
plus P tend vers P'unité & mesure que y augmente; et si y est -
. suffisamment grand, mais fini, on aura

»'2
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Or nous avons posé Dérivant de nouveau : ‘ ;
d?y
9/2_—_—92(9 c.l/‘ﬂ) _del.y#@+ my,
2yax da 2 (1 - xi)w
done . s dolt
(/d—y")m 69 (7135 m . . )
P= o=l — +eeed Ly 1/ d% 4§ m, My s
o= v ( > \/-r\/ ( ) At ), e \yde?), T 2 (mi)ﬁ_l_ ( m\Es 2mum,
ydx®/, ydo® N [ — ?>

Or nous avions posé

k_\/ (dq) \//-l———-ST—

ydx? m_‘ 2my (s — 1n), ;

. d‘—’y s 3o ]
P sera donc fort grand si — 62 ( y—d;)n est un peu considérable,
onze ou douze, par exemple.
75. Remancue II. Il est maintenant facile de démontirer le théo-
réme inverse de Bernouilli.
Soient mi,, m, les nombres de fois que les événements con-

par suite P est la probabilité que x; est compris entre

; 'pé : ‘épreures; v__m m Sy (5 —my)
traires A, B se répétent en un trés-grand nombre s d’épreuves; m= k=‘ij: ¥ LG V\/ 1 ( - 4_)
" x; la probabilité inconnue de A: my. s i T s s s
3 1
Nous avons trouvé

m1 .“Zmi (s —m,)

e di

i .,
"o X8, Evénements futars.

- pour la probabilité que x; est compris entre 74. Trowsnive TneoriME. La probabilité II; de Parrivée dun

événement futur F, en vertu de la cause ¢; d’un événement observé
E, est égale aw produit de la probabilité P, de la cause ¢; par la
probabilité o, que cette cause donne & Pévénement.
Dixonstration. En effet IT, est la probabilité de I'événement
composé qui résulte du concours de I'existence de la cause ¢, avec

Tarrivée de I'événement F, la cause c, étant supposée exister. On
a par suite

v
mEtr —— -
Vie-k

Dans le cas actuel nous aurons

ma\m
9y = ™ (/l —_ 901) 2 (-Tz («1 _— ‘,x.i)'mx,} 5
et par suite

,-uzﬁni.

De plus : = P, = i
Ly=ml o, +ml (1 —uax), &
d’out I'on tire : » Ps
dly 4dy my my oy — (my - my) X, Rensroue I Si nous faisons p,— y==fx, x étant la cause,
dz =§E=E Ti—x, o l—a) p: étant la probabilité de E quand x est certain, et de méme

o == 5 == JiL, probablhte de F en vertu de x, nous aurons

Yz zdx
my m, M= = y .
= e = 2y fyx
My Mg $ 0
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La probabilité IT que I'événement F arrivera en vertu des va-
leurs de x comprises entre a et b sera

f yzdx

/' yda:

Remaroue 1. Si les causes ¢; étaient inégalement possibles
avant I'observation de E, et que nous désignions par ¢: la possi-
bilité de ¢;, nous aurions

= P = 1L
24 .
1
Renarque IIL. La probabilité que I'événement F arrivera en
vertu de l'une queleonque des causes ¢;, ¢y ... C, S€ra

Za,p,

H == IIi
Ep‘

Remarque générale.

Les problémes de la théorie des hasards sont de trois espéces :

1o L’événement est incertain, les causes ou les probabilités sim-
ples sont connues. On demande alors la probabilité de I'événement
incertain.

Exenece. Une urne renferme des ‘boules blanches et noires
dans le rapport donné de p & q; on demande la probabilité de
tirer une boule blanche. 7 »

La cause P—_’:-_—q est certaine ; 'événement est incertain.

9° L’événement est certain; la cause ou probabilité simple est
incertaine. On demande la probabilité de chague supposition que
Pon peut faire sur la valeur de la cause ou probabilité simple
meonne.

Exenpe. Une urne renferme des boules blanches et noires
dans un rapport inconnu ; on en tire une blanche : quelle est la
probabilité de la supposition que le rapport est égal ap:q?

, (161 )
. L’événement est certain ; sa cause —2— est incertaine.
3° L’événement passé est cerlain-Pl;%ause est incertaine, de
méme que U’événement futur. On demande la probabzhte de cel:
événement. »
Exeneie. Une urne renferme des boules blanches et noires
dans un rapport inconnu; on en tire p -+ ¢ boules, dont p blan-

ches et ¢ noires; on demande quelle est la probabilité de tirer
une nouvelle boule blanche.

Applications.

75. Premier exenpLe. Une urne contient des boules blanches
et noires, au nombre de r; on en tire une blanche ; quelle est
la probablhte qu'elle contient n boules blanches?

Sovurion. Les- diverses hypothéses ou causes de I'extraction
d’une boule blanche sont :

1 blanche, »—1 noires; cause ¢,
2 blanches, 7-—2 noires; » ¢

. . - . - . . . - . . .

r blanches, 0 noire;  cause c,.

Les probabilités de I'extraction d’une blanche, dues a ces dif-
férentes causes, sont

1 2 r
Pd'——"“’ g == — 5 v =
r p r pr r

Mais la supposition que I'urne renferme » houles blanches donne

n

lu_'_—"
r

On a donc, pour le théoréme de Bayes :
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DeuxiiMe ExeMpLE. Une wrne renferme v boules, blanches et
noires; on en extrait une blanche; -on demande la probabilité
quune seconde boule que Uon extrait sera blanche.

Socution. Il y a deux cas & considérer, selon qu'on remet, ou
non, la boule extraite dans I'urne.

Premier cas. L'événement E est Dextraction d’une boule
blanche, I'événement F aussi. Si l'urne contenait n boules
Dlanches, les probabilités de E et de F seraient

n n
pn :;:’ 1;;”:7 ;
on aura done
PP r(r+1)(2r+1) i
— Q-
@yt TP, 7 . 1.2.5r° 2r-4-1 T
I SRR o i 1 ; 5r 3
P pr = (r+1) —(r+1)
2" 2

Cette probabilité converge donc vers—gé mesure que 7 aug-
mente :

En effet, si I'on suppose le nombre des boules infini, et qu’on
désigne par x la probabilité d’extraire une boule blanche, x pou-
vant varier depuis 0 jusqu’a 1, on aura

igd
E)/oc o
_f‘xdm

0

N=

IR C)

Deuaiéme cas. Si la boule extraite n’a pas été remise dans

I'urne, on a
n—1 7
= P

done .
1.2492.34+ 4 (r—1)r r—1)r(r+1).1.2
r—1)r 1.2.5(r—1)r

1+ 24 7 (r 1)

1O | ==

r
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Troisiive sxswpie. Le nombre de boules contenues dans une
urne ne peut excéder lrois; on a extrait X boules blanches en n
tirages, en remettant dans Purne la boule extraite ; on demande
la probabilité de Pextraction d’une nouvelle boule blanche.

Sovution. Les événements E et F sont 'extraction d’une boule

blanche ; x n’étant ni 0 ni %, on ne peut faire que les trois hypo--
théses : )

1 blanche et 1 noire : cause ¢, des événements E et F,

2 blancheset 1 » : » ¢ » »

1 blanche et 2 noires: » ¢ » »

Les probabilités de E, dues a ces causes, sont :

&=

/2 z l R cl;
p?_= \5 g = g'-l N » . » Cas

Ot
p5 — = : —_— = 5 »n » (,’5.
b1 o o

Les probabilités de F, dues & ces trois causes, sont :

| =

P , probabilité due i ¢,;

n

|89

1 .
@ =, probabilité due 4 ¢, ;

2
m=z, oG
Ty =, » » ('5;
bl

la probabilité de ¢, est done

1
P4 = 2 = 5” .
T 9 e 5o gves

2n + 512 + 57:
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On trouverait de méme, pour celles de ¢, et de ¢5 :

2,,_}_,, Qﬂn—m
= e e BT e
et par suite :
[5) 1
— L5 _‘: Qe 4 — Q —zx
2 3 5]

1 =P, + Py + Py =

QuatriENE EXEMPLE. Une urne renferme une infinité de boules
blanches et noires; ion en a extrait une blanche aw- premier fi-
rage : on demande la probabilité d’en amener ensuite n noires?

En appelant x la probabilité de I'extraction d’une boule
blanche; et 1-—x celle de I'extraction d’une noire, on aura :

B/‘w(l—x)”dx 9
flxdx ]

v

Cixquitme EXEMPLE. Deux joueurs, A et B, dont les probabilités
de gagner sont inconnues, jouent & cette condition que celui qui
aura le premier gagné n parties obtiendra Uenjeu a. Ils sont
forcés d’abandonner le jeu, lorsqu’il manque b parties ¢ A, et
¢ parties ¢ B, pour gagner Uenjeu. Comment celuz ~ci doit-il se
partager entre les deux joueurs?

Soit ©  x la probabilité qu'a A de gagner une partie;

» /l —X » » B » »
a pouvant varier entre 0 et'1.

La probabilité que A gagne n—=b parties, et B, n — ¢ parties,

“sur un nombre total 20— b—c, est

P=G.x""(1 — x)™,

et la probabilité d’une valeur « de la cause, en vertu de I'événc-
ment observé, sera (n° 70) :

gm0 (1 —a)~cdx

) / Zc""’ (1 —x)—dx
P

If =

(165)
La somme S qui doit revenir & B, dans I'hypothése de 2= o
est (n° 39) : ’
* (b+c—1)h+c—2)
(1—zx)* 1.2
N =t be—1) . (c+1)
(I—=P=  1.2.(—1)

=a(l—aprtae T (hae ).

I—z + ..

Donc, Ia somme qui doit lui revenir dans toutes les hypothéses
~ possibles, depuis x==0 jusqua x =1, sera

‘ s=/"n.s.
0
./ﬂoc"“” (1 — x)—"dx {(a) !
J (4 — g d

0

Effectuant les différentes intégrations indiquées dans cette
expression, au moyen de la formule

N ' '
/ B (1 — 2 dip 1.2...(n—¢) ,
. (m—b+1)..(2n—b—c +1)

on trouvera,

a(n—c+4)~(n+b——4)( b4+c—1 n—b1

§ = y .
n—b—c+2)..2 {l+ 2 b+n—1
+(b+c—4)(b+c—2) (n—0b+1)(n—b+ 2
1.2 (n+b—1)(n+b—2 )

(

‘ (
+(b+c—’1)...(c+'l) (n—b 1) (n—‘l)

2. (b—1) (b+n—1)..(

na 1))

Sixténe exenpLe. Deux urnes A et B contiennent, la premiére
p boules blanches et q noires, la seconde p’ blanches et q' noires.
On extrait de Pune de ces urnes (on ignore laquelle) m + n boules,
_ dont m blanches, et n noires : quelle est la probabilité que Purne
dont on a extrait ces boules est A ou B?

(o)
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La probabilité d’extraire m blanches et » noires, dans la pre-
miére hypothése, est

(m-=mn)t prignt
mtnt (p=+ g’

et dans la seconde hypothése, cette probabilité est :

, (m . n)! p’m/—lq’ul—l )
Pr= m!at (p + ¢ )t

La probabiliié de la premiére hypothése est done :

pml—-lqnl~4
P (g
== P+ P - pml—lqm—l p’m/——lq'nl-l

T i ¥ T T i
(p+ g (p' + gy

De méme on aurait pour la probabilité de la seconde hypo-

gse :
thé , >

PP
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CHAPITRE V.

PROBLEMES SUR LES NAISSANCES.

76. PrENIER PROBLEME. On g observé que, sur un grand nombre
P+ q denfants, il est né p garcons et q filles : on demande la
probabilité P que sur m + n enfants qui doivent naitre , il Y aura
m garcons et n filles. ' '

‘Sovurion. Soit x la probabilité de Ia naissance d'un garcon;
1 —x d’une fille. ’

La probabilité que, sur P + ¢ enfants, il y aura p garcons et
q filles, est (n° 20) :

+ g)!
Ty = u xr(:l — .76')’1 .
ptyq!

De méme, la probabilité que, sur m + n enfants, il y aura
m garcons et n filles, est :

(m 4+ n)!

9 ==

m!nt *" (1 — )" -

La probabilité cherchée sera done

f ' w42 /‘ L grm (1 — )rd
__ .0

p=(l A —
/ =do ./dac”(’l — x)*dzx
en posant ’ ’
‘ b (m =+ a)!
0 T m!n!
r
/ﬂﬂ@_WWh=P@+MFw+U= 1.2..p.1.2..¢
g T(p+qg+2) 1.2..p(p+1). . (p--q+1)
. 1.2..¢

P+t)lprqrt)
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De méme
1 1.2..(q +n) :
/ mﬁrn(/l—x)‘1+ﬂdw=(p+m+1)." (p_*_q_l_,n_;_.n_‘_/])

0

(q+'i)...(q+n)(p+’1)---(P+”‘L)
(p+q+2).(p+ q+m-+n -+ 1)

done

3

e( t fres-gra ouvons éCl e dppl OXin]a"
] 1 p ¢ s ndS nous p
IIlaIS, q etan t>) 2

tivement (*) gt
e-—’ll ;

1.2..(g+n) _(g+n
1.

(g+1) (g + n) == 2..q q+$’

1
-+ m)ﬂ+’f'b+§

— 1 .
e

(p+1) . (p+m)= el
p )p+q+m+n+%

_ ; .
(p+rgrm+ g—lntn) ;

(p+q+l)...(p+q+m+n)=—_ (p+q)”+"+$

g

prg+m-in

et N

p_;_q+m+'n+1

) .
‘ roché expression de P,
En substituant ces valeurs approchées dans I'exp

nous aurons p+q+g .

P+9) 3 | ()

)p+q+m+ﬂ+ g

q+u+% ( >p+m+ é

(q'_,_ n) p 4+ m
qq*‘%p”“’%(p +qg+m+n

ot

Remarque. Si p et g sont trés-grands, la vraie possibilité de la

q

. o1 .

naissance d’'un gar¢on sera;—o%a: et d.une fill ‘p_‘_qt .
En effet, si ¢ et s sont petits relativement a p et a ¢,

’ ' .

L(p+ pprt=(p+s)L(p+r)={(p+9) gl'P +1 (1 - %) }

e
= (p +5) I.p+;—§;;+ %

. v |
=(p_+3)1~p+(P+s);=(p+s)1.p+H

3 K ge.
(') Voir la note I, i 1a fin de Pouvrag
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d’ott (p -+ S)P+s.= P”'H- el
Draprés cela

» SLm et n sont petits relativement 3 petyg, on
pourra écrire '

(q n)WH-% e rhrkg
~+ S
1 1
Pt m pmn
(p+m) f=ep 2
17+q+m+n+f3 ntn p+q+,,,+,,+§
(P + q + m ~+ n) =e¢ (p+q) i

et la formule (a) deviendra, par la substitution de ces valeurs :

_ (m + )t prgr

P N i S
m!n! (p + gt

Or cette probabilité est précisément eelle qu'on obtiendrait si
_Ton supposait que la possibilité de Ia naissance d’un garcon est

P

) q
ot celle d’une fille rEE

Il est done naturel de conclure que ces possibilités sont & peu
prés dans le rapport de p & g, si ces nombres sont trés-grands,
et par suite que la vraie possibilité de la naissance d’un gar
est approximativement égale & Pt .

77. Druxiive ExenpLe. On observe constamment que, sur un
trés-grand nombre p —+ q de naissances, le nombre p des gar-
gons. est supérieur au nombre q des filles; chercher la probabilité
que la possibilité de la naissance des garcons surpasse celle de lu
naissance des filles.

con

Soit - la probabilité de la naissance d’un garcon; | —ux, d’unc
29N

fille. '

~ Désignons par ¢ le coefficient du terme 2" (1 — )" du bindme

(2 + 1—2x)"*; 1a probabilité que, sur p -+ g naissances, p seron(
masculines , ¢ féminines, est

ca? (1 — x)e.
Posons y = x (1 — x), 1a probabilité dune valeur de 2 sera

(n*70): .
cydax ydx

'/ﬂcydx N /Aydx .

[y 0
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TS R 1
Et la probabilité que la valeur de x ne surpasse pas 3 Sera par

suite
1
SPyda
o

=-——I————~
1
/ycx

. ey 1
. Nous aurons donc, pour la probabilité que x surpasse ;, ou

x ¢élant une fonetion de ¢ devclo

s ppons-la par la form 2
Mac-Laurin : P ule de
9

= (0 =f0)+ O+ 7(0) 2 .
= (%) () 5

1° Pour ce cas nous avons :

que xest >1—n: \ —L yo dt__ci%:___dx__dx
| f *yda X y’ y dw™ v
——P=1— =1 dy
¢ J‘ ydax D en’ posant dy
da
) 1/ . Y= — Y~ 7
78. Calcul de N==/""ydux, expression dans laquelle done dy’
iy
y=a"(1 — ). ﬁ:v; cﬁnzc:@:ﬂ:%
dt ¢ dt  de - dx
Désignons par y el .. ce que devient y pour x=0 et x==1/y: o

et par suite :
1
Yo=0.Yuo= 3775

(@) —p (d‘x) vdy
dt v \dé) = (%)1:0

2° Pour ce cas-¢i :

1\9

si nous posons y =7yoe ", aux limites { de repondront celles
“ de ¢; tandis qu’ ’en posant y == i, € ", aux limites { de x ré-

pondront celles [ det.
Calculons N au moyen de I'expression

—fjdx—f yd;

1

y = yilse—t;

_ d'ou, en procédant comme plus haut :

(dx) ) o
mw-%4wl

;

~ (%)

Par suite :

nous aurons, en remplacant y par 'une ou l'autre des expres- 10 vt 4 (vdv) £
sions précédentes : : dx ), _,1.2
1 © dx - ) d 2
1. dn =y, [ dt; 2° P (M r
: ‘ “/'y _ '%. de o ) vl + dzlea1.9 "
d’ott 'on déduit : :
9o, Y ydx——ya/f_ —dt. 1o ﬁ— o (’IJ(;ZU‘ , o
i ) = e () e

Cherchons les valenrs de ﬁ qui entrent dans ces deux inté-

dx vdw :
9o T d
grales. = T B (dx) %t-l- =v./:%'l + (d—z)m
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Substituant ces valeurs dans les intégrales préeédentes, nous

aurons l
e dv "

e dt + (—-> tetdt + -}

/ . d.’L' a::O'fl/. 5

0
\ dv . )
=v0yozl+ EI:(,+"'§’

puisque toutes les intégrales de la parenthése ont pour valeur 1.

\ T dv TR e
'/1y¢lx_—_—v,,.gy.1=3'/. e~'dl + <;l’:;)¢=i—(/. le dt-\\— 5

: (dv) 4 /.
= Uy 1, 4.2§ 1+ dx *2% s ’

/qydx = Voo

o

et par conséquent

{ dv
— Vs Yuse i'l -+ (;l; 1:%.;. i .

. dv
Déterminons les valeurs des expressions de v et 4.
Dé y == o (1 — x)? on tire :

{ | (dv) ..
N=v0y03 -+ )

@=ﬂﬂ%ﬂW@—@+w¢
dx '
d'ou
ydax x(1 —x) e 0t b =___1__
V= — == e ———————— Uy == 05 Vs 2(p— )
dy p—+quw ' p
dv (296—4)[p—.—(p+q)x]—t—(p-l—q}ac(x——'l);
de P— @+ qsf

)~

i s I'expressi § aurons :
substituant ces valeurs dans I'expression de N, nous at

L %/l_ﬁz_i%:
N=gmmip g p—qF

79. Caleul de D = " a7 (1 — x)dz.
0

1 (d”> __Pra. ,
p \do.  (p—q¥ :

2
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On sait que cette intégrale a pour valeur

T(p+1)T(g+ 1)
T(p+ g+ 2)

‘Mais nous allons la calculer par le procédé de Laplace.
Soit ¢ la valeur

de » qui rend y maximum ; nous aurons, en
dy . )
posant ((E)a———— 0:

d" p(ll—"“)—qa:=0;
saou
P
p+q

Et en appelant y, le maximum de y:

=
P+q/ \p+ygq

Si nous posons y= v, . ¢, aux valeurs 0, a,1 de x répon-
dront celles — o0, 0, oo de ¢; et par suite nous aurons

v © . d
D=[lydo=y. ["e=Zla

] dt

o ==

—o

Faisons & =a + vt ¢ sera trés- petit quand x différera peu
de a; v étant une fonction de z, si nous développons x par la
formule de Lagrange, nous obtiendrons :

o fd P 2
X=0 + U,—. 1 + .

v d.‘x 1.9

((P. %\ I
T\ T3

a_ <d'v‘~’>t (dﬂ.vﬂ) #
a dx a+ dx® /1.9

d’otl

Substituant cette expression dans celle de D, on trouve :

D=/ lyflJC:yug A / T eedt 4 (d ;~) f  te—dt

N’
dz /, <,

—wo

o —

BN 1 .
+ =, | = Gt + - g
( dx? ) 2 [ )
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Or on sait que

* 1 9, =3 PR N
/me'”dt:‘x/f:; ]f t-"le“‘adt-'——ég/r;/ e Pdl=0;

et par suite L
P — i (. v
D=y, Viziv, + s\ o “—I—

dx

[

Mais nous avons posc

xr— e
v= Y=Y
£ .

dolt
t=V%91y,— Ly,

xr—=a

Viy,—1ly

Conime £ $'6vanouit pour & == @, NOus Pourrons poser

V==

ouly —Ly=(@—af {A-{—B(m——a)-;—(}(m-—a)e—;—--- b

dott nous déduisons par des différentiations successives

1 dby —A'(—— d"’l.y) =B;(—— d‘l.y'j =(;ete.
S\ de? e 1.9.5 dx’/ —q 1. hdot) =

ct, en oulre,

4
Vo= %A - B(m__a)?-_]_ . %.1;27
d’ot .
1 i )
VAT /[
‘%/ T 9\ do? ),,

or, l.y=pl.o -+ ¢l (1—x); et par suite
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4‘)" ._——_—._V :—p S K S -
, Falsant x =0 = ;2 ous aurons :

3
F

_ <“”-y) _p+9
[ pq

P Voepg

VA Vg

Uy

H nous reste a chercher (%—;1) . Nous avons :
= a

vs=[A + B —da) + Clx—aP+ |
= A, + Ai-(:)c — a) +A2(x— a) + ...'/;

d’ou :

4. v®

dax*

= 24, + (x — @) (-);

<d2 . U3

= 24,.
da® )a fe

A, est le coefficient de (x— )2, dans le développement de v5,
qui est :

.[A +Bx—a)+ C(x — a);2 4+ ]“2

— A B (x—a) 4 [—‘%A_§+

, ous avons déja trouvé A=,(”T+mq—)i; nous obtiendrons de
meéme : ' :

B,:_(&_)
1.2.5d5%/,

c=_< d‘_l',&’,)
M kdxt

[

[—p 9 )5}=<p+q)‘(p~f1)‘

_5+— -9 W
3% 31—« 5p°g

3

f

A —(w)_b 2 o
{:4x4 ™ 4 (/1 — m)é:’u_ 442)5(]5 (p - pq -+ q )‘




(176 ) |

Substituant ces valeurs dans I'expression de Ay, on trouve,
aprés réduction :

1 (d%. v5> %

- (p—“pq+q)
2\ do® 6p° g (p + q)°

A, ou—

ol

Celte valeur, ainsi que celles

L P P q q 7 Vﬂpq
ya=<’_’) (") ot VT 5
p+gq \p+gq (p+oqr

étant remplacées dans I'expression trouvee

v=sv/evee 5%, - ]

nous donneront celle de D, que nous éerivons plus bas.v
80. Substituant maintenant les valeurs que nous venons de
crouver (n° 78 et 79) :

H 1 p+q
Nz/ Pl =g T g
0 ! 1
! PRV (pgf —pa).
D=f x*(l—ux)dx= sl
' C bl 12pg(p+ ) |
(p+q -~
0
dans Texpression Q =1 — % , et réduisant, nous obtiendrons :
N + 0 —pal”
D )‘ ' __(p_ q)g251 +51p9m(¢>+ 9
01’+q+« p+ 1+ §( —‘Q)i/ﬂ' P—9q
ou, approximativement, a cause de p et ¢ trés-grands :
(p+ g™ (_Pri_(pre— qu_
Q=1— 5 1 i _ _—)__qﬂ 12pq (p -+ q)
F gy P

Exenpre. De 1745 2 1784 on a baptisé & Paris

p = 595586 garcons; ¢ ==577555 filles.

N
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Pour caleuler la valeur numérique de Q, éerivons :

0=1~1§‘1 _Pr9  (p+q—pg %
N (p—qF 1.2pg(p+q)!
en faisant ;

@+QM
_ (p+q* 2

i
2=y opgr P

p+q py
1 p+aqr ( 2 )
Ig— =g " — 4 0454204481 —— |
2(p— 9\ 9pgn g

le dernier facteur peut se développer en une série trés-conver-
gente :

(P+q)”+”
— _ _
e x BT S I
Py’ p+yq p+gq
EREA=N
_ p+g  \w+ql p+q L
= ‘(p+q)8 12 "5 s ¢ 5
On wouvera par la
i 1 )
lg —=72,2511780, ?
‘U.

,E.
Q=1——(1—-0,0050761 + ---) =1 & peu prés,
B 22
a cause de I'excessive petitesse du second terme.
81. TROISIEME PROBLEME. On « observé un grand nombre de
naissances p —+ q des deux sexes dans un liew A, p mascylines,

q [éminines; et Uon en o déduit le rapport v du nombre des nais-

sances des garcons & celui des filles. Dans un liew B on o observé
de méme les nombres Ps q's v On trowve v > v; déterminer la

probabilité que la naissance d’un gare con est plus probable dans le
liew B que dans le liew A.
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Sovutiox. En adoptant les mémes notations que plus haut, la
probabilité d'une valeur de x sera

ydx
Pn - —Ji—“‘ . . e . e e . (ac)
/ ydx
o
Posons
X = ——P— + 6,
p+q
g=_t étant la valeur de x qui répond au maximum de y. Aux
P
limites x §0 répondent les limites
o
P+
=1
Y

la probabilité d'une valeur de 8 sera donc

(_____P -+ 6)1’, (————-q — 6>’1d6 .
p+q p+q N
= D

Calecul de N. On a:

R
o) |—— —8) =1L -+ P
§ <P+q+ p+q (p+q* p

LoPraN e pvg, e+ O
+ql.(l—-T6)—— .(p—l— q)p+'/ P P —PD ‘c)_‘p..

prg, ., PE PO

T T Uy T T g W

en sarrétant a la deuxiéme puissance de 0; ct par sulte:
q _{ptgP e
pﬁql e 2pr1 6*

p )”( q __,,)"_____
8 =
(p—r—q - p+q (p+ g

Calcul de D. En reprenant la valeur trouvée dans le probléme
précédent (n° 80), et nous arrétant au premier terme, nous aurons :

b 1 . ppqa \/,ﬁ V qu
= yir = = =
J T Vg

0
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Substituant les valeurs de N et D dans Iexpression de P
nous obtiendrons :

N do o [lp~qF e
R—p= VLS
D V= 2pgq

Nous trouverions de méme, pour la probabilité d’une valeur
4

1 ,= P = /.
dans le lieu B, en posant o Pgeert g .
+F o2
=2 \/(p+q) ST
Vr p'q

La probabilité des valeurs simultanées 9 et 6/ sera donc :

Pwp;g = de de' \/(p + q) (_p_—h——‘_ q ) (’]+[I 6- (p;—:;(’ll')o 6l° -
2 dpap'q’ ‘

Posons o’ = x + ¢; ' sera > pour ¢ positif; et Ion aura
—,p— § == __20_ + 6 + 1

p+q p+q

nous avons & déterminer la probabilité que ¢ est compris entre
0 et 1. Comme «” est indépendant de x, et par suite 9’ de 0, la
différentiation de I'égalité précédente donnera :

dt = dt;

et en substituant dans 'expression de P,P! les valeurs que nous
_ venons de trouver, nous obtiendrons

SRV e
i3 A

9 )0 didt’ e—(A9=+2u(:-h)6+c(z~n)ﬂ) .
dpap’q

-

expression dans laquelle

Pe—ry . _+9f @ +q)
Tp+gp+q)’ 2pq g’
s N e 0
- Qprqr 2 Qp/qr
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Convertissant I'exposant en un carré, ¢t posant

12— P+ qf@ +qY ;
LW+ 9+ g0+
on trouve

P- P — 1 V(p —+ q)5 (p' 4 q')«‘i (le.(lte_A\[G-i-(p—e-:%‘.;keu——h)e]e_m(lVh)g'
T a hpgp'q’

Intégrant entre les limites

nous déterminerons la probabilité que x et ¢ sont tous deux com-

pris entre 0 et 1, ou, comme x est nécessail.'ement com?ris entre

ces limites, la probabilité que ¢y est compris, ou que x e§t > x.
Nous aurons ainsi .

P— 1V(P + Q)S (P, + 9’)0 ‘/'plfq d&fldt e—A 3 g2 (-h) |
i pgply’ L
Le facteur ¢~*L* devenant trés-petit pour les valeurs de 6, qui
sont prises au dela des limites jusqu'a 4= oo, on peut étendre les
limites relatives & 6 jusqu’a == oo, et I'on aura ainsi, en posant

Al =12 .
C _x © ~7 de_ke(t-h)e dt
77.__/ml € rof

k
- \/77 0
) N i . 1
et comme e ¥ est trés-petit au deld des lmnte? t={0, on
peut également étendre celles-ci jusqu’a == oo, ce qui donne :

1 e_,g([..],,)& dt ;

k © oo
P=—- [ e¥t-M g,

Vi
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ou, en faisant £ t—h)=u:

1 k(oo 1 e
P=W/“ du=E§f—f }=4—— e du;

W —w Lh
—kh

g e—mfo 1 1.5 )
vl R T o ey

expression dans laquelle

N————
-

1P g+ pg(p+qf
2R (p+q)(p'+ q) (p'g — pg'}

Exempre. A Paris on a -

ok
p =595586, q =577555; r—2F =gzb,
‘ PEAEY)
4 Londres :
. _ C
P =7157629, ¢ —=648958; r L 19
. q 18
La formule précédente donnera
1
P—et e —— .
328269

I’y a donc 528268 4 parier contre 1 qua Londres la proba-
bilité de la naissance d’un garcon est plus grande qua Paris.
82. Quatriime ProBLEME. Chercher lo probabilité P que la pos-

sibilité x de la naissance d’un garcon est comprise entre les limites

}7-%5 V.2, z étant un petit nombre.
_ Sovution. En désignant par « et B ces limites, et par 7 la fonc-

tion précédente y = a? (1 — )/, la probabilité cherchée sera :

fpyolm
=%

S yia

0

P _N
D

Calcul de D. Nous avons vu (n° 79) que

[ yda =y v,V x,

i
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en négligeant les puissances de

1 ] o v_ﬂ~ ..
i T @iy Vg

V/_( da? )

¢ limites données
Calcul de N. Si nous posons x ==« + v,0, aux limites d

=1 g ront celles
x_ia répondro

85. CINQUIEME PROBLENE. En supposant 8 certain, troyver Iq
probabilité I que sur n naissances le nombre des garcons ne sera
pas-supérieur & u. (Voir n° 31.)

Sovrurion. Soit E I'événement dont i

pourra éire amené en général en suppos
naissances, il y ait

né soit un garcon.

s'agit : cet événement
ant que sur # — g+ k
#— u filles et k garcons, sans que le dernier

B—a

0,

Comme les % garcons peuvent pr

endre alors chacune des
"—u+k—1 premiéres

places, la probabilité de cet événe-
tnent, pour une valeur déterminée de k, sera :

I B0 3 =& z; et en repre-
que nous supposerons respectivement égales a &= z; e p

(n—u-l—lc——i)(n—-u_,_]c_g)' (
nant la valeur de 2 donnée précédemment (n° 79)

. n—u) =1
1.9 % (= ap=ra,

1 {d.v* £
- F —
EOU @+ VI=0a -+ i+ dx /.

Mais I'événement B pouvant étre amené par toutes
2 de k depuis 1 jusqu

les valeurs
e u, la probabilité cherchée sera

nous en déduirons :

11 /d v‘l) ) ) - ‘(71.~u—i—k—l)(n——u—i—k—ﬂ).. (n—-u)
7 — = =, — . — e\t ok
9—l+vu2<dx ; . 2“- 1.9k : (1 —aj=e gt
11 (d.v* ) (n— g4
=0 — 5% =g )

( Il > ) p“'—f_ cee

+(n~u)...(n—4) ) -

4.9".7‘ p“q, . . . .7. .. . . . . (A)

1

. - 1 [do% , s,
g o2t — | ——) 6 {do=2y,v, ey,
N — /tl"ydx — yavf@ 8 7! + ( dx )ae l/ ‘.)/‘

en posant T=petl—xp=yq
Transformons le second m

embre en une intégrale définie.
Par des intégy

ations successives par parties, on obtient :
Ydy =i{ A u(u—) g
) )

gyt e ) o ™

Y (u—1) (0 — 14 1) Yty
(n—d)(n—Q)...(n—l+4)/( }

4 -+ y)n~l+{

d’ott nous tirerons : X )
P = - == -

b Viry
35 e des nais-

ExenmpLe p’aprEs PoissoN. p + g =9656153, nom]ne[g&1 e
sances en France pendant les dix années 1817-1826; p=4931566,

nombre des garcons. On aura

2 S_e;!
P::—— € da’
\/7:{)/‘ -

:e_eede.

Pour l=u, on a :

y'dy _é_ yo o w oy ulp—1) oy
. is entre 0,5159 == 0,00025z; si I'on R T A+y) =1 (n_g) (T
probabilité glle -CC':’:St f,(;mpr s Gt ? . w(u—1)...9.4 i
prend 5 =735, on trou '

—— b
5 R n—1)(n—2) .. (n—gy 1 4 g\
P = 0,999978, probabilité que x est entre 0,5159 == 0,0007 ( )( )eee( ) (1 + )
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Puisque ¢ devient nul pour y==aq, il doit renfermer le facteur
J——- a==y’; et 12 le facteur 4 ¥'%; nous pourrons done poser

Et par suite

e 1) X
@ el - d nt v (’LL P
”/ (4?1.—_’5)%-#1:(1”_ [P +n——’1p '+(”—'4>(n~2)

4
q

F=y”[A + By + Cy”* + ~]=LY,—1Y.
On trouvera

ww—1)..2.1 'I

&Y FLY]
- 2k =3[ ] ' “—"[ v e
(n—1) (n—2) .. (n—u)l dy? :
= ydy uw—1)..2.1 3 et en substituant dans I'expression de #2
n P Hr—2)..(n—u : .
vy - 11d°LY FLY \
‘ ] ions est égal & g —[\g [ Y4 e =0,
Or le quotient de ces deux expression 8 20 dy? y=a o
(n—u)(n—u+1) §+ +<ﬁ:’_‘_ﬁi ] Comme y' est nul pour ¢ = 0, on peut poser
qn—u[/‘[ +(n._u)p—|—- 1.9 p 1.2..u

.9 = a4l 4 a It“ -+
N e S . us 17,9

_ et 'équation précédente deviendra :
fone v udy D - o ydy ' 1/d%1 Y LY 1(dF1.Y
N i N / 1 4 y)+H . 1 /d2L. ) X ( 2] » 3 ) |
D ; et / '1 -+ y)”H—i . 6 ( y) X t I] § dy2 aa 2 —+ 1 \ dy2 aa a +E “dyz aa, [ S __07
o urons : =
Si nous posons Y == ==y, NOUS 2

égalant a zéro les coefficients des différentes puissances de ¢

1 (dﬂl.Y) s <d‘-’l.Y) d(dﬁl.Y) .,
+§ W aa = V. dy" a»aa) +E d:l/S a”={.

Si nous substituons dans ces équations les valeurs

— ["Ydy; D=/ Ydy.
N / y ;

84. Calcul de D. Appelons a la valeur de y qui 1‘4;(;1(1 Y méx1-
mum; Y, ce maximum; nous trouverons par dY =

w
= Z 'II/; a=n+i_.u; ].Y:’t{]y__(n_'_q)l‘(/l_'_y);

n+1—
et % — n-1—u : —

u (n -+ 1 /“) ; . - d? ]. 1’ (77/ -+ ’1 — 'H)" /do l Y ) (11_,_ /1 —_ ’U)“ (n“-/l +“)

Yu: (n+{l)ﬂ+4 ——T -_—_m; \(]y Rv
| g imi — {a répondront

et si nous faisons Y = Y,e™*, aux limites y = {@ répo

u'(n 41y
. , » es équations donneront :
N r suite
— $ aurons pai ;
celles 1= {0 _, et nou ,

e oy e/ 2D 2ty
Sxay=. [ eagy

(n+1—up S(n+14—up’
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A . L d
cela posé, s1 nous substituons dans D a E% sa valeur

dy dy
el = -+ 20+
dt dt _ ’
nous”aurons

-

oo bt d
D=/’ Ydy:Yaf e“"{l/—tdt

Q

_—=Y,‘[a,’fwe“gdt+2a’:fwe“étdt+ 5a”

'/‘”e—‘at“’dt+etc.]
, 1.5
__——Yaa\/;+—cﬂ—a’ x -+ ete. |,

—>
4

A cause de _
f e =0,

oo

= .5..(2t 1.
/.(&“gtﬂidt:-4 5.2+~

oi

—00
Lorsque n, u, et n—1u sont trés-grands, on a, & peu preés :

D=Y,.a V.
85. Caleul de N= [ Ydy.
P.

Cherchons d’abord les limites de ¢, qui correspondent & celles
de y==1{,, et appelons 2 1a valeur de 2, répondant & y_—_:%.

Comme 2 =—1Y,—1.Y, et que

" ¥ w1 —
T+ y)"“" o (n -+ 1y
on aura
T n+1—u
2 —qyl. J—au)l. ——;
B=ul p(n+’l)+(n+ u) q(n+4)’ (@)

ou = =2
d’ou f = == k pour y ==7-

On devra prendre le signe + si > a, et le signe — Si%<a.

q
Car y==a donne =0, ety z a donnera 1 Z 0; ¢ sera don

positif ou négatif selon que y sera plus grand ou plus petil
que a.
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Do T
remier cas : & > a. Nous aurons :

Ne Yady—7v, oot % °
,B/ (dy ¢ “di =Y. [P+ 2]

7

- .
=Y, [(z’/e—t2 dt P
+ 2a” .= e—A‘ = ’ e
; 2 YaCL / e dt 4+ a// Yue~.[.~2-

Par suite, en substituant 2 N et D leurs valeurs :

N 1 ® "
e — = —o e~ dit 4 @ k2
D ‘/”/. o \/; e

. . %

Va(n+1+u _ (n+u)V2

SVu@p+1—u)n+1) 5Vau@m—u

a peu prés;

1 *© f
I o= dt (n+u)p'2 e P
! e £
‘/7;: SVinu(n—u)r » POUE q > a- (b

D oy .P . .
euxieme cas : 2 < a. Nous aurons dans ce cas

szmYdy = Yafwe“zdt [0/ + 207t + -]
4 i

q
— Y:z a[/ we_[ﬂdt 2 " 0 e
:[ + 2Y,0 J eCtdt

= Yua’f‘”e—t’dt -+ ,"?.Y,,a”/'“”e—ﬁtdt
i ¥

v [ v

U tg ’ , 0 'S
=Y.' )/m— Yo f e~ %di + Y,a''e";
&

w 123

&
L e (n+ u)y/2
/ R+ e e poul‘lg <a (c).

SV nu(n— u)r
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D) =
86. SixiiMe pROBLEME. Trouver la probabilité P! que sur‘n_p-‘-q
naissances, le nombre de garcons ne sera pas superieur a u.

i i robabilité est .
Sorutios. Comme 6 n’est pas certain, et que sa pro ‘

(n° 82): . ,
== S e [1—¢°.0,00002];
™ 2=
la probabilité cherchée sera
PP=1.P,

.. 11s coédent.
II ayant la valeur déterminee dans le probléme précéde _—
SEpTIEME PROBLEME. En supposant 6 certain, chercher la p

ba ¥ ¥ e

n __n—
pasu:;_,,ouu—- 5 -

Sovution. Premier cas : n pair.
Nous avons eu (n° 85) :

¢ =——n———, p>q, donél—o->a;
n+1—u n+2 q

a4 —

nous aurons done a appliquer les formules () et o) :

4 * -2 —k2 (b/)
[ —— e~ Pdt + e
= ‘/7:'/. \/ nw
k
n n n+2 7+ 2 (@)
== — + .
'k2_2l'2p(n+4) 2 29 (n-+1)
Deuxiéme cas : n impair. Alors
—1
n—1 _n
U= 3 s P>q, a_n+5>
done
P
7
fes mémes formule_s donneront :
© 2 "
n =—,1—— e rdt + "/__'e—" e .-
VW . \/nr:
‘ n—1 n+9 n+1

n—1
= +
= 2 2 (n+1) 2

g (n+1)
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87. Hurmine proBLiME. Chercher lo probabilité P’ que sur un
grand nombre n de naissances le nombre des Jarcons ne sur-
bassera pas celui des filles. ,
Sovurion. 6 n’étant pas certain, et sa probabilité étant P (n° 82),
on aura ’

: P=P.mr.
Prenier exempre. Soit n==12000, nombre des naissances an-
nielles dans un département franeais d’une population moyenne;
P =10,5159 +- 9.0,00025 (voir le n° 82);
g = 0,484 — 5.0,00025

% étant pair, la formule (6) donnera

1 w
H,:—-— 3 e—-[-dt +
V=,
. I3
or

R 1 1.5
LA A B
: / e Pdt — ok (’] oF 4= __22k4

%

JS— e—laz

?

--)=e"‘2(0,4805—9.0,00025),

si I'on remplace dans les facteurs algébriques k par sa valeur dé-
duite de la formule (¢’); on en tire en Ia développant et y rem-
placant n; p, ¢ par leurs valeurs

= K =6,1028 + 0. 0,1761 + ¢*.0,00127 - ---
dou 1

-, = 0,202% — 4.0,0829.

zi = 0,2024 — 4.0,0829

On aura par suite

1

I =—— ¢ (0,2012 — 6 . 0,00025),

Vr .
La valeur de P trouvée au n° 82 est

1 5 g )
P:E_[ e [1— . 0,00002] do;
et par conséquent .

1 3 1
e e o 82 S —k2f - =
';Pn = / e de»('l-—e .0,000_02).‘7;: 2(0,2012—56.0,0025)
0.2012

T

S e,

—w



(

car, e %+ étant excessivement faible aux limites 6 = == 5, on
peut étendre celles-ci & == oo.
Si I'on pose

190 )

(191)
Pour faciliter les calculs, posons

0,00847 + 5.0,002021 — ..
p— O OAT6L et nous aurons 2
1/1,00127 2.4,00127 1 { i 1
p:—g-—l—;&!, (]ZZ—&“;
on aura, a fort peu prés = = 2 2
B 6 = 6 46,0051, Y (4 — o) 1pixe nat
et par suite 9 S =%+,
020N L -
= — e 0" dy N
VA ensneghgeant les termes de lordre -
. 1 nous faisons
0,201 4 ¢~o%% . ,
= —————— == 0,000256 = —— environ. n+1 \
V. 1,00127 4000 L 5% =F,
ou ‘
On peut donc parier 4000 contre 1 que le nombre des gar- 6=0,197
! =0,1979 4 0. 0,985
cons surpassera celui des filles. nous trouverons : 7 2838,
Druxiime gxemeLe. Trouver la probabilité P! qu’a Paris, parmi ot | 1
. . L - 2
les enfants naturels, le nombre des naissances annuelles des gar- k= (~0__ - a) —p+ A péu prés
cons n’excédera pas celut des filles. et par suite = Von 7
Les résultats-de treize années (1815-1827) ont donné, pour le ' .
nombre des enfants naturels, 122404, et pour celui des garcons, ST erd = / e B -5,
62239. 8
Le quatriéme probléme (n° 82) donnera [
- — ® - g 1 ~2— g2 2B
p == 0,50847 + 0.0,002021 iz / e™%dt — YT Ee-ﬁ' Z e T VE
g = 0,49155 — 5. 0,002021. L . n
s 0 =_“/ et S [/9__1_
Par suite, d’aprés la formule du n® 87 : Vi, =\ " T 8
d A 2
4. 3 ’ g2 - ~' 0 e_F:‘.
DI —0% (4 .3 9 —— 52
P=Pr= \/;é we™ (1 —¢. 070000?‘)‘19‘ Yz ey 4 5o N changeant ¢ en pt.
1

Soit n=10000, nombre moyen des naissances annuelles illé-
gitimes 4 Paris; nous aurons & appliquer les formules (") et (&)
dun®35:

n————/ “‘dt—l«%

7

L)

727-
n o+ 2

“pg{n 1) .

A2 n 7% 4 2

"

" TR
2p(n+ 1) 2

On aura done
1

e ” (ﬁ * L e 62 5
l/n-'/ € [ m) [ (’l-—— 6°. 07000092) do

=V7r

Y edods 4 -t
// R
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Sovution. Soit p le nombre observé des naissances masculines :
q celui des féminines; 2n celui des naissances annuelles. ’
2 Ja probabilité-.de la naissance d’un garcon; 1 —x, d'une
fille; et soit, pour une valeur déterminée de «x :

y' la probabilité de la naissance de p gargons et de ¢ filles;

Or on a

a2l
" ety VT CwmEE o 11970; b— 0,2858;
/ ¢ pls = T IS5

—0o

et .
f "8 d =.%\/—;——1~ = la probabilité quaprés un an le nombre des naissances
Y (1 + b)* ~ masculines surpassera celui des féminines;
En posant la probabilité que cette supériorité se maintiendra pendant

at a 1 années.

—;:——_ =v, ———— =20, o ‘ .
V1 b VI B La probabilité demandée sera, pour toutes les valeurs possi-
bles de «: )
. f ’z’y'dac
B 1]

ez
0

nous aurons
a2t2

e adt _ e “
— e 14622 b e‘”edv .
‘ f (1 + b*e)™ ;/ ’ P
i i

et comme § > %, on peut étendre la limite supérieure jusqua oo ;

de sorte que Si nous appelons ¢ le coeffizient du terme y — a? (1 — )" du

développement de (% + 1 — x)**7, nous aurons y'=cy, et par

suite
f 1z”ydoc
o
S yde

0

1 - 1
P=— / ey + —————
Vv, Vonm (1 + b)

Au moyen de la Table de Kramp, on trouvera : P=

1 .
P’ =0,0658 = — & peu prés. , , .
15 - Pour déterminer z, nous n’aurons qu'a changer, dans la for-

mule (A) du -cinquiéme probléme (n° 83) pen q, gen p=nu, u
enn—1, nen 2n, ce qui donnera :

Il n’y a donc pas tout a fait 15 & parier contre 1 qu'a Paris le
nombre des naissances annuelles illégitimes des garcons excédera

“celui des filles. - . o . c=a" Il (n+1)(1— %) + MM (1 — ) 4 ..
RenarguE. La probabilité que dans un intervalle de treize ans 1.2
le nombre des naissances féminines illégitimes excédera au moins . (n-+1) (0 +2) ... 20 —1) 1
une fois celui des masculines est . 1.9 . n—1 (A—ayts
- ' 9 u bien (n° 85) :
Q=1—(1 —P)=1—(0,9562)"= 0,424 = - o g
. 3 / —  —du
. (1 4 w)>+t

88. NevviiMe prosuime. Déterminer la probabilité P que fa .
supériorité du nombre des naissances masculines sur les fémi-
nines se maintiendra pendant ¢ années.

/ioo un——l d
1 4 a2t 2U
. (1 + ) o
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Si nous posons
1

14+u

1—3s
s

= donc s== >

U ;

aux limites 0, 1—?—“: o de u répondront celles 1, et 0des;de

Sl

0

/‘is” (1 —sy—ds ‘
0

sorte (ue nous aurons
— sy ds

-o——
2=

Dérivons, en observant que le dénominateur est constant;

nous trouverons

dz ot (1 —xp ™t dE — et (1—x) "+ (n—1) " (A—xy
dz  f ‘e (1—syds s / e (1—s)yds
o . 0
dz o (1—ayt dz dzn— 2n—1)x
zdx /“sn (1 — sy is “0at zde  w(z—1)

0

Si nous posons Y = gy = z&* (1 — x)", Texpression de P sera

1
]
. / Ydx
'/'i ydx
o

Appelons o’ la valeur de x qui rend Y. maximum; @ celle qui
rend  maximum; le deuxiéme probléme (n° 77) donne :

P=

o2

ledx=Y“. Vv /lydx _—:yu‘y/w_v“.
i o

et, par conséquent

89. Caleul de N. Pour déterminer sa valeur, nous avons
d'abord & chercher celles de ', z,.; V-

(195 )

1°. Caleul de o 2 . i
de a’. DeZ- =0 on tire, en changeant x eri o’ :

=pz(1—a)+ia’ (1 —a) d= —ga'z= " +{ (ﬁ) 9
P (1 ,© «  \edwly 1—d
a n ) N\n—
_7+%,( 7) _ 1.
a P (,1 S)n-d ds a
‘ce qui donne ‘
. p Z'a’n+{ (l _ ar)n

I

= + )
P+q (p4 q)-/‘“ s (1— sy ds
o

Soit ¢ =" (1 — s)*™*, « la valeur de s qui rend ¢ maximum,
0, ce maximum, « & Sgal & = 23 ‘
” a €tant ég = P :
. o Taxim s t eball.agn_l—-ga peu prés, o, , et, a
ptus lorte raison, o est trés-petit; on aura done :

S

6

1 —sytds = fls" (A —sptds =o, V70,
Or - |
Log—lo=(s—af[A+B(s—a) + ],
5. (0 79);
vy =

VA

Le=nls+(n—1)1.(1—s),

expression dans laquelle A—=-—

1
2

et, par suite,

“ . n—i-i al
g 3y o

§? (ll _s)n_‘ldszn (n_,]) ‘1/2’”:: l/; 5
(20 — /1)2”*-E 2"\/'n

0

de sorte que la valeur de o’ deviendra :

g’ #H —_q’\7 O2n
g P | o (1 a)gi\/; 0
pP+q (p+q9 V= :
Posons
. P
. O =—"—p,. . . . . . 9
prq @

L sera une quantité trés-petite.
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Calcul de p. Substituons dans (1) a o' sa valeur (2):

n+1 n .
i(—p——-!—pc) (——Z——-y.) o \V'r

- p+9q pP+4q
(p+ V=
R e I L
p+q/ p+q p p 9 P+q
(p+ V7
d’oll, en négligeant les puissanees de p.:
P— q)
1 - -
Lp=L ’ ‘/-p (}’) “+q e—ny(————"+q;;p-")—".__———"";’;""’" ,
(p+qrV'=

et, par conséquent,

. _(P—1 :
p - P+ q _ (p-l;z) (p—y) npe;,:_*_,l), (a)

(p+ 9PV ? o

p:@\/n
-2 Calcul de z,. Nous avons
' [“'sn (1 — s)tds S (A —spds
- f s" (1 —s)"ds f m (1 —s)y—ds
0

Posons

S=—=o -+ = -+ 6.
‘ o —1

'Si dans la formule (B) du troisiéme probléme nous faisons

p=n, g=n— 1,
nous trouverons :

s iy [T
/" s*(1— S)n—ldb i (n — 1)

0 .
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et par suite’

../11 5" (,1 . s)n—ids

4 (')n —_ '1); 1.2 - (2n—1)5 g2

/ " s"(1— s)y'ds l/’r ( —1) =) g

¢ . af—

n—1
4y /S (@n—1y o {endApg,
=" Sn{n—1)
Ve Vo1 / e T ds,
a'—__”...
2n—1

a cause de la valeur trés-petite d

e I'expression sous le sig
pour 8 =1. ) HE/
Si nous faisons enfin

(2n — 1)%® :
mn—1)
d’ott n(n—1)
§ = 2%(%—4) p . n
(@n—1F ~ paq ' m—1’
r—\/ =1 [n(p'—w_ P
2nm—1)L p+gq p+q+(2n—'l)p],

nous aurons
|
2=} —— ® e
a e vdt.

-3
3° Calcul de v, . Nous aurons, en procédant comme au n° 79 :

) Y=z (1 — ) = Y, e %,
f=LY,—LY= (oc——a)g[A+B(x——a) -],

2
A=_1(ﬂ£) ,
do? /.

i
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Substituant les valeurs trouvées dans Uexpression de N :

N=TY, uan

aP L (L — 'V 2

\/%l—a%wa+w(hw)ﬂhf F%Q]

Mais nous avons trouvé (n° 89) :

. P
a4 =—"— 4 p;
p+q
P .(E) q .
0=E (52}
a'+azdma. t—a’

done

Fﬁ)zfdp+®,

zdx ], ia’ (1 —a’)’

d*z (rlz) n (2n — !)a p{p+gqin(2n—1)
(le;cE) " \zdwl, @ (4 — a) Wil —ap

de sorte que :

a’pv-l—[ Z‘i.(’l ——a’)‘f‘HVQn- .
2
\/ V{l-{— —= [n{p~g) P)9+M{w+2n}fﬁ}
r+q rq k¢ A

Il nous reste & déterminer o' (1 — &)™, qui est égal & :

<

- P q ’ ' L2y
P 1_a’q+1_—_( +H)(———f&)a”(1—fﬁ)’3
@ ) p+q P+ q

7») AP q q P_'_q 2 p._‘_.q g
w1 — '?=( (___) [1+ ,u] [1———H],
@it =) P”’f'q) p+q P q

La?(t— a’.)""=1. (pqu)p (p%}) —(p + ¢fp ep

Sy ey
p+ql \p+g ]

en négligeant les puissances supérieures de p.
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Nous aurons par suite

a'P {4maf)q+1= PQ’) ( B )”( q )B @;1;*;)5,.19 5
P

ot p+qF g i
Pq P )”( q )* ~E
N— @+m4p+q prg © R

V{“ e q[n(p_g)_p]ﬂm[m_k on |
Py b
90. Caleul de D. Nous avons (n° 79) :
D —_—‘flyclx=yﬂva Vim

Or dans le probléme 2 (n° 79) nous avons trouvé :
)
P gl \p+gq
Vol py
(p+¢)Vp+q

vn:

et, par conséquent,

P
p=( 2 (L)
P4/ \p+gq \/p-i—qva!_q
et enfin

_ [pgp
N zie W

D \/{'l-w-g—;—;g[n(p—mq)—p]y_._ (lﬂ_?jég)j[&?+2n]yi} .

Exenpre. Soit pour 1784, 4 Paris :

n == 963675; p==595586; ¢— 3TTEE5; i==100.
La formule (a) donne p; (b) donne z, et enfin (¢) donne
P =0,782.

L'y avait done ainsi, 4 la fin de 1784, prés de quatre a parier
contre un que dans l'espace d’un siécle le nombre des naissances
des garcons I'emporterait chaque année, & Paris, sur celui des

filles.

14
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Développons les facteurs sous le signe f :
ML pl 145 1/1-3:2 1 @575
14— ) ( ) e
CHAPITRE VL ( » PR
. \ . g e=\! ql.(1~"-‘—“)' . _,u-_il‘_-___,«w
THEOREME INVERSE DE BERNOUILLT OU THEOREME DE BAYES. =)= . s
i d’ot ,
Y 1 25
N= PO [ gttt iet)
FL
91. Six et 1 — x désignent les probabilﬂés inconnues de deux Posons
événements contraires A et B, et quw’aprés un tr‘és-gra?’.Ld n,()?n’bre pi ( 1 . i ) e
j - 2 - - oy —— — f"’_
d’onx Poq 2pg

p=p —+ q d’épreuves Uévénement A soit arrivé p fois, Uévéne

ment B,q fois, on aura la probabilité :

P———;—: O/ e idt

2.
Qic\/_}o_;]_
“ “

DrnoNSTRATION. Sinous posons y==a" (1 —x)
de I'hypothése d’une valeur de x sera (n° 70) :

que X est compris entre

¢, la probabilité
niéres en fonetion de c.

prcédentes

ydax
11 dx ' P g 9
?)/. Y N=L 1 P 7 \/ﬂ/ dt — 4 4@] — ete.

et la probabilité P que la valeur de & est comprise entre a et b

fydx N

/ydach.

sera
4 V?ypq

Py /29 e,
F,u [ e~=dt
Caleul de N. Soit x=L+z,etal, b les limites de z répon- _ en négligeant les termes de I'ordre 2 =

dant a celles @, b de ob;‘HOLIS aurons :
corr espondant & celles 1 et 0 de ; nous aurons :

— g
/‘ydx—- f'Q/" == di;

r

pE

‘ q z 14
N— fydm= P4 (4 +£‘_) (4——) dz.
P g

Py >
=27 \/ 2] ‘dte-zeg Lha—pe
* ®

(a)

et desglglzlons par — ¢ et + c les limites de ¢ qui repondent a celles
al e z
t €z, 0ueaetbde x; nous aurons 3 déterminer ces der-

L’expression de N deviendra par la substitution des valeurs

Calcul de D. ! imi
W deD. Appelons (= QZ ol —— V%L;' les limites de ¢
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pourvu-que ket U soient supérieurs a 4 en valeur absolue, on
pourra étendre ces limites jusqua ==oo; et lonaura:

vt e /37
p— P4 \/__P_‘l\/,r_

pt ¢

Par suite
N- 1 ¢ 2 o e
p L / et = —— [ s
D V= Vimy

probébilité que 2 est-compris entre a €t b, ou, d’aprés la for-
mule (a); entre
2
P o/ 2L, C.Q.F.D.
H_

THEOREME DE LAPLACE SUR LA PROBABILITE DES RESULTATS
MOYENS DES OBSERVATIONS.

09. Les waleurs observées en p + py+ -+ Pi={ épreyves
étant p fois W, py fois Wy, €1C., P fois w,, le résultal moyen appro-
ché des observations sera

m__pw-i—pmn-!—---+P;’Wi__27’-'wi.
PP+ P 2

el 81 X, X, ... X; désignent les probabilités inconnues des événemenlts
exclusifs W, Wy ... Wy, de telle sorte que

X x4 2= 1,
Pexpression

D == WL A+ WiTy + -+- = Wik = W

sera le résultat moyen vrat des observations ; cela posé, il y aura

une probabilité
2 c
Pe=— e~ *dt
Vw 6f &

que Pécart v—m sera compris entre les limites

c

fL
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ou 4. v 2 { Spaw; _ (Zp,-wi)z
= = ’

H.

5 Ps - Pi €lant de grands nombres du méme ordre.

Premier cas. — Deux évémements.

w4 Pyw
prp—p; me= L2 PO .
284 p 5 x+xy=1; v=wr+wx,.

: Soit l; Fle foefﬁcient de 2”2 dans le développement du binome
x-+x,)"; la probabilité que I'évén i i

: ement w arrive
q fois sera ) bt s

y ka2 = ka® (1 — x5

ou, en remplacant x par =——=1, { — x par 2 =2
. wW— 1w, p w—w, "

w—w \w—w,
Supposons w, > wj; toutes les valeurs de v seront comprises

entre w et wy, et la probabilité d'une valeur de v sera par consé-
quent :

5 (U —w\? ’W— Py
b (w_ w1> ( - ) dv .
. 1 W— W, - (’U—-’wi)P (,U_,w)mdv
w1 v —w » w—1p \PL = p ;
k ( 4) ( ) _ —
X ;0/ o) \o—w dv ;U/. (v— wi)f (v—w)rr dv

et par suite, la probabilité¢ P, que v est compris entre et b, sera :

e ,

S w=w) (w—v) dv
P=== N
f "w—w) (w—rvprdy D

w

95. Calcul«de N. Posons avec Laplace

w —+ ;.
=g =LA

“

13}
s
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d’ol pw = pw;

}L

dv=dz; z=v—m=19v—

éeart entre la valeur vraie et la valeur moyenne; ct soient o,
les limites de z qui répondent 2 celles a, b de x; nous aurons :

N :/'b (v —w )P (w—w)rdy

' A Py 'ﬁ{ g ]p[q__ sz mdz.
—— (w - wl)ﬁ /.LP- J/ /l —+ p (7717 _.wl) Pl (w _Wi)
o

Développons les facteurs sous le signe / :

!

z . o ps A pEE 4. pRs
[g 4+ _L]p=epl' [H_zv (w—W1)]= e w—wi  Zp(w—wi) 3 E s
plw—w)

P = A o T ...
[1 __E_Lz__] l_ e’”l' [‘ Pt (w~wx)] m—p W% Zpiw—w1)®  3p3 (w—wy)?
Pa(w—w,)

-Substituant dans I'expression de N, nous aurons:

peze (1 AN, psss g4 AN

N=(w—wi)f‘ p__p_P_P_f': 1/‘.de 2 (w—wi) n+m>’5(w—wn= (P‘-’ 17T) H
|22
o

et sinous posons

2,2 1
SO
2 (UJ—"WJ)‘ P P

— )

/PP W gy T
Z=—-“t%/ _;1.5 > ~ H

d’ott

et que nous désignions par — ¢, ¢ les limites de ¢ qui répondent
a celles o, {5 de =, nous pourrons écrire, en supprimant le’s fac-
teurs qui sortiront du signe /; parce qu'ils se trouveront égale-

D:
ment dans ] mr)
N =/ dte—* . esVTpp1
—c

. ) 4 . )
=f dig=*# ‘;—i——l&——mt"w .}

3 \/Qyppx
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Les termes entre parenthéses sont au moins de I'ordre ‘—/{—#: on
a done, & cet ordre prés :

N=fce“’dt=2/"e—”dt.
<, p

9%4. Caleul de D. Soient I/, [ les limites de ? qui répondent &
celles w, w, de v :

U e
D= ["¢"dt.
.. i
Mais a
w) wl_”";ii;wn =p<’w/.lv—w)
v=4 répondent z= ' C,
w w— Pekp1wy _ pr{w—w)
. ptei 12
et par suite, puisque
Vi =iV EvE
- = zr
t==2 ona: =§ ;
2 (w“‘wx) V Ppi L’=—%\/7;_'V/7,

il s’ensuit que [ et I’ sont de trés-grands nombres de I'ordre Vi,
et qu'on pourra les remplacer par 4= oo, ce qui donnera

D=V"z.
Par conséquent,

: 9
= e odt,

Vﬂ'o

probabilité que v est compris entre a et b. -

Mais nous avons désigné par — ¢ et ¢ les limites correspon-
dantes de ¢, et comme '

2pp, (w — w,)*
v=m+z=m+lvm—ppi( . ’),

3

4

: P=

z| g

il en résulte que.
a=m— ¢V 5

. b=m + ¢\ ,
et que

. .
P=.—:. cg-lﬂdt’
Vi af
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est la probabilité que v est compris entre

pw P \/QPPI (w — pp, (w — wi* ,
P+ P :

ou que I'écart v — m est compris entre
4
=2 Vaip

. (w—wy)2 . B
en effet, la fraction PPy m " se transforme aisément en :

: | P(’w“‘wi)T
o, | 22T
p‘[ 2

ppi =+ pip’ (w—wyfP=p [w]
¢ ¢
_ (v_—_fﬂ_i:ﬂ"_i]l P [(‘""’?————"’—‘1—’”"]2

2 : w, T
—p [w _pu+ p,wi] e [wi__ pw Py 4]'
P-

(w — m) 4+ py (w— mP};

¢

PREMIERE REMARQUE. Si

w=1, w=0,
on a
m== P, V=25
P+
alors

=-——f e*d

est la probabilité que « est compris entre

2pp,

Y4 \/ “
—_—— —
T (p+pf

ce qui est le théoréme inverse de Bernouilli.
Deuxiive REMARQUE. 1° Si ¢, et par suite P, restent constants,

les limites se resserreront 4 mesure que g augmente.
2 Si les limites == ©1/" restent constantes, ce qui exige
que ¢ augmente avee ¢, Fon voit que P s’approche de 1 & mesure

que i augmente.
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Deuxiéme cas.— Trois événements,

95. M. Bienaymé a démontré ce théoréme directement, et de
la maniére la plus générale, dans le tome V des Mémoires des
savants étrangers.

Nous exposerons sa démonstration pour le cas de trois événe-
ments observés.
Dans ce cas nous avons

V=wWr+ wiw4+w2x2
Prp+rp=rp

L Xy + Xy=1;

x et x; seront des fonctions de v et de .

Nous supposerons w < w; < w,, de sorte que toutes les valeurs
PP 9 q

possibles de v seront comprises entre w et w.

Soit k le coefficient du terme en x”x} ' dans le développement

du polynéme

(% + 2 + 25)*;5

la probabilité que w arrive p fois, wy, p, fois, wey, p, fois, sera,
dans I'hypothése d’une valeur certaine de v :

kxPa?ioh: s

et par suite la probabilité de I'hypothése d'une valeur de v sera
(n° 69)

xPxixl

w2

ZaPabiol?

w

et la probabilité que v est compris entre a et b sera
b

SaPaPrals

“

w2

SaPafrah:

w

Pour passer au cas de la continuité, multiplions par day &t dv,
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S 2 ° = rira :

ntegrons en sous-€ te aln es ].].I[ll €5 lelatIVeS QA Xo nous q S -
1 1

et 1 T it} Ild eC

aurons :

PRV o Tae B Fo o pseet
[ N:p " f dudzge 2(w-—w1)2[A 2 A] ¢ Zw—w® [C 3 ) °'°]
J{'/' xpgorlxpvdﬂcadv N - | , @ . !
/‘/ 2 papra2da,dv D et si nous posons
Posons

a1l
:l/ = 'l"_ 2
P P2 (w— w;) Ve A

.. =45 Xe=— 4+ 3} U
X == y Xy |2 )
¢ (w —w)V'2 B"d (w—w)l e
. Tp== + = dzy= dy ;
pw +M -+ U _ C kA A ¢A
IS _nous aurons :
ns : .
nous auro ' 7 . - PR (15— a1,
T2+ Ze=0, WA W + WU wt uA
. o
dou 1 — 2o (Wy — Wy) u— 2 (02 — W) ; Or le facteur
B == LS
2= w — wy - wi—w

: e wu qui répondent & ‘ ) ) ) )
et si nous désignons par «', b les limites d ; ? deNP ‘ g e wP9p 11 (w—w, P ()
celles a, b de v, nous aurons I’ expression suivante —1 By .

96. Calcul de N.

- = \P1 . PR P2
peprIpLe f_’“_'”_l_) ()l 4 ___> dudz,,
Ne ! 7 f/ ’i + __) (’l + o s

ou en développant comme plus haut (n°® 92)

N= ppmpﬂj/] dudz,e” =

a

peut étre supprlme comme ne différant de 1 que de quantités de

1
Pordre Vi w’ vu les valeurs de A et de ¥, qui sont respec-
uvement Ter ordrev etV

1 résulte efralement de ceci quion peut étendre les limitcs
de ¢ Y, quelles quelles soient, de — oo Jusqua oo, et par suite
fdJe“J étant égal 4 V7, on aura

N DRI (4 —qp, 2 _f2 caz— 2
Ne=— Z'“f:_(—__M_‘/ﬂ./‘ due 242 (w—wi)2 i
P A

et, éliminant z; et = :

”P’”P’"’ " dudz.e =Tl b " ‘ Développons Ia fraction S4*=B2 .

. N i )
PEOFS L Y —ete
b o) s (SEAI __(p—+ ) b ous avons posé ,
Faisons pour abrégel“ ‘ A__(w,——w):_ (w‘“"’ﬁ)“+ (“'2‘.—“’4):: G 1 +l) T Pe;
Fo w,)? Wy— W Wo— Wl) B r P P P p Py
J— - Wo—W1 2. ol 4 - =D,
(wy—w)? +M+_;__=A 5 u( P q q
T e . P . : uﬂy—pg[(we——w,)"_,_ (/LUQ—‘QU.).'].
o <_ . ,) —C; pP1 P 2
s p Pi
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De plus
B o [(wé—— w)? N (we—w)* (wy—w) (we— wl)]
- P’ PP
3 2 ——an . 2 . 2 a2
o [(wg EW) N (w, 2% P (we— w)P - (we— w,y)*— (w,—w) ]
Pi P PP
=£ i:( _ w)2 (P +p1) - (1ﬁ2— w‘l)z (p + pl):l . 12_ (wd'— w)z
PPy Ps p Pps
_le—pw [(w2_w)2 -+ (wﬂ——-w,)a] - ﬁﬁ_(w‘—-w)z;
PP P P pPs
et si nous faisons
C —an/
2ppip:A*
s s Gy _
dot w=1 /ﬂ—lz’—OA—, w=dt\/ ; .
‘U-

en prenant — ¢ et ¢ pour les limites de ¢ qui répondent & celles

a et b de v, nous aurons

prppl w—w,

-

N=
pt pA

pondent 4 celles w et w, de v, nous aurons

D— PrpYpE: w—wy

[ A

Comme aux limites w et w, de v, répondent celles

WP, — e -
VI
s Ze

97. Calcul de D. En appelant I et [ les limites de ¢ qui ré-

2 A% —
\VETIESYE =y
® I

et

_ pwpwpas, P {1, — W) -+ Py (W — W)
s ©*

_pwpaw P Py {w,— W) ~+ o (we— W) dew,
@ 2

h

il en résulte que les limites correspondantes I et { de ¢ seront

¢

V——

P1 (Wi— w) + pa (wy — w)

V 2pppA*

Ve
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;b (wa — ) + py (W — w,) Vi
V 2pp.p.A®

ces limites étant de ['ordre Vi, on peut les étendre de — oo 2
“+ o0, et alors
Lo JEEY A
/ e dt__é edt =\,

de sorte qu’en divisant N par D nous obtiendrons

P-—f e—“dt=—'/‘ e=Cdi:

probabilité que v est compris entre (n° 95 et 96) :

¢ \/___i’pp 1P "'AE.
2 pe

Il nous reste 4 donner 4 ces limites I'expression formulée dans
I'énoncé.

En remplacant A? par sa valeur, nous aurons :

2ppp.A®
= ‘U- 5

A P+ pi-ps) pps (0—w, )+ +(p+pi-ps) pups (wi—

w2)2+ (p P+ pﬁ) (we— w)ﬂ}

‘?:lw'slw

AP (w1 pp? (w—y)? PP (W4 Pt s (10— wy)? +p4p2( —0,)°

. +T’f2’2 (W), (wa— )+ pp s (wy—w P - p p(wc,—w) }

2
f (
P [p1(w—10,) + Pa(w—w) " — 2pp,ps (w—w,) (0 —1ws) + ppups (w—w,)?

-+, [29 (Wr—w) + p, (wl»—’lﬂz)]e_ 2ppaps (wi—w) (w—wy) + PP (w—aw)?

| ‘)+ Pa[P (wg~w)+P4( '—UM)] ——‘)ppgpz( »—-w)( —w,)—{-ppipﬁ(wﬂ_w) }

# sp (2, (0 —w) + (w—ws) "+ [ (wy— ) + pa (w0, — )

*pepao—e) - P () [ + [Vppdpz (W —w,-+ w—w,+ wz—w):l2 } .
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Le dernier terme est nul, chacun des premiers peut se mettre
sous une forme plus simple de la maniére suivante :

p [pr(w—wy) + ps (w—w) [ =p [pw — (pw + piws+ pows)]’
— pr (w—m);

et de méme des autres; de sorte que le radical se réduit a

1‘/2 [ p (w—m)*+ p, (0, —mp + ps (we—m)*},
e

\/5 pw'+ pavi+pawi
“~ I3

REniARQUE. 1° Si ¢, et par suite P, sont constants, les limites
se resserreront de plus en plus & mesure que ¢ augmente;

2° Si les limites restent constantes, ce qui ?Xlge que ¢ aug-
mente avec 1, on voit que P approche de 1 & mesure que p
augmente.

ou

[pw Pt Pﬂwﬂ]z % » C.Q.F.D.
[J.

CHAPITRE VIIL

THEORIE DES ERREURS DES OBSERVATIONS.

98. Nous admettrons que les causes des erreurs constantes -
sont éliminées.
- Dans cette hypothése, les erreurs fortuites existant seules, il
'y a pas de raison pour qu’une erreur positive -+ ¢ ait
chance que I'erreur négative — q.
Nous supposerons que les observations sont faites par les meil-
leures méthodes, au moyen des instruments les plus parfaits, et
avec la plus grande habileté possible, de sorte que les erreurs
des observations seront des quantités trés-faibles.

La théorie des erreurs a pour objet de donner des régles pour
obtenir les résultats les plus avantageux, et Jes
cier la précision de ces résultats.

Le nombre des observations est toujours supposé trés-grand.
La probabilité d'une erreur est une fonction de cette erreur,

el sera une quantité infiniment petite, parce que le nombre des
chances est infiniment grand.

plus de

moyens d’appré-

Si p, désigne la probabilité d’une erreur x, on aura done

P=0x)dr. . - 1)

L’équation Y==qux est celle de la courbe de probabilité des
erreurs. :
On doit admettre :
1° Que ¢ (z) est trés-petit quand 2 est un peu grand ;
2° Que ¢ (%) est un maximum quand x est un minimum, ou
quand x=0;

5 Queg(—a) =9 (a);
' 4° Que Ia valeur la plus avantageuse du résultat
‘nombre d’observations est celle que I’
arithmétigue.

d’un grand
on déduit de leur moyenne
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- PREMIERE DEMONSTRATI i
ox (par le binome). Si 351

| ). Sip et g désign
]ES prol];ab{l{tce's de Aet B, les termes du binome ( pﬁ g sirenz
ets Bf)ro ab'lhtes des diverses combinaisons avec répétition deo Ijl&

en g épreuves. Soit D la combinaison la plus possible : elle

aura pour probabilité le plus g 2
Va]em, est (n° 51) plus grand terme G du binéme, dont la

Car si dans un grand nombre ¢ d’observations on trouve que
I'observation w, a lieu p, fois, ..., I'observation w;, p; fois, les

Y

probabilités des valeurs éventuelles A attendre seront (n° 71) :

P Di

p P
: ? ¥ b

* I

et ces probabilités seront d’autant plus exactes que p. sera plus G 1 1
grand. On aura done pour la valeur a espérer : =oo— e s .. o L2
V Vg @)

41 i lwi_‘—"' + piw‘
m=w,£—+-~-+wi&=£-—————-——:;

Les I term i
es : ind
: > avant et aprés G, du binéme

en faisant m = pp, n=— bg, (00 51) : - (p+g)* seront,

et cette valeur sera la plus avantageuse, puisque, p étant tres-

.. . N o - I3 . [ '™
grand, les erreurs positives se produiront & peu pres aussi fré- G N : :§l+ls+§z- el Bl Bl wils
quemment que les négatives , de sorte que ces erreurs se com- yo==Ge ™ T w2 T T wmT T e s
1ffé 2l s 1p 4, y
penseront, et que m différera peu de la valeur exacte. . . R i L G
Nous subdiviserons la théorie des erreurs de la maniére sui- hypi=Ge T @ Ems Tz tem

vante :
§ 1. Expression de la probabilité d'une erreur 2.
§ IL. Calcul de Ja valeur la plus avantageuse d’une inconnue

Quzfnd P==q=14> on a par les formules (2) et (3) :

a déduire de plusieurs observations. S S
§III. Calcul de la valeur d’une inconnue, lorsqu’une fonction Viz " ) ; (=)
de cette inconnue est donnée par un grand nombre d’obser- . 9
vations. , “E -2
§1IV. Calcul de plusieurs inconnues, lorsqu'une fonction de donc Grno,=G'e *, Gy,=Ge =. )
ces inconnues est donnée par un grand nombre d’observations. : G g
1 7= VN

] La plus. fgrande probabilité G’ est celle d’un écart nul; G,_, est
a probabilité d’un écart I, Gy, celle d’'un écart — | e
. Pour passer au cas de la continuité, nous devons faire w inf
niment grand, et nous pourrons poser o

§ Ter. — EXPRESSION DE LA PROBABILITE DE LA VALEUR .

99. Tatorime. Les erreurs positives pouvant se produire avec
la méme facilité que les erreurs réquliéres de méme valeur absolue,
si nous désignons par p, la probabilité d’une erreur X, par h une

,

- ’ y 4 > ! - 4
constante indéterminée dépendant du genre des observations, je N
dis qu'on aura X : |
k o2 '
R :
lde =g, 1 étant infiniment grand.

15
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Les formules (=) et (8) deviennent par 14 :

k .
) 6 —=— dx, probabilité dun écart nul.
Ve

Gy, = G'.e~"™, » » x.

 Actuellement si A et B sont les causes des erreurs positives
et des négatives, agissant avec une méme facilité, de sorte que
p=q=1>les combinaisons de A et B dans un nombre infini
d’épreuves~ donneront naissance & tous les écarts possibles : les
probabilités de ees combinaisons étant en méme temps celles des
écarts, il est clair que la probabilité p, d’un écart ou d’une
erreur & sera

' ) h
po="=0G " = — "y,
™

100. Deuxitne pEmonsTrATION (d’aprés Laplace et Encke).
Soient
Xy, L ... Xy les erreurs des observations

Wyy Wy oo Wy 3

(mn

_ Les erreurs déduites de observation seront :

Xy =Wy —a; - .
1 s mz—u’z—a,...x#=w#__a‘

Pour ces valeurs les plus pro

bables des er ’ .
: ) reurs, I'expres
doit devenir un maxi m - » l'expression p,

Y=y9x,. $xa ... L, = max.
Ly=L

'y Loy + 1. oy oo -1, P2y == max.
Ecrivons pour abréger
dl 2 ,

dz, = ¢ &y, etc.;

nous devrons avoir :

’ r
?wi—i—?xg—i—..._;.?’x#:(),

ou
7’
? (wl_ a} '(w —a) ’
_._a)%_‘_ Wo—— ? 2 ,a) ¥ (w -—a
- (wy a)%wg*a +w+(wﬁ_a)7::a—)=o' (5

Pour que cette relation puisse subsister simultanément avee

la relation (4), il faut que -

P%y, g ..., 2, les probabilités de ces erreurs considérées comme
certaines; la probabilité que ces erreurs auront lieu simultané-

¢ (wy—a) o (ws — a)
L9 ¢ (We—a
ment sera

7

= elC. == .
w—a Wa— a C.==const.;

Y= §% ¢ %2 e 9 %0p 5

o , , que
et la probabilité de I'une quelconque x de ces valeurs x; ..., “x \
sera h = = const. = k;
ydx $261 .« $6y oer 9L 026
Po== - = ) = H?wwocg P 599c,Ldac, dl ox
f ydx f %1 ¢T3 one 9X el P
Za Za . xdx o
L o ou en intégrant
en posant le dénominateur égal & & i
. ) - , . 5 — Chisd
.Si chacune des observations wj ... w,- n’arrive qu’une fois en P = ce” .

r Y : o ; g A V .
w épreuves, 'observation la plus avantageuse sera Comme gz doit étre un maximuim pour z—

. ), 1l faut que &
, 0it néaatif ; ’
Wyt Wy 0 gatif; posons done
.——-——__.;

I

k=—P,

l\‘)f»-;

d’otx ; 0US aurons :
Wy — O+ We — 0+ o 4 Wy ~— =0, ) L

0T = ce e,
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qui correspond ¢ P —

%- Nous aurons & déterminer la valeur
De plus : de p pour laquelle
- ® e ¢ 1 g :
d —_] = -—h-a:”dx ____/ e-—-t-dt —_ ‘/;. i __,- P '
_‘/m'?xx / h_‘ h 5 = ms edt,....,_;,m
. :
. e"zdt = —
dott ¢ = > et par suite / Vr;
V- i
* =l e L@ d'od, en dével
p.= v . en développant
' e . y 5
101. PremiER COROLLAIRE. La probabilité P que x est compris o— _1_P5+ 1p — ete =1V;-
5 >
entre a et b est ‘ 3 51.2 4
P— _h_ /.be_hgzedx — _'1___ fbhe—zsdt; on en déduira p== 0,476936.
Vi, Vira 103. TroistiME coroLLAIRE. Cherchons la valeur v de a qui
. donne P= %, dans )
et par suite, la probabilité que a est compris entre == a sera 9,
| P
2 ah 2 l/ﬂ 6 ’
P -———-f e fdt = —f etdt . . . (6) . :
o Vims En faisant P — 2 a==" et h= x¢, nous aurons
Cette valeur exprime aussi le nombre des erreurs comprises 1_2 L. )
entre 0 et ¢, quand on prend pour unité le nombre total D de 2 Vg
i ; ¢ uppo-
to'utes' les erreurs po‘ss1bles, car tout.e:s ,Ies err?urs étant supp Nous en conclurons, par Ia formule 7), que
sées également possibles, la probabilité que I'erreur x est une
de celles qui sont comprises entre 0 et a sera p=hr; dou r—e2 o p—F.. . . )
- ho. r
N 2

_t se nomme lerrewr probable.

p En changeant dans la formule (8) 4 en

ah;g .
P=B=%fetdt,

—: elle devient :

9 Ff N
Pe=— Tetdt = ..
Vw/ D’

pl '
N*DX—/ *‘“dt_Dxe( ) .. (10)
Vz, 2

1
ExenpLE. Soit

e ®dt XD=4.D.
I/”o/

ExenpLe. Soit B=1000, et z==1, il y aura entre 0 et 0,5;
0 et 1,0; 0 et 2,0 respectivement 10009 =1520; =840; = 995
erreurs tant positives que négatives; done

de 03a035ilyena 520
de 0,5 a4 1,0 » 840 — 520 =320
de 1,0 4 2,0 » 995 — 840 =155, ete.

=10,2657; D =1470;
= O"l 0;2; 03,
a :
= =0,5792; 0,7584; 14,1576,

., - ,
102. DruxiiME corOLLAIRE. Cherchons la limite supérieure p
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o étant égal & 0,476936, on trouve :

0 (p 5‘) —0,20186; 059102, 0,55705; ..
done . o ,
entre 0,0 et 0,1 on a N==0,20186 X 470 = 95 erreurs,
» 0,1et0,2 » N=0,18916 X470=89 »
» 0,2¢t0,5 » N=0,6605 X470=78 »

104. Quarriive coroLLARE. La quantité b est appelée, par
Gauss, mesure de précision, par Laplace, poids des observations.
La probabilité des erreurs « étant en effet

P, = % e =y,
si x reste le méme, P, déeroit avec k ; Pobservation qui est affectée
de I'erreur x devient d'autant plus précise ou a dautant plus de
poids que A est plus grand.
105. Cixquiive coroLLAIRe. La probalité de x, dans un genre
"d’observations caractérisé par A étant

hdx

2 iy,
Lo

®

A . e ,
celle de z’, dans un autre genre d’observations caractérisé par i/,
étant

p A dax' P
, = e
Fd ‘/TL_ 2
silon a P,=P,_, on devra avoir
hx="Nha', ou h:W=ux:ux;

done lorsque deux erreurs svit également probables, elles sont
inversement proportionnelles aux mesures de p?"éGi;iOﬂ des obser-
vations.

En outre comme

on en coneclut

- (voir form. (a), n° 100).
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-done les erreurs probables sont inversement proportionnelles ayax
mesures de précision.

106. Sixiive cororLamre. Dans un méme genre d’obser

vations,
on a, entre les probabilités de deux erreurs

x et «, la proportion

P, P, — g%t . gt
. Soit ' = 0; on aura :

PiPy=g—t=:,

et réeiproquement, sj dans un genre d’'observations, on a

Pr:P0=e""””“’:1,

on aura h==1"m dans ce genre d’observations.

107. Seeriine coroLLaIRE. Construction de la courbe de proba-
bilité
1 ~— h2x2

' Y=—0¢ .

V=0

Pour construire cette courbe, il faut connaitre h; et pour cela,
il faut eonnaitre, ou la valeur '

’ Y =k qui répond A une valeur x = ¢ do x;
ou la valeur

y == G » » X==0 »
ou la valeur

y= L » » HA—— »

On peut encore déterminer £ si I'on connait r, puisque h=";

ou si I'on connait le rapport

P, _—
| R0
d’oit A =V'p.
Propriétés de la courbe. 1° % =0 donne
h
=0 et y=—=-— = max.

r

Le sommet de Ia courbe est done sur l'axe des 3 & une dis-

I po. N
lance g7 la conrbe est symetrique par rapport & cet axe.
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20 =0 donne , L Si h se change en h+A et P en P, on aura :
; L 4 :
T e Yy=-— e %, .
h ‘/2 \/17.' ’ P — (h —"’A)p 6—/"(/&4-_\);2:;2 dm) -
, Ok m’s
chaque moitié de la courbe a donc un point d’inflexion. dou P ; "
3° Pour x =00 on a y =0 : I'axe des x est donc une asymp- = (1 + E) oMM~ 2 a2

tofe.

4° Les ordonnées diminuent 1'ap1dement quand x-devient un
peu grand.

En prenant h =1, on trouve

et,

’

1 A
= L1+ 7 Quhmda — win®a®

& : 1
=(-—2 hmz) — 2<_— )
<h & 4 —pa zh2+m

pour x =13, y=0,0000610,

s x=35, y = 0,000000000009. en négligeant les puissances supérieurés de A.

Pour que P devienne un maximum, il faut que L P ' soit né-

gatif, donc que
§ 1L DETERMINATION DES LIMITES DE 2 ET DE r DANS UN GENRE

D'OBSERVATIONS CARACTERISE PAR CES VALEURS. Z— Wl = 0; Poi he—
: : m\V'2
108. 1° Détermination des limites probables de h. Soit @ la va- : Pééant cette val _ i ’
leur moyenne d’un grand nombre d’observatious wy ... w, d’une : aleur cgale a hy, nous aurons
méme inconnue . 1
On pourra concevoir une erreur moyenne m telle que chacune m == m ’
des erreurs vraies %-— w;==¢; ... % —1w,==¢, puisse étre rem- ' oy =
placée par cette erreur moyenne, de sorte que la probabilité du g P st P _ma
concours de toutes les erreurs différentes soit la méme que la - o [p]-‘";?g“y [3] =e %,

probabilité du concours des p erreurs égales a m.

Nous donnerons plus bas le moyen de calculer m & I'aide des
erreurs fournies par I'observation ; nous pourrons donc supposer
m connu.

La probabilité d'une erreur m étant

[P]:[P]=1: e_ﬂTu.

[P] est la probabilité qui répond & la valeur A, de ;
[P'] eelle qui répond 4 la valeur hy+ A de .
La mesure de précision de [P'] est donc

'h'=ﬁ

hy

h

P,=—c¢""dm,

m V’T )

. et 'on peut éerire

celle du concours de p. erreurs m sera W

[P']= ——e 2%,
Vi

.

P=

e BB (),

V=

L’erreur probable R de A est par conséquent R = = £ 73 cest
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a-dire qu’on peut parier un contre un que kb est compris entre
hy = R.
La valeur probable de k est comprise entre les limites

ZU—R<h<Ilo;i—R; -
Ces limites deviennent, en remplacant &, et R par leurs valeurs
1 h
P U N
mV/2 h VF‘ mV'2
i p
—[1——= <l< ’l+———j- . {(a)
my 2" \/,u> m \/‘) o \/;L

et la probabilité de ces limites est égale & 3 -
109. 2° Détermination des limites probables de v, ou de Perreur
probable d’ine observation. Nous avons trouvé r = 5' et si nous
" substituons & A ses limites probables, nous aurons une proba-

bilité £ que

: - << ———P——éa
— <‘1 —P~) o (1 __P_)
— -+ — :
mV'2 Ve mby’2 Ve
ou que,
Vo.m (’l— -L)(r(p\/@n (/1 + _P__-> N ()
i Vi Ve

Calcul de m. Soient ¢, ... ¢, les erreurs vraies des . observa-
tions w; ... w, d’une inconnue x; les probabilités des erreurs

h .
€ — w, ==¢ sont P, = 7 e~ lg,
™

’ 2 o
P — _ — A2y,
X W= & P;_/L—— ‘/_‘ € FdE[u_

La probabilité du concours de ces erreurs sera donc
h 2 2
P=—-—e" (al+---+52z)ds,, wdey;
W

et eette probabilité ne changera pas si 'on pose

£ e o == pm?,

ou . (6] 4 eee 4 & .
m=Y/ N
ou si I'on fait
&) == Eg == «-- == M.
La formule (¢) n’est pas propre au calcul de :; car on ne

connait pas les ¢, & étant inconnu; mais en prenant pour x sa
valeur la plus avantageuse

Wy Wy,

Xre=s-——————-—\=9q N
on pourra calculer m.
On posera 4 cet effet

a—wl———-e;...a—w =i, L=
2 3 = §.
et comme #

X . x——wiz—_sl...x—wL:s,

il s’ensuivra : ! "
- G E==g g, e =g,

d’out "

§ 2, g § . P

/ l«s,.+.e{c—,-+,u.&=§a;;
. pe e o

mais on a par définition E¢; = 0; done

1

£ poo

§8f+ ue® = S = um?.

1

. 2
Si nous posons 2 =:%, nous aurons

d’otr ‘
| m=iv@i;ii )

110. Généralisation de la formule

h
P=—— gy
T
Dans la démonstration de cette formule, nous avons supposé

que les observations wj...1, avaient la méme probablhte > Cest-
a-dire la méme précision.
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“Mais si ces valeurs w,...w,- se répétent respectivement p, ...p,,
fois, leurs probabilités ou leurs précisions seront respectivement

D Pr N
Pi¥ P prte 4Py

dans ce cas la valeur la plus avantageuse ou la plus probable sera

a PoWy A e A PRy

pi e A o pIU'
ce qui donne I'équitation

p(w—a) + -+ pu (W —a)y=0. . . . (¥)

La formule (5) du n° 100 s’écrit alors

' 1_) ?'(w'—a)=.. s
P (w, —_ a);i((#_z) N +pﬂ(w#—a)——pﬂ(w:_ a) 0 (5)

Et pour que ces deux équations aient licu simultanément, il
faut que

PLy &y T
— — e ;
PiXy - Pady Pulp.
d’ou /
€L 2xe
L k, et ox=ce 2=,
p.’X]
La détermination de la constante donnera
rVp
=
V=
d’ot

H -
PI: ?ll,dx = h ‘/ﬁ e P (o — ¢ dfl:‘:
- -

en posant bV p=1I.

Les géométres allemands nomment la quantité p, le poids de

ou de I'observation correspondante w. n

- ’ LR , A ser_
Ce poids exprime le nombre de répétitions d’'une méme ob. .
V ——F _—qui indique
[ alain of 973

vation w; cest le numérateur de la fraction
la probabilité approchée de w.

P+

i Seist ’ : ion sim-
Done si b est la mesure de précision d’une obsérvatio

done

(Fa27 )

ple w, ou de son erreur x, H=» l/]; sera celle de x lors
T'observation w s’est répétée p fois.
L’erreur probable R sera dans ce cas

que

RPf __2° r
- = - = = s
B v vp
r étant l'erreur probable d’une observation simple.
111. Premier coroLrARE. Pour deux séries d’observations du
méme genre, ¢’est-a-dire pour lesquelles 4 est Ie méme, on aura

H=0Vp; B =iV,
2 :H,2=p :p,:

les poids sont proportionnels quzx carrés des

mesures de précision.
Dans la méme hypothése, on a ‘

e 1 o 1
R —0o R=—.
donc hve” = v
RQ:RIE—_—.])' ;p;

les poids sont inversement proportionnels aux carrés des errewrs
probables. '

Enfin on a également

T

P,

. Vh
e‘?h‘zsdx ; Px' —_ p ‘/ e_.pv],ezrsdxr;
Ve

si donc P,=P,, on aura

1)

2

pléx® = p’hx
d’ott

x':x=\/§:l/g7: .

)
les erreurs également probables sont inversement proportionnelles
aux racines carrées des poids.

112. Druxiime cororLamre. La probabilité¢ qu'une erreur «,
qui se rapporte au poids p, est comprise entre == g est :

_.pVh

P=L22 o gmrtangy

‘/;—a
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Démontrons que cette valeur

- Posons L=a-u,u sera |'er
tique a; et I'on aura :

ou, par une transformation bien connué :

de x cst Ia plus avantageuse.

reur de la m .
2 Vi oyenne arithmé-

| ——
Vir

pour une erreur qui se rapporte au poids p’ on aurait de méme

e~%dl;

a+u-w4=si e U — Wy =

s
. R et par suite, puisque do = dy, -
P = ‘7— f . e dt. :
.- i ) BV D p =128 et
P’ sera égal a P si Y—K Vp, ';Z"ﬂ o & §m w;+u)-du
‘ ahV'p=a'h V', I (=)
ou 81 _ —K me—hﬂ{(%’:Pi)ue-i-ﬂuglr,'(a—wi)-i-?p‘.(a_w‘_)e ; ,
azd=Vp:Vp . . . . . .. (2) L (I/W)H : u;

ce qui s’accorde avec la formule (1).

Si nous posons y = y¥s -.. y,, la probabilité Y d'une valeur
de x sera

et comme zp; (a —w)=0:

‘ T 2
h* Pre-e Pp —W { “_321 Pi-l-%,.:l)i(a—wi)s
Y PiePp >

Y= (l/ﬁ)/" e '}du.

ydz

Sy = .

e

Y=

Or, si nous dé 5 9
ou en posant ’ développons 3 p; (0 —w,)2

» Dous trouverons

mydx =13 §, ( s & 4 g £
J K P: a—w):%pia—-ﬂalpiwi_{_%piwiz
| Y = Kydx; Zf(pl%l)e " (ﬁ-pzwz)e ) .
. — 1
et, en remplacant y par sa valeur : ) (gp )2 %Pz‘“ 2 g( ; %p;—k%‘,p,w?
i pi -
1 1

°
K BV op . p —1Sp]
¢
: —\
(V=)
Les observations w sont d’autant meilleures qu'elles différent
moins de x, ou que les erreurs ¢ sont plus faibles, ou que les

probabilités P. de ces erreurs sont plus grandes.
La probabilité (1) est la plus grande possible quand on a

gpiﬁ? = gp; (# — w,)* = min.

de. . ... . ()
gl
et par suie ‘ )

; &
WV op, . Py e—heue§pi

~ 2
ATIRCD)
—h2q Spui—

") |
e ' o >du.

(\/; )/‘ .

Y=K

d'ott . Pour déterminer K reprenons la valeur de Y’

ydx

Syde

Y=




d’ou P'on tire

&, %”””i)ﬂ
L T o
1 __K Il’u' pi was plu. e . %pi /Ao: e—h-%p‘-u—du
W §
/ ~ 2
Zpw;
—ha% gpiwf—( 1 )
—_ eV p, H Pe gr.- 1 Vs
0z 5,
il &\
d ou N . e l‘ép‘wg_ gpiwi)_ 2
—_—_1_. b I/g (‘/”)}L e ' /’;Pz ) ;

et substituant cette valeur dans l'expression préecédente de Y,
nous aurons :

K2y

1 I 2P
—_— ) ey
Y=o hape T

probabilité que » est 'erreur commise en prenant

2 piw;
a‘=-i——.

On voit que le maximum de Y répond & » =0, et par suite que
v’l. e
2 paw;
1

Y == ——r——

~
> p:
1
est la valeur la plus avantageuse; ce maximum est

hgpi

Y = ! du-

T
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113. Corovrarre. Si dans la formule
b 5 Pi el
1 —t-u-?pl

Po=— " ¢ du

Vi,

qui exprime la probabilité de I'erreur de

gpdwi
=0 = l,u. ks
Zp;
. 1
on pose %
H=1h gp,. s
1

on aura H .
P,= — 8%y,
T

Donc: 1° la mesure de précision de Ia moyenne
’ g A0; -
_ih

"
ZP,-
est '

hl/‘gp;.:h\/p, RSy
2° Le poids de =g est

Pr+ e+ e pﬂ=f%pz-;

la précision de a est done proportionnelle 4 la racine earrée du
poids.

5° L'erreur probable de la moyenne a est -

T 2 . 9 -
¢'est-a-dire qu’on peut parier un contre un que

r r
—— <l —

Vs P: 7> pi
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ou que a—R<'x<“+R’

e sl ns ce cas
114. 2° Les observations ont la méme précision. Da
eut poser o
on peut p p=p=->=p,=1;
d’ou ) )
gpi=y~; Zpaw; = Zw;.
1 i

Le résultat le plus avantageux sera

La probabilité de I'erreur u/ de ce résultat sera

BV u

-
™

P =

Ou . ’ -
P=— e_nguvgdu’:
ki3

en posant H'=5 ‘/;

~
’ - Zwi —
Done : S e
Eeisi ne a/ ==-— est 2
1° La mesure de précision de la moyefn.)e. - P oY E
2° Le poids de x==a’ est pn. La précision de
proportionnelle 4 la racine carrée du poids.

!
3° L’erreur probable de la moyenne o’ est

on a done une probabilité & que . ]

o —R<xLa +R.
/ &=
T Jéduite d'une
{ = ——dédut
’ r moyenne 7 == p—1 déduite ¢
Remarque. L'erreu . , o dune
irie d’observations w; ... w, exprime que l'erreur a e
série . : " o
dans une nouvelle observation est comprise entre )

(255 ) ’
observation ; ¢ son eérreur; on aura, pour la Probabilité que cette
€rreur est comprise entre =+ g, -

h m 2h m 9 ‘
P— / g, . 2 e f"”‘ et
Vﬂ'f I/T"O Vi
—m
Pour une autre série d’observations on aurait

IL' m’ 2 it
P jp— - e_}u‘.’ers ’ —_— —2 R
€ ‘I/W/ de’ = “Vn' / € dt,
0

Si donc,P5= P.., on aurs hm:h’m’, ou

~

mem'=Pp:}

2
done, toutes choses égales dailleurs, Jes €rreurs moyennes sont
inversement Proportionnelles aux mesures de précision.

Ainsi les observations faites avee wup instrument B, dont
Perreur moyenne est double de celle qui est relative aux obser-

vations de la méme inconnye par un instrument A, sont de
moitié moins précises que ces derniéres,

_Calcul approximatis de y et de 7.

135. Calcul de w'. Nous avons posé

S,
1

T=0a +ow="___ u';

€t nous avons trouvé pour la probabilité de I'erreur 4’ commise
€0 prenant pour x la moyenne arithmétique o’ :

P = l/_;e‘l“"g""du’; NN ()

- T

et pour la probabilité de I'errenr moyenne

~
\/ 25;‘2
m = !

rp—1
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;

3 eraindre dans une observation future :

h
Pn= — e"""“dm.
™ .

Or on peut supposer que la valeur moyenne a' se rencontre
dans les observations futures ; alors ' aura la méme probabilité
que m, et de p,,= p,, on conelura

2,002 . B2in2e
whiu't = KPm®;

d’ou
m -
A ()
) [

et par conséquent :

® ln L

¢ ———<LxLa +——-
\/;A_ \/P‘

116. 2° Calcul de u. Une observation dont le poids est p;, et
Perreur <, prise parmi les observations w ... w,, peut éire consi-
dérée comme étant la moyenne arithmétique

0 0+...’+O.
w,.=‘+2 A ()
. P

 des p; observations fictives o d'une méme précision, ou ayant pour
poids 1; car la probabilité de I'erreur <; de w; est

h ‘/p,

\/}}'
qu1 est de méme forme que lexpressmn ®.

Soit u 'erreur moyenne d’une observation o0, ou d’ une ohser-

vation dont le poids est 1; u/, erreur de la moyenne (l), on
aura, par la formule (a) :

— e
e P e,

pai =

u;=—l_:—l—{—.f......(b)

VP

A laide de cette formule, on trouve aisément une valeur
approchée de K; car on peut I'abord, sans erreur sensible, rem-
placer u; par ¢;, ce qul donne, au lieu de (b) :

piEi= =K?*;

nous aurons

Et par suite

(235 )
d'ot I'on tire, en faisant successivement i — 1,2 ...y, et ajoutant
3 7
N
=2 pal;
1
d’ott : .
Sps
R=xV | @
- L@

on connaura & =a — w,

o setils aglra d’exprimer K en fonetion

Posons 4 cet effet x — o =u; d'our

5i=a~wi=-%‘—-'w,-—u=5i——u;

Zplf P e Pl =y (e — U ey (5 — U
M
=§Pi5?“ 2u,§pi5i + u? %pi.

%Pib‘i=pis, i A Dy (x_ ’LU])—I— P ($ . w#)

P.
=~—x§pt Zp,w—prl—aZZgz (x—a)Zp—uEp,.
?}Zﬂ’-ﬁ = %pis? — ?pi.

Nous pourrons poser approximativement

uZE =K?2;
pi—K:

ca
rK ety sont & peu prés inversement proportionnels i leurs

poids 1 et 2. p:: alors, en tenant compte de la formule (2), nous
anrons :

”
%piff
—_— . . {c

2
ar=K* - ’ol
‘jzpztz K (M'—d), dOu K::t
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K est I'erreur moyenne 4 craindre sur ¢ observations o de méme
précision dont le poids est pris pour unité.
La probabilité de K est

b e
= ‘—/—7;‘ e—h_k dk;

mais en supposant que la moyenne a se rencontre parmi les
1 observations fictives o & venir, la probabilité de I'erreur » com-

mise sur a, qui est
I/ »~
h sz -"?“sgﬂ;

pu=—‘—/—;— e 1 du

sera égale a P:» €t Uon aura, par suite :
ot Sp,— hEK?,
. 1
dou w—t X @
- Ve,
1 pl

t . L.
Sp; est le poids P de u; on peut done éerire
i

K
U= j: —_—
, VP
La formule (b) donne K?
h pi= L )
. U; N
. 1 )
et par suite S .
L3
z —_—

1w’
mésumé des formules précédentes.

117. L. Observations d’égale précision.

#
2w,
% =—— ==a, valeur la plus avantageuse.
& .
®
2 . )
me=— !, erreur moyenne a craindre sur

#—1  chaque nouvelle observation w;

. - est le poids de a’.

elle exprime que
o —mlwa + m

"=a + .
’ - m . 2ge
W= l—/—, erreur de la moyenne arithmétique a’;
[

elle exprime que
, m , m
o ———xLa +—.

\//“ ‘/p:

La précision de a’ est proportionnelle a 1/ .
Les limites de I'erreur probable » d’une observation sont
données par :

fVEm (1—7") <7‘<p\/§m(’l+\/—P;-)-

L’erreur probable de la moyenne o’ est "

Rl= P P 1‘

¥ vz Vi

c'est-a-dire qu'on pourra parier un contre un que

A
Ve

et que

oV 2m (1————£;) <R'<—4—:p\/§m (4,4———?1);
Vv v '

“ “ 4
o —R <z <o+ R.

118. II. Observations de précisions diverses.

-
%P;wi <
T=——=u; valeur la plus avantageuse.
2 |
/ /L )
% P .
K=o > _valeur moyenne des observations o

p—1 de méme précision dont le poids

est pris pour unité;
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ue
de sorte g o —K<w< oK.

K
u;= = ——, erreur de w;, en regardant w, comme une
* — -
D: moyenne arithmétique de p, observa-
v " tions o d’égale précision ;

elle exprime que ' '
: w; — U; < & W; + U;.

== L , erreur de a;

IU'
zp:

1
elle exprime que

o— — < ax<la+
& l//L
2 1 & p,
1 1
119. Premier exeneLe. Observations d’égale précision. Un angIe
a été mesuré, sans répétition, quatorze fois avec le méme théo-
dolite, et par le méme observateur. Voici ie tableau des obser-
vations :

% e w., - ¢ &2,

D'ORDRE. a’—uw.

4| 4708645400 — 5187 28784

2 31,25 + 8,38 70,22

3 42,50 — 287 8,2

4 45,00 — 581 2884

5 37,50 + 243 454

6 38,33 + 1,30 1,69

1 97,50 +1213 14744

8 43,33 — 370 13,69

9 40,63 — 1,00 1,00

10 36,25 + 3,38 _ 14,42

1 42,50 — 287 824

12 3947 | -+ 046 0,24

13 45,00 — 8,37 98,84

A4 40,83 — 120 h 1,54

2 w;=554,79 +21,78 | 2e2=38438
-y — 91,75

P

-5 5

K
S

d

et

et

i

et

et

prise entre

120. Deuxiine exempys.

i — / 2c'2 554,55 ab .

- 6° On trouvera, par les formules

f qp—

{259 )

. -

. 3% 55479 06
° o= —— = 50765,

~ 14
2° f=a —w i :
o " § se trouvent dans le tableau,
3 &

= 5;22;
;L—’l

I'erreur a craindre dans une nouvelle observation est donc com-
59,65 — 5,22 = 54741

59,65 + 5,22 — 44785.

m 5,22
Bo u’=:l:—:::!: —:=:’I’1”40;
Vi Vi

la vraie valeur de I'angle est done comprise entre
39,65 — 1,40 = 58795

59,65 -+ 1,40 — 41703.

relatives aux limites de r et

e R’, qu’on peut parier un contre un que
7 est entre == 5752, R’ entre + 0,94;

ou qu’une observation future sera comprise entre

5,52 = 56/11

et que la vraie valeur de x est entre
99,65 — 0,94 = 58.'69

59,65 + 0,94 = 40/'57.

Observations dinégale précision. Le
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méme angle a été observé, avec répétition; quatorze fois; on a L
formé le tableau suivant des observations : l/pfy
donnera :
s 8 , 9,475
et w pw. €. e’ €= pe=. B S 4'2%,
D’ORDRE. p- I/ 5
: - L . ’
1 5 | AToserasi00 | 22500 | — 592 | —26,40 | 27,248 | 13624 Pl =y == = 474,
3 > v , ' r ’ v 4 v :
9 4 31,35 125,00 8,53 34,12 72’733 Qgé’g; Uy = Uy = Uy = Yy = U == Uy = Uy = Uy, = == 54T 9
2 — 1, C
31 3 4250 | 2123G | — 272 1860\ 12 1 Up==1y;== == 6"'70.
3 45,00 | 43500 | — 522 | —15,66 | 27248 | 8174 , ,
; 3 130 | M250 | 298 684 | 5198 1559
B 2 .
6 | 3 38,33 | 415,00 145 435 45%22 /52’23 :
s 3 2 36,84 402y i
T3 150 13:‘;28 43’52 1065 | 12,603 | 3181 8 3. — VALEUR LA PLUS AVANTAGEUSE D'UNE INCONNUE DONT UNE FONCTION
: , 3, ) :
5 | iﬁig 162,30 085 | — 340 0728 | 289 EST DONNEE PAR UN GRAND NOMBRE D'OBSERVATIONS,
9 | 4 250 | 0 g - :
10| @ 3695 | 7250 | 3% 7,06 | 42,461 f’;*jz
3 230 | 42180 | — 272 | — 816 | T38| 2 191. L. Bouarion
el sonr | ama ot 183 | 0312 | 442 - L. Lquations de condition.
243 . 00 | — 52 | —1044 | 22| 599 Soit ¢ une fonetion f ) de I'inconnue X, donnée par p obser-
13 9 45,00 90,00 5,22 s 231 : 2
w | 3 4033 | 12250 | — 1,08 315 | 1,103 ” vations ¢, ..., ; A une valeur trés-approchée de X; x sa correc-
' tion trés-petite, de sorte que
6 1830,00 91,04 1167,03 ;
—91,16 X=A4
Soient ¢, ... ¢, les erreurs des observations; les valeurs exactes
, SEront @ —+- ¢ ... Py + ¢4; et Pon aura
T Zpey; 1850 ,
0 g = _..=——=~9,78; ) ) f//A . )
%p 46 ¢1+s,_=f4(A+x)=/1A+ﬁA.x+r 2x‘+---=_f1A+f{Ax,
!  étant trés-petit,
X =0 — o; Ces'valeurs sont ‘ e . e e L. . .
®
. . P . —= dounnées e =f A f. Az.
= . : il faut que Zpe;=0 o+, =, .
3° ps' ; pour la venﬁcauon, 1 1p1 ' dans le tableau. ;
1 et pe; Ou, si D0Us posons fjA =a;...fLA =a,; fiA=q, wlh=a, :
Jud v ————— ~ ) ?1+&=o¢4+a4x ..... ?/,,—I-E/,.—_—aﬂq_a#x;
Sps’ 1167,03 — d’ou
. 1 . —_— =14 97475 b ‘
He K: y-‘_‘i—— '15 84—a4—?,+a4x ..... E,U-__‘a/l-_'?/l._*‘a#x;
75 ,
6o £K _EWMT L sy,

TV Ve
1

ou enfin, en faisant Ao =N gy — g =,

Q=N+ O sy =, + ..
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125. Calcul de N. A ’ i

1% - Appelons  I'erreur commise en pr

égal 4 @, nous aurons presante

(242)

192. 1. Valewr lo phus avantageuse de x.
1° Les observations sont supposées de méme précision.

Les probabilités des erreurs ¢ ... ¢, seront respectivement "
Zno;
h 2.9 h 22 L= — 1 Y
= ¢ Mg, ..... =—0e Fde,; g ?
Pes 7z 1 Pz, Vi w %a?

et la probabilité de I'existence simultanée de ces erreurs sera

h \#* —hese? .-
(——) e hg de; ... dey, .

Viw

Snga e -
_1‘2{[7‘14-“114—11——1 : ana. 2

Zna;
—h2 ) aut 4 % i Zngi\2
I “o1% | m1 —ay 5 —a, =
= du .0 Zaf +|m—e Ea;‘»" +
i

9 o =z Snal2
et (e 5]+ e T2

Cette probabilité sera un maximum pour

M~
9 min . 2 s oo
.{Zsi =min.; ou (y + &%) + - + (R + @ux) = min.
V Sna;\2
~h2 n1 —e ‘tﬂ') E"iai“"
=du.e {( PR T e za,:)é

d’olr :
aa(m + aix) e Gy (nﬂ+a/‘x)=o7
| | | | | N Znga;
et par suite ok X emﬂhd‘j%("l_u1 -27) B ("”_a“ 2;‘:0)5
Zniax |
B2 (a2 2
Bt —a x ¢ T )
Za} L
e premier facte : i
p ur de du étant constant disparaitra comme

commun & NetaD;le secorzld est égal a I'unité, car son expo
sant se réduit & 3n.a, — Sa2 2% i )
a Zna;— Za, T = 0; il reste done:

Démontrons que cette valeur est la plus avantageuse.
Soit u l'erreur commise en prenant o pour la valeur a; de
sorte que x==a -+ u, et cherchons la valeur la plus probable de x.

Si nous représentons par Y I'expression

N
—h2u2'C g2
Ay u‘.

N=e .

'42'4‘. ‘C:al'cul de D. En laissant de ¢6té Jes deux facteurs‘énu—
meres précédemment, I'expression de D se réduit 3

p— /",
== 1
J € du,

h # —hel)";(ni+a.'z)2
—1 e T
Vi

qui est, au facteur de; ... dg, prés, la probabilité de I'existence

simultanée des erreurs ¢, ... &, la probabilit¢ d'une valeur de
3 . ., .
qu on ramene aisément i celle-ci

1 = 1

D o= — e—l- .

m —
k%‘l?— o hl/%a?

sera

Vi

—heg("i'l'"ﬁ)’ d

Ydx e x

.= 3 = — ™
/' Ydx /‘°° — 1S (n; o
o e ! dx

—

I
U! Z

P

o0
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hVZa

V'
Cette probabilité est la plus grande possible quand u=10;
et par suite la valeur

Et par suite

"
—h2u2 Za-

P, = e i .

est la plus avantageuse.
Le poids de cette détermination de x est

Sat.
1
La probabilité que u est compris entre == J sera :

o /B s
Sh Y Zea;
- 1.

[
Zai 4 —Iﬂuega"{ 9
! e T oduy=—
Vim J, 4>
=3

9 En supposant que les observations soient d’inégale préei-
sion, on trouvera:

e “dt.

P=

l‘L -
2Pt
1

L=

%p,-a?
1

§ & — DETERMINATION DES VALEURS LES PLUS PROBABLES DE PLUSIEURS
INCONNUES, UNE FONCTION DE CES INCONNUES ETAI\T DONNEE PAR PLU-

SIEURS OBSERVATIONS.

Observations de méme précision.

125. 1. Equations de condition. Supposons une fonction de six

meonnues
+=FX,Y,ZU,V,T),

donnée par les u observations d’égale précision A : @y ... Pu.

(245 )

Soient ¢, ... s les erreurs des observations, de sorte que les
vraies valeurs de la fonction seront

Représentons par X,, Y,, Z,, Uy, ¥y, Ty des valeurs trés-
approchées des inconnues, et par x, y, 5, u, v, ¢ leurs corree-
tions trés-petites ; de sorte que

X=X, + x, ete.
Posons

Fd (X07 1707 ZO: U07 Vo: To) = F,; ete; F/" (Xo, YD: Za7 U07 VO, TO) p— F[u.

-C—l—F—l——a EZE_ dF‘____ dFi dF4 dFl

dXo L dYo_ s dzo— ’ dUO_ 12 dVO"—‘eh dTg _/;7 ete.
dF

-—-—'u=aw ete.

dX,

En remplacant la fonction et les inconnues par leurs valeurs
.dans la premiére équation, nous aurons

g+ o =F(Xo+2,.., To+ 1), ete; e+ 0, =F, (Xp+2, 00, Ty+ 1)
ou, en développant et négligeant les termes d’ordres supérieurs :

g +a=F +ar +by +cz +du +ev + fit, etc,;

fpt gu=Fp + aux + by + ¢,z + du + e,v + fl.

ou bien, en posant Fy — ¢, =n,, etc., nous aurons les équations
- de condition

§ =0 + % + by + ¢,z + du + e + fit, ete;
== My + GuX - buyf + cp2 + dytt + €0 + fiul.

126. L. Valeurs les plus probables des inconnues x, y, ... t.
Les probabilités des erreurs ¢, ... g, sont (n°99):

h .
LT A
e dey

—_— —heeZ d
— TQE] sesas =
Pe, = 1 Pe ” -

V'
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et la probabilité de leur concours :

b \* _ieSe
P=(—'\/—;> e 2 dQ d&‘g.

Cette probabilité est un maximum lorsque
L3 o R
Q=2¢ =mn.;
1
c’est-a-dire quand 2, y ... ¢ seront déterminés par les équations :

do e dg dg, de

%=0=§si&—;=54£+—~+eﬂ -ﬁ=am+---+a“s#,
@=0=§5A@=sd—51+-~-+e ﬁ——be e Dy, ete.
dy vidy ' dy “dy he ooy =
do. & ds; de, ' dey,

= =1Ei?t=sdﬁ+m+e‘"' d B — fie + oo 4 futp.

Si nous substituons aux ¢ leurs valeurs, et que nous posions,

pour abréger :
@+ o+ ah=[0a]; @by + - + ab, =][ab], etec.,

nous aurons les six équations : -

[ad) & + [ab] y + [ac] = + [ad] u + [ae]v + [af ]t + [an] =0,

[ab] = + [bb]y + [be] = + [bd] w -+ [be] v -+ [bf] ¢ -+ [bn] =0,

[ac] o + [be]y + [ec] z + [cd]u + [ce]v + [of ]t + [en] =0,

[ad] x + [bd] y + [ed] z + [dd] w + [de] v + [df] t + [dn] =0,

[ae] x + [be] y + [ce] z + [de] w + [ee] v + [ef ] ¢ + [en] =0,

laf 1 -+ [bf1y + [¢f1z + [df]w + [ef] v+ [ff] ¢ + [fn] =0.

Ces six équations serviront & déterminer les six inconnues &, y ... &.

127. TI1. Elimination (par substitution).

De la premiére équation nous tirerons que nous substitue-

rons dans les cing autres;

De la premiére de celles-ci, nous tirerons y, que nous substi- '

tuerons dans les quatre autres;

De la premiére de celles-ci, nous tirerons =, que nous substi-

tuerons dans les trois autres, et ainsi de suite.

abréger :

(247 )

La premiére des six équations donne

x:-ﬁfﬂy _E - _[ﬁll [ae] [af] [an]

[aa] faa] ~ [ad] U — [a-a]- — [(Tajt — @

Substituons cette valeur dans les

(ab]
bb] — L ropl — n. ad
[60] [aa]“’] (bb . 1); [cc]—%ﬂa]][ac]=(cc,4);

b. J— o AY . R —
[ (/] —T [aC] —(b(: . 1)7 [Cd] E j’[ad] = (C(l . ']);

o]
bd
L L LR R B N
[at]
be] —"=Tqe] = 1);
[be) — 2 ] = (b 1) c/]—%;;}[an—(c/ 1;
b —_—
| [bf]—% [of 1= (bf . 1);
[ae]
—_— [ee]—T[ae]=(ee.1);
[dd]—%[ad}=(dl 1); H
e L) e o) = of )
[de] — o] = e . 1) _

_led a
[df ] @ ][l‘]—(dl 1); [ff]~£ﬁ[a/']=(f/’-4);

[aa]

[bn]— i} [on] = (bn . 1);
[on] — %[an] —(en.1);
] ~-{-‘? [an] = (dn'. 1);
[en] — H [an] = (en . 1);
[fa]— % [on) = (fn .1).

17

cing autres, et posons, pour
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Nous aurons ainsi les cinq équations :

(bb.’l)y+(bc.’l)z-:—(bd.1)u+(be.’l)v+(bf.4)t+(bn.
(bc.'1)y+(cc.4)z+(cd.’l)u+(ce.’l)v+(cf./i)t+(c{n. |

(bd.l)y+(cd.d)z+(dd.’l)zz+(de.'l)v+((lf.’l)t+((7@.1 -
. (‘be‘l)y+(ce.4)z+(de.4)u+(ee.’l)v+(ef.’l)t+(en. ;_—0,
(b/'.l)y+(c/’.4)z+(df.4)u+(ef.l)v+(ff"l)t+(fn. .

198. On tire de la premiére de ces équaltions :

(bn.1)
bot)  (bdot) e L) TR
y”'ibz.4))z—(l>’b.—/1—)u—(bb.4)v (bb.1)  (bo-1)

y res équations, et
Substituons cette valeur dans les quatre autres équations,

posons :

(cc.’l)——((-zz’:%(bc.’l)-—-——(cc.?); (dd.d)——%%%(bd.&):(dd.‘));

(cd.’l)‘-%%(bd.d)=(cd.2); (de./l)——%%%(be.’l):(de.‘l);

e 1) e =t A1) S O )=

o A o OF D=2 —

(e %b—g(—b; R < e IR

o 1 OF =)
(cn.‘l)-—%ﬁ%(bn.’l):(cn.?);
(dn.’l)—‘—%%(bn.d):(dn.??;
(en-d)—((l;f,‘_i))(bn-4)=<en-2>;
-3 on.1)={fin -2);

(249)
nous aurons les quatre équations :

(cc-2)z + (ed . 2w+ (ce.2) v + (¢f-2)t + (cn.2)=0,
(¢d.2)z + (dd.2) u + (de.2) v + (df. 2) t + (dn.2)=0,
(ce.2)z+ (de.2)u + (ee.2)v + (ef-2)t+ (en.2) =0,
(¢f-2)z+ (df . 2w + (ef. 2)v +(ff-2)t + (fn.2)=0,

129. De la premiére on tire :

2 _fee?)  (cf.2) (en.9)
(cc.Q)u (cc.‘:z)v mt—M'

Substituons cette valeur dans les trois autres équations, et
] ’
posons pour abréger :

(¢d.2)

(dd.2) — == (ed .2)=(dd..5); _ (ee.2)

(cc.2)

3 3); (of 2) — gi ;‘)i (cf-2)
)

—

(ee. 2) (ce.2)={(ec.3);

]
©
™
©1

(cf-2)

r-2) —

(c/-2)

J

(ff-5);

(Fr-2)—

nous aurons les trois équations :

(dd.
(de.

(df .

Ju + (de.B) v + (df.5) t + (dn.
u -+ (ee.3)v + (ef .3) ¢ + (en.

3
Ju+(ef .3) v+ (ff.5) t + (fn.

L1 o1 w1
o1 &1 vy
I

T
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150. De la premiére on tire:

@f.3),  (dn.3),

(de .3) @f - =
Y7 (@d.5)  (dd.5)

Y= (dd.5)

ur abréger :
Substituons dans les deux autres, et posons, po g

5 o We-B) e o ()
e.5)— D o5y e ), 1-9— g 59
(de.5) y ’
-5 — g5y -5 =el —
de.5) .
(en.3) — ((de 5; (dn.5) == (en.%),

3) = (fn.4);

nous aurons :
(ee.4)v + (ef &)t + (en.4) =0,

(ef -&)v~+ (ff-4)t + (fn.4)="0.
131. On tire de la premiére :

(ef - 4) t_M.
17=——m‘ (33_4)

Substituons dans la seconde, et posons

(mmifiﬁ@‘ﬁb
0

(fn. k) — (f m (en.4)={fn.B); |
nous aurons | (FFB)t+ (fn.5)=
d’ot h _ “(fn-B)

'_(ff.’.i).

(251 )
132. Résumé :

[ab] [ac] [ad] v [ae] [ef] [an]

T’ el T [ laa] * ™ [aa) ' o) =%
(bec.1) (bd.1) (be. 4) (bf ’l) (bn. 4)
ST e T e T oo ey
(cd 4) (ce.i)) (cf (ci .2) —0
(c ) (cc.‘.z '(00.2) ( i ) ’

(de 5) (df a) (dn.a .
T dds)" " {dd. a) a3
(ef 4 (en.4)
(ee 4) (ee k)
_ (fr.5)
T

135. Tukorime. Je dis actuellement que si l'on pose :

A =[aa]x + [ab] y+ [ac] z+ [ad] ua [ae] v+ [af] £+ [an],
B (86.1) y+ (be.A)z—+ (bd.A) u—+ (be1)v-+(bf 1) t+ (bn.1),

€= 7 (ce-2)z+ (cd.2)u—+ (ce.2) v+ (cf.2) t + (en.2),

I

D= (dd.5)u+(de.S)v+(df.5)t+(d1 1.5) ,
Er= (ee.b)v+(ef &)t + (en.k),
FF= (ff-3)t+ (fn.B);

® La valeur de @ ou Ts sera donnée par une expression de la
forme

2

A_ B/2 C//s D///-: Ewa sz
T lwd ) (o) T dds) e T )

2° Les dénominateurs [aal, (bb.1), ...
tifs.

 DimonstraTION. 1° Reprenons la valeur de  (n° 1 25-126)

+ (nn.6);
(ff.3) seront tous posi-
Sl#(cqx +by + -

il 04 e (202 + byy oot [+ ny)%;
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253
développons les carrés, et ordonnons, nous trouverons : nous trouverons L
o = [aa] 2* + 2 | [ab]y -+ [ac] =+ [ad]u + [ae]v + [af]t + [an]} = R Q* (Px + Q) A2
— ==
4 [bb] y* + 2 | [be] 5 —+ [bd]u—+ [be]v + [bf] 1 +[bn] {y P [aa]
e [eo] @+ 2 | [ed]u+[ce]v+ [f ]t +[en] | = =)y - 2{(be 1)+ (b ) - (be A)v + (bf )+ (bnd) |y
+ [dd]w* + 2 | [de]v + [df] ¢+ [dn] | w + (e ) 2*+ 2{(cd . D)u—+ (ce. 1) v+ (f A) ¢ + (en.1) | =
+ [ee]v* + 2 i [ef]t +[en]} v + (dd. 1) u?+ 2 {(de v+ (df 1)t + (dn.1) §“
+ [ffl1 ¢ +2 [fn]t+ [nn]. +(ee.4)v* +2{(ef A) 1 + (en 1) v
=Px2+2Qx+R_—=.(M_;2)_ R___Qp_Z (M) E+2 (fa 1)t + (@an.1)

) ' =P'y2+9Q'y+R’=w+R'_Qf,
en faisant pour abréger : P P

en posant
P = [ada] P

Q= [ably + [ac]z + [ad] u + [ae] v —+ [af] ¢ + [an]; P =(b.1),

o Q=(bc. 1)z + (bd. 1) + (be.1)v + (bf.1) ¢ -+ (bn.1),

Pz + Q=4 d'ott
134. Mais on a : Py+ =B,
[[ao]]z_*_ﬂ%% %[ s ﬁ[ v+ H[ oy E %[(m]% 155. Mais on a :
o e
e e
AN

Si done nous posons

[nn]——[z—z]=(nn.l),
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et si nous faisons on aura
bn . 4 2 ,
(nn.1) — Eb: 1; =(nn.2), _ A__ B? cre LoQn
[aa]  (bb.1)  (cc.2) - T p
nous aurons : = (dd.5) u* + 2 {(de.3) u + (df.5) ¢ + (dn. 3)}u
A B e + (ee .5) v* + 2 {(ef.5) t + (en.3)} v
[aa]  (bb.1) P’ +(ff.5) & +2 (fn.3)t + (nn.5)
e 9 7.2 z rrr [722% 1
(cc.2) 22+ 2 {(cd.2)u + (ce.2)v + (¢f-2) t +{en.2) } : P 20y 4 R”’-—-_(p u + Q) . R’/'_—_(_l:
A (dd.2)u* + 2 | (de.2) v + (df.2)t + (dn2) | u — prm P
en posant
+ (ee .2)v* + 21 (df . 2) ¢ + (dn.2)} v P P — (dd . 5)
 (ff.1 +2 (fr.2)t + (nn.2) Q"= (de . 5)v + (df.5) t + (dn . 5);
(P172 4 Q/l)g Q/IZ d’ol‘l -
— 1.2 ) r M LT Rl' —_——
Pz 4+ 2 Q z+ R P -+ P’ Py 4 Q/n= D:,,’
et
en faisant RV Qe ' A® B* e D

=Q _ — — .
P’ — (cc.2) p [aa]  (00.1) (cc.2) (dd.3)

Q" = (cd.2)u + (ce.2)v + (¢f-2) t + (en.2); 157. Oron a

d’out 0—c
Pz 3 Q=0C" re )
Q" (o5, ((de.3) (de .5)
et = * 42 If.5
& oBrocr Q7 P (@d3) " adm ) g A
" fad]  (B01)  (0.2) P’ @, . (df-5) (dn.5)"
. +(dd5)t d(dd.)(dn a)t+(dd 5
156. Mais on-a
et si I'on pose
erﬂ (Cd . (‘2)2 2 (Cd . (2) (Cd . 2) (Cd. 2) . o (dn R 5)2 .,
Sz u? 4+ 9%( ) (ce.2)v+ (0 9) (¢f-2) t + (00 .2)(&1. (nn.3) —_-(dd.i)’) = (nn.4),
2 S 9 on trouvera
+(ce.2) v2+2%(ce.l)( .i).)t—i—(ceu)(c ARYY , S
(cc.2) (cc.2) (cc.2) i\i B c D g
(cf .27 o+ 2 o-2) (cn.2) (em '9)2; [aa] Ebb- 1) (cc.2) o (dd.3) =R T
-+ (cc.2) (ec.2) (cc.2) = (ee . &) v* + 2{(ef+ 4) T + (en.4)|v
AN . 0
et si l'on pose +(f-4) 8 +2 (fa.b)t "l')- (nn. &)
.2 2 o v, w\2 w2
(nn.2) (((CIZ 2; = (nn.3) = P"u® + QQ‘_"u + R"=____( u;;Q ) 4 Rv — o’
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en faisant
v = (ee . &),

= (ef. &)t + (en.4),

=(ff.4) C+2(fn. &)t + (nn.4);

et

d’ot
Plvv + va a— Exv
1v2 2 B/E C//2 Dl/’2 Exv
Rv— __(’:‘)'_ -0 i _ . . — .
b [ae]  (BD.1)  (cc.2) (dd.3) (ee.4)
158. Mais on a
1ve ./ 2
9 = (ef-4) 242 o -4 (en.4)t + en. &) ,
P (ee.4) (ee. &) (ee . &)
et si I'on pose
4 (en &) _ (nn.5)
(7171 . ) — W = . 5
on trouvera
AQ Br:’ Cr/z Dr//2 Ewe - “,' B Qw‘-’
T laa] (bb.0)  (00.2)  (dd.5) (ee.k) P
= (-5} + 2(/n.B)t + nn.B
Pvt vi2 v=
=P“t2+2QVt+RV=———( ;Q) -+ R'— %v
en posant
=(ff.5); Q' =I(fm.B); R =(nn.5)
d’ou
Pl + Q"= F",
et
Rv sz A2 B/Q Cun_)_ Du/z Exve . F\2 .
TP [ea] (6bA) (cc.2)  (dd3)  (eek)  (f[B)
Mais
Q" _ (f" . 5)2.
RN
done
A A AL
Voo ——=(nn.>H
P (fF-5) 5)

posant (nn.3B) —

nous aurons_enfin :

A2 B12 C//Q

=———— +
[aa] (601} (cc.2)

D'”Q Ew:’. Fv?
(dd3) " ey (7B
2° Démontrons que les dénominateurs [aa], (b5, 1), ... (ff; b)

sont tous positifs.
). Pour le premier, ¢’est évident, puisque

-+ (nn. 6),C Q.F.D.

2
-+

[aa] == af + --- -

b). Remarquons que la fonction Q—[f—] ne renferme pas x; si
done dans @ on substitue la valeur de x provenant de A=0, on
obtiendra 0 — [—A—"~ et par suite, si dans chacun des ¢, on avait
substitué & x sa valeur provenant de A=20,la somme des carrés
des ¢ aurait donné (n° 155) o [ ], mais, dans ce cas, le coef-
ficient de y2, qui est (bb.1), est une somme de carrés; (bb.1)
est done positif.

¢). La fonction o —[a—a] (b]i 7; be renferme ni %, ni y; si done
on substitue dans © & x sa valeur tirée de A=0, et & y sa valeur
tirée de B’ =0, on obtiendra la fonction préeédente; ou bien
encore si I'on subsﬂtue ces deux valeurs dans chacun des ¢ et
quon fasse la somme des carrés; dans ce cas, le coefficient de 22,
qui est (cc. 1), est une somme de carrés; il est donc positif, et
ainsi de suite.

139. RemarQue. Si nous faisons

, B".' C/rz D'/".’. Elv‘.’ Fv2 6)
= n.o),
1) " een) T d) s e
" c
Q" = - -+
(cc.2)
QIII D,I,2
== ——
(dd.5)
Ew2
QIV = +
(ee. &)
Fv2
Qo = ' - + (nn.6)
- T/
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nous aurons

Aﬂ
= [ac] - 0, ot le premier terme seul renferme x;
et4
B~
I :m+ﬂr/’ » » » y;
CI.’E
Q” ﬂm(____aj -+ o', » » » 3
cc .2
’ i3
I”:(dl '-) + le’ » . W “ 15
d.5
EWE
O — —_ 9_", » » » v
(ee.4)
vZ
O = —m—— - (70, 6) » » ' t;
T . A

140. IV, Démontrer que les valeurs oblenues par lo méthode
des moindres carrés sont les plus probables.
Nous venons de trouver, par cette méthode

.5

(7F9

Appelons = Terrenr de cette détermination; la vraie valeur
de f sera ' :

(fn.5)
U
fn5)
(ff.5)
Cherchons la probabilité de =.

Si ¢ est constant, la probabilité des valeurs simulianées de o,
Y T34, U Sera

-7,
dout

re== 4

(—h )# 1B e dy diz el o
e~ agxrdydzdiay;
v Y

3

en effet, soient x =a,, y =1by, 2==10;, u=dy, v=12g,, t =1
les valeurs de = ... ¢ déterminées par les équations normales

(259 )
(ne 126); et &, %, &, v, v, = les erreurs de ces déterminations;

on aura
d’ol

da = d§, dy=dy, ... dt=dx;

&= ,f + by + -~ + fir,

Bp=0pE 4+ by + -+ fur;

ld probabilité de Pexistence simultanée des erreurs &, v...7, en

regardant f comme constant, sera

ROV
(——) e Qe | dy,

V=

4 ( h )"’* vy ;
— | e Max ... de.
Viml

Les limites des valeurs x ... v élant en général + w0, fa pro-

ou

-habilité de toutes les valeurs simultanées de x ... », ¢ étant con-
“stant, sera :

h AR e
Y= (LTT) ‘sﬁ‘{dxdydzdudu.

On aura done pour la probabilité d'une valeur de ¢:

" hif) 3. 1
0 Ydi a tf,, e dadydsdudy
:CmYdE Gf“e’_y.'ﬂ dudydzdudvde D

i41. Calewl de N. Ona o= [‘:—G] -+ 0!, A seul renfermant zx.
L’expression de A étant (n° 153)

_ A==lua] x + [ably + - =+ [an],
I s’ensuit ' '
dA

s = (1T

fa]

_ ‘Substituant ces valeurs dans ['expression de N, on chtient

e = e AL dA
N=di /e"’"g’dydz(ludv/ e Prag 22,
i ) . [at]

e —ag
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' ; et comme (ne 155) :
ou, par une transformation connue : 7 ( )

= (ff-B)t + (fn.5),

Vi® e . .
N= e dt / e dy dz du dv. en effectuant I'intégration, on aura :
(V=) .
On a de méme (n° 159) : D= g=i2im-0)

V/Taa] (6b . 1)... (ee. &) (f].5)

”©

o’ =—m+ 0", B’ seul renfermant y. et par suite, la probabilité de ¢, ou de =, sera :
L’expression de B’ étant (n° 155) : 0= %T _ hl/(f,:..’j) R =7 dt,
: . Bz
B = (bb.1 be.1)z bd. 1 be.4)Vv + (bf-4) T+ (bn.1), — »
( )3/+ ( [ ) + ( )u-i‘ ( ) ( / ) ( h‘/(ffb) e""gi"*‘g;.;)) E-Q(ff“”') "
= ———— * ( y
il s’ensuit V2
dp’ -
g WD e ome
(bb . 1) = Te ST dr.
bSubslituant ces valeurs dans la derniére expression de N, on Cette probabilité est un maximum pour = — 0; done pour
obtient
3 = p2pr2 4 >
N Vi de /e‘""ﬂ”d,z du dv/ e—‘b_bB'_”———dB __ (. 5);
hVTaq] <, (bb - 1) (ff-5)

= ——m—dt f e dedudv .

PV [aal (bb. 1) ==
On trouvera de méme :

(V=)

telle est donc la valeur la plus probable.

Le poids de cette valeur de ¢ est (ff. B), h étant considéré
comme unité de poids.

Remarque. Soit P la probabilité que « est compris entre 4 c;
nous aurons

: o —h2Qm TR,
A bV Taa] (bb . 1) (cc . 2)'dt2'—/"°‘ ‘ dude p=2VUT-5) ‘/‘g;r 5)£e‘hi(ff'5) de.
- v at / e dv. Si nous changeons I'exposant en — k2, nous.aurons
BV Taa] (bb . 1) (cc . 2) (dd .5) == g , ,
— W= = gt} dt. o L :
" 1V Taa] (86-1) (cc. 2) (dd-5) (ce- 5 RV - 5)

et A r=crépondra k==ch |/ (ff . B) que nous ferons égal a g.
Nous aurons ainsi :

P———- ek dk
\/7‘0

142. Calcul de D. En intégrant expression précédente entre
=+ o0, on aura

5 o ., FY
D— (V=) e_he(nn.sfe—"'m) de;

BV....

—
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probabilité que ¢ est compris entre

(Y
i g =fE bV TS) = — g = VT 5)- CHAPITRE VIII.

PROBABILITES RELATIVES A LA VIE HUMAINE.

@bservations d’inégales précisions.

143. Supposons que les ohservations ¢, ... g, soient de p}*em;
: b - . . - ] ‘
sions différentes, et soient p ... p. leurs poids respectifs ,.i.L fatzl
pris pour unité de poids; nous aurons pour la probabilité des
erreurs ¢ ... & (n° 126) :

RV po

e—h‘2 P1EF d &

144. La probabilité qu’a un enfant d’arriver & I’dge x est une
fraction dont le numérateur est le nombre des chances de vie
favorables a cet age, et le dénominateur le nombre total des
chances ; ce dernier étant infini, T'on voit que la probabilité

Pe, = v relative 4 I'age « est infiniment petite; on pourra done la repré-
senter par
: e P=flx)de . . . . . . . . 1)
N U L) deys
! ™

Considérons un nombre trés-grand p. d’enfants nés a la méme

babilité du concours de ces erreurs sera done epoque; la probabilité qu’a I'enfant ¢ d’arriver & I'age x sera
la probabilité¢ du

( h )F P e_m/z:p"ssdsl...dsﬂ;
P= v Puiee-Pp

Per= [(x) dx.

La probabilité qu’il arrivera 3 un age compris entre 0 et x
sera la somme des probabilités relatives i tous les dges intermé-

diaires croissant par intervalles €gaux & dx de 0 & x; elle sera
donc

ini : i it aux
nous aurons done & rendre minimum Zp;;, ce qui condut
équations normales :

apl e+ abply + - -+ ) =0, J ) de

[

[a/‘p] x + [b'fp] Y+ -+ [fap]=0.

Soit @ la limite supérieure de la vie humaine ; il est clair que

fwfi(x)dxzd;

et par suite
S @ de= [ — [*—1 ~ /(&) da

cette formule exprime la probabilité que 'enfant 7 dépasse « ans.
18
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On nomme vie probable la valeur de & pour laquelle individus décéds

: ecedes en une année aient donné lieu au el
suivant : classement

2O | ==

J @) de=

500 sont morts de 0 3 20 ans.
200 » » 20450

»

Assimilons la durée de la vie 4 un gain éventuel : la somme 500
? > > 50490 »

de toutes les valeurs possibles de «, multipliées par leurs pro-
babilités respectives, ¢'est-d-dire ‘ On en conclura que Ia date dé I naissance d
ce de ces

n 0 cone ’ : ersonnes
précéde I'année de 'observation, P

& ==‘0/‘wwf:(x) de
A Pour 500 de 1 & 20 ans.

» 200 de 20250 >

» 300 de 50A 90

sera le sort de cet enfant, ou son espérance de vivre (voir n°® 57).
La vie moyenne v,, est la somme de toutes les valeurs de ¢, rela-
tives aux p enfants, divisée par le nombre de ceux-ci; ¢’est-a-dire

ou-bi g
1en, que, de 1000 enfants nés dans Ia meéme année

M=

&;

1r ,e
sm D=t [Paf o) e

" |

500 sont morts dans les 20 premiéres années
700 » » 50 > >

Tous les problémes sur la probabilité de la vie dépendent de-
1009 »
» 90 » >

la fonetion inconnue f;(x), qui est différente pour chaque enfant;
mais la fonction moyenne —}E’i f:(x) , et par suite la vie moyenne v,
ne varient qu'avec lenteur par lextinction des maladies et le per-
fectionnement de la société. »

La fonetion f; () ne pouvant étre déterminée & priori, on doit
avoir recours a l'observation, afin de rendre le caleul des for-
mules vrajes qui précédent possible approximativement. Les
observations qui font la base de ces calculs approximatifs consti-
tuent les tables de mortalité.

Done, de 1000 individus nés en méme temps

500 vivent encore 4 la fin de la 20=¢ anndée.
300 » » 50me
0 » » 90me

 Ce sont ces nombr '

- res 500, 500, 0 qui .

mortalité. » 90U, U qur constituent la table de
Généralisons I'exemple ci-

, dessus : su .
, . : osons ’ ot
d'un registre de Pp que I'on ait extrait

e état cm'l un nombre A déeés dans une période
; €t que ces décés se répartissent comme suit :

CONSTRUCTION DES TABLES DE MORTALITE ET LOIS EMPIRIQUES
QUI LES REGISSENT.

145. Une table de mortalité indique, sur un grand nombre ¢
d’enfants nés a la méme époque et dans le méme pays, combien
il y en a qui survivent aprés la 1re, la 2™, etc., année.

@ décés entre O et 1 an.

. ] . , . e » » et 5ans.
A. Formation des tables de mortalité. Supposons quen dé- & > b Betd
pouillant des registres de l'état civil, on ait observé que 1000 o et 10 ans.
» »

10 et 15 ans, ectc.
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s 8 éine eépoque
On en conclura que, de A enfants nés 4 la me poq

vivront encore 2 1 an.

. o » » - 5 ans.

-Z _ Z’ a’ » » 40 ans.

A—— fa—a" > » 135 ans, ete.

QU a — —

kM .
7 : remie rmule d'inter-
Si I'on applique & ces donnees premiéres la fo

1é roisiémes, etc.,
polation aux différences premieres, secondesﬁ R t[l Seme ,ans
‘ Vi s42,5, 4,6, etc., ans.
iendr res de survivant 6,
obtiendra les nomb S eie. o
OnCe mode de construction des tables de rflorl:al_lte upt;;men(i e
n reste stationnaire, et il exprimerait exaclem! e
: indivi i ervi a
i \ 1dividus qui ont s
ité si le nombre A des 1 ot servi & les
i h'teﬁSl' ar alors une telle table pourrait etre 1ep1;e
former était infini; ¢ ! ‘ T e
sentée par une courbe conunue dont les mdfmnees aient e
mbres de survivants, et les abscisses les dges corresp
no

3 ces survivances.
En général une table de mor anep
le nombre A est plus grand, et que la popula ‘
7é ire.
plus grande et plus proche de I'état stationna
On doit avoir soin, pour
R N
les années signalées par une mo
années d’épidémies, de guerre, ete.. e suivantes
Les principales tables de mortalité sont les

la populatio
loi de morta

talité est d’autant plus exacte que
elle-méme

De Witt, grand pensionnair  Holla
miére table de ce genre; elle est tres-rare.
Halley, contemporain de Newton, €
Jes registres de I'état cn-fxl de B
Siissmilch a construit pout
avec soin, reposant sur un gr bre dobe
touchée et perfectionnée par Baumann, elie
usage, surtout en Allemagne. e dapris
i ié bonne ta
Wargentin a publié une
recueillies- en Suede. n
Deparcieux a construit la premiér
d'aprés les déce

16 igé court.
rentes viageres. Elle a éte corrigee par Floren

la construction de ces tables, d exclulre
talité extraordinaire, comme 1€s

e de Hollande, a construit la pre-

n a construit une d’aprés
reslau. Elle n’est plus en us’age.’
I’Allemagne une table executee
and nombre d’observations. Re-
re d’'un grand

les observations

e table publiée en France,

\ ies de tontines et de
s observés dans des compagnics Yl o, 1501 By
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Simpson a donné une honne table pour la ville de Londres.
Baumann, pour la province de Brandebourg.

Duvillard a donné pour la France une table qui repose sur des
observations trés-étendues.

Price a donné pour la ville de Northampton une table trés-
estimée.

Kerseboom en a construit une sur des documents pris dans

les éiablissements de rentes viagéres de la Hollande et de la Frise
occidentale.

La table pour la Belgique fait la distinction entre la mortalité
dans les villes et la mortalité dans les campagnes; et de plus
entre la mortalité des hommes et celle des femmes.

La table de Monferrand, pour la France, est la plus récente et
la plus soigneusement construite (voir son Mémoire sur les lois
de la population et de la mortalité en France, Journal de ' Ecole
polytechnique, 26™ cahier, t. XVI). Cette table, dans laquelle on
atenu compte de la variation de la population et de la correction
relative aux mort-nés, est divisée en deux parties pour les deux
sexes. Chacune contient sept colonnes, sous les titres : dge, déces,

population, danger annuel, survivances, vie moyenne, v

ie pro-
bable. Nous verrons plus bas

la formation des nombres rangés
sous ces divers titres. La premiére colonne contient les dges de
Mois en mois jusqu'a un an, puis d’année en année Jusqu’a la
limite de la vie, qui est de 105 ans dans cette table )

_(*) Nous ne pouvons passer ici sous silence les nombreux et importants
travaux par lesquels M. Ad. Quetelet, directeur de ]’ObservatoireAroyal de
‘Bruxelles, seerétaire perpétuel de ’Académie de Belgique, a contribué aux
progrés de la statistique, dont il a été I'un des plus zélés promoteurs.

Les principaux travaux quil a publiés relativement i cette science, et dont
kplusieurs ont €té traduits en différentes langues, sont, outre sa Correspon-

dance mathématique et physique (1825-1839), les Annales et 'Annuaire de
PObservatoire royal (1 883-1874) :

Recherches sur la population, ete., dans le royaume des Pays-Bas, in-go
— Météorologie de la Belgique comparde i celle du globe, in-8°, Bruxelles, 1
= Lettres sur la théorie des probabilités appliquée auwx sciences morales et
1846. — Du systéme social et des lois qui le régissent, in-12

, Bruxelles, 1827.
852;2¢ 4d., 1867.
politiques, in-go,
> 1848. — Sur la physique du
sique sociale, ou essai sur le développement des fucullés de Uhomme,

2 v..in-89, 1855; 2¢ éd. 1869. — Anthropométrie, ou mesure des différentes facultés de
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Table de mortalité de Siissmilch et Baumann.

SOMME
SUR- SOMME SUR- ccinis 50:;:5 AGE. vxil::;s‘ nécénﬁs Viv‘iae:‘s.
AGE. | yyyants. DiicEDES. vij::ts. AGE. VIVANTS. pEC " vivants. . A\m 5 Cm
m Am Bm Cm m Am Bm Cin td E
b 2 3 42 6 |11464) 66 | 152 10 | 1520
! 9(‘)(()) QZ(S; ffl 222 32 2'1:’) 6 111043 67 t’;l) i ([)] 1 igi
; 6 2 5 7 |10628) 68 | 132 12
oA e et [ Y R ) (Y g R B
?’) (‘;:)2 ZZ 259891 37 | 398 1 ggiTil 70 | 142 E:) : éa
s 279 12 25366138 | 338 7 94920 1 | 1 g% . o
z s67 | 44 | 247871139 | 384 7 9 0?4 ;2 8; . e
71| 556 9 |24220] 40 | 374 1 8653 i R . e
547 g 93664 41 | 367 1 8219 7“ S I
5 229 7 193147142 | 360 7 T912)| 18 62 : o
; s32| 5 |easmis| 383 7 | 788276 62 T
i 5"; 4 | 22046 l 44 | 346 1 1 ‘19‘:) 175 55 ; o
1:’ 5:’3 4 (245191 45 | 339 1 6 §53 18 %9‘ R
B " 4 20996 46 | 332 8 6514l 19 | 49 : o
13 519 4 :)0 LTI 4T | 324 8 | 6182 80 537 E: 2;6
,% i;i 7 Z ;9 962 I‘ 48 | 816 8 5858 81 32 Z e
& 507 4 |49451)1 49 | 308 8 53542 8%! ‘ zﬁ s oo
o 503 4 | 489441 50 | 300 9 523411 83 | 24 , 5 o
18 ? 4 1844l 51 ] 29 9 49341 84 1 20 ‘ .
ol s ol sa | osa| o | 46u||ss | 17 ?, -
3’9 [/tgi : 11 44; 83 | 213 9 4361} S6 ‘li ; gT
:;2 486 3 |1 160561 B4 | 26% 9 i 0?? :‘; i .(; . o
j‘l“’ 481 5 146470 85 | 288 9 3 %h " . ) >
2; 416 3 | 15989|] 56 ‘:::’;3 g 3 ;gi o ° . -
% 41 5 15518 BT | % 3 ‘ 6 . o
?7; 225(13 5 45042l 38 | 228 9 3 0%6 2(,1, z . o
;b 461 s 144376 59 | 219 9 ‘:’) 2;3 9; : X ’
ol o o | MZ ?50 Z(l)(i g :) 499|] 94 2 1 3
451 6 | 1365 i ; 242 ¢ 4 . :
?’z Zz; 6 |43208|| 62 192 | 10 2 298 gz (1) . .
;0 439 6 |412763) 63 | 182 | 410 9 (LEE,S
31 433 6 |12324( 64| 172 410 1 Sa:
39 | 421 6 |41891) 65| 162 | 410 1682
P homme, in-80, 1871. — Congrés international de statistique, in-4°, 1875. — Tables de moy

talité et leur développement, in-%°, 1872.

Ces derniéres tables sont relatives & huit pays

de Pouvrage.

dxﬁ'erents, etla concordance des résultats
4 & S, q
1y sonft rappor 1és est vraiment lemarquable Clest la premiere fOl\, pensons-nous, u'il
qu

se publie un trava complel su ! 1ere. en donnerons un exfrait a la fin
bl travail aussi com let sur celte matiere Nous nne: u
P d frait a l

F.F.
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146. B. Lois empiriques. Divers auteurs, entre autres
bert et Duvillard, ont donné des formules em
sentent plus ou moins bien les chiffr

Lam-
piriques qui repré-
es des tables de mortalité
pour lesquelles elles avaient été construites. Mais aucune de ces
formules n’est comparable, pour I'exactitude et la simplicité, a

celle que Moser a donnée pour représenter les nombres de la
table de Kerseboom, et d’aprés laquelle on a, jusqu’a 'age de
30 ans,

4
y=alx; . - (a)
y le nombre des décés Jusqu’a cet age; a se
détermine au moyen de la table; ainsi, en représentant par
I'unité le nombre des enfanis nés a Ia méme époque, on (rou-
verait

x exprime I'age, et

6=0,2=

b

O | -

car, d’aprés les tables de Kerseboom , sur 1 enfant nouveau-né,
il y en a 0,627 qui atteignent 12 ans; et puisque 1 — @ |V cx-
prime le nombre des survivants a I'age x, on a
—
I —al/12 = 0,627
d'ou
0,575

o= — " 0,2004.
V12

Pour les ages qui dépassent 30 ans, la formule (a) ne con-

corde plus avec les chiffres des tables. Moser donne pour ce cas
la formule

- 125 0,1570 s —
y=1 _o,sz—f)ilOS_a\/‘ 2070 s

108 ’

qui représente fort bien la loi de mortalité de 30 i 60 ans.

147. C. Quelques rapports remarquables reposant sur les tables

de mortalité -

Nombre des déeds des hommes 100 (
Nombre des décés des femmes . 98

pour la France, d’aprés
98  Mathieu).



(270)

Nombre des naissances des garcons _ 100 (id. pour les enfants 1¢-

- itimes).
e issances des filles 9% 5
ombre e ne 100 (id. pour les enfants na-
= o5 turels).
Nombre des naissances 4_0_9
Nombre des mariages 22
Nombre des mariages 1

dans les grandes villes.

Nombre des habitants 155
= 4 dans les petites villes.
105
= 1 dans les campagnes.
115
Nombre des hommes veufs _ 1_09
Nombre des femmes veuves 555
Nombre des premiers mariages _ 100 ehez los bommes.
Nombre des seconds mariages 29

= —40—0 chez les femmes
19

= B— pour la France.
Nombre des enfants naturels 1

Nombre des enfants 1égitimes

Nombre des décés en une anneée

daI]S Ies gl aIldeS A llles.
Nolnble deS vivants en cette annee ,241

=—1-— dans les petites villes.
52

= L dans les campagnes.
40

1) 1A o r
Ce rapport exprime la mesure de la mortalité, ou le dange
de mourir dans 'année.

Nombre des naissances annuelles 1 1 daHS.nleS grandes
n - 29 31 viiles.
des vivants i
Nombre 1 1 dans les petites
=91 95  villes.
1 1 dans les campa-
= 99 95  gnes.

Ce rapport exprime la mesure de la fécondité.
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NATURE ET USAGE DES TABLES DE MORTALITE.

148. Les assurances sur la vie,
orphelins, ete., reposent sur les
le verrons plus bas.

Pour le moment, nous nous
ces tables; nos exemples ser

les caisses des veuves et
tables de mortalité, comme nous

bornons & I'usage immédiat de
ont choisis dans celle de Sissmilch.

a.) Description de la table.
portant en téte les indication
pectivement [’
vivants.

La premiére colonne m donne Jes ages des individus de la
colonne A,, depuis 0 Jusqu’s

'a 96 ans, d’année en année.
La deuxiéme colonne A,, donne le nombre des survivants de
I'dge correspondant i la premiére. Ainsi I'on voit que 593 indi-
vidus sur 1000 sont encore vivants a l'age de 4 ans.

La troisiéme colonne B, indique le nombre des déces annuels;
ainsi

Elle se compose de quatre colonnes
sm, A,,B,, C_ et contenant res-
age, les survivants, les décés, et la somme des

250 cst le nombre des déces de 041 an.
89 » » » 142 ans.

Ces nombres s'obtiennent par des soustractions consé
entre ceux de la colonne A,,.

PrEMIER EXENPLE :

cutives

250 = 1000 — 750

89 = 750 — 661, ete.
En général

- Am-l-i‘

‘Devxitue exeneLe : De 1000 enfants nés a la méme époque,

374 arriveront & 40 ans.

et dans I'année suivante

7 de ces 574 personnes mourront,



(272 ) (9275 )

La quatriéme colonne C,, se compose de la somme de tous les
nombres de la deuxiéme colonne, depuis le nombre correspon-
dant  celui de la quatriéme jusqu’au dernier; ainsi

PreMiER EX

. 181\111:11 EXEMPLE. Quelle est la probabilité qu'une personne
ans vivra encore au moins 15 ans?

La table donne

Ay =499 . Ay, 5= A — 435

Co= Ay + Ay 4 -+ Ay, don
C

Ci= A+ -+ Ay =Gy — A, -
bl R
C,= Ay Ay =C—A,, Pw:@:O,SG.
— — Deuxi ‘ .
C,— A, + o+ Ap=0C__ —A,_4 ME EXEMPLE. Dans une société d’assurances sur la vie

le dépouille ;

. lement des registres ; ST

. . T . a fi :

Ces nombres indiquent donc combien d’individus survivent, : ° ourni les indications suivantes :

s . . . , s Qg personne 90 aps i .
a I'age m ou a un age plus avance, aux 1000 enfants nés a la of és de 20 ars inscrites pendant la 17¢ année; a, pendant fa 2me

bo N a1 R 5 ele.

méme époque. : . » 6 .
. e . ¢ 29 "
Exexpre. Le nombre 17,447 est celui des individus agés de 20 0 ’ == »

4 96 ans qui, aprés 20 ans, survivront aux 1000 enfants nés en

* » 3 v »
%y personnes de 20 ) o
o e 20 ans mortes pendant I 5
S a fre . 4
) ot p 1re année; o, pendant la 2me, etc.
Bo. = » M » I
1 » »

meéme temps.
% » 23 » ,,. N

[t

b.) Usage immédiat de la table. .’

1° Quelle est Ia probabilité que 'une des personnes de 20 ans

. Probabilltés simples relatives a Ia vie humaine. arrivera a2 ans ?

149. Premsr prosuive. Chercher la probabilité qu'une per- Le nombre des personnes de 20 ans est
"4 : 5 = est ay 4+ a; + «
sonne de I'age m vivra encore apres 1, 2, ete., n ans. o 1 2 ..

SovuTioN. Soient

, -
» décés de 20 4 21 ans est a, + %y b oy A

, . _ ) la probabilité cherchée est done
A, le nombre des vivants du méme age que la personne A.

le nombre des vivants qui ont 4 ...7 ans de plus. (o — a0) =+ (o — o) + (g — %) + ...

Am+l"‘Am+n Po=
U + ai + as + ...

Le nombre des cas favorables & ce que la personne A arrive
alage m + 1 est A le nombre de tous les cas possibles
est A, ; la probabilité que cctte personne vivra encore apres 1 an

0 t , - o, d 2/1
ans atl\_lndla sa 2.15 annee?’

L -
cera donc ¢ nombre des personnes de 21 ans se compose :
A, i . ;
i Des personnes admises 4 cet age et dont le nombre est

A

?)1 =
m

by 4+ by + by 4+ ...;

])E nﬂéme la pl'{bl)ab]lité qu elle vivra enco apl A
re (o3 p S ’ q
S te n r

sera : '
annee, et dont le nombre est

Am-l-f.’ Am+n .

PQ:T ""pnz Am

(a0 — ) + (@ — ;) + (@ — o) + ...
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Nous aurons donc ' .
~ De méme la probabilité que A mourra dans le courant de |
a

3¢ année sera

b0+bl+b2+.‘.+(a0-—-aa)+(a4 —-'0(‘)—*—... 3
('l — A""""’) Aprz A, — A is .

Aniedl A, A
CoroLraire 1I. Chercher la probabilité que cette perso
mourra dans I'intervalle de la p™ & la (p + ¢)™ année prsone
Comme A,, personnes ont m ans, A, pansde plus. A
P ~+ g ans de plus, il s’ensuit que A,,,, — A mour’ron?(fﬂ’
I'intervalle donné; la probabilité cherchée esmt+gzqnc .

Aniy — Ans

mipts
A

m

pour le nombre des personnes de 21 ans.
Le nombre des déeés de 21 & 22 ans est

m

@0+@;+@2+...;

la probabilité cherchée sera done

(o — o) + (@ — o) 4 -+ (by — Bo) + (by— B1) + -

(g — o) + - =+ bo + b + ..

Pa=—

5° Quelle est la probabilité qu'une des personnes agées de

99 ans atteindra sa 237°-année ?
On trouvait par des raisonnements analogues aux précédents

La probabilité contraire sera

A J—
§ o Tmte Am+p+q —_ A, — Am+p _ Am+p+'1
A, A ’
Exenpe. Quelle est la probabilité qu'une personne de 20 ans
mourra entre 50 et 60 ans?
Cette probabilité sera

m

(@ — o) & v+ (by— Bo) + =+ + (o —90) + -

p22=(a0—0'o) a4 oon o (b — Bo) e G A O e

150. Devxiine propuive. Chercher la probabilité qu'une per-
sonne de I'dge m mourra avant la fin de la 17, 2™, ...n™ année.

SoLuTioN. Soient ¢ ... ¢, les probabilités cherchées; p; ... p»
_celles des événements contraires; nous aurons

Ay — Ag _ 500 — 210 90
Ay 491 = Ei =0,18.

151. N .

5? Tro1SIEME PROBLENE. De I personnes agées de m années
combien en meurt-il 4 I'age de m + 1 ans? ’
La table des mortalités montre que sur A,, personnes de I'age

p‘+q,=1..‘p"+q,_='1;
done
Am+{ Am+n
s =l

m

q=1—p=1—

Coroitaire 1. Quelle est la probabilité que cetle personne
mourra dans le courant de la 2®°..., ™ année?
%1“-‘1‘- est la probabilité,  la fin dela 1= année, que A vit encore

m--1
3 la fin'de la 2»¢; done 1 — ‘:ﬂ““-“’ est la probabilité qu'elle mourra
Ami1

pendant cette 2= année.
AT;"—flest la probabilité que A vivra & la fin de la 1™ année.

La probabilité cherchée sera done

Am:Bm=l:x;w=l'i”-
Am
Exeumpre : Si l=1000, m=
ol »m=40, on trouve A,, =374, B, =7,
7.1000
X == ———
374

. REMARQI‘JE.‘ La quantité - est appelée vitalité, ou le pouvoir de
vivre relatif & I'age m. Pour les personnes de 11 a 18 ans, on a
= 8; pour cet age la vitalité est donc - ,

A A

m m

('1 _ Am-i—?) Am+l . Am-l-i — Am+2 .
At



(276 ) (277 )

CWQUIEME PROBLEME. De [ per.
SUrvivront aprés p années?
On a la proportion

A,:A

Si I'on prend cette vitalité pour unité, elle seraa—i pour tout autre
age; et x se détermine par la proportion ci-dessus.

En construisant une table d’aprés cette formule, on trouve que
la vitalité est trés-petite , dans les deux premiéres années, qu'elle
augmente rapidement jusqu’a 10 ans, ol elle est 4 son maximum.
Elle reste alors stationnaire jusqu’a 20 ans; & partir de cet age
elle diminue, et aprés 80 ans ¢lle redevient aussi faible que dans
les premiéres années de l'existence.

Voici cette table :

sonnes agées de m ans, combien

Ao
A

m

mp=l:ox, x=1.

Stxieme proBLEmME. De /
meurt-il dans p années?
Ce nombre sera

personnes agées de m ans, combien en.
A .

l'—l Mg ‘—l. Am-Am{-p )

m

Done de ! individus de I'dge m, il en meur

Table de vitalite.

t dans 'anné i-
- vante annee sui
. NOMBRE NOMBRE : A A
AGE. 4 lvitanes.|| AGE. 2 | vitarics. B P O ) B,
nRCEkSs DEcES ' A = [ —
par an. par an, m A m
153, Dérvirio :
. N. L
0 | 230 003 || 16 8 1,00 une personne d a durée moyenne de ce qui reste 3 vivre, &
1] 199 | oox || 47 | 8 | 1,00 = P fne e T'4ge m, est le nombre qui indique combien
5 2 ’ années chacun
o g ;S . o e des I personnes, ayant m ans actuellement,
3 40 0,20 | 20 9 0,99 auraient encore 3 vivre, si toutes arrivaient au méme 4o
4 24 033 | 2 1 0,73 Sepritue probutug, Chercher | e age.
5 21 036 || 30 14 0,57 rest ercher la durée moyenne F,, de ce qui
6 | 19 042 I 35 | 17 047 € & vivre & une personne agée de m ans?
1 16 050 || 40 19 0,42 SoLution. Soient 1, m 4+ 1, m + 2, m -+ 3, ete., les ages con
. . "
8 15 053 || 45 E1Y 0,39 séeutifs; A,,, A, A,,hu,, A, ete., les suryivants 3 o
9 13 062 | s0 30 021 A —4 A A A ces ages;
10 9 099 || 55 35 0,23 cé"a N dmﬂ]; - mizs Bmpe— A5, ete., les individus dé-
1 8 1,00 || 60 | 4 | 049 oe~ € chaque année;
12 8 1,00 || 65 62 0,13 Il s omes . ‘
2 ) Ta 1 ete., la .
13 8 14,00 | 70 80 0,10 & " 22 ’ durée moyenne de Ia vie de
14 8 1,00 || ™ | 102 0,08 _ chaque décédé;
13 8 1,00 || 80 | 435 0,06
° i ° . 2m +1

9_ A”l‘ Am+{) Ed
152. Quatriine prosLinE. De [ individus nés ensemble, com-
bien en survit-il aprés m années?
D’aprés la table ci-dessus, de A;==1000 individus nés en

. méme temps, A, survivent aprés m ans, on a done :

2m+35
9 Am+1 - Am+2) 3

2m + B
p (Apps — 4,.5), ete.,

sont les durées moyennes de la vie de tous les décédés..
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Les durées a partir de I'age m seront :

1 A — Ausa)s
2

4

2 (Am-H—Am’*'ﬁ)’

(279 )

Au moyen de ces formules on peut done déduire F,.deF,,
F,..deF,,, ainsi de suite, et former une table de Ia durée
moyenne du temps qui reste encore i viyre.

La table ci-dessous a été construite de cette maniére,

9 Table de la durée moyenne de la vie.
5
9 (Am+2—‘ A""H”)’ ete-
- Lo N 1 Fm m Fon m Fn n Fm m P
La somme de toutes ces durées sera :
1 + A, .5+ ete. 0| 9849 19 | 31,57 38 | 23,78 87 | 1352 76 6,74
5 An + Anp + Ay i 118672 | 20 | 3508 || 39 | 9321 || s8 18,04 || 77 6,23
- .. s "SONNe 20401 || 21 | 3439 || 40 | 2264 || 39 1285 || 18 | 3593
. - vivre, 4 la persor : [ ST
Done la durée moyenne de ce qui reste a ’ 314250 1 22 | 3374 || 41 | 2206 | 60 | 1207 | w9 5,60
. ; 414328 )1 23 | 3300 || 42 | 2148 | 61 | aass || so 5,53
de I'age m es 514831 ok s | a3 | 2089 || e | a0 || st | sg
1 , c 614322 10 95 | 3118 || 44 | 2031 || 63 | 1069 | g0 5,00
~A,+ A AL et 1 A, +Aupet- =1 — ) 7| 43,06 2% | 31,42 45 | 19,12 64 | 10,98 83 475
2 =gt T 9" A 814276 || a1 | 3045 | 46 | 1942 || 65 | 9ss || ss 460
F = 9 Am
" A, 91 423 || 28 ) 209 || 41 | asss || 66 | 930 || 55 | 43
; la vie d’une per- 101 4498\ 29 | 2948 || 48 | 1804 || 61 | 943 | g6 414
Ja durée moyenne de . . : :
Exenpere. Quelle est 114183 0 30 | 9saT | 49 | 4749 || 68 | gm0 | g 373
? ; Sl 8L 2106 |l 50 | 4695 || 69 | 841 (| 83 | 549
sonne de 30 ans? _ 12 | 4065 || 3 a1, : , 4
La table donne A,,== 439, C,,.,= 12524, donc 31899 || 32 1-9135 || 51 | 1646 || 10 | s48 | s 3,19
19594 L1892 || 33 ) 2673 || 52 | 159 || ™ | 185 | 90 3,00
F =1_,_ 2% 282, 57. 513886 || 3% | 2644 | 33 | 1548 || 70 w55 | o 250
"9 439 16 ] 3786 || 35 | 2549 || 54 | 1498 || 73 730 || 92 2,00
, 17 | 87,46 || 36 | 2192 5| 4480 1 e | o701 |l g3 | 450
Remargue. I. Comme on a ‘ A 18| 3646 | 8T | 2438 || 56 | 1400 || 75 | 676 || o 1,00
+.u
cer 1 Am_Hr Am+2+ md5 ;
1 AptAnetAngs - A
Fm=—_—+ Am L md
9 An , .
1 At Apador 1 Ap [1 A+ Remargue II. Soient
m2 m P—— X
—— o ———————— = A
P =3 An 2 A " A”““‘—p A’”“—p 25 €LC;
 Fmis — FMm ? .2
A
. 1, Ams+ Angr ¥+ =-ete., An "
m+2=_— A X
2 -  ¢es rapports expriment les probabilités d'atteindre 2 — 1,
on trouvera : 1 A, m + 2, elc., ans; la formule (1) devient, en les employam
M- -+ ’
F p = [Fm-i-l Q]
"9 A, 1
A F, ==+ Prat b Prope -+ Pps + ete.
ll_ mt? F 2 + =1 ete. 2
Fm-l-l = 2 + Am+l " 1 9
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135. Dermurion. Le danger annuel de mouriy est égal au rap-
Comme 1 N port du nombre des déces de chaque 4ge 4 la population corres-
ot =5 & Pie ™ Prmys 7+ €1C, pondante.
on aura Le complément arithmétique de ce rapport est la probabilité
1 T d’arriver 4 la période suivante.
Fm=§+pm+4 Fm+1+ 2 ’ .

donc

£. Prebabilités composées relatives & la vie humaine.
1
F.—3 156. Presuer prosuime. Deux personnes A et B agées de m et
Pmts=————" de n ans, sont associées pour un terme de ¢ ans; quelles sont les
Frpr+ 3
2

probabilités que ces personnes vivront, ou ser

ont mortes aprés
ce terme ?

Done, 4 'aide d’une table de la durée moyenne de la vie, on
H

. ’ Am
) La probabilité p, que A vit aprés t années — -+t
peut former une table de mortalité, car puisque AAm
» Pz > B » t » — nept
A -
Puga = ? ;
A, » ¢ » Asoit mortaprés ¢ » =4 ™
il en résulte A A .
1= BpPmid
- » 92 > B » t » =1 ___A"+‘ .
184. Dernimion. La vie probable ou la durée probable de ce :

qui reste & vivre & une personne de I'dge m, est le laps de temps
pendant lequel la moitié des personnes de cet age sont mortes. Si
> 3 2.

G,, désigne la vie probable, on pourra parier 1 contre 1, qu'une

personne de m ans, vivra encore G,, ans, ou mourra avant

d’avoir atteint ce terme. ’
Hurriine propuiME. Trouver la vie probable G, d'une per-

sonne agée de m ans. .
Il faut prendre le nombre A,, correspondant & I'dge m, cher-

cher, dans la colonne 7, le nombre k correspondant au nombre

’ M X b kXY

! A, pris dans la colonne A,,; la vie probable, & partir de I'age m,

2 m

sera

1° La probabilité composée Pips que les deux personnes exis-
tent encore aprés ¢ ans, est

Am-l—t . An—|—t .

A A7

m n

2° La probabilité que A et B, ou I'un au moins, n’existe plus

aprés ¢ ans, est '

. 1 . A1n+t . An+t . .
A, 4,7

m n

5° La probabilité p,q, que A vit et que B est mort aprés  ans,
G & est
= — mo

Am+z (’l _ An+t) .
' A, VT AP

ExempeLe. Chercher la vie probable d’une personne-de 50 ans. -
La colonne A_ donne 300; donc 35 A,, =150 ; ce dernier nombre

correspond & k= 66,2. Donc

n

4° La probabilité pyq, que B vit et que A estmortaprés £ ans, est

AL"" (4 . A""i") .

G, = 66,2 — 50 =16,2. A Anl’

n
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5° La probabilité ¢,qs que A et B sont morts ensemble apres

t ans, est . (,1 B é,,_tp> .
(4 TA, A,

) ’ s 5 Pl u !

138. Dirmition. La durée moyenne du mariage est le nombre
moyen des années pendant lesquelles un couple donné vit en-
semble, jusqu'au décés de I'un des époux.

TroisiiMe proBuEns. Chercher la durée moyenne des mariages.

Soient M couples dont les maris ont ans, les femmes n ans;
de ces couples, il y en aura :

M Am—}-l . An—{-l

(pa+qi) (p2+ qo) = 1.

ilité ses relatives a trois per-

Remarouve 1L Les probabilités composees relatives & trol pro

. . b ) : : e ) ]
sonnes associées pour un certain terme, sont données par le |

duit

A 1 vivant ensemble aprés la 1 année ;

A Ange
All

(pr+ @) (P2 g2) (Ps =+ G5) = 1. )

137. Druxiine propLiNE. Soit M un nombre de couples marics,

y » n ’ IS SO S
. 3 1} 9

M4-5 An+5

n

Cette suite doit étre prolongée jusqu’a ce que, d’aprés la table

. A . .
de mortalité, I'un des facteurs =2Zou Af” devienne zéro.
m N
ombre M. A .AA,.+1 de ces couples vivront Soit k la durée moyenne des mariages, on a
10 rés {ans, un 0 Am 7 .
l AP ? . IVI [Am—i-lAn-H -+ Am+2An+2 -+ A1n+5An+5 -+ - "]
encore; : Aot Antt) e veuves vivront AA
3 mbre M. (‘— Am ' K= i
2° Aprés £ ans, Un no Ax ==
M
encore ; Amt élﬁ) de veufs vivront . ey - i
5o Aprés { ans, un nombre M - (1 T . Somme des nombres de couples survivants jusqu’a la mort d’un des conjoints
. encore;

nombre des couples primitifs
4o Aprés ¢ ans, un nombre de couples

[ Y
' TTAA .[A"‘“A‘“'l+Am+2An+2+etc-]. T ()
A _Ait‘) _
w1 =52 -5

n

n’existeront plus. . S
Exenrre. De 1000 couples, dont les maris ont 50 ans, et les
femmes 20 ans,

159. Quarmiine prosLime. Chercher la durée moyenne du
_ veuvage des femmes.

Soit L cette durée moyenne ; on aura

Asopio i t encore aprés 10 ans; [, = Somme des nombres de veuves survivantes Jjusqud la mort de Ia derniére
1000. = 702 couples vimont ¢ - nombre des couples primitifs
20
) A Am Am An 3 A
" Ag A E e m m n -
= ; : M.A
0 Asorn () __A20+40)= 90 veufs  » » » 10 ans; -
1000 . Az Agy iy (1 N Am_,_,) AL (ll _ Am“) et
. Asorto \ Asorio == 46 couples wexisterontplus » 10ans; A, A,
1000 \1 ——— )11 —- A
A3() 20

A

n

ToraL. . - 1000
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Et comme La table de ité
mo
s+ Aups o+ Apgs - =Coias rialité donne
Ag =035 Ay=52 :
on trouvera, en tenant compte de la formule (a), n° 158 : A:= As‘ ;‘é produit = 160
u= » =112
Cotr Ap=35 Ayz=9 _
L= —K Ap=2 Ay=90 > =
. A =2 » = 40
) ' s=1 Ayx=17 > — 17
Remsrove 1. On trouve de méme pour durée moyenne H du A =0 Ay=14 i
= S
veuvage des hommes - 0
On a Somme = 401
A, A,
Am+l <4 - —Ai-i) -+ Am+g ('l -_ A+2) + efe. C Am. = Aso = 6
He n n — mH K A, =Ay= 57
A, A, gﬂ 1= Cg =186
Revarove IL Soit G la durée moyenne d'un nombre donné M Done mi1==Coy= 13
de couples. En faisant 1 = 1, 2, etc.; dans 1401
N =5 T 559 — 291 ans.
M Aﬂ - s
M (4 - AH) (1 — AH) , nombre de couples mortsaprés ¢ ans, L — 1 C.y 1 186 )
m " ) 2 A"‘ —K= 3 -+ “5? — 2,51 = 3,99 ans.
on a He 4 Cm-H - 1 15 %
e L M e L w b e A
m n A, A, 160. CiNQUIEME PROBLE ;
LEME. On connait la durée moyenne K du

mariage d’ i

: DeI d'un couple dont le mari a m ans, et la femme 7 ans

n conclure é i

o oo .la durée moyenne K’ du mariage d’un autre COllplP’

( e maria m —+ p ans, et la femme n + p ans ’
Sorurion. On a ' .

Et si N est le nombre de termes de cette suite,

ot ot + K.
A A,

m

G=N—

K= —]A 1
ALA [ m'HA“‘H -+ Am+1lAn+p + - I:Anl~HH—IA7i+)w+{ - etc-]

Renarcque 111, Dans les quatre formules K, L, H, G, on a sup-
" * AW;AH

posé que les séparations des couples avaient lieu au commen-

cement de chaque année; mais il est plus exact de supposer que
rmément pendant tout le cours de

ansporter Iorigine au milieu. Mais

—q+t (A
. AmA,, 1)1'+P+1An+)’+i -+ Am-}-p.l_gAn_)_p_}_Q -+ Gtc.],

ces séparations aient liew unifo

I'année : ce qui revient a en tr
s il fant ajouter !/, aux quatre formules trouvées, par la meme

mais on a
1

K—s— ‘
Am+pA [Am+11+iAn+p+i -+ A7n+p+2A,,+p+2 e ]

alor
raison que I'on a ajouté ! /o ci-dessus & la durée de la vie moyenne. ir
Fxenere. Cherchons 1° la durée moyenne K du mariage; 2° la —[K — Q] ALA,
Am+PA71+p

durée moyenne L du veuvage de la femme ; 5° la durée moyenne
H du veuvage du mari, d'un couple dont le mari a 90 ans, etla

femme 80 ans.

Exenere. Soient m — 40, n=230, d’'ott K =171
m +p =41, n + p==731; chercher K’-,
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On a p= '17 done

oAt 606,
Ap . Ax
donc 574 439
38) —— . —— = 16,66 ans.
R/ = (17,11 — 0,968) - -

. y > g o
! 4! I}”Iee movyenne deS mariages. 0 t 7 maria
1. S 1 1 es entre n

sho ot
& : es de I'dge o'
garcons de I'age a, et n fill g

: ie & 'age @ par-
Tite au’ ar ui se marie a 'ag
; : lité qu'un garcon g
Soit ¢ la probabi

a I'a x; on a par la table
vienne 4 I'dge ¢ + x; on a ¥

Au-i—.r .
P= A, ?
so1t A=1, Ava=¢,
on aura : ’
q
g="
p
d’ou ng'
Ny ———

is vi a I’ x ans.
nombre des maris vivants & I'age de a +

ie & I'ag ! ar ienne
iiité ’ l marie a laae a p

aI'dge a’ -+ x; on a par la table

7’

!
ivantes & I'age ¢’ + .
nombre des femmes vivantes a l'age

i i ¢S o ans.
ilité ariage subsisie aprés x !
robabilité que leur m ge ¢ g
Ay 1? )I'M(ﬁ od) est la probabilité que sur ]es?:;,)manaa
?C,‘ . Yy ) e , ir n° . |
il (Zn sflq;)sivste encore i aprés la x*" année. (V;(ji A
I Le plus grand terme de [gp + (1 —od) )",

lequel on a g0l — oy =1in—1i

d’ott

(1)

Donc le nombre des mariages qui subsiste Je plus probable-

Ient aprés x ans est

Aa X Aa’ T ng'q”
(=npy =gt T M99 @
Aa Au' P,pl

A Taide de cette formule (2) on pourra former d’année en
année une table des valeurs de 7. En fajsant la somme de tous
les nombres de cette table, et en la divisant par =, on aura la

durée moyenne des mariages faits 3 I'dge @ pour les garcons, et
a I'age o’ pour les filles,

Faisons pour simplifier ¢ —
qui revient 4 supposer que les
et que Ia probabilité de Ia v

aI’ ?:{IJ, qll=ql’ p”=p1, ce
conjoints sont du méme age,
ie des homme$ soit la me

me que
celle des femmes : I formule (2) devient
i:m%........(S)
P
la formule (1) devient
7= nf . .. . (4)

 162. Probriyg. Chercher la probabiliy que I'erreur de z=%“,’~'
€st comprise entre <+ ¢.

Si de p individus de age a, ¢ parviennent 3 Fage a + x, en
supposant que p et ¢ sojent infinis, on aura exactement :

1
' P
d'ou »
' P—yq
p

:'1 — 9.

Pour un grand nombr

e p" d'individus, on aurs q' :p—p".
Si z est erreur de cette détermination, on aura exactement

X8

¢ =—
P

+ z,




done
r z ! z\? 2 2ng’'
q_—_—_?_—_—g—’-——'—/a z=n?2=n(q—,—_,) .____ﬁ%___ ntr"az (5)
P P p p P P p-

p3s2

en négligeant le dernier terme qui est de Tordre de %; etla pro-
p o 2 =0 (te) z

babilité Il de = sera (n° 112) :
n:\/§ , , %
2gp’(p—¢) (P +P) 7
/

V| 1 el

0rd P
p P
Négligeons %’ vis-a-vis de 1, nous aurons
o 1
Cest aussi la probabilité de la valeur (3), qui est la vraie valeur
de i.
Maintenant cherchons : -
1° La probabilité de [ dans I'expression

=2

.
TEEND)

z2

I e -z

(6)

. ng®  2ng’z

t pfz pl‘z
Comme i = no} est I'exposant de ¢ du plus grand terme de
[oy + (1 — qoqj)]", il est clair que n92 est I'exposant du plus
grand terme de [cp2 + (11— go‘l)]". Done la probabilité de I, dans
Texpression (7), sera le I terme de [92 -+ (1—9®)]" aprés le
plus grand terme de ce binome.
Or, d’aprés le théoréme de Bernouilli, le plus grand terme G
du binéme (p + )" est (n° 51)

— +l_—:ﬂ§;2+l.

(7

1
G — -
Y 2mppg

Si G,_;, G, 4, désignant respectivement le [ terme avant, et

le ™ terme aprés le plus grand G, on a (n° 51)

12

e ey,

9

a

G‘,,_l -+ Gn-}—l =
V 9rupg

( 289 )
Cela posé, en prenant approximativement
1 B
Gy == e P (8)
V 2mppg

on n'aura qu’a fai = ¢?
qua faire p=0¢?, g =1—92, p=n,

n et la probabi-
lite 1T’ de I, dans I'expression ¢ = ng? + [, sera l

5]

1 _—
¢ TP

Vgt (1— 59

o=

-9

done la probabilité IT; de I'existence simultanée de z et de I, dans

I'expression
e ng® g’z
ot ¢ ©
sera
22 ! 2
e WPU—P mp2(1—g2)
M =T11.1 = -
(=1.10 zdl (10

2z \/ﬂp'?s (’{ — ?2) (’1 -+ ?)
Mais si s est err j o 20 ;
st Perreur de i, dans ¢ = %, la valeur de i sera

ng-

2

1= -+ 8,

(11)

don %) soi i i
¢ pour que () soit aussi la vraie valeur de i, on doit avoir

ng’* _ 2nq'z . ng"”
o _—p’z +l=—"r s,
2nq'z
=5+ qo (12)
done P
. ¢ FFU—9  mIigy
1 e
- — . dzds. 15
VA (= e g - (19)
est la abilité ’ 1
probabilité de s dans I'expression
. . ng” g’z 2
b= Ny _— 9z "
) T T =—L+s.

P
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.- ng2 ) -
I > = 2 est ou bien, en posant :
9o Cherchons la probabilit¢ P que I'erreur de ¢ o ’

comprise entre == s. 3 N e les
P(?ur cela il faut intégrer (15) par rapport a z ent cle
mites — oo et -+ oo, et par rapport a s, entre — s ¢ ;

ki — p
205" (1 —¢) [p* + (p"* + 4m) 5]

k e ok g e
=f|;—7;__[ dse* =Eb/dse’ .

. ra alnsi : g 2\
trouvera at o s LiL)_
1 ds [dze RU=9)7 =9
P= 5 j DUREE MOYENNE D'UNE ASSOCIATION QUELEONQUE
7.3 (1 — '1 -+ ?) 7 s @
2rnps* (1 — ) ( DE » INDIVIDUS.
soit 1
oy A—P A+ 165. Soient ay,ay,a5...a, les ages respectifs de ces n personnes:
alors ‘

> Pi>Pa, Ps5-- P leurs probabilités respectives de vivre
encore x années; on aura :
A

ap—-x Aa2+z aptz
— T, —,

Am 9 A@ Peea Py = A

in2¢'2 . bny'ss
» 52 Oaad [ i—-—i——’!‘ﬁ_:—g' E i 2»14"—’?3(1'—?)2]
o L ZF0— ) e gR (- 98)
o2t —92) / dze
P=c / dse / »

—3

pr=

@y

. LR - ! a:
' t, d'ou ¢/ = ¢p’, on . . . . . ,
comme o ==;I7/ approximativement, 1 ? Soit 7 le nombre des associations existantes aprés x ans, écoulds
depuis I'origine de I'association ,ona:

25z

2 + w:g fo
.+s_ﬁ___?27 lze L@ =99 Tpei—e2l |
P—=c/dse ¥ aze

—o0
—s

C=n.pPrePoe o . . .. (1)

Renareue. Si les associés sont du méme age, et que r soit leur
nombre, on a

Posons : gy
P+ g) + dng P

AT R (E S

‘+s___T'f__?T) o ® _h(em )
P ==c f dse TFUTT) ] dze
alors P= 0//
— e
2 T -z >
+s [ B e —~h(z+g)®
— ijdsé_[%?““ A J/ dze
-_—

h o= ’ z'=np{.........(2)

La somme des valeurs de (1) ou de (2) correspondantes 3

toutes les valeurs de «, divisée par n, sera la durée moyenne de
ce genre d’association.

DUREE MOYENNE DE LA VIE.

et comme - N 164. PremiER prOBLEME. Soit o= [ ng., déterminer la pro-
/(Ize_" e = A Vi, babilité P, que la somme des ages auxquels parviendront n indi-
g ’ ' vidus, nés a la méme époque, est égale i .
Ve /‘({+Se_i§;§52—:(li_—?g—)—~hggg _ Soit @ I'age le plus élevé ;
on aura P:\_/_T—z?/ 8 Soient 0, da, 2da, 5da ... x ... q les ages respectifs des n per-
vy ‘ —5;6_i211?2(‘—?){:'2(44'?)+4n?]%se sonnes ;

Soient ¢ (0), ¢ (da), ¢ (2da) ... ¢ (%) ... 9 (a), les probabilités

Var [pP(1 -+ ¢) -+ bn plng’ (1+5¢) %  correspondantes.
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p
our trouver P, posons f = ¢-=v=1

On aura :
, O aura

/'a? (%) do = 3 (0) + ¢ (da) -+ ¢ (2da) + -+ + g (a) =1,
]
@est-a-dire que la probabilité que les individus auront ou o, |

ou da, ou 2da ... ou a années, est une certitude ;
fux? (x) dx = 0g (0) + day (da) + 2day (2da) - -

0
somme des produits des dges par les probabilités correspon-

dantes, sera la vraie durée de la vie moyenne;

/a a%s (x) da = 0% (0) + da’s (da) -+ (2da)® ¢ (2da) -+ ete.

X:{ ?(o)—a—?(da) e—wda VI 4 ¢ (2da) e-2waav=T g
=P+ | P SN “+ P e—TevIi, p

On a

"=2Pwe—ﬁw V=i
ot €T (@Hda) V-1 | at0 (3)
T myt ~ s
.[/; em dw—_—o, ../,; de =91 (4)

Done en multipli
ltipliant (5) TVl
par ¢"9V—ig; et en inté
: intégrant entre

les limite
Se=—=—T et o =—
. . =m, tous les ter
disparaissent 3 I’ . ¢ ermes.du second
ent a 'exception d > d membre
“ u kl
P terme en P, et I'on a

0 +T -
. . N e s XeToVTig,
somme des produits des carrés des ages par les probabilités -_/z‘, ¢ ‘do=P,.2r,
correspondantes ;
fax5? (&) dx = 0% (0) + de?y (da) + (2da,? ¢ (2da) + - ele.

i}
somme des produils des cubes des Ages par les probabilités

correspondantes ; ’

d’ott 1
P,—=— [7 —

® o f Xeww\/—ad(__r,
et comme ==+ pu e

1
+ —
— [V [ mv= _
Ire,. welTV—1 feﬂé 1 [?(0)+?(da) TV 4 (90g) e~y ]}”
- T TR R

et ainsi de suite. Soit

Posons x=ax’, o(ax)=24y () A o
l ? = | eMB YT _
| [#(0) ¢ (da) ==y (3dia) emsmav=i 717, (5
nous aurons : 1 ’

P;,;:—/xdwelzr\/_ﬁA X

f’w'dw’:k, flac’npac’dw’:k“ /‘x% (z) da’ = k., ete.
0 0
2 “r e e (6)

0

Orona:

11 vient
e 1
[t e (@) de=af" ol dn =ak=1, a
1 0 = nus V' —1 + nl. {? 0) +olda) e-waaV T o
/“x?(ﬂc) dac=aylxqu'dgc’= a’ky, (2 o (0) +¢(da) e=vaav i o (2da) e |
i 7 npsV —1 4+ nl {;(o)_g_ (da [l oM o
a 3 ! ’ ? — d i a ‘Cfda
‘/ xi?(x)dxsas/qu dw'= a'ks. ) wda V'] 5 "33 | ecc']
3

Les termes du produit '*“?’(Qda)[l —adal [ =*2da L 9’
2 9.3 V—1 +etc.]

{5 (0)+ ¢ (da) + ¢ (2da) + - + (@)} =1
2 2.5

&

+ ?(5d“)['1_m5da\/ —1 ._‘-‘7257“- =5da.
. ceo . . N + V—1+ elc.]
exprimeront toutes les probabilités composees possibles des ages + ete }
simultanés des n individus.
Soit
X={¢(0)+¢(da)1™+¢ (2da) 12 4 -} "=ZPul®,

npsl —1+ nl.; [#(0) + ¢ (da) + ¢(2da) + ¢ (5da) + ete.]

_w\/gz—:j-[?(o)—i-?(da) da + ¢ (2da) da e ]

alors P, sera la probabilité que la somme des ages auxquels les [
‘?(0) -+ ¢ (da)da® 2
n enfants parviendront est o. = 2 - (da) da*+ ¢ (2da) da® +- ete.]
+§—5\/-—’1 [? (0) + o (da) da’+- v (2da) da® + etc.] + ete.

e
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On a ajouté ¢ (0) = 0 dans les polynémes entre parenthéses,

on peut étendre les limites & == oo, et poser
et 4 cause des équations (1) et (2), on pourra ecrire :

1 = 2
P, =Q—f daelﬁv—l—n%ai‘ﬁ'!
w2

N )
LA=npsV —1-+nl /' “oxdr — =V —1 0/‘ woxdx Pour effectuer l'intégration de (6), il faut faire en sorte que
d I'exposant de e devienne un carré; on a :
__/ 2xdy - —— \/ / **ywds + ete. % — kk,—k; | : Lk, I3 UV T
2.5 lm-l/—i—n - a'32=—72_ a,g 2_\&,
& & V1 ok 1 ! 2k 2k ne? (kky — k)
9 5. —_ - C.
I A =npzV —1 +nl t—aV —f a'k,———é— altg—*‘é—-g fathk;+e S

kky— i3 5[ BIV—1 ¢ v "7 ¢
_—Nn a§| o— ——[ :];

23 no? (kky — k) na® (kky — k)
Soit B2 L ,
2 (/c/cq — k)

— aki = a?k, — °lc-¢ t-;
_—__-7251.15\/——‘14—7“.?'1———?3‘/ —IC_-—TZ k 2———5—\/——1 e ete

(<

Si I'on développe le logarithme en série on trouvera : il viendra
Vi ak = &k i @k 7 sV —1 — N kk _Iﬁ <a Vn) cr -——9_2 (V—i+ 454[’ }
| A:n;ml/:]q—n%—a ——/lf—; k"+c—)cr“—-k—2—etc% 2 o v |
| ) = n / ‘Zlﬂ
ak — fkky — k3 g B V= @
=(P‘—— /l) n= V' —1 — na’s® —9/—"——_ — ete. p» —
c i WaVn /’l\/_. 2 e
. . . . done w:.../’ dse” i e | o
p étant quelconque, on fait disparaitre le premier terme ima-
ginaire en posant (v». page 292) : o -
D . .
2 . . 2
— ok, = a,_k = a’k, f xpxdr, 26 al'n
¥ k ak 3 | N
O "0[‘]_ do = y —dt;
yraie durée de la vie moyenne. Alors —=
1 _E2 ag
ks — I A 0D aura 7z, _ U o g2dt
1.A=———n___5k2—‘a252___elc. P, — L)ﬂ'e al/ﬁ[a e :
Passant aux nombres : mais /we_ v
B ll.,—ax, ome ) 7
A=e ™ ; -
done P, = ‘/B"“'.......('/')
n étant trés-grand, on peut négliger tous les autres termes de PV

I'exposant de e, d’ott

1 a —_ n""‘"! —H 2T
— 2
Pw EE dﬁelmv_{ [4 b ’
2,
. -7

probabilité que la somme des ages auxquels parviendron( un trés-
grand nombre n d’enfants, est :

o={ 4 np=1_+ na%h, = { + n‘/’gc;.mdx,
b 20
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: § S is la durée
‘est-a-dire que cette somme est egale a l, plus n fois la
¢ - -

/ie moyenne. :
dell?)’;‘)“])nbzfm\m proprEne. Chercher la probabilit¢ P que la

st com-
somme des ages auxquels parviendront les n individus, e

o
prise entre
np. == L =na*k, &= ar \/n——n‘»a Iq:i: _

s . < lius
En faisant varier ! d’'une maniére continue depuis ]

qua + I, ona

al/ nx’ Vzal/nY

: r somme des
P est donc aussi la probabilité que le rapport de labr e
ages auxquels parviendront les n individus, au nom o
idus, est compris entre a%k, +p=ou entre la vraie durée
vidus,

moyenne augmentée ou dlmmuee de = e
Revaroue. Quand n est trés-grand, on a a peu p

/m;mclx =ak,=0G

< p p T~
pp l q

2=H

Ian‘ ft.

done (voir p. 292)
o G Gak Gk

—_——— = ——
b= @ o a
Gk?
k% pe—y £ 2y

a
HE

7
P

ke 2 Y .
ok — k) 2(FH—GF) 20 —6)
a 1 VEA—G

=vEE—e) "% a/e

ey
o

12 _ P
p_f+le€“'dl=_2_ E_ 1 i — Vﬁf@e dr (8)

- mais
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166. TrorstivE PrOBLENE. Chercher'erreur moyenne 3 cramdr
en plus ou en moins sur Ia durée moyenne G de la vie.
La probabilité de r est
2
—— Be—fert dr:
e

donc la valeur moyenne de r est

1 o«
+ —= [“prdre-f,
VA

“La valeur moyenne de v~ est

“ o
i —— rdre_lgg,.ﬁ
. Vﬂﬂ.‘[ ﬁ ’
mais

D — 222 o o i
BeFrtpgdp — + C, e F prdp = ot
S 23 'o/‘ P 26

-

donc la valeur moyenne de— est

AN
Qﬁ Vnﬁ I/an

Pe—_ / d?‘e_‘a_“
9
est la probabilité que le rapport de la somme des ages auxquels
parviendront n personnes, au nombre 7, est compris entre la
vraie durée de la vie moyenne :J: =, ou hien, que G est com-

pris entre la vraie durée de la vie moyenne augmentée ou dimi-
nuée de

VH -G
Ve

donc en prenant G pour la vraie duré

ée moyenne de la vie, on
risque de commettre une erreqr com

prise entre

VES @
Vone

=+
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g is relati nt a la
Remargue. Ces résultats sont encore vrais lelaL;vemg til
oyer 1 ’au lieu de partir
durée moyenne de ce qui reste & vivre, lorsqu’au lie & fnque
; . .
é de la naissance, on part d’une époque qt
de 'époque de la S
de la vie. ' ‘ . .
167. Quatriime proBLEME. Déterminer la dm]“'ee' mo;{;itél e
dan { de mortalité ven
i 1 une des causes A
la vie dans le cas ot
raitre. _ oo o i
pall ffit de connaitre le nombre de survivants de I'age 9:],1 o
y it former une table de
"existai ; n pourrait forme
t pas; car alors o .
cause A n'existal ; 'S 0 ' table 4
talité pour ce cas, et en déduire la durée de la vie m }})'l lé
on com 3 i tables d
1 comparant cette durée a celle que I'on conclut fiesb bles d¢
i : stra
rtalité ordinaires, dans lesquelles on n'a plas (fialt’a suraction
de A sur la durée de
ra I'influence de la cause !
de A. On aura l'infl
Sotent, indivi i n naissances
" Sy ient Y, le nombre des individus qui, sur n nais ,
Ol > . N - . .
vivraient & I'age @, si la cause A dxspalalssalt,' N
| indivi I, sur s naissances,
s individus qui, s :
y, le nombre de ‘ o
oy 3oe %, dans le cas ol la cause A subsiste; -
A individu de I'age o périra de la
(x)dx, la probabilité qu’un individu de l'ag
o(x)dx,
l i lx.
‘intervalle de temps d
se A dans l'inte e tem o N
“ dx, le nombre des individus qui périront par ce
yprda, .
sme | lle de temps dx. '
' ce méme interva . . N
daf;fs dx le nombre des individus de 'dge x, qui périraier
L ¢ 14 1 7
A i us.
I'intervalle doc, si la cause A ne subsistait pl. e, lorsque o
On a done, en remarquant que y et Y diminuent,
H4

augmente : ydo {om -+ x| = — dy,
et Yo (z) de = — dY.

Eliminant 4 (x), on trouve :

LY =1. yeJ'qudac’ Y = yef?‘"lz.

al,

aux naissances et aux décés annuels so

les naissances, les déces et la populati
de la seconde, de la troisiéme, ete

donnée a, constitueront trois séries de nombres en progression
-géométrique,

P, D, N respectivement Ia population

Ply DUNU
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comme étant le rapport du nombr.
fait périr chaque année, au nomb
au milieu de cette annge, -

e des individus que la cause A
re n de ceux qui vivent encore .

DE LA POPULATION.

168. Tukorene. Si dans up pays les rapports de Ia population

nt des némbres constants,
on & la fin de la premiere,
-» année, a partir d’une époque

DinonstraTioN. Soient :

» les nombres des déees ef des naissances
a I'époque a;

lesmémes nombres 3 4 fip dela premiére année 3 partir de 'époque a;

P,, D,, N., » » seconde année » »
P, D, N, » » troisiéme année » » ele
On a par hypothése
p P P P D n
— = —-:—(l d‘Ol‘ N=—’ D:—’ _ ===
NT" D : n A
P, P, | P, P, D, )
N= % w=d dou N=_% p =— — == efc
N, ’ D, ' 7 ! d N, d
Soient
1 1
e 4 — -
n
et2, 3, 3, ... les exces annuels des naissances sur les déeés.
On a
p P 1 1
1e 3=N-—-p =__—_—_p(___)
n o d n d
1 1
H=N—D= -3
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Par les formules

P = nN ’ | Pf
1 i) Pr p{ = Pyt o _P-l-*{

P1==P 4-2 ==P<4'+;Z——E == Nf
. Py NN g »

P2=P1+21= . e e e e 1 NI

] i Di-{-l

P,=P  +3Z=- - - - Per, D — D T;—Ti

rﬁtlltipliant par ordre et réduisant, on trouve :

il est elair que la population, les naissances et les décés forment

P nNri=Pr . . . . . . - (& des pltogresswns geomem'que's dont Ia raison sera connue, si ’on
‘ connait deux termes conséeutifs de I'une quelconque de ees pro-
] p
done P, — Pri+t gressions. -
o+ . I i .
. 169. Propuime 1. Les naissances et les déeés annuels étant
d’on . 5 . s
P L (b) proportionnels a la population, trouver le nombre ¢ d’années
7- — — - - . » - . - I3 Y .
P, hecessaires, pour que la population soit devenue égale & m fois
9o la population primitive.
N, __E', Sovution. P étant la population actuelle,
' n ) Prt est la population aprés la premiére année ;
done
donc R
aNr . . . log.m
= —— Prie=mP, et §=—=—2""".
n log. r
] =]
TN . . - - R ’
d’ott N, =Nr, Ny = Nr+, Prosuine II. Les naissances et les déeés annuels étant pro-
. portionnels & la population ; et 3 exprimant I'excés des naissances
Niu ) L. {e) sur les décés pendant la période de années, trouver la rajson
N de la progression géométrique qui exprime la population 3 partir
50 d’'une époque donnée.
D =£ SorLution. On a ‘
l d . ’ P,=Psr
. d’'otr
et par suite de (a), N P, i Py 1.2
—_ s T = _— B -+ —
= \/P \/ P \/ P
Soit
et puisque , re=1 + ¢,
- b_n on aura
N d ‘ ( 3 by
i - L ... d o==] — ]ﬂ—f—>::7_
Di = DT', Di+1 =>D7 * : ( ) ! P 'LP
et D 1 p ] P,—p
i N (4 r=1+_—=1 4 -
r:.—f)“—Li SR @ ;, P P
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Prosuine HI. Soit N’ le nombre des naissances des enfants

-Soit D; le nomb e

, re des } .

elle, par conséquent le nombre : es décés des enfants ayant de s — 1 4 7 ans
>

nés i années avant I'époque actu nés i €
1 ans avant | epoque actuelle, et qui répond & N/ — N

des naissances des enfants qui ont actuellement de ¢ & i+ 1 ans; naissances; on a I'g 7
. T IS h 3 ar 1 ri—1
Soit P,,, le nombre des décés actuels des enfants deiai+1 7 » par I'équation (e)
ans correspondant aux N’ naissances; q =D it
Chercher le nombre a,,, de décés des enfants de ¢ & i+ 1 ans one
correspondant aux N naissances. A=A —Dy-t . . ()
Sovution. On a la proportion faisons successivement i =1, 2, 5 ... &
» D e
8341 D= No: N A=N
R ___NDH-l_ A=N —D,
T T 2
N A2= Ai— D27.
or N.— N¢ As==A;— Dyr, ete,,
; A=A, _,— Dgi—1,
ou, en changeant N; en N-et N en N/, En ajoulant et en réduisant, on a
2
N = N'r, A,=N_ .
doit { D, + Dy + Dyr® 4 .. 4 Dyi—t } )
N Cet ; .
v X - poptltlal f?.rmule sert a construire une table de mortalité, lorsque
7! ation croit en pr ; T
done nait la rénartis: progression géométrique, et que I'on con-
ND... - S a répartition des déeés par ages
— il i . Lo
din =g = Dt 1a population est stationnaire, on a
Ti P = ‘l s N J— D .
et - . : el',A,*D—D‘—DE__etC___Di.
. i~ N 1,
p;=Dpi~ . . .o o o ( ette formule correspond a I'hypothése de la table de morta

‘ ) o lité de Halley.

170. Prosrime 1V. Connaissant les nombres N, r, B, ainsi
que la répartition des déeés suivant les ages 4 une époque donnée
a, trouver les nombres des survivants ala fin de la 17, de la 2™,
de la 3=, ete., i année & partir de cette époque.

Sovurion. Soient respectivement N, D, P les nombres des
naissances, des décés et de la population & I'époque a;

Soit A; le nombre des survivants a la fin dela 7™ année a par-

Formation des tables de population.

La ati

5 dpopulauon actuelle P se compose : des N enfants qui vien

nt de naitre; des N Agé -

1 enfants 4gés de 0 4 1 an; f

nent de na g a 1 an; des N, enf;

e | 1gés ¢ ; nfants
a,f'zs de 14 2 ans, ete.; des N, individus agés de o — 12{3

o étant le terme de la vie. e

- Soient :

tir de a;
Soit a; le nombre des décés des enfants dei—1 a7 ans, N; le nombre des enfants de 1 ap-:
correspondants aux N naissances; on aura : N, » » de 2 an; :
N . ’

de 5 ans, ete.;

e S () ’
i N » des individus de ans,
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A . tables,
on peut prendl‘e . Usage de ces tables
' N+N; NNy B g, : g :
Ny Ny=—p—2 % 2 171. La population totale étant d’un million d hommes , soient:
-
L+ N n le nombre des hommes dgés de m ans,
—_——
Nw—_ 2 p » » » q ans;
et 'on aura : | e N . 4_va L n— p sera le nombre des hommes agés de m a ¢ ans sur un
' + PRy w— c)
o N= g NN N 2
P=N 4+ Ny +Re=7

ayy- H{n—
million ; et sur H hommes, ce nombre sera To(g(ﬁ'

Prosrine. Que devient une population donnée aprés un temps
queleonque ¢ ?

et N:—‘ A,

i 'és ¢ années;
Soient : A, le nombre des survivants apres ¢ an H
oient : A; e de
La probabilité d’avoir ¢ ans sera
, , N

A

Py TN

Supposons que la population croisse en proportion géomé-
trique, tandis que le temps croit en progression arithmétique; et
que I'on ait :

i

. bre P — ke
oit en raison géométrique, le nom

mais quand la population e1 ‘ o B mombre des
les naissances correspondant a cet age est s
des se A

individus de 7 ans sera

@ et k étant des nombres constants, el e la hase des

logarithmes
népériens; on aura :

[ p" f— keat,”’
N; NA_ & .0 Fou
it 7"1' N I's ﬁ B U—l")'
| Pn
Done I'équation (1) devient

A -
A, Ap—1 © L (3)
le_l_N_;——A' +——Tg+---+ po -1 e
2 r

Soit n =0, on a P. == py, population au moment ot lon
commence a compler le temps; ¢, = £, — ().

ionnai On aura :
1, la population est stationnaire, et
S—

| p — poeul
Cororralre. Pour 7 et
I'on a: | | d-p_ -
__11_N+A4+A~z+--... ete. = bis dt——apoe =ap . . . . . . . (a)
1 A+ Ag+ ) N,M La constante ¢ se détermine quand on connait une valeur dep
=Nj= + N

=~

correspondante & une valeur de ¢; par exemple, si p devient 2p,

; quant ¢ devient 7 + 25, on trouve
14t o représente la durée de la Juant J
2

. ) 1 A
M étant la somme 5 + ——
vie moyenne.
Les formules (3) et (
lation.

4 =0,01204%...
5') servent & former des tables de popu-

En général ap diminue en Europe; cette quantité se nomme
Energie du développement de la population.
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ap s'affai-
: ale; et supposons que .
Soit Py la population normale; . 3 I'acerois-
b]‘%ltde Og (Pl— P,), ¢'est-a-dire proportionnellement a I'a

isse

sement de la population, la formule () devient

Faisons
d’ot

et

Il reste 4 déterminer les constantes P, ni, pq. —
. - la ,
Si I'on donne les valeurs &y, po; &i> P15 281, Pas

donne

et

P—P,_ap—gprgh_gh—ly—aP,

1 p
g_,_“:’"l,
gp(,:mP;
pdt p

d
dt = P
m (P — p)
———1(p—P);
4 ¢= . (p

C_—_——l-(po;“P)
'lIP-—Po

i

P___p :(P—‘pO) e—"“

p — P (P _ p‘) e—-mt

1. P—p,
t1=— 1.'—"—“
m P—p

I P—Po
2= "P—ps

P

1 (PV—— p)=L (P — p) —mt =1[(P —pq) e ™|

)
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en éliminant m, on obtient

- Pi— pops
T PP

P =S
2p— (po + Pe)
done
P — pope
—_ po
et 2o 1 Ve gy
, P— P t, P? — PoP2 —p
21— (po+ps) 1

/

THEORIE DE LAPLACE SUR LA DETERMINATION
DE LA POPULATION D'UN EMPIRE.

172. Propring I Chercher le ra
naissances annuelles.

SorutioN. On fait Je dénombre
partie de I'empire.

Soit p le nombre des habitants de cette par

q »
on aura :

pport @ de la population aux
ment exact des habitants d’une

tie;
naissances correspondantes;

U ==

IS

Exenrre. En 1802, au 29 septembre, on a trouvé dans ces
communes choisies de trente départements, distribués de maniére
a compenser les effets de Ia variété des climats :

110512 est le nombre des
au 22 septembre 1802;

103287 est celui des filles nées dans le méme intervalle.

garcons nés du 22 septembre 1799

110512 + 105987
=22 IR s,

On a trouvé p = 2057613 habitants au 22 septembre 1802.
Ainsi

0 —

== 28, 552845.

=S
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Prosuine 11, Etant donné le rapport @, et le nombre ¢ des Soit
naissances annuelles de tout I’empire, trouver la population p". ¢ . ;

Sorurion. On a ) 2pq’ (p— q) (g + ¢)) =a, a—1, ==

p=aq = 0. on pourra écrire
q Y
 Exewpere. Les mémes données que précédemment étant prises, P=1—-2 f “dtet —1 — e_m__ 1— 1 o150 @
soit 1° ¢/ = 1000000, on aura = «V 1 27 9% =
A ' ExenpLE :
5 ‘ = =2 = 500000,
p = 2037613,
q = 71866.

p’ =1000000 X 28,552845 = 28 352 845

P’ i 4
= 4‘2529267, population correspondante 1500000

soit 2° ¢’ = 1500000, on a
P = 42529267. o,
Propuive 11, Chercher la probabilité I de I'erreur = que on nai};s;:ez
. La formule (2) donne
g et
1162 1162

peut craindre sur la détermination précédente de p'=

Sovurion. La premiére formule pour les erreurs d’'une table
1l'y a donc 1161 a parier contre 1 qu’en fixant a 42529267 la

population correspondante & 1500000 naissances, on ne se trom-

pera pas de 500000 ou 2 million.

4522

de mortalit¢ donne (n° 162)
2py' (p—4) (p+41)

Hsvgﬂpq’(p—qq)s (¢ + q’)rge_

Prosiine IV. Chercher Ia probabilité P que p' =’{3— est com-

. ’
prise entre ’% +z.
* Sorution. On a
pLred

3
P= v - 1 - / dze 7
2pq' (p—q) (@ + )=/
V qs f -Cl—l;e— 27?«’(pf;)g(q+a‘)

29’ (p—9) (g + )7

=2

probabilités que la population calculée p’ est comprise entre les

limites 2 = z, ,
. \/ q5 z 4322
P=2 . i . / dze 4= k)
wq(p—9 @+ 9=/ ’~ »
» (1).

V . 3 a0 4%
— 9 9 / e 4 (r—q) (pry)

2pq' (p—9) (g + 4.
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CHAPITRE IX.

ASSURANGES SUR LA VIE.

173. Le prineipe qui sert & mettre en équation les questions
d’assurances consiste en ce que les recettes de P'établissement
doivent étre égales aux deépenses.

Les recettes se composent :

1.) De la somme S qu'on doit payer, ou du prix;

2.) De la contribution ¢, temporaire ou viagére que le parti-
cipant s'oblige & payer ordinairement par anticipation a la fin de
chaque année.

Les dépenses se composent :

1.) De la rente temporaire ou viagére p, ou bien du capital o
pavé en une seule fois, ou par terme , au bénéfice du participant
ou du survivant, ou des héritiers;

2.) Des frais d'administration.

Les recettes et les dépenses doivent étre congues comme des
capitaux portant intérét, et qu'on doit réduire & leurs valeurs
actuelles, afin de pouveir juger d’avance de I'état de I'opération.

Soit y le taux de lintérét, c'est-d~dire que y =1,05 2 5 pour
cent, y=1,04 a 4 pour eent.

Proprime I. On demande quel prix S une personne A dgée
de m ans doit donner d'abord A un établissement d'assurance,
pour que, en payant par anticipation 2 la fin de chaque année
une somme = pendant les ¢ premiéres années, I'établissement lui
assure une rente annuelle p pendant ¢ ans  partir de la 6*" année
aprés le contrat.

Sovumion. 1. Evaluation des rentes :

1° Soient M le nombre des personnes de I'age m contractant
avec I'établissement sous les conditions du probléme, I'établis-
sement recevra en prix la somme aetuelle MS;

( 311 )

2 De ces M personnes un nombre M-An+

—&o survivent A la fin
. , A Am.
de la 1™ année, et payent Mo 1= de contribution 4 la fin de

cetie {[re ani : . : 3 i 3 i
Va]eul‘ aCﬁUe“B, est — g~
* A

Wl,

o :
) 5 On trouvera de méme que la recette du chef de la contri-
‘bution o, & la fin de Ia 2™ année, réduite 4 sa valeur actuelle, est

MG’ Am+2
? . T’ ete.

{3

A lg fin de Ia ¢™ année elle est

Mz A

M-t .

AL’

4* La recette totale provenant des M individus est

M{s.,,i[i"_‘i‘_,_.@_,_...q_% !
r 1 A ﬁ

donc en divisant par M, la recette moyenne par individu sera

{13

Tttt MRS
IL. Evaluation de la dépense :

o : s fac Tac Iy

1° Pendant les b premiéres années I'établissement ne paye rien
o = ‘

2° Alafindela (b-+1)" année le nombre des survivants sera

X_: S “ L[Am-f-i + Am-l-2 - -+ Am-}-a—{

i3

Am—l—-b-j—i
A7

la dépense 4 la fin de ia (b-+1)"* année, réduite au commence-
ment de la 1™ année, sera, pour les M individus,

Mp Awpai
P AT

m

3° A la fin de la 2 année elie sera, réduite en valeur actuelle,

it A

, ete

21
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ome A A T A . av
A la fin de la ¢™ année elle sera, réduite de méme ; Deuziéme cas. Posons -
Mo Anpr, d’ot : 7=0, t=uw,
pbte A °

“*m

S =-_0'__ Am'H'H Am+b+‘2
A 7 + = et

En ajoutant, puis en divisant par M, on a la valeur moyenne

actuelle des rentes payées par individu, savoir : Troisiéme cas. Posons :

d’ott : S=0, c=o0,

e A |
Amr r r° r ‘ M+Am+b+2+ |
¢ — 4 r 2
Nous ferons abstraction des frais d’administration, et nous T T
aurons ainsi : : A, L
X=Y. . . ... ... r

Remaroue. — Lorsque la contribution annuelle o est viagere,
ce que nous indiquons en posant ==, le nombre des termes
dans la série de X doit s'étendre jusqu’a la limite de la table de
mortalité, qui est représentée par cette lettre o.

Lorsque la rente annuelle est viagére, ce que nous indiquerons
en posant ¢==u, il faudra prolonger les termes de la paren-
thése du second membre de Y jusqu’a cette limite.

La formule (A) fait connaitre 'une des quantités S, ¢, p quand
on connait les deux autres; a, 7, b, ¢ sont supposés connus.

Cinquiéme cas. Posons :

d’otr: S=o,

b
(4, +dust Awe
r 7-“+4
Cas particuliers.
: RemarguE.

~— Soit S, le capital i
" ‘ a fourni
Iige de m P r par une personne de

Premier cas. Posons : 1, on a d'aprés la formule (@) du premier cas :

e=0, b=0 0= —An S

A, lar = -0

la formule (A) nous donnera : -
Ce ir 3 i

tte formule peut servir i construire une table de rentes via
de r pour 1 d’intéré ]
: érét.
174%. Prosrive II. On demande

Am-l—l Am+2 . o N
—E et f - -o- - - (@ geres sur une téte, au taux

[
S o— —
AL r r )

] quelle somme S une per

. . ! : rsonne A

gée de m ans doit donner 3 un établissement pour ;
pour que, en payant

ar anticipation 3 &
1; lmem'fpauon 4 lafin de chaque année une rente & pendant les
ié : i 3
p res années, Ia caisse paye & ses héritiers un capital P

c’est-a-dire que Ia personne A doit donner & la caisse de I'éta-
blissement un capital S, pour constituer sur sa téte une rent
viageére p.
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éme 4 N B . .

et il - annee Deuxiéme cas. Soient -

és sa mort, pourvu que le décés n’ait lieu ni avant lab )
apr )

P ]

SZO’ b=07 C=aq.
Sorution. I. La recette est la méme que dans‘ le probléme

Troisiéme cas. Soient :
précédent.

II. Quant aux dépenses, en voici le tableau :

épense réduite :
Nombre des décés : Dép

_ §$=0, b=0, a4=0, ¢—
oy hmmien | Me Ay — Ay LT e
dela b éla(b+’l)eanﬂeeM‘__A:”—‘ i A Les formules relatives a ces cas se déduisent aisément de Ia
R ) 1\{[Am+b+r‘Am+b+2 Eﬂ.é’”’”’*f_—_Aﬁ"jf formule (B)..
e e W P

Prosiive 11 On demande quelle somme S une personne A,

agée de m ans doit donner 4 un établissement, pour quen payant
ete- : Appipo1—Ampre | Mp Ansipo—Amis-c. une somme ¢ pendant les ¢ années, la caisse assure 4 une autre
» (bre-1) > ()t » M———F——| 7" An
m

personne B agée de 7 ans, et désignée par A, un capital p aprés
sa mort, sous la condition que le décos n'ait pas lieu avant la
b™ année a partir de I'époque du contrat.

I. Recette. La probabilité de la survivance des deux personnes

i i ement
En ajoutant et en divisant par M, on obtient le pay :
moyen de la caisse par individu, savoir :

A A 4 Ia fin de la premiére annde est
—“—[A + = ++—%]
S+ Am " r r Am-H An+1 N
[ Anes  Amion o Bwere (B) . _ ALA,
= [% — T + e la caisse recoit done
4 r o g Am-H An+1 N

A
— T d le;

sAm+b+4 Apioes N ..‘Am+b+c }] r TAA a Ia fin de cette annde;

-+ c . n

i r r* r elle recoit

: 2 Am{—i’An-{-Z

24 la fin de Jg 9me année; ete.
Cas particuliers : ToALA,

et

a Am+a An+a N & N
Premier cas. Posons : =t la fin de 1a gime année:
n Iz

S=0, a=o, b=o, ¢c=u,

Anz+l Am+2
[é_": + Am-l-i + etc-] . [____ —+4 —;‘2—- =+ ete.
r r T
=7/

la reeette totale est
on a

€

S g [Am+i An-l—i -+ Am+2 Au—i—‘.’ - - Am-{-aAn+uJ

-+ cae
- ARA, T r? 7t

¢ A
At - 22 ete.
T‘Z

mais les payements se fajsant par anticipation, celte recette se
réduit a:

A, +

' ale . ¢ Am‘H Aﬂ-l—l Am+a_l An-l—a,—l
. er a I'établissement p .. N o
o est la rente viagére que A doit pay‘ o, <, s y ’
assurer A ses héritiers un capital p aprés sa mort.
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II. Dépenses. 1° La caisse ne paye rien si A meurt avant la

b année;

2> Soient M couples d’individus de m et n ans, dans les con-
ditions du couple (AB), subsistant & la fin de la 1™ année; ce

nombre a la fin de la 6™ année se réduit a

md An—i-b
————— §

A
M=M A
a la fin de la (b + 1)™ année,

An+b+i ‘ 4 -——

Aspop %

M
! Am+b

An+b

est le nombre des couples survivants dans lesquels un individu

de I'age n survit, tandis quun individu de I’age m cst décédé.
La caisse doit donc payer »

Ao ) B

'

MP Ao S 1
Ay ( Apis
50 A la fin de la (b -+ 1)™ année, il survivra

AvsriBoiiga

=M
Me=N—" A,

paires de m et n ans; & la fin de (b + 2)™ année

M. An+b+_2 1 — . W )

An+b+i

Am+b+l S

sera le nombre des couples dans lesquels un individu de n
vit encore, tandis qu'un de ceux de 7 ans sera mort.
La caisse paye de ce chefl

MaP Aisse Amtsye 2 N
—.. _ 1
rb+2 An+b+1 Am+b+1

4 En posant

WI A7n+b+2 An+b+2
M —
’ A n A n
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on trouve que la caisse paye 4 Ia fin de Ia (6 + 53)™ année :

ﬁ A”‘*‘”‘H Am+b+5
PE A 1= , ete.
w2 mb2

En ajoutant, substituant les valeurs de My, M,, M;, ete puis
b4 2 .

en d1v1’s’ant par M on a la dépense totale moyenne par individu
et en I'égalant a la recette D, ona: ’

AL
A [AmAn i < + A“mM—iAﬁﬂ_i]
i, r ra—:(
P ‘:Am+bA,,+b+,~A,,, A )
o4 184511 m+b+lAn+b+2'_A A
“&» m4-0-4-2:4 g §.2
r°A : 5 - '
. "LAR 7 7'2 (C)
+ Am+b+2An+b+5 - Am+1l+5An+b+5
5 =+ ete.
r
Les cas particuliers sont :
o - h )
{° Celui ou @ =0, b=0;
o
:o » S=0, b=0, a==cc;
bl » 0:0, b=0, a4 = o,

175. Prosrive IV. On demande quelle somme S deux épou
A,’ B, 4gés de m et ans doivent donner 4 un étab o
quen payant une rente annuelle o, Ia eaisse assur
aprés la mort de I'un des conjoints, un capital e-
I La 'Recette est la méme que dans le probléme précédent
I. Dépense. Soient M couples de conjoints agés res ecli'
ment de m et n ans; on aura les nombres suivan?s de peee

lissement pour
€ au survivant

Couples survivants : )
P S Couples dont I'un des conjoints est mort :

ans
fin de la 1™ année N,_-_NA—""HA"+i N Lm“(d—AL“) Ay Ay
A, 8w e\ ) )
Qe . N_=NAm+2An+2 N1 A""f‘g(,l__A"j) %( Am+2
Y B\ A TR mﬂ) @)
5me N N;; —_ N Am—i-SAn«j-b' N Am+5 An-l-s An+5 / A 2
AA o PR e +“V—L+~) &)
mty M2 An+2 An-i-? Am+2

ete.
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donc la dépense totale sera
§ En ajoutant ivi
> €t en divisant par N 5
» on a la dépense mo
noyenne ;

N N N ~done
L X (1) + Pr_;- X (2) + P_%_z X (3') + ete., i -
r : S +h§AmA +A"”+'1An+i+ Al
- . . - ; AmAn S " r 2 + ele.
et substituant les valeurs de N;, No, etc., puis divisant par N, A 4
on a la dépense cherchée; et par suite : =L g et 3 Ay A — 2,
ApuiA A o y ' "
g n n A n+2
S + [AmAn -+ 'H‘ o etc.] + Anishn + AnpA, — 24,04,
mtin U r 7-2 -+ cte.
— 14 Am—l—l An —+ AmA'n+l - E)‘Am-l-dAn+l 177 P
= - 177. Prosrine VI. On .
AnA, r A,B . de m et -denlande quel capital § deux personnes
AppoBnps + Ao Ay — 280008040 ’, et n ans doivent donner i un établi
+ eto. qu'en payant I 1ssement, pour
,«2 : | pay annuellement une somm i
e o, la caisse assure au-

c g i doi
ouple (AB) une rente p qui doit cesser & la mort de I'un des

176. Propuive V. On demande quel capital deux personnes conjoints.

A, B, de m et n ans, doivent donner & un établissement pour
qu'en payant une rente ¢ jusqua la mort de I'un des conjoints
la caisse assure au survivant une rente viagére p.
1. La Recette est la méme que dans le probléme précedent.
II. Dépense. Soient M couples d'individus de m et n ans; ils
se répartiront ainsi pour I'évaluation de la dépense :

L-La Recette est la méme
’ que dans le problé réed(
II. Dépenses. De N couples il reste : e préccdent

A Ia ﬁ[] de la {re anﬂé(_‘, N ‘\7"+1An+(

mitn

couples;

v gme A

AA couples, ete.

Nombre des couples

" ol lun, #gé de n ans, est mort, Done la dépens
- € moyenne se trou ipli
ve en multipliant ces r
S restes

ot I'un, 4gé dem ans, est mort,

» Tautre, » n » vivant » Tautre, » m » vivant .
: d d ’ respectivement par £, £ ete., aj
A An A A, 7> 722 €lC., ajoutant les produits, puis divi
i annge N 22 1 — ~ NSy ), la somme par N. On a donc > puis divisant
n Am. A"L An '
A, Apis A, A,
gae 5 N2 (1 = M) N (‘ - +2)’ S+ 14 A Anithen ‘
T A, Am. Am A, A,,LA" ma T = - ete. J
etc. ete. ,
i lagé =_f MLH AnieA, e ( (F)-
Le survivant recevant la rente viageére p, on a : A A, r T e helk } ,
; No ( A, A, A, AL .
Dépense de la 17 année -T—P { ~A—“- ('l — AH) + A+I (1 — AH) ;,”AS' IfROBLEME VII. On demande quelle somme § ¢
n m m n B CIeS‘ ’ de m et I7) ans d . = eLlX aSSO‘
~ oivent donner 4 un établj
A . . ’ o issemen ;
) »  9meannée Np { Auie < — Am+~> + Amis (1 _ Au+—) qu en payant une rétribution annuelle ¢, Ia cais leur L pour
LA, A, A, A, rente viagére p. ’ se leur assure une

ete.
LI La Recette est la méme que dans le cas précédent
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II. Dépense. La probabilité qu'aprés ¢ ans I'un au moins des
associés vit encore est

. .A_"t‘ A Anp .
A, AnA,

A m--t

A

n

On aura done

i (A,,LA,L+
AA,
_P__(Am+1 +
A r

(A_mt*f_”ﬂ -
AMA"- T

A,A
Do e L ete.
-

4 (An-{-l

S +

Am+2 —_
-+ A r

Ange ) G |
-+ —— -~ etc. ( )
— . +etc.> n 2

Am+2An+2

- 3§

-+ etc.) .

179. Propuine VI On demande la somme S que deux
associés A, B de m et n ans, doivent donner 4 un établissement;
sous la condition que A payant une rétribution zfnnuelle g, B
recoive de la caisse & la mort de A, une reflte VIag'fere p> pourvu
que le déces de A parrive pas avant la b™ année ’ pa.m.r de
I’époque du contrat; et en tenant compte des frais d’administra-
tion 3, oceasionnés par le couple (AB) jusqu’au moment de sa

compléte extinction. ‘
Sovution. La probabilité qu'aprés ¢ ans B existe encore et que

A est mort est :
(/] Am-l—b—i—‘)
)

-+ etc.]

P [Am+b+1 Anro Buiiis Auioia
— 2
AL, "

¥

a

An+b+l

A,

On trouve pour la dépense

A, Anpope
13 [ o _L"';."'_
AL 7 T de

—+ ete.] e

r
Maintenant évaluons. les frais d’administration. Soient :
N le nombre des couples dans les conditions du probléme;

N Am+tA1|+l7 le nombre des couples en vie aprés t ans;

m*n

Laprobabilité qu’a cet age elle aura cessé de vivre est1— %.
2° La probabilité pourla 2= personne de vivre l'agem-+a

1 —
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Am-}—l I T e oy
——)le nombre des couples oit lindividu 4gé de » ans

m

vit encore et oa celui 4gé de m ans est mort.

. A
La somme de ces deux derniers nombres est N~

>
n

., " A
Les frais a la fin de la premiere année sont d‘-—"—'H;
n

- Y .y A
Les frais a Ia fin de la deuxiéme année sont ¢ ==

3 ete.

n

La somme des frais est done

5_
i

La recette est la méme que dans le probléme précédent; done

\

-4

A Ao

- +etc.z-
r r

S—e—L;

AA,
0

e [Am+b+i +
A, r

__°f [Am+b+1An+b+1+
AIILA'IZ r

I A
An[ 7 -

AmAn + Am+lAn+l + Am+2An+2

- —+ ete. g
r 7

Am+a+2 An+b+2
2

1

Aﬂ+b+2
—— + ele.
r

(H)

=+ ete. ]

A n-2

—+ — -+ ete.
r

180. Propueme. 1X. Constituer une rente viagére sur plusieurs
individus agés respectivement de

m, MG, M+ ay, etc.,

sorte que la rente reste au dernier survivant. Il faut chercher

le capital S actuel, équivalent a la rente viagére p.

Sovution. 1° La probabilité qu’a la 17
lage m + x, estAet= .

personne de vivre a
An |

m

-+

oot Anta 4z ) { Pexi :

est=r —o=, et celle quelle aura cessé d’exister & cet égard est
Am—i—n‘+z ’

Tt ete.
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{ 322)
La probabilité qu'aucun des associés n’existera & cette époque Les bénéfices de A correspondants 4 ces tirages seront éven-
st ; tuellement
o <1 Am-}-z) (4 Am+a|-kr) (,1 Am«-}—a,—i—ag—l—z) P1?: pour une boule de couleur 1),
A, Apia, Apiarras P2y » » » @),
ete.

Done 1 — P==u, est la probabilité qu'un de ces individus au On a

moins sera vivant a la fin de la x*° année de la constitution de
la rente. On aura par suite

5;92%....-‘..(1()

P1 ~+ P2 + ete. =1,
PU™ - P + et — 22U uc.

7 v,
Soit 4™ = =T o1 aura

Autrement : Soient plusieurs individus A, B, C... pour lesquels X=[puem =T o pyemov=r N e

on a placé une somme S. En vertu de ce placement, ces per- dolt

sonnes recoivent tous les ans une certaine somme qui doit étre 1 .z _
‘ gt ' Us = — / e-TIVIix

payée tant que les individus ne seront pas tous morts. 27 L =

Soit o la somme annuelle & payer et qu’il faut déterminer. q ‘

f T dme— @Y VT t
. N . _— 1V Y VT - —

Soient p;, pa, Ps --. les probabilités que ces personnes vivront 9= O ge IV (7T 4 gy etc.)
encore aprés un temps ¢ quelconque. 1

Soient ¢, , ¢a, 5 -.- les probabilités contraires. =3 f dwe YA

<7 -

La probabilité que toutes sont mortes au bout de ce temps est

en posant
o= q142q5 - ---
., ’ — } p—pwVvIif Y 1 ooV
Les tables de mortalité donnent e PV poe™ T o ote )|

==y, Wa; Tpeees : 1
: : A= —tuol) 1 4 ] [pevT o2V~

, ) . —+— vaV—1 .
pour la 1%, la 2¢, la 3°, etc. année. On a done . [Ih P - th.]
==l —1 + 1l P4<1+mv¢l/—-4—ﬁ—etc.)
1.9

.

G [ g
S=-—o,+—m+ mm+ete.. . . . . (L)
r "

—_— r.;?vﬁ

181. Prosuine X. Une urne renferme des boules de diverses +p2(4 +od —1— 1.2 etc.)

couleurs (1) (2) ... etc. Une personne A en tire une boule, puis

- Ja remet dans I'urne; le bénéfice de A est v, si la boule est de la

couleur (1); v, si la boule est de la couleur (2) ... ete. 11y a

t tirages, et I'on demande la probabilité w, que dans ¢ tirages le
bénéfice de A sera o ==fy + L.

Soient py, pg ... ete. les probabilités relatives au tirage d’une
boule de eouleur (1), (2), ete.

= —tpaV —1 + {1, [p,+ P2+ ete.+ (P20, +pava+---) ab —1
2
— (pv} + pav? + )—F—2 + etc.]

f=—tuol — 1 4t L { 1+ (poo + pyvs + )=l —1
2

2 .9 i
- (p,‘lh + P2Ve -+ ) 4——9' -+ ete. g .
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Développant le logarithme du second membre en série , on
trouvera

182. Propuine XI. Chercher la probabilité P que le bénéfice
réel de A est compris entre les limites =+ I,

Sorutiox : P est évidemment la probabilité résultante obtenue
_en faisant varier [ dans (a) de — 4 + 1, par continuité, ce qui

donne :
1 ,1 =
P— /e 7 gy — _/e =¥}
k\/ﬂ't Ii:‘/z't'o

expression de Ia probabilité que la somme des bénéfices est com-
prise cntre

LA=tzV/—1 { pwy 4+ pyos + - —

w2t . ;
T e [(p‘v% -+ Py 4 ) — (Pivs - Pove+ ) ]

On peut négliger les termes en =, etc. parce que I'on suppose
t trés-grand et que 'expression précédente devient un exposant
_négatif de e.

Maintenant posons ptEl, ou ¢t} pw, + pw, + - b

Soit
®m == Py - pe"]g -+ l , —
ot P ] =, 1=9%r'V%, dl=2k 1dr,
2k = pv} + pav® + - — (PU1 4 pave + -, | 2%Vt
on aura . : alors ~
I. A = — ="tk o= put + {=pl + 2%+t
d’onr - done
A=e ™", 2 ¢
. -2 ]!
done P———‘/;/e dr’.
U, — i /‘ e (T2 1T V) ¢
2mlr sera la probabilité que le bénéfice réel de A est compris entre
1 - s .
T — [T 1T v ’
_Qw/,f de ‘ ‘ ptEl, ou t{pw + pwy+ - | 2%VT 0
_ 1 e ds e—tkg(“+ (%= 185. Prosrine XI1I. Le capital S qu’un individu de I'age m doit
2z donner & un établissement pour en avoir une rente viagére p est
4 _—E° g —tk= ——
_ é—e 77 dwe e (m'*" = ) S =f‘ Anyt + Am-}-2 + ete.
T m! T
Soit W= Si b est I'avantage que I'établissement retire de ce placement
r=kV't ( + T) ’ pour cet individu, trouver la probabilité que le bénéfice total de
dobt I'établissement, pour ¢ individus, est compris entre des limites
dr données.
dw ~> .
EVI Sovution. Soit A
. m -1 +2
on aura - 1 N P=—" pp= , ete.,
U e L - -
wkV't  Ze 2k\V/ nt P
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d’ot
P Am+1 P Am 2
Pivy -+ psve + ole. == ™ + A: + ete.,
2 2 A A 2
o [B) Anas (ﬁ) Ane etc_[ﬁ__mﬂ Lﬂ_’_._...].
2% __<7.) A, T A, et r A, S A,
On aura

S 4 b=p1’04 -+ Pals +

Done, par le probléme précédent,

2 e
P—=—wo ["e"dr
2
est la probabilité que le bénéfice réel de la caisse est entre

1S + tp == 2k V1.7 ou entre b 4= 2k V7.

RevarQue. Si ¢ est infini, alors {=2kr’ V% est infini et P=1.
Le bénéfice de P’établissement est done alors infini et certain.
Donc dans tout établissement d’assurances, si le nombre d'af-
faires ¢ est grand, et si I'avantage de chacune est b, il est trés-
probable que le bénéfice réel de la caisse est tb.

184. Prosrine XIII. Deux personnes A et B de méme age m,
ayant la méme fortune annuelle, veulent placer en viager cha-

cune un capital ¢; elles peuvent le faire séparément, ou s’associer.

et constituer une rente viagére sur leurs tétes, de maniére que
la rente soit réversible sur celle qui survit a4 I'autre : quel est le
parti le plus avantageux, en ayant égard & la fortune morale?

Premier de de pl t.

Sorurion. Soient :

La fortune annuelle de chaque personne =1 ;
Le capital que chacune veut placer = ¢

La rente viagére si elles placent séparément = (3;
Leur fortune annuelle dans ce cas =1 + (3.

(597 )
La fortune morale y correspondante 4 la fortune physique x est
y=rklogx + log h,
en désignant par k et 4 des constantes,
Done la fortune morale correspond &

L+p=tklog(1+ 8) + log h.
Soit 22tz —

fortune morale d
™ année est

la probabilité pour A de vivre encore « ans; Ia
e chacune des deux personnes i la fin de la

v. [k log (1+p)+ log /).

Soit S Ia somme des fortunes morales

de ch sonne, &
la fin de la 1=, de Ia 2, de la Fme it

» efc., année, on aura
S=[klog(1+g)+ Iogh]Zyz—:/cIog(l + 813y +logh 3y, . (I)

Ces : lagé
¢ la fortune morale viagere de chacune, quand elles

| la-
cent le capital ¢ séparément. ’

Second meode de |-)laeement.
Si elles placent le capital 2¢ sur les deux tétes, soit B’ la

rente viagere totale; elles en touchent chacune la moitié ou & @
, .
tant qu’elles vivent ensemble, o

La fortune morale annuelle est

1
klog (4 + §ﬁ,) -+ log k.

La probabilité quelles vivront toutes deux & la fin de la xm

année est

Yz-

La fortune morale viagére de A, relativement & leur existence

simultanée, est

klog (4 +—i—)'+ log b | 332,

22
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I 1 d la ter la COI c E; [ de S ]l)]ll)s()]ls 1'][6
X mnparaison d
n de p t S” ﬁ

;. .
et (¥’ soient des fractions trés-petites, on aura :

La probabilité que A
Yo Yo
La fortune morale Via‘gére correspondante qui rend la fortune 3y, log (1 + g) = B3y,
annuelle égale & 1 + (', aprés la mort de B, est < . _ (@)
| . yilog(l+—) S — Sutloa (1 4 oy &
[klog (1 + &) -+ log k) 2 (y. — 42 = 5) + [y — 24 log (1 + £) = =3y
"Soit § la fortune morale viagére de A, relative au second mode 2y — 3y 2% [23y. — Zu3).
de placement, on aura Done, par la formule (39
S’—_—klo‘(i E’)lfrh s [klog +(18)+ log h]3(y.—: log (1 + &
[ o1+ g riesh [ [klog (16" + log A13(y.—¥:) “ Suztos (1 +£) (3. — 32105 1 + )
' : : oA
=klog (4 + 2 ) Syi—+ klog (=g [2y.— Sy?] + log hZy.- 2@2 P 8 25y, — 347 E Ys
2T it £
1-2

2

S/, le premier ou le second mode sera le plus
Cela osvé .
posé, le second mode de placement sera le plus avanta-

Selon que 87
avantageus.

Pour cette comparaison, il faut d’abord exprimer {3’ en fonction
de B. Or on a . geux si l'on a 8’ > S, ou

Am Am -2 w
q:E@_ T'H._|_. ;‘Z—Q-et(:.]:@z:?{; .. (‘l) Zya] (/1 ﬁ’
m r » 108 L -
g1 + 2) + 2%2}/2] log (1 + g) > sy, log (1 + 8),
donc par suite des formules () et (), quand on aura

Ye

_olt, p étant I'intérét de 1,
[C‘)Zy:c . Eyz] -_
rt

N
2y

p=14 + p.
On a aussi :
P oA — AL 2Ae—ALe ‘ 9. — 1 2. — v
2 = E—%———Q as T * 4 ete. ( =f'3 Y- Y= (2. 2 ’y—z—y
A, r.oo rt R T ou 7
Des équations (17) et (2), on déduit [23y, — 3y3] z% > 3y [Q A 42
3L |
12 e P ya: :
3y 3. T
2 TI EF

<2z
2 TI




0171 yz
Sy [
22 >0 :

Y. 2&

- ”

ou bien enfin
A
SENT S

Y.
25

1.
iné i i ~< 15 done le
Cette relation est généralement vraie, puisque < 1; do
placement en viager sur deux tétes est le plus avantageux.

CHAPITRE X.

DE LA PROBABILITE DES TEMOIGNAGES ET DES JUGEMENTS.

. §1. DES TEMOIGNAGES.

185. Nous nous proposons de déterminer quelle est la proba-
bilité qu’un fait, qui est rapporté par témoignage, a eu réelle-
ment lieu; et nous distinguerons les cas suivants :

I. Le fait est rapporté par un seul témoin. Quelle est la pro-
babilité de son existence : 1o dans I'hypothése que le fait est
ordinaire; 2° dans celle qu’il est extraordinaire ?

IL. Le fait est rapporté par plusieurs témoins, 1° successive-
ment; 2° par tradition successive. _

Pour pouvoir appliquer le caleul & cet ordre de probiémes,
nous aurons a distinguer dans chaque témoin Ia personne intel-
ligente et la personne voulante. La premiére sera dans le vrai ou
dans le faux, la seconde sera véridique ou non.

Nous désignerons par p la probabilité que le témoin ne trompe
pas; parr celle qu'il ne se trompe pas ; 1 — p sera la probabilité
qu'il trompe; 1 — r celle qu’il se trompe.

1. LE FAIT EST RAPPORTE PAR UN SEUL TEMOIN.

1° 1l est ordinaire.

186. Premier prosLENE. On extrait un numéro d’une urne qui
en renferme z; un témoin oculaire affirme que le numéro 7 est
sorti : quelle est la probabilité que ce fait a eu lieu?

Nous pouvons faire les quatre hypothéses suivantes :

1). Le témoin ne trompe pas, ni ne se trompe.
2). Le témoin ne trompe pas et se trompe.



3). Le témoin trompe et ne se trompe pas.
4). Le témoin trompe et se trompe.

D'aprés le théoréme de Bayes, la probabilité che‘rché«; P eas—t
égale & la somme des probabilités Flues aux hypothéses avoll;
bles & la vérité de la déposition divisée par la somme des proba-
bilités dues a toutes les hypothéses.

Probabilité due & la premiére hypothése.

Ceite probabilité se compose du coneours des probabilités

suivantes :

{° De la probabilité p que le témoin ne trompe pas;

90 » » r » ne se trompe pas;
5° » » 1 de la sortie du numéro i.
n

La probabilité due a Ia premiére hypothése est donc

Cette premiére hypothése est favorable a la vérité de la dépo-

sition.

" Probabilité due d la deuxiéme hypothése.

Cette probabilité se compose du concours des probabilités

suivantes :

1° De la probabilitt p que le témoin ne trompe pas;

Q0 » » f—r » se trompe;
5° » » 2=1 que le numéro ¢ n’est pas sorti;

1
n-—1

40 » »

‘moin Iui a fai isir éro 7; car, puisqu’il se
I'erreur du témoin Iui a fait choisir le nur’nero 5 car, pul qL o
trompe, au lieu de ¢, ¢’est un autre numMEro qui est sorit et ¢
, il doit 1 isi i — néros non
prend pour 4; et il doit le choisir parmi les » 1 numér

sortis de I'urne.

babilité due & la quatriéme hypothése.

que, parmi les numéros non sortis,

(555 )
La probabilité due a la deuxiéme hypothése est done
H2—-_—p(/]._r)n_ ! . —L=L(I]:12 -
n n—1 n

Cette deuxiéme hypothése n’est pas favorable & Ia vérité de la
disposition.

Probabilité due d la troisieme hypothése.

Cette probabilité se compose du concours des probabilités
suivantes :

1* De la probabilité (1—p) que le témoin se trompe ;
2 » r » ne se trompe pas;

—1 I . 9 :
53 » » z p que le numero ¢ n'est pas sortr;
& » »

=—i quil a choisi le numéro ¢ parmi

n — 1 numéros non sortis.

La probabilité due a la troisiéme hypothése est done

—p)r
n

I, —

Cette troisiéme hypothése n’est pas favorable a la vérité de Ia
* déposition.

Probabilité due d lu quatrieme hypothése.
Dans cette hypothése il Y a deux cas & distinguer.

Premier cas. Le numéro ¢ est sorti; soit pour ce cas I, la pro-

Cette probabilité se cempose du eoncours des probabilités sui-

vantes :

1 De la probabilité (1— p) que le témoin rompe;
9o » »

-
a° » »

(1—r) qu’il se trompe;
1 I3 . .
% que le numéro 7 est sorli;

1 - ’ - . .
YA » 7—=1 du choix que le témoin fait de 4,

car il croit qu'un autre numéro est sorti, et choisit ¢ parmi les
#n ——1 numéros qu’il ne croit pas sortis.



On aura donc

| ‘o
L=1—-p{—r--

Cette probabilité est favorable & la vérité de la déposition.

Second cas. Le numéro i n’est pas sorti; soit pour ee cas Iy la

probabilité due & la quatriéme hypothése. o
Cette probabilité se compose du concours des probabilités sui-

vantes :
1° De la probabilité (1—p) que le témoin trompe;
A » 1—r » »  se trompe;
3 » » 2—1 que le numéro ¢ n'est pas sorti;
1 . o . - .
o » ——  qu'il choisira i parmi les n—1 nu

méros qu’il ne croit pas sortis.

On aura done )
n—1 1 ﬂ(l—P)U_’").

Cette probabilité n’est pas favorable a Ja vérité de la déposition.
Appliquant maintenant le théoréme de Bayes , nous trouverons

o, -+ I,
TN - T T - T0 o T
7 l—p)(1—r1)
pr, U=pl—n

n n(n—1)

T 1—p) (1 — 1—p)(1—7)
pr p(i—n) (A—pir (—p{t—7) (AP
PR T n(n —1) - n

(1—p(t—1)
pr .

(i—p 0 —7)
o A
. n—1

Si le témoin ne se trompe pas, on a 7= 1 et P=p;
" petrompe pas, ona p==1 et P=="1;
P=p.r.

» »

Si n est (rés-grand, on a, & peu pres,

20 Le fait, rapporte par un seul témoin, est extraordinaire.

187. Devxiime prosLEmE. Une urne renferme n — 1 boules
noires et une blanche; on en extrait une boule, et un témoin

affirme qu'elle est blanche. Quelle est Ia probabilité que ce fait
a eu lieu?

Nous ferons les mémes hypothéses que dans le probléme pré-
cédent.
Premiére hypothése. Le témoin ne trompe pas, ni ne se trompe.

La probabilité due a cette premiére hypothése se compose :
1° De la probabilité p que le témoin ne trompe pas;

9o > g » »  nese trompe pas;
=0 1 o fy
5 » » » de la sortie de la boule blanche.

La probabilité I, due 4 Ia premiére hypothése est done

pr

I, =— -

n

Deuxiéme hypothése. Le témoin ne trompe pas et se trompe

La probabilité due & cette hypothése se compose :
1* De la probabilitt  p  que le témoin ne trompe pas;
Qo » » (I—r) qu’il se trompe ; '

- . n—1

0 i ’ I
59 » » — de la sortie d’une boule noire.

La probabilité IT, due & la deuxiéme hypothése est done

pA—7) (n—1)
: n

I, ==

Troisiéme hypothése. Le témoin trompe et ne se trompe pas.
La probabilité due a cette hypothése se compose : .
1° De la probabilité (1 — ) que le témoin trompe;
2 » » 7 quil ne se trompe pas;

3° » » de la sortie d’une houle noire.

n




La probabilité IT; due & cette troisiéme hypothése est done - 188. Troisiive propLive. Une urne renferme un trés-grand

nombre n de houles blanches; une seconde urne le méme
nombre de noires; on extrait de I'une de ces urnes une boule

que I'on remet dans I'autre; puis on extrait une boule de cette
derniére. '

n—1

;= (1— P) r n )
. ; ‘moi trompe.
hypothése. Le témoin (rompe et se o o ’ )
Quatrieme hyp Un témoin du premier tirage affirme qu’une blanche est sortie;

un témoin du second tirage affirme également quil a vu sortir

une blanche; quelle est la probabilité qu’une boule blanche est
effectivement sortie dans les deux tirages?

Soit ¢ la probabilité que le premier témoin énonce la vérité,
c’est-d-dire, en nous conformant aux notations précédentes

Dans ce eas, il est évident que la boule blanche est sortie.
La probabilité due a cette hypothése se compose :

1° De la probabilité (1 — p) que le témoin se trompe;

90 » » 1—yr > » trompe ;

3° » Y :—1 de la sortie de la boule blanche.

La probabilité IT, due & cette quatriéme hypothése est done

. M—p d—r7)
Héz‘——_‘"——
n

g=pr+(1—p)(1—nr).

Désignons par ¢’ la méme probabilité relativement au second
témoin. '

. Nous pouvons faire les quatre hypothéses suivantes :

1). Le premier et le second témoin disent la vérits.

Comme la premiére et la quatriéme hypothése sont faV(')ral\)les
a la vérit¢ de la déposition, nous aurons en vertu du théoréme

‘ 2). » témoin dit la vérité, le second ment.
. de Bayes 3). » »  ment, le second dit Ia vérité.
_ 0y 4+ 1, &). » et le second témoin mentent.
I, 4 0, + O; + 11,

pr G—pnd=r
T pU—n@—1) (—=pr@—1) (=pUl=7

; n
n 7 n :

Premiére hypothése. Les deux témoins disent la vérits.
Laprobabilité du faitobservé, due a cette hypothése, se compose:
1° De la probabilité ¢ que le premier témoin dit Ia vérité;

Qe » » ¢ » second témoin dit la Vérité;
=0

1 , .
3 » » 3 qu'une boule blanche est sortie au pre-

mier tirage; car la boule extraite peut étre sortie également de la
premiére ou de la seconde urne;

Faisons pr + (1 —p) (1 —r)=g¢; g sera la probabih.te que
le témoin énonce un fait vrai, soit qu’il ne trompe pas, ni ne se
trompe, soit qu'il trompe et se trompe; alors P s'écrira -

1—g) (n—1)
q p_—49

- 4

4° De la probabilitéﬁ de I'extraction d’une blanche de la
seconde urne, puisqu’il a été extrait une blanche de la premiére,
et que la seconde renferme par suite 2 noires, plus la blanche
qu’on y a ajoutée.

La probabilité due 2 la premiére hypothése est donc

e L 1)

Si n est trés-grand, la déposition du témoin dex:iendr? nes
peu probable, & moins que ¢ ne soit Lrés—rapproche. de lunne' ;
dans ce cas la sortie de la boule blanche est un fait eylgtr’aordl-
naire; et 'on voit que cette circonstance affaiblit en général la
probabilité de la vérité de la déposition.

, 4
2(n+ 1)

o =qq
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La probabilité due 4 Ia quatr

( 538)

Deuxiéme hypothése. Le premier témoin dit la vérité, le second iéme hypothése sera done

ment.

/] — A o
La probabilité due & cette hypothése se compose : I, =S\q)(w .
2(n + 1)

1° De la probabilitt ¢ que le premier témoin dit Ia vérité ;

9 N 1—¢' que le second témoin ment; I’La premiere hypothése seule étant favorable & Ia vérité de Ia
y . déposition, nous ay ohahilit .
3 » 5 quelaboule blanche a été extraite P ’ rons pour la probabilité cherchée

de la premiére urne; ‘ P 1,
_——
4° De la probabilité 77_’:_—1 qu'on a extrait une boule noire de Iy + M + 10 + I,

la seconde urne.

’

9
La probabilité IT; due a la deuxiéme hypothése sera done — 2(n+1)
9 (M—g)n (I—q)gn (1= —
T=q(1 —¢') — - 2 +1) 2(n+1)+T@g)L,+L7M)
S A R Y 2(m +1) 2(n + 1)

’

99

Troisiéme hypothése. Le premier témoin ment, le second dit = W) .
- -9

la vérité.

La probabilité due 4 cette hypothése se compose : Cest la probabilité” de Iexistence de ce fait qu’une boule

blanche aurait été extraite au pr
second.

On voit q.u’en général cette probabilité devient trés-faible
quand n devient trés-grand, ou que la probabilité du fait résyl-

tant'fle 'ensemble des deux témoignages est fort affaiblie quand
ce fait est extraordinaire.

1° De la probabilité 1 — ¢ que le premier témoin ment; emier lirage, et aurait reparu au

2° » » q¢  quelesecond témoin dit Ja vérité;

=o

5
seconde urne;

» » que la boule a été extraite de la

1

o

~ 4° Dela probabilité —=— qu'on a extrait une boule blanche
de la premiére urne. '

La probabilité II; due & la troisiéme hypothése sera donc

n

LT

II. LE FAIT EST RAPPORTE PAR PLUSIEURS TEMOINS.

Quatriéme hypothése. Aucun des deux témoins ne dit Ja vérité.

e \ . 1° Simultané t.
La probabilité due a cette hypothése se compose : ancmen

1° De la probabilité 1 — ¢ que le premier témoin ment;

189. QuarriEME PROBLEME. Une urne renferme 5 numeéros ; on
2° » oy 1 —¢’ que le second témoin ment; ’

en extrait un, et deux témoins affirment que le numér
On demande quelle est Ia probabilité que ce fait es
arrivé. :

Admettons, pour simplifier le probléme, que les deux témoins
N€ se solent pas trompés; et soient p et P’ respectivement les

0 % est sorti.
t réellement

=o

3
seconde urne; _

4° De la probabilité n—_:_—i qu'on a extrait unc boule noire de
Ja premiére urne au second tirage.

» »

que la boule a été extraite de la

1
2
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probabilités qu’ils disent la vérité. Il 0’y aura que deuxAhypo-
théses possibles :

1). Ils disent la vérité.

2). Ils mentent.

Premiére hypothése. Les témoins disent la vérité.

La probabilité due & cette hypothése se compose :

1° De la probabilité p que le premier témoin dit la vérité;

20
50

Nous aurons donc

» »

! que le second témoin dit la vérité ;

» »

> que le numéro ¢ est sorti.

_rr.

n

1L

Deuxiéme hypothése. Les témoins mentent.

La probabilité II, due a cette hypothése se compose :

1° De la probabilit¢ 1 —p que le premier témoin ment;
2
=o

o

4° De la probab]lxte s que les deux témoins font a la fois
le méme choix du numero i parml les n—1 numéros qui ne sont
pas sortis.

Nous aurons donc

—p)—p

» »

1 — p’ que le second témoin ment;

n—1

» »

que le numéro ¢ n’est pas sorti.

1 —_—
(n—1)

n—1

A—p)(1—

n(n—1)

P

)

n

Comme la premiére hypothése seule est favorable & la vérité
de la déposition, la probabilité P sera

- m PP _ ! _.
O+ L U=pi=p  U—pd—=p)
P’ n(n—1)pp
La probabilité contraire sera
1
1—P= —— .
n(n—1)pp

TU=pia—p)

( 541 )

Si n est trés-grand, P sapproche beaucoup de I'unité; il est
donc trés-probable dans ce cas que le numéro i est sorti. La
raison en est que, si les témoins mentent, il est fort difficile qu’ils
portent leur choix sur le méme numéro. ,

Si n==2, la sortie du numéro ¢ aura pour probabilité %; et la
probabilité qu'elle a eu lieu, d’aprés attestation de deux témoins,
est

’

pp

I

P 5 —p) (1 —p)

Cette formule exprime la probabilité d’un fait attesté par deux
témoins, lorsque l'existence et la non-existence de ce fait sont
également probables.

Si les deux témoins sont également véridiques, on a p=p’ et
cette formule devient \

P P
p+—(4—P)

- En général, si s témoins également véridiques affirment un
fait dont I'existence et la non-existence sont également probables,
la probabilité de ce fait résultant de leurs témoignages sera

p P

1
. P+§(4*P)

- 190. Crxqumine prouiMe. Une urne renferme n numéros; un
premier témoin affirme que le numéro ¢ est sorti; un second

témoin affirme que c’est ¢'; quelle est la probabilité que ¢ est
réellement sorti ?

Soient, comme préeédemment, r=r'==1; p la probabilité
que le premier témoin dit la vérité; p’ la probabilité que le se-

cond la dit.

On pourra faire les trois hypothéses suivantes :

1). Le premier témoin dit la vérité, le second ment.

2). » ment, le second dit la vérité.
3). Les deux témoins mentent.

»




1

( 542 )

\
Premiére hypothése. Le premier témoin dit la vérité, le second
ment.

La probabilité LI, due & cette hypothése se compose :

La premiére hypothése seule étant favorable a la vérité de la
déposition du premier témoin, la probabilité cherchée sera

1,
. i P=
1° De la probabilit¢ p que le premier témoin dit la vérité ; M+ I, + I, o
9, » 1—p’ que le second témoin ment; Z(n -——f; ;
1 . . .. _
3 » » % que le numéro ¢ est sorti; ' ‘ = Ty s DI
A » - que le second témoin a fait choix —r . _DF Al =p)U—p)
Py

n(n—1) n@n-—1) nin—12
__ PA=p)m—1)
p+p —2+n(l— pp)

du numeéro <’ parmi les » — 1 numéros différents de i.
On aura donc

pd—p)
= n(n—1) Si n=2, I'existence de chacun des faits attestés est aussi pro-

bable que sa non-existence; et si de plus p=p' =1

3» la proba-
bilité cherchée est égale a L; en effet, alors les deux lémoignages
se détruisent mutuellement.

Deuxiéme hypothése. Le premier témoin ment, le second dit
la vérité.

La probabilité II, due & cette hypothése se compose :

1° De la probabilité 1— p que le premier témoin ment.

2 » P que le second témoin dit la vérité.

=o

1 ey 4 P
5 » » & que le numéro ¢’ est sorti;

2 Témoignage traditionnel de r témoins successlfs,

- 191. Sixitve proBLEME. Un témoin présent au tirage affirme

avoir vu sortir d’une urne, qui renferme 7 num
ce méme fait a été confirmé par
témoins : chercher la probabilité
ment sorti.

Désignons par v, la probabilité cherchée; de sorte que 'addi-
tion d’un nouveau témoignage la changera en r + 1.

Cette derniére probabilité se compose de la somme des deux
probabilités suivantes :

@). De la probabilité P que le numéro ¢ était sorti et que le

A » n-l—’ que le premier témoin a fait choix

éros, le numéro i;
du numéro 1.

une chaine traditionnelle de s

que le numéro i est effective-
On aura done

A—=p)p"
= n(n—1)

Troisiéme hypothése. Les deux témoins mentent 2 la fois.
La probabilité II; due & cette hypothése se compose :

1° De la probabilit¢ 1 — p que le premier témoin ment;

o nouveau témoin a dit la vérité. ‘
— p’ que le second témoin ment; o . .
2 » g 1 7: q ot mest sorti b). De la probabilité que le numéro i n’étai pas sorti et que
- -2 o { et ¢’ n'est sorti; L . . s . .
5° » » quaucun des n” ¢ et o le nouveau témoin quoique ne disant pas la vérité, a fait choix
o N » f;u” que le premier témoin choisitiet
—= ,

du numéro ;.
le seecond ',

La probabilité P est due au concours des probabilités suivantes :
On aura done

_,T_'(”—Q) A—p(1—p) .

1° De la probabilité Pry4 que le nouveau témoin dit Ia vérité ;
nln—1)

Iz Qo » »

Y, que le numéro 7 est sorti.
' 23
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On a done
. P = pr+lyr .

La probabilité Q se compose des probabilités suivantes :

1° De la probabilit¢ 1—p,,que le nouveau témoin ment;

20 » » 1—y, que le numéro ¢ n’est pas sorti;

3° » » 771—1- du choix que le témoin a fait du
numéro 7. )

On a done

_=pr) A=),
_ n—1

Q

et par suite

(A—=p) A =) #Prssity—Prsa—Yot1.

Yrar=P+Q=p. 1y, + n—I1 7

n-—1

d’out, en écrivant y, + Ay, au lieu de y,,,, et p, -+ Ap, au lieu
2

de P,y : _
P (n—1) 2y, = (ny,—1) (p, + ap, —1).
L'intégrale de cette équation aux différences est

1 (np, — 1) (np.—1) ... (np, — 1)

2

C étant une constante qui se détermine par cette condition ql(;e
L eta - par cetl :
la probabilité du fait en vertu du premier témoignage est py,

S‘_)I'te que y, =py, d’ou

—1
1 o — 1 n
p1:—+C—Z)‘————, et = n
: n n—1

La probabilité cherchée est donc

1 n—1(np,—1)..(np,—1)

A%=;+ n (n — 1)

- Sin=o0 , cette valeur de ¥, devient

y1‘=p1 "'pT'
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_ Sin=2, ou si I'existence et la non-existence du fait sont éga-
lement probables,

1 1
Jr=g 5O — 1) .. (29, — 1)

En général, 4 mesure que la chaine des traditions se prolonge,
la probabilité qui en résulte se rapproche indéfiniment de 1y
~ limite :;, qui est la probabilité 3 priori de la sortie du numéro ¢,
Le terme
n—1 (ap,—1)... (np, —1)
n (n—1)

est done ce que la chaine des témoignages ajoute A cette derniére
probabilité.
- On voit par 1a que Ia probabilité d’un fait rapporté par des

traditions successives s'affaiblit & mesure que la tradition se pro-
longe.

§ 2. PROBABILITE DES JUGEMENTS.

192. 1l s’agit de déterminer Ia probabilité de la bonté d’un
jugement rendu par un tribunal dans les différentes circonstances
qui peuvent se présenter. Nous nous bornerons & Pexamen des
cas suivants :

PREMIER PROBLEME.

Si p désigne la probabilité que chacun des
juges

prononce la vérité, quelle est la probabilité de la bonté du
Jugement d’un tribunal qui prononce entre deux opinions con-
tradictoires & I'unanimité des juges qui le composent ?

Si 7 témoins d’une égale véracité affirment un fait dont I'exis-
tence est aussi probable que sa non-existence, la probabilité de

ce fait, résultant de leur témoignage, sera (voir n° 189)
d .
P — .
P+ —py (

Or on peut assimiler le jugement d’un tri

bunal qui prononce
entre deux opinions

contraires au résultat des témoignages de

plusieurs personnes relativement aI'extraction d’'un numéro d’une
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urne qui n’en renferme que deux; de soru? que la ‘formnrlel.’ (()L)_
exprime la probabilité cherchée. On peut det‘erfnmeln ppa je
servation du rapport des jugements»rend‘us & 'unanimité 1::31"
tribunal au nombre total dés jugements. L.orsque ce n(:imbl'e ::_t
trés-grand , en le désignant par n, et Rar ile nomb‘re *es jug
ments rendus & 'unanimité, on aura, a fort peu prés (*),

)
P —=pr=_;
la résolution de cette équation donnera la véracité p des juges.
Si I'on suppose le tribunal formé de trois juges, on aura

1 \/4‘7«. —n A
’ p=§ = 120
nous adopterons le signe -+; car il est naturel de_ supposer a.-
chaque juge une plus grande probabilité pour la veml;a quT pOyl;ly
Si j le tribunal a été

lerreur. Si la moitié des ]ug_emeints rendus0 107381“9

N 7 - '
rendue a Punanimité, alors ;. ==z, th p=0,T s

La probabilité de la bonté d’'un nouveau jugement re

'unanimité sera (**) .

En général, on voit que cette probabilité est 'd’allltanz glus
grande que 7 est un plus grand .nor’nbre, et q]ue lf:§ va ;,:sr‘u“eg
et def; sont plus grandes, ce qui dépend des u%;uerelslx . ip;el
Il y a done un grand avantage a fo'rmer des_tljl un? * el.i
composés d’'un grand nombre de juges choisis parmi p

s éclairées. : o
Sorng;lleﬁiaf I;OBLEME. Trouver la probabilité dfa 1"erreur & crain-
dre sur la bonté d’'un jugement en matiere cnmmel}e prorllonce
par p -+ ¢ juges, dont p-condamnent et ¢ absolvent 1 ac]iuls;'?l..tl .
Un accusé ne peut étre condamné que quand la probabilité

» 3 : e 1S ®
() Voir Laprace, Théorie analylique des probabilités, livre 1I, n° 50.
) Jbid.
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de son délit est telle que la société ait plus & craindre des attentats
qui pourraient résulter de son acquittement que de Perreur du
tribunal. Nous supposerons done que le juge qui condamne Iac-
cusé prononee par 13 que la probabilité de son délit est au moins
égale 4 a.
Désignons par n la probabilité que le juge ne se trompe pas,
probabilité que nous supposons égale ou supérieure & 5 et variant.
par des degrés infiniments petits, égaux a du, et également pos-
sibles; 1 — = sera la probabilité que le juge se trompe, 7, celle
que les ¢ juges qui absolvent ne se trompent pas ; (1 — ), celle
que les p juges qui le condamnent se trompent; x?, qu’ils ne se
trompent pas; enfin, (1 — x)’ celle que les q juges qui l'absol-
vent se trompent.
%" (1— x)* exprimera le nombre des chances favorables a la
condamnation ; %7 (1-— x)? celles favorables a lacquittement.
© Si x était certain, et que l'accusé fut condamné

x? (1 —a)
o =

.xp(i_x)a_*_;wq(l_x)p

>

exprimerait la probabilité de Ia bonté de ce jugement.

Mais la cause x n’étant que probable, nous avons & multiplier &
"par la probabilité de x déduite de 'observation; et comme 2 peut
varier par degrés infiniment petits, nous désignerons par ¢ (x) dx
la probabilité d’'une de ses valeurs.

L’événement observé, c’est que p juges ont condamné, et q

" absous; par suite

o (@) da = — T (L= @)+ (1 — ap o

S [ (0= 2y + (1 — wp 21] da

Tia

dw.

La probabilité de la bonté du jugement, eu égard & I'une des

valeurs de %, sera done

2 (1 — x)7dx

[l i—gae

= () di =
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On simplifie le déneminateur en remarquant que, si 'on fait De plus nous savons ‘que

4 — x ==y, on obtient :

f‘(’l )”:x:‘fdx————-—/ y"i——J)qdy-—f % (1 — x)t d;

/s 1)z

/lxm__x),,dx=1“<1°+'l)1“(q+4)___ 1..g _
v F(p+q+2)  (p+1)(p+q+2)

i eé i Donec enfin nous auron
de sorte que P'expression précédente devient ¢ aurons

x? (1 — x)! da

S (1 —a)da

0

Eu égard A toutes les valeurs de x cette probabilité se chan-

f x? (1 — %)t do

Q——f acf’(l——x)‘?dx,

0
La probabilité contraire, cest-a-dire celle de I'erreur a eraindre
sur la bonté du jugement sera

wp (&) dx =

_ 1 %1+p+q+4+(p+q+/l)(p+q)+m+(p+q+'l)...(p+2) )
o+ 1 1.2 ' 1.2..q
Dans le cas ordinaire de p+ ¢ ==12, on obtiént pour les va-

leurs successives 0, 1, 2, 3, 4, 5 de ¢ :
gera en _

B 14 92 578 1095 2580
T 8192° 8192 8192 8192 8192 8192

formule qui exprime respectivement la probabilité de I'erreur des
condamnations par les 12 jurés .

' (1 — ) dx Par 11 voix contre 1,

2 . .

=1—Q=1— » 10 » 2,

P=1—Q /.xp(d_w)qu, 9 o

0 » » 3,

ou bien /‘”’xzf (1 — xy dx > 8 » 4,
V 0 C e e e ('1) » 7 » 5

=f‘x"(1—ac)”dac

0

Ala majorité de 7 contre 3, cette probabilité est presque
-égale 4 -; de sorte que sur un trés-grand nombre d’aeeuses con-
damnes A cette majorité, il serait trés- probable que. le\ = N'auraient
pas dd I'étre. 7
La majorit¢ d’une seule voix dans un tribunal nombreux
“indique done que I'affaire dont il sagit est & peu prés douteuse ;
la condampation de I'accusé serait alors contraire aux principes
-d’humanité, protectetrs de I'innocence.
L’unanimité donnerait une trés-grande probabilité a la bonté

comme on sen assure aisément par des transformations ana- - -

Jogues aux précédentes.
Effectuons les intégrations mdnquees et faisons, & cet effet,

y == 22 ; noUS aurons :

fmwp(l—x)qu—gp-l-qﬂf " [l -+ 1—1/)]'1dJ

0

%/ y”d./+q/y (4——y)dJ+

) gy dy e [y A=)
0

o nr * du jugement; mais si on l'exigeait, trop de coupables seraient
k —‘_"1 rprr (9) q(q——’l)l‘(p+4) %) +7_“+I‘___________‘(p+ )Tl acquittés. On doit done, ou limiter le nombre des juges, si I'on
= wa%p-v—/] R (p+3) 1.2 T(p+4) T(p+qg-+ veut qu'ils soient unanimes, ou accroitre la majorité nécessaire
! ! 1 7lg—1) e 2 2.1 , pour condamner si le tribunal est plus nombreux.
=2P+9+‘{p +1 - (p+1) (p+2) (p+ 1) (p+2) {p—+53) (p+1)..(p+q+ ,
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o - . _ o
La table suivante justifie ces principes, qui sont du reste sug
gérés par le simple bon sens :

r P
p+q | P q 7
4 3 1 3,000 | 0487
6 4 ) 2,000 | 0,227
10 6 4 1,500 | 0,274
16 9 1 1,285 | 0314

Dans cette table, la différence entre la majorité ql}i condamne
et Ia minorité qui absout est supposée égale 'parto_ut a 2; de sorte
que pour un tribunal trés—nomhr(?ux, les voix qui cqfldarll’mento(?:
celles qui absolvent sont & peu pres en r-10'mb1'e’ égal ; e‘t on x;] i
par la derniére colonne que la probabilité de I'erreur & craindre
s’aceroit 3 mesure que le nombre des juges augmente, quand ].a
majorité reste la méme. Si donc ce nombre augmente, on doit

i jorité requise pour la eon- -
augmenter proportionnellement la majorité req p

damnation. — Ce principe est vérifi¢ par la table suivante :

P P
p+q | P q -
3 2 1 1| 0313
6 4 2 9 | o221
10 7 3 23 | 0413
18 14 4 35 | 0,009

jorité i e nombre

Dans cette table la majorité requise augmen’te avec I. m
des juges, et 'on voit que la probabilité de I'erreur a craindre
diminue en méme temps que les nombres de I'avant-derniere

colonne augmentent. - o .
Voici enfin la table qui se rapporte au cas de 'unanimité des voix:

p+9q p
3 0,0625. .
6 0,0078 ...
10 0,000 ..
18 0,0000. .
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et I'on voit que la probabilité de la bonté du jugement est dans
ce cas d'autant plus grande que le tribunal est plus nombreux.

IIl. DES DECISIONS A LA MAJORITE DES VOIX.

La valeur et la stireté d’'une déeision prise a la majorité des
voix dépendent d’abord du rapport de la majorité a la minorité, -
ensuite de I'intelligence et de la moralité des votants.

Cest & tort que I'on n’a souvent pas égard & la premiére de ces
conditions, puisqu'on décide méme 4 une seule voix de majorité;
dans ce cas, si le nombre des votants est 7 - 1, la majorité sera
composée de 7 + 1 voix, et la minorité de 55 toutes choses égales
dailleurs, comme le rapport ’ii: est & peu prés égal & % sim est
un peu considérable, la probabilité que Popinion.de la majorité
est la vraie est donc trés-peu supérieure 2 %; tandis qu’elle serait
égale a 1 dans le cas de I'unanimité. On voit que ce n’est que le
rapport de la majorité a la minorité qui doit décider, entre ces
deux cas extrémes, du degré de probabilité du résultat du vote.

Dans plusieurs assemblées ou tribunaux on fixe une majorité
minimum qui doit étre atteinte pour que la décision soit valable.
Il faut alors, pour la sireté des décisions, que le nombre des

votants soit peu considérable, comme on le voit par la table sui-
vante :

Nombre ) )
MAJORITE. MINORITE. RAPPORT.
DES VOTANTS.
4 3 1 1:38
6 4 2 1:2
8 s 3 1: 4,67
10 6 4 1:1,50
26 14 12 1: 147
50 - 26 2% 1:4,08
100 51 49 1:1,04

La différence minimum entre la majorité et la minorité est
supposée égale & 2 dans cette table; et 'on voit qu’a mesure que
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le nombre des votants augmente, le vapport de la premiére & la
seconde tend vers 'unité, de sorte que les décisions prises devien-

nent de plus en plus incertaines.

D’autre part, une assemblée peu nombreuse offrant moins de
garanties qu'une assemblée nombreuse, on devra choisir, pour
fixer la majorité minimum , un rapport constant entre la majorité
et la minorité; ainsi, une décision serait valable si elle était prise
4 la majorité d'un nombre de voix au moins égal a une fois, deux
fois, ete., celui des voix de la minorité. Dans ce cas les décisions
seront d’autant plus stires que 'assemblée sera plus nombreuse,

comme le montre la table ci-jointe :

Nombre ) . .
MAJORITE. | MINORITE. | DIFFERENCE. | RAPPORT.
DES VOTANTS.
4 3 1 2 1:3
12 - 9 3 »
2% 18 12 4
164 123 H“ 82 »

On voit par I'avant-derniére colonne que la différence entre la
majorité et la minorité augmente avec le nombre des votants, et

par suite aussi la streté de I'opinion admise.
1l résulte de ce qui précede :

1° Quil n’est pas prudent de décider, dans les assemblées

délibérantes, a la simple majorité ;

9¢ Qu'il convient de fixer une majorité minimum pour la vali-

dité des décisions;

5° Que pour fixer cetle majorité, F'on ne doit pas prendre un
rapport arithmétique, mais bien un rapport géométrique entre le
nombre des voix de la majorité et celui des voix de Ia minorité.
Quant & lintelligence et 4 la moralité des votants, il serait dif-

ficile de les introduire dans le ealcul.

ADDITIONS.
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THEORIE DES ERREURS D’APRES LAPLACE.

1. Inconnue donnée par s observations.

Prosrine I. Déterminer la probabilité que la somme des carrés
des erreurs d’'un nombre trés-grand s d’observations est w=I+us.

SorutioN. On suppose les erreurs positives aussi probables
que les négatives ; ou ¢ (— ) =0 (x).

- Les erreurs positives ont toutes les valeurs comprises depuis
z==10, jusqu'a x = a; les erreurs négatives toules celles com-
prises depuis 2 = 0, jusqu'a x — — q.

L'intervalle des limites des erreurs est donc 2a.
La suite des erreurs rangées dans I'ordre croissant de leurs
grandeurs est ‘

— @ . — &%, . —2da, —da, 0, da, 2da... T, .
Si I'on fait
Xe={g(—a)1" 4 ... 4 P @) e o (— 2da) 12
+ o (—— da) gl ¢ (0) A Sﬂ(a)lae }s= prtw7

P,, sera la probabilité cherchée. Elle est indépendante de 1.
- Soit t = ¢9v=1, on aura :

X:g ?(-—-a)e“eq‘/‘_‘ A+ o (— ) VT L 2(0) 4.
- o(@) eV Ly ¢(a) e“ge‘/:ES:ZPwe“’e"‘_‘,
multipliant par e-=%=1gp, puis intégrant entre —x et -+ 7, on a

7 Xe= oV gy — 27P,,

P

—r



d’ou
1 T
Pw—— e oV=i gy X
O
1 T — e
—_— T = (ps) VT ) da2y/ 1
—%_4. e de{?(O)—k o (da)e

+ 25 (2da) €@V i - 25 (x) @ 4 (@) T

1 7~V
= eV-1da A
o _*[;F ?

en désignant par A, le produit du polynome entre parenthéses
par ¢==%=; développant 1. A en série, on trouve

dat
1. A=—pstV/ —'1+sl.§ 0)+2¢(da) [1+((la ]

e

+ Qq(ﬂda

+‘),a(a)['1 +a%V —1 —1—4—9 — ]}
—— stV — 1+ 5 L {[5(0) + 2p(da) -+2(2da) -+ - + 2;(a) ]
+ 20/ —1 [¢(da)da* + ¢ (2da) (2da)* + - -+ ¢(a) a’

— 6*[ ¢ (da) (da®) + ¢ (2da) (~2_0l-¢§)2 e o) (@] + ete.
:;—Vse\/— 1+ s 1.3—9(0)+'/‘a259xdw
o . 0
+ 28V —1 fangxdx — 6 ‘/a xtoxdx — ete. }
[ o

Posons , )
w=0aa, ¢(@)=ry(ax")=y¢()

. Aux limites 0 et ¢ de x correspondent 0 et 1 pour «’.

Posons en outre

:(0
2figbx'dac'=k+ i)-;

a

1
S e =K,
6 _
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t #
/ x%x'de’ = k",
b

il
./ x’ngx'dx’ — k”',
i}

1
f apr' da’ = k,
5 B

et observons que dans f 2¢ (x) dx, ¢ (0) entre deux fois, nous
aurons :

3 3 d

bf 2xdx = 20&_/ $2'd’ = ak + ¢ (0) =1 + ¢ (0),

0
en faisant ak =1;

/ “woxde = o f "wga d’ = ok,

0 0

f o f by do’ = k", ete.

¢ 0

I1 vient ainsi

LA= —ussV —1 + sl {— ¢ (0)+ak+5(0)+20V 1 0%k — %5k — ete. !
=—pus8V —1 + 5L {ak+ 2V "1 ak"— dask— ete.

R Qk" eQaﬁku’
:-—-y.sa\/—'1+sl.ak{1+‘)6\/-— T — ete.
- k' a2 v L2
=—pso V' —1+ oV —1— = afs0® — —— atse® — ete.
e 2k*
C)k!l

A
—_ _k____]ase\/__ [k - 2liﬂ]a‘se?-——etc.;

pour faire disparaitre le terme imaginaire posons
2k"a?
— N ()]
P="%

kk — 257 -
LA= — [———,2—2-————] a’st® — etc.,

1 — 22
—_— pash®
= aish?

b

il viendra
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s étant trés-grand on peut négliger tous les autres termes. Donc

i ™ T Vil "'v+ﬂ satf?
P, =— fe : .
T 9n
T

Soit ~
k Bt 6a*Vs b pdt
flg — (%% f— y = — b= ?
a*fs =", f T Vs 2 Y
Les limites de 6, — m et + 7, correspondent pour ¢ &
e V‘_—-—oo et a7 [3V8—~oo , A cause de s supposé trés-
grand
Soit de plus
el -
ey — =1 Vs, I — pt = 1Bt;
T @ ST @V
on aura :
o \
4 2
* pdt BT ﬁ o v
0= 27: s 271' aﬂ\/_ )
g -E
= ;
2a*V ws

la probabilité que la somme des carrés des erreurs des s obser
vations est

! I o2k a*
—_— - WS = S
[~) .—i ®S + i
sera done

g -Erx

P,=———e a=.dl . . 2)
2%V ws

On a partout sous-entendu dans l'expression P, la différen-

tielle de la variable, car on a toujours p,==f(x) dx.

Prosuing II. Trouver la probabilité P quela somme des carrés
des erreurs des s observations est ecomprise entre ps == [, px étant
égal &

‘)If’, 2
k
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Sovution. Il faut intégrer la formule (2) entre les limites == [
on aura donc

131' I jBee
=.._2ﬁ__./e Gats dl ﬁ / i
20%y s
~1

a*V'rs
@

X
EV_dT —-*_/.e dr’

Cette formule exprime la probabilité quela somme des carrés
des erreurs des s observations est comprise entre

en posant [=—ra2 Vs,

.2

ps = (= ; star Vs
i1

)
La formule («) exprime la probabilité de r; elle fait voir que

P, est un maximum quand r = 0, donc la somme des carrés des
erreurs, la plus probable, correspond 4 » = 0
~ SiTon pose

, fr 2d: 2t
7=k

lr——-—p—a T—E, mf‘\/——g a'l/s=l

p/"_‘eﬂdt 2
_ — [4 —_— = — e
Vi

—#dt,
B Vi

on trouvera

probabilité que la somme des carrés des erreurs est comprise
entre

AL 42
A S

A2V s
4+ .
B

P est la probabilité que la moyenne des carrés des erreurs,
ou_/x%mdsx, est enire les limites

k" a? L 9ta®
k BV s
mais
Iclla‘j 2? 522
2 = 5

s

24
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P est donc la probabilité que la moyenne des carrés des erreurs,
ou pg= f x2pxda, est comprise entre
3 2 Zig 1
=+

=
s BY's s s

!
g=w;— M,

La somme des carrés des erreurs la plus probable est, par suite

de la formule (), égale &
: 2k’

k

)

Or comme s est trés-considérable, la somme des carrés des
erreurs différera trés-peu de celle (y) qui répond 4 la probabilité
maximum.

Soient done ¢, &, - €, les erreurs d’observations.

. ] ) e @, . .
Soit m =2F %t t™ op aura approximativement
=0 —Mm
E;) == @y, — M

g = Ws — M.

Done
82 - Eg J VT 5:5 = 3 8:-2 = = (col. — m)2.

On a done a peu preés
2k" a’s .
55 (o — mfP = — = et . (d)
Proprine I. Soit 2a lintervalle compris entre les limites des
erreurs de chaque observation; chercher la probabilité¢ P, que
la somme des erreurs d’un trés-grand nombre s d’observations
sera [; les erreurs positives ont la méme probabilité que les
erreurs négatives, ou @ (— ) =@ (x)-
Sovurion. On a la suite de toutes les erreurs
—a, e — Xy —2da, —da, 0,da, 2da,--- x,---a.
Les probabilités correspondantes sont

o (=), . 9(— B, e ¢ (—2dl0), ¢(—da), 5(0), 7(da), ¢(2da), ... o(x) e ()
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On a
l?(m)dx=2f? (@) da = (— a) + -
g (=) p (0) o g (8) - g (a) =1,

S wemds=0=—as(—a) - — g (— )+ 2 o(a) + - a5 (a),
vraie moyenne des erreurs d’une observation.

"/;m’q».'rdx_—:(_. af o (—a) 4 - 4+ (—x)p (— @) 4+ -

+ 2ok + - +alsa,
vrale moyenne des carrés des erreurs d'une observation.
Soit
X={¢(—a) "+ = 4 5(—2) =+ e g ¢ (0) 4 -
+ (X)) + e pal*l =3P, ¢

Iﬁ’l sera la probabilité que la somme des erreurs des s observa-’
tions est I. Posant £ == 1" on aura

X = {¢(— a) eV 4 ... 4 o(— ) e V= e g0

4+ paertV=E g L g yaeaemgszgplezem;

multipliant par e-#¥=Idg et intégrant entre les limites = » on
trouve

) 1 e g :
P, ——9_77/;, X e-18vTi g

1
= 5;[3610 e—10V=i g $0 = o (da) [edaOVri 4 e—due‘/—_a]
+ ¢ (2da) [e-sietv=T e_mem] e o g [V o eV
‘ ! afv= —af v = . 1 x -
+ g0 [0V 4 o V_l]}s_ir_;/;f [do cos is + V"1 dy sin 6]

{ 20 +?(da)[edae$’—-i = e_aaev:,J + + ?(x)[emev: + e_zev:] e

-+ ¢ (a) [eue | ey “+ e-a@V:i] ‘ s,



Représentons par N le polynome entre accolades, nous aurons :

_—— f docosloN® +
71'

')’:—’T

_1 fﬂ dscos 16 {0 + 29 (da) cos (das) +- 2¢(2da) cos (2das) +

T 0

+ 24() cos (x8) + -+ -+ 290 cos (as)}*
P, —_=l‘/'7r do cos I} — o0 +/a2?(m) cos (x6) do 1",
Ty -~ 0

mais
202

x%
20 (x) cos (x8) = 24:(30){4 — etc.% = 24(x) — **s(x) + ete.

/“ 20(sx) cos (x0) dx = 2/“ sadx — 68 [ aPoxdx + ete.
¥ 0 0

= ak + ¢ (0) — *a’k" + ete.

-En négligeant les puissances supérieures

Pl=%fﬂdecosl6 { ak — a8k }°
0

k!l R
?—‘ifﬂde cos le§ala (1 —a’e“—)}
K]

k

probabilité que la somme des erreurs des s observations est /.
Pour développer cette formule (b) en série convergente, posons

(4 — —,% a*ez) = ak==1

k”
YL -

Par le développement du logarithme on a

k’ . . t\/ k dt\/
—_ == ’ f==— — df = —
s p a%g 1, dou - 7 k”

et aux limites de 6, 0 et @ correspondent pour £ les limites

ar
oef———=—00-

f de sin leN“————f do cos [6N°

( 365 )
Done
it k
Pz_—“‘\/ — / dte=* cos -\/: ,
Ila a - k//s
et comme
I me
f dte=" cos mi =5 l/;e“l"‘ ,
il viendra.
1 k1 A8 & 2
Pl=—\/—_\/;e FEE ! _k- Tt
aw k's 2

ou bhien, en posant
Bk W
Z.m = t.27 d’ot !: 2t \/.s_a kf : Pl = ; \/;_Ee—u’
¢ %V "'s

la plus grande valeur de P, répond & I=0 ou t—0

- Prosine II. Chercher la probabilité P que la somme des
‘erreurs des s observations est comprise entre = .
Sorurion. On a

P 1 \/ A sk

_ ——— ._T e = dl

l 2% V% k”s ()
donc

1 k 2
P——oo— . W e
=V e\ ey

Si I'on pose
ik krt .
, ks T
d’ott
l=uarls
k//
=2V5.q
I k
on trouvera aisement
P 2 ¢ ["d oy kre
__ e dl = R
= / O/ e “dr, . (e)
prf)b)lef:; I1)';:ntx('iodltnsant le facteur df supprlme par abrewatmn dans le
céden
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comprise entre | \/IT'\/E
+1! ou £ar Vs, ou =20 k7

servations,
bi robabilité que la somme des erreurs des s ob o
Shod mpr
Ja ss, ou leur moyenne arithmétique est comp
divisée par’s,

k// ,1
l ar 2ta \/————:'
:t;ou:*:;_;o“j: kv

Remaroue I. Comme on a
PN .
M:Z; (w‘____m)x____ z: €

k

on trouve

donc ar . i __4_ =I 235 (0;— m)?
= s

k r —-—-k - 2 t o
P = ——“" " d? = f € dt . . . (A)
- \/ l 174 / ¢ ‘/_ .
y i 6t eSt
est la

§

comprise entre

raies sont
observations @, ... ®,; les erreurs vraies s
A XL — @y == By e L —— @ = &,

Si l'on fait

on aura

(565 )

done
2
P=—0 [eear. . . . (1)
e
est la probabilité que & — m eg; entre
o
T -123?
. S
ou que
x=9»t:t§[/22§(wi—7n)2.. (9

Nous avons vu que la plus grande valeur de P, répond & [==o,
ou & t=10; mais alors T==m; done m est la valeur Ia plus
probable de 2:; mais on obtient cette valeur de x, par I'équation

;e = minimum;

~done la régle des moindres carrés donne la valeur 1a plus avan-

lageuse.

Rensroue 1L Les formules (1) et (2) conduisent aux consé- .
quences suivantes :

1° §i ¢ reste constant, et par suite P, les limites de (2) se
resserrent a mesure que s augmente,

2° Si += 9 (0 — m)* reste constant, ce qui exige que ¢
augmente avec s, P convergera vers 1, 4 mesure que s out aug-
mente.

Revsroue IV, Sj ¢ (x) est une constante, ¢ par exemple,

1 4
k=2 foatde’ =9 fhedn — o,
0 0

Lo, : ¢
' = [ x%qdy = /" ca"d’ — =
§ i 5
d’ou
k
—— 6
k//

RemMARQUE V. Les formules (A) peuvent servir & s’assurer sj
un phénomeéne est di & une cause constante; car en supposant
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que le phénoméne soit du a des causes accidentelles, on a la

probabilité
. I{: 7 __kf
P— N W
\/71[6//6/ e L)

que la somme des erreurs des s observations est comprise entre
=+ arV's; done quelle est inférieure & ar s, abstraction faite
du signe, c'est-a-dire en valeur absolue.

Done si P est peu différent de 1, et que la somme des erreurs
soit 2 ar Vs, il sera trés-probable que le phénoméne est du &
une cause constante, ¢u’il faut alors rechercher.

Exempre. Vers 9 heures du matin le barométre est plus élevé
que vers 9 heures dusoir; ensuiteil remonte jusque vers 11 heures
du soir, et il redescend jusque vers 4 heures du matin, pour
revenir 4 son maximum de hauteur vers 9 heures.

Il faut examiner si cette variation diurne est due 4 une cause
constante, ou si elle est le résultat de causes accidentelles.

Soit ; la hauteur du barométre 4 9 h. du matin le 7 jour :

— b, — — a9 h.dusoir led™ —

faisons
W; == (hl _— hi)
Wy =+ e @
’)Z _————
d’ou
NS = @y + -+ + @

Si x désigne la vraie valeur inconnue donnée par les s observa-

tions, on aura
,'X;——Coi=£; ...x_w,;:’f;
et
Siei = (x — m)s;
faisons
ST ==,
Sie = q — ms.

En supposant que le phénoméne de la variation diurne soit

accidentel, on a:
k , A
P— — [ e ¥'dr;
r=\/

probabilité que ¢ est compris entre + ar Vis.
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Par les observations de Ramond on a & peu prés & =1 mil-
lfmetre; done en prenant s = 400 jours et en posant pour les
limites des w, % 4 millimétres, d’ou a==4%, on aura :

pog— —_— B
=== =—— 93
k
77

comme =6 au moins (voir p. 565), on a :

kr?
e 37,5 au moins, ou ¢ = L57,5.

P ke
— e g
\/ﬂk,,/e ds

1

Donc

=] - we_ta dt
2V 57, 5x i
e
=1 —————(1 —ete.)=1 & peu prés
2V 57 ,5x P

probabilité que sx ou ¢ est < ar Vs, < 400.

Mais I'observation donnant ¢ == 400, on a une forte probabi-
lité que le phénoméne de la variation diurne du barométre est
di a une cause conste}nfe, ce qui engage & chercher cette cause.

La valeur % =1 millimétre n’est qu’approximative, mais on a
une probabilité

2 .
P=-— e dt,
v

© que

x— == -1/93; (m - o)
s

2. Fonctions d'unc scule Inconnue.

Une fonetion inconnue (&) est donnée par s observations
0y @y ... @, ON connait & & une trés-petite fraction prés; soient A
cette valeur approchée et z sa correction inconnue, on aura :

E=A + z.
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Soit  'erreur vraie de la ¢ ohservation, on a :
=fE—ao=fA+z—q
g = [{A) + f’A L E— o

e ¥ e N
en posant
[ (A) =@ et o;— f(A) =n;.

Renargue. Si f(E)=£f=3z,do0 =2~ on a:
=1, #=uw, A=0;

multiplions Ia formule (1) par le facteur entier et positif A, on

aura
hg; == hugz — b,

h; étant une guantité indéterminée.
En faisant{ =1, 2, ... 5, ¢t en ajoutant, on a

¥ Sihe = Sihaz—Stha . . . - . (2)

Déterminons = par la condition que E==o0, I'équation (2)
donne
Zhm;

P M. .. . . .. (5
z Zihe ’ (O)

Soit % 'erreur de ce-résultat, on aura

S,
z=2: il =M u
s 8
E = Stha, (M + u) — Ziho = uZiha. . . . (4)

Prosrine 1. Déterminer la probabilité que la somme E 2 pour
valear (.

SoLution. Soit = @ les limites entre lesquelles varient les
erreurs x de chaque observation, gxdx sera la probabilité d'une
erreur x, et Lon aura

S emdat = { o — a)t™ e @) e @ (3)

-
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Soit

" hiox 2 ko 5
X=f pxdat’ Xf sedzt's... Xf ?mdxf,"-‘x:ZPIt!,

le produit X aura dans chacun de ses termes, comme exposant,
I'une des valeurs de toutes les sommes que I'on peut former en
ajoutant s des quantités by, by, ... hyx, prises a volonts, et pour
coefficient Ia probabilité de cetie valeur, x désignent les erreurs ¢,
Donc P, est la probabilité que la valeur de B =3 A, est I

Soit ===, et p(— x) == (), 0n a :

1 T
P — f Xe V=g,
r Zr
mals

f“ ?xdxe.'L.'sz?l= fﬂ ?Idxeh‘.xmm +- fm S_-,a;dxeh,-‘wv:?
- —a i

" s
=,n/. #(— o) dwehiroV=1 f“ sadxeh=ov=i

0
=./u pardz { b9V o e_n‘.;w\/:?! = 2./.“ sxdx cos (faw).
n P ¥ i

Done

X =2 [ “pxds cos (hx)2 f “oxdx cos (hyxo) ... 2 /“ sacdx cos (h 7).
a i .0 ¥ s

Solent
s=0x, ¢{ar)==ex’,

& Jd 1., i . 1
_/?m xzal/'-pa:daszgak, 2f_¢.‘):"d.’.t:’mk,
i) i (A
3 H
f Poxdr = o° f x5 dx = o’k f tx%x'da:' = k",
il 1] ‘U
5 4 — b ey 4 !
h/ wroxdr = a,_of x4y qlac’= a'kr, f xa'de' = kY, ete.,
[

Qf?mdw =f"?mdac=ak-—- 1, ete.
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Mais on a

(hawofr Bl (e

hf exdx cos (hao) =6/?xdx’['1 N ,2 N e

e o B e bl e
= —— dx + — [ gioxdy — -
‘()/'goxdac 26/‘x?wx+24J 9

2 2 & 4
i h &k + il — @k —
2 2 2%

Ii', hf & klv

’ —ak 1 — hetar e
Qbfgaxdx cos (h,-oc)-—ak(l he'a 7 12 %%

d’ou, comme ek =1 :

.77

1. [QB/a?xdx cos (h,ac):l =1L % 1 — ho'a® % -+ ele.

we

— ]

kll kklv . ICIIE
_—  h2,2.2 2.4 te.
= hia%e? + BT ha%s* — ete
Done
X=31[2 / oadx cos ]
LX=21 [20/?»0 x cos (hxw)
k’ Lk — 6k’
—_—— 2%, I Lzh
7 o mZL + — _4%
‘X —e kl»;“gwggh‘% . ekk"lgif'k”g“‘wiél‘:
[ klv k”? s
o TFTIM Y L 2T S
— { T+ =g “93h—
done
7T __lw\/:—{__]:,?_agwg'ﬁh:1< Lk — 6k’ o 43 . )
—_ 3 7 {1+~ —— th —_—
Wfdw [ 121‘2
_ﬂ" N
faisons ¢ — wa Vs, , il viendra :

7raVa i s
5‘ - 2/
P o= — — e
! 19k s2

—Ta Ve

3 § - A 1
Or 3h}, 3hE, ete., sont évidemment de 'ordre s, done = e
1 1

ltV
aVs

A

=
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delordre 5> qu'on néglige, s étant trés-grand. L’ exposant étant
trés - petit aux limites == Vs, on peut remplacer celles-ci par
=+ oo . Done

v e ]

2 . ;
Py= f dte ["_"_""‘TV?‘
ﬂwal/s

1 _ k2 o0 - __ 1
=———— %2 dte e .
9rals

Posons .
74 2 —
K2k ( V5V )2
—_— A — | = 'Q;?;
ks 2ak” Zh?

€t nous t[‘Ol]VCl"OIlS < "

“.uaez h?. dl

o/ r. a\/ -—zm

pour la probabilité que la somme E=3h.¢, a pour valeur /.

La plus grande valeur de P, répond & I = o.

Proguine II. Chercher la probabilité P que la valeur de E sera
comprise entre == .

Cette probabilité sera

P,=

ki

LT LA
[ 1 /‘ . a3 dl
241 ;\/ k

— Skt
2 b

,1 ]
/ e
‘/__ k" >
aV'x\/ -3kt

Soit | = a’r\/;, d’on

kie
5;‘1:“22};1? d l

- kr®s

1 - 2
A f e “Hgp. ... (@)
Vﬂ.\/-l—‘;Zh? 1

probabilité que E est compris entre == ar Vs ou == I,
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e - de Soit
. Propuime III. Chercher la probabilité P. que la valeur de u | . t\/k?zh‘
dans 3 k (Sha,) : @ ke
M Traea=0, t=—v-v-v-
g=M-+u=-1 b -+ U, Lk a*Zh ' Zhia;
Zha;

est comprise entre == u. o
SOLUIK‘)ION. La valeur de P de la formule (a) est la probabilité

que

d'ot t=o, quand ¥ =o, et

Saee (b)'

el » N Zhn; ) - )
probabilité que I'erreur de z — Sha, €St comprise entre

e

Eou ihiaiz — Shn;
Y 1

est compris entre == ar V's; ou que

2
Zhn; 2ta \/z Zhi
| Q— ?
z Sha. =+= \Z ha == u.
ou bien u, est compris entre s Done :
Zhao;

1° Si ¢ reste constant, et par suite P

«, lintervalle == 4 se
resserre d’autant plus que

Comme E=u éh.-a,» —=l=arVs,ona

i

> s a —3h?

Vs ushia, kT

_ , PR 1 R \' .
"= Sha a5 Sha,

sera plus petit.
Substituant cette valeur dans (@), alors P devient P, donc

"2 Sit augmente, et par suite P,, il faut diminuer

. QV?Zh,

Sha;

5

Zhiai % k(Zhiai)= o

1 ez v
Pu = due 2h H

a ,—‘;; wZhi o
Shini

’ e re == u.
probabilité que l'erreur de z =M =57 e'st entre N
Soit P, la probabilité que z=M est faut;f de u, on aura:

proportionnellement, pour que Iintervalle = % ne change pas.

Ainsi cet intervalle restant le meme, Ja probabilité P, que u tombe
dans cet inte

rvalle est d’autant plus grande que le facteur
zh,-ai - E (Ehiai)a u2
P — e wek dy. a 4 Sh
AVE —
, k Zh.a,

Cette probabilité estla plus grande possible quand u = o. est’ plus petit.
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Done le systéme de facteurs h; le plus avantageux sera celui .

our lequel
P 1 VR
'V & >ha

est un minimum.
Or en égalant & zéro la dlfferenuelle de ce facteur par rapport

a h; et supprimant le coefficient a l/ T, ona:
ik
Zihia;

w étant le facteur 221h1 qui reste constant pour toutes les valeurs
dei=1,2,5 ...s.

A ce systéme de facteurs le plus avantageux correspond

h; =

;== p; 5

Ssuam;  Zian;
~——1'u——-—-l—2—m. S (9]
$ L0} 21

L’erreur de cette valeur de z sera

7

2at E,y o 1
u,=————s—;———=2ta —_——
p2id; kysia

Le résultat () est le méme que celui qu’on obtient par la
méthode des moindres carrés, ou par le minimum de

=23 (aiz -_ ni)27
car en égalant & zéro la différentielle par rapport 4 z, on obtient

21 a’i(aiz - ni) =0
zXia — Ziam;=o0,

N

zs

Reprenons la formule (b). Comme on a (pp. 568 et 560) :

BN -4 R
(am —n,), 2$a2-k—= 2 a T V'3t

1cz ?
2s

v
g ==

3
&, C. Q. F.D.
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cette formule (4)
2
Po=—"_ [y
Vi 'o/ s

exprimera la probabilité que

g L
=m 3= k
:m:l:Qt\/stste' m = ! 952
boZiat Vise
Sif(()=f==z,0na:
A=09 ai='],

ei=aim—ni=m_.w'_

alors
p,—_2 Sd
== —— te—*
. : Vﬂ. !
est la probabilité que

£ @y = twy ~ .

=

[5R t
B SV 23 (m — )

ce qui est connu.

Renmaroue 1. L’expression Sie?—

NG
Zie.m — n;* pe
sous une autre forme : [ I peut se mettre

S 42
a?
18 S o}

_— S8 o m 2
zlg,.‘_Z{ [a[m—ni]2=2; [ai( ia,n,) — niJ =Ei3M{
En développant le carré on a

St 165 Zin} — (Sian,)?
(sia)?



Done

est la probabilité que

s 2
Sat. Snt — (Sain,)
Za,'.,?n, (4 ¢

1 .

4
z=m =% ; (ia%)e
1

Remaroue II. Le plus grand terme de la somme P, répond &
0, ou & t=0; mais alors z==m; donc la valeur la plus
— Y = Y

probable de = est m.

III

THEORIE DES ERREURS D’APRES BIENAYME ().

1. Fonction d’une seule inconnue, cette fomction étant donnée
par un trés-grand mombre d’observations.

Soit & Iinconnue, £ () la fonetion donnée par les n observa-
tions 0,, 0, ... 0,, n étant trés-grand.

On connait & & peu prés; soit A cette valeur approchée, et «
$a correction trés-petite.

Soient ¢, ¢, ... ¢, les erreurs Inconnues des observations.

En négligeant les puissances supérieures de 2, on aura exac-

tement
0 +e=f(A +X) =% 4+ o ;

chaque observation donne une équation semblable.
Soit
O — o =mn, & = My =0y, ;
on aura
coh=ahx.........({l)

Multiplions les n équations (1) par les facteurs indéterminés ks
nous aurons, en faisant la somme - o

Sw,,kh = xsalzk,l .
Si nous posons
Sa,,k,, = 'l Py
nous aurons

X = SGJ,th = S (Sh + nh) le = SEI:,kIL -+ Snlxkl; .

(") Journal de Liowville, t. XV, février 1852.
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En faisant /= Sn,k, on commet une erreur
r = Sg,k;, .

C’ést aussi I'erreur dont est affecté le résultat
x = Sek;.

Si T'on ne prend pas Se;k, pour unité, on a:

S&)hk], X
ry="—" = B
Sak, Sayk,
. Snpk, x

Xy =7 =
Sa,,k,b Sa,,k,,

b

et ce résultat est affecté de I'erreur

Sazk

'I‘i= —_—
S&’hk,‘

Si I'on fait k, = a,, les facteurs k seront, comme nous le ver-
rons, les plus avantageux, c’est-2-dire ceux que fournit la méthode
des moindres carrés. On a alors

S Oplty
Xg=— 2

: Sai

. Sna,,

2 _———
Sa;

o == SEllaIA
2 2
O

Prosrime L. Chercher la probabilité de Uerreur r.

En prenant les intégrales entre les limites jusqu’auxquelles
les erreurs peuvent s'étendre, et en désignant par ¢ (€) de la pro-
babilité d’une erreur ¢, puis en posant

P= f o6 deesrhr? V1, ‘/;Sgdﬁ'geaz"‘l‘x V=T _/;:ehds,,eeh”h"‘v:‘ .....
/;sndsneank'l“ V-1 =3Re*V—1,

il est clair que R sera la probabilité de .

(579 )

Mai =
_Mais en posant R = Wrdr, et changeant en conséquence le
signe X en/; on aura :

P= f vrdresV=i,

les limites de I'intégrale étant sous-entendues.
Multipliant par dee~V=1, g intégrant entre == o0, on a:

f Pdag—raV—1 — / due—roav=t /:Frdre’“V;T= vy
— — - ’
d’ou
Arem e [ dugera¥
g e we—roV' 1
o] P.
Si nous ometto indi i
, ns les indices 3
de =, qui ne sont la que pour plus

de clarté, nous pourrons éerire

1 o) L3
V= — —~roV/ =1 A =i
e Ao VT | fradn ).

Or-
ﬁsdseskhav:‘= ./?sdsr1+ak El/——d—feﬁ?ﬁ ;. @k 2T, Ok,
i [ . 2 E——FE‘/—’I—FQ—G‘-I— -
=1+ pak)/ —1--2 o’k — &rx:’kﬁ\/-—_'l -+ __mu‘/ci‘; +
2 6 2%
=1 4 z=¢’;
on a posé
pg = [ePoede
~2 -3 -k
y=1I(1 -+ z) —_—z T i_l+ .
2 3 4
— 2. 53
= ’Xk,,\/—’l _— 2 ‘zﬁz;‘ul_ u ——/— = 3
1 %Hy, ke, 3 6 V—1 (103 — Breosey + 2p3)
a‘kt
g e — bps s — 548+ 12p0pF — 6] - -
S Y 2 513 - iLi
= uk, V=1 — o3 fe 5 f_ M; a:" V—1+M, ﬁ +
. 2 2%
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v ) Prosuive 1. Chercher la probabilité P que r est compris enire
On aura par swie deux limites.

- VT — /. He /I‘% —M3 f—_lf V—l-l-ML“f/‘ + - En pl‘enant l’intégrale entre ces limltes, on aura :
kY =1 .y 0k VT — 02 o
/;adse‘ V=g
¥4 =frr0lr
d’ott
e —’u aSA,L—Mo——-\/—asI.,L+M4 Sk +

1 - - 1 ;o1
== [dp [ dzewvTi-=sit </I—EV—1N5z°+C—)ZN4z‘)

— o

” ok V=1 g 0k, V=1~
H,L/;:sdse W
1

4 _Pi w0 -S/:[,j(-}-PV_) 11 /l
= Skp, SkZ Y s N )
et ﬂﬁpe dze . (4 6\/ 1Nz +24Nw)
- .2 5 —— = 054' 4 ~
1 © VT sV — 2 = T L & R
Y —— / due e -
2 |
— Pa— ] ege q \/?4 _
=g [T e=tVSE, p=sklz+t sz ) E=EVSE+ V1,
A, L
— 3N; N;
% (4—M""/ °Skh+%u‘sk) R
- ~ (sRY (/3E)
' N, 6N,
en s'arrétant aux termes en o*. B

Soit
r— p.Sky=pV'2 (ps — i), d1‘=dp\/2(fl2—'{‘?)a

-
- z
z

. da — — =
4 . 1 2
\/E(Ha — p3) \/ 35 (b2 — 1)

nous aurons

_‘zp:\/-—i — =847 .
‘1’7':__‘/‘ Q7
\/c) (b2 pd)

en faisant

R

Gy .
(V3 (V5B

Comme la derniére intégrale est prise entre les limites %= oo ,
les puissances impaires de {8 disparaitront, et 'on aura -

/] 2 i 2 ‘l ' 2 3 1 2,2
p:;ﬁte_.ﬁ g d@gd “é(L]@'l‘FLgﬁ)+ﬁ<G]@‘—G2B1~+GItQ)E
1 . 1 » o g . e
=;ﬁte"{‘/n———6~(thL{ Bre P dﬁ““.[lgtfe B dﬁ)
1 2 2 o Gl @2 ® g2
EY) (GIL{ fre=F dp — Gzt*—‘[ Pe= P dg + Git:x. e B dﬁ)}

a o1 15 g
Vwﬁte ]——(L +L2t>+i(G1_2—2—-G2§+Glt@>}’

puisque

o =

M,SK . 2 1 MSki.z

5+244 N
\/ (2 — ¢ At

1, — 3 1 &
—1 __E\/—-sz,ﬁ +@N@&-

% 1.2...20—1), —
f 2o d@:—- ;i& )‘/7'
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Prenons ¢ entre les limites == 7; les puissances impaires de ¢
disparaitront; nous aurons donc :

a4
p———/dtel 1—;)2(—22—G4—§G2t+G5t>%’
5 M, Sk,
— dte“"gl ( o5 1t
‘/n‘ “)4'1 (S:’i'22
0 z Z(H2 )

Or, Ské étant de I'ordre #, (Ski)® de T'ordre »? (—S—S,‘—)‘Cbt de
Pordre ;—, quon néglige; donc enfin

2 1]
=— [ dte":
r=v./
probabilité que
ou hien que
p
—y L ——=< 7,
V'Sk;
— VB <p < VK,

A - — 1, Sk
— 9 VSk < —,-—y.’l—“h—a‘ < vy V'Ski,
2(pa— 1)

ou enfin que -
Sk, — YV SIE V2 (s — ) <7 < Sk + oV SKL V2 (pe — prd)-

Remaroue L. 1° Siy, et par suite p, est constant, les limites de
» seront les plus étroites possibles lorsque Sk, sera minimum,
donc lorsque &, = a,, comme nous Ie verrons dans la remarque
suivante. '

2° Comme y == l/Sk’ , 7 sera maximum, done p le plus g arand
possible, lorsque Sk; sera minimum, ou lorsque k, = a,.

Done un systéme de limites étant choisi, la probabilité que
Perreur ne sort pas de ces limites sera la plus g grande possible
quand « sera déterminé par la méthode des moindres carrés.
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Renmarque II. Démontrons que S == min. répond 4 k, = a,;
— Yas

cest-a-dire aux facteurs donnés par la méthode des moindres
carrés.

En effet, ayant posé Sa,k, = 1, on a aussi
Sai =1,
done
Sall,l‘:/z - Saﬁ )

et par suite, on a identiquement :

2
SIC]‘ — Qsahkh = Sk% — Qsa}: 5

ou
ou bien Ski — 28ak;, + Sai = Sk — Sai;
d’out S (ky— &) = SK; — Sat;

Ski = Sa; + S (k, — a,)%;
d’olt résulte la proposition a4 démontrer.

' Revargue 1I. Le systéme le plus avantageux des facteurs &
étant done celui dans lequel &, =a,, on aura, pour ce systéme :

9
=" [V gty .
P \/;(_)/'e dt :

probabilité que

AU’JSah — ol Sa;, ‘/2( - Hl) <r < pSay, + V\/STL;"Z \/2 ({*2 — .‘"?)3
r est alors I'erreur commise en prenant pour % la valeur Swm,a,
ou Sn,a,. o

Mais comme on a pris Se,k, =1, done SaZ =1, il est clair
que p est aussi la probabilité que

Sa,, 1

Y s V2 ?
\’ Sa;? V' Sa: (ks — ) <r < Hl S a; - /\/Sa}i

r est alors I'erreur commise en prenant

_ Sy, Sn,ay,
=— U X=—
Sal Saz
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Renargue IV. Lorsque p, = ‘/f-:goz-;ds est nul, il n’y a pas d’er-
reurs constantes, et ¢ (— ¢) est égal & 9 (¢); alors

= [Terdt
‘ ‘ V7§
est la probabilité que

/ -
\/S \/—— Lr L —— l/ \/ =
Mais on a

/2
= ) SE h

g == T3
# n

donc p est la probabilité que

v CYNE
Y VS & r £ —— V287,
R

\/nSah \/nSa;,

les valeurs de ¢ étant données par
th < Qy,
= Qy S — Ry == . M — My,
. A
en posant
Sny,
m ==
Say,

Remaroue V. Si f(E)=¢, ona:
ap=135 Np==0p— o ==0p;
puisque alors o, est nul; et Sa2 = n; done

SOh K Soh 0
m = — g=——0;
b h n

et alors p est la probabilité que
b4 Soh ) ag (3% _o,);
— 28 | —— 0 < ? < nl o2
n

y & nne arith-
r est alors erreur commise en prenant pour g la moye

So,
métique =*

( 585 )

2. Fonction de plusieurs Inconnues.
Une fonction f(&,, &,... &...§,,) des m ineconnues &, est donnée
par n observations 0y,0z,... 0,... 0,, dont les erreurs sont:
Ey €ayere € e Eyye

On connait les valeurs approchées A, ... A,... A des inconnues ;
désignons par , ... «; ... 4., leurs corrections trés-petites.
On aura n équations de la forme

O + &

l

f(Ag 4+ 2, Ap + Xy oA o+ 0555 Ay + )
== 0 - Qg Xy A Aoy Lo = o0 b Uy Ly + o0 A Byyop Ty
en négligeant les puissances supérieures des x..
Soit
Op — oy =1y, et & + Rp == o,

I'équation précédente s’écrira:
©p == Uy Ly + Uop Xy + o A Gy & + o G Lo - (1)

On aura n équations linéaires de cette forme en donnant a A
les valeurs successives 1, 2...n

Résolution des équations (1).
Si les quantités , ou ¢, étaient connues, il suflirait de prendre

m équations distinctes parmi les n équations (1). Mais il vaut

mieux les faire servir loutes; ear n étant trés-grand, on peut
espérer que les erreurs se balanceront.

I° Pour obtenir x,, on multiplie les équations (1) par £, et
Ton fait la somme, ce qui donne :

Seopkeyy, = a1, Sai,hki,h + Xs St pliyy + - + 7z, Stt ks 55

uis on pose
P p Sai,h k4,h ==1
Saspkyy =0

~
bam, hkm,'h == 0
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d’out
x4 == Sepky e

9° Pour obtenir %,, on multiplie les équations (1) par &, , et

I'on fait la somme, ce qui donne
Swy ks, p = S0y ko, + %Sta p Ko -+ %S, 1k, n 5

puis on pose
Sats,n bz, =1 \

Sa{thh——:‘O
bash"’eh—~0 oo 0 (6)
Samhk"h"—o

d’ou
2y == Swy, ks, , etC.
On a donc en général

A N
en posant
Sa~ ICi == 1
Sal R kl =0
Sal_i hk ,,_.O )
Sam,hkn,h‘_o

Les valeurs des m inconnues sont donc fournies par les m
équations (a) dans lesquelles 7 prend les valeurs suecessives
1..... m; chacune de ces équations renferme n facteurs &, ;, k
étant successivement égal & 1.....n. Ces facteurs sont détermi-
nés par m systémes d’équations (y), systémes qui renferment
chacun m équations. ’

On a donc m? équations pour déterminer les m . n facteurs
k; . par suite il y aura mn — m* = m (n — m) facteurs indé-
pendants, ou bien il restcra m — n facteurs indépendants dans
chaque systéme d’équations (7). C'est de ces facteurs restés arbi-
traires qu'on disposera pour rendre les valeurs des inconnues
les plus exactes possibles.

A cet effet il faudra caleuler la probabilité des crreurs r; des
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x,, et déterminer les facteurs £ par la condition que ces erreurs
soient renfermées dans les limites les plus étroites possibles.
Cherchons d’abord I'expression de r,.

On a

X; =Swhki,h
== S(&'h -+ ”h) ki,h

= Sghki,h -+ th Ici,h;
x; est done affecté de Perreur
r = th ki,h e e e e e e e (b)

Les déterminations précédentes de x,, x; ... ,, sont done affec-
tées des erreurs respectives

ry = thki, i

Ty == Seyka 1

rm - Sghkm, 13

1. Caleul de Q=¥ (r,re...7,) dridrs ... dr;,

" Qestla probablhte que les erreurs r,, #,...7, ont lieu en
méme temps. :

Cette probabilité serait comme si 'on connaissait la fonction v.

a) Détermination de .

Soit ¢ (¢) de 1a probabilité d’'une erreur e.

On peut poser

X =L/;981d617/f‘k”‘ y252/-z,4 cka,4 Xﬂsngoll“llg’e' Ezko,e
epk € o ek
e /‘?Ehdchyi I i,hy N vy, Epfm, X - X‘/;s d?" 1,‘E nk1,m Vze"/ n ..7";'7‘1""’7‘

=ZQy v oy, m

€ak,
Y 28,2 % e

=f‘¥ (T1s oo T ) o™ o w,dry s .. d, .
m
Soit
pe==e Tl yy= eV . Y, = eV =1



( 588 )

on aura et si 'on pose

2

n
’ R AL Vg =/ P
X=];Ih {./;,ghdsheih(ﬂfllph+oﬁ-l..vh+ o) V. 1} ¢ e oede, done g, = [rpede, s =f£2§asd£, ete.,

:mf\{f (1‘4,7'2... ) elrio -i-mth-i-...+smzfxm)\/—_—fdr1 .drp ... d?"m . on aura i cause de/éosde _ -

Multiplions les deux membres par Pr=1+ FJS,, VoS eSE 7 L S o
2 6 24 ree = e h

daydety ... do, g0 720zttt V=1 en faisant

puis intégrons m fois de suite les limites == oo, nous aurons (*) :
2

s

v=1 (’l + S,V —_1 _.FLE;' — F;SZ‘/:—,I 4 4S5 - )
, : 9%

=‘u_dsh‘/__,1__f“2;fl’zsh wl’ 85 M,;
Z 6 6)4

1\™ _
Y (ry, Ty 1) = (c—); mfw Xdoyday... dea, e rion traoetdrmonV—t .

b) Détermination de X. expression dans laquelle

On a - -
M; = Ps —— Opapto 4+ 5p3,

eV =1 Z (03 ki,m)
= n ' - 0
i jﬁshds,e M, = pg — dppy + 5pk + 12p:p7 — 6yt .

. , Par sui ,
Faisons, pour abréger, 1te on aura

n __e,v,shf__'ul i SpE— Mg V_>h+M $f 4.
% (2kin) =Sy ot Pr= — e
n
. R . 1. N , X= I, e’ = ¢
supprimons les indices des e, que nous n’avons employés que 1
} . < — Ma—pi (s M5 V1 3
pour plus de clarté, et posons _m {stsn) jym-Le—rd fsish) ] - Na ¥ {s(sﬁ)z+»2_?§s(51‘)§
P =fdsaasesh"—’5h, Soit

nous aurons Ty =S8 (Sy)
X == I;Ihph = p4 . p.‘: e ph oo pn o (C) == ;qS (Sa k"h )
. =S y ook

En développant I'exponentielle dans la valeur de p,, on Sln o bt sl )

obtient : = (“‘Sk vt (qukz wt + “mSk )
= ."42.' (eSk;, 1)-
/d PR oy P S Al O . 4
e[ deped 4 eS VT T2 T T To (e — ) {S (5D}

To= NS (S)),

(*) Voir Intégrales définies de A. Meyer, p. 262, formule 124. T = M.S (87);
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la valeur de X deviendra

Ty T5V—1 T4

e'“v:‘_?— T
nVTi-3 (,1 TV—1 T, T2 )
¢ 6 7 T

1 —

=g

_ T
23 V=7 (048ke, b4 toShe, p o o+ OmShm, 1) — '2‘2‘ (

T,V —1 )
— e e s
6

en s’arrétant aux termes du 4™ degré en o.
On a done

‘ l " acd , . v 7
V(1 Ty ) =\ = | [ ety ... da o= 10t rmemV=T X
—

2

2

1 " o0 —
=( )mf day ... do, e 1o+t V=

(1= Ty )

: m n 1 "
1\ o —VET 37— paSyki ) —5 T2 VvV —1
=<2—) '/(.loz,...docme '4( i }) z ('l*——T5+--~)-
T/ m

p— 1
e VI i (Z‘lSkl’h"- - %nS/‘m,h } -3 T
4

6

2. Détermination de la probabilité P que les erreurs r,, ry...1,,
sont comprises entre deux limites.

Cette probabilité sera exprimée, en sous-entendant les limites
des intégrales, par :

P= / Y (Fiy Ty oos T) dyds oo di,
. {1\™ - % "V:igéi =M 751 i '12' T5
=ko)—'> m/dﬁ ...d?mﬁﬁi---d“me 1 ( bt 1) 2 X(
T 7

A la place des variables r;, «; introduisons les nouvelles va-
riables p;, z;, données par les équations

”'i“‘["ilshk.',h'—_—{’il/ D Y N (1))
dr;=dp; V 2 (ps — p)

~i

Vi

R
|
I
KR
I

puis remplacons ¢; par
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T, . :
3 T,, ete., deviendront des fonetions de z; que nous désigne-
rons par z,, z_, elc.; et nous aurons :

1 - _ - —
P=— dpudp, .. dS,,i/w‘drldrg...‘drme"W”‘ z,,,.:,:_zg( V— )

Séparation des variables.
On a

T po—pi
E:ﬁ_c)_i Sy

&

2
= u g S [E“iki,h]zz

— 9 { S[oc.lkx,h -+ rxgk?,,, + gy, km,h]zg

°
AU'Q—LU'; 910
= — { S[a; T ks, e o alk?

m,h

“+ 20 (0‘21‘1,;1]‘2,7; Il “7;1lcd;ltklrl,lz)
—+ 2a, (“sk‘z, whs,n e 4 “mkE,n/"m,h)

T,

-+ Qam—l‘ “mkm—'d,hkm,h] §

pe— pi

-

2, 2
g @iSky), + oZSK), 4+ -+ 428K

m,h
+ 2, (aQSkI,hkg,h 4 - amSk,’hkq,,,,,)

—+ QU.Q (a5sk2,hks’k e - 'stl‘:g,hk;
e I

n,h)

-+ Qam—damSkm —l,hkm,h 2 .

Faisons pour abréger

Ski,hki',h = bi,i' =b

LTI

el par suite

Sk = by,

iio

2.
~i

41 ;
\/5 (o — p23)

26
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nous aurons
T. 2
Z, = 2= Zibyy + Zbog + -+ Zobuu
2
A 22, (2by 0 4+ Zzbi,z e ot Zaby, )

ng( '1)25 e - zmb?,M)

=23b,, + 22,T5bs0 + 22455()_,,, + 2220y 4 -

3

-+

-+ sz_‘zmbm__l,m

+

-+ Z;bg’z_, -+ 252251)2,3 -+ 2Zéz4bz,& + e
+  Z3hgs + 275705, + -

R P S
Soit maintenant

V1
By = 2duy + Zohyy + Zhys 4 0+ T + 4

By = Zohos + Zghog o A Tl + LV —1

™
i

l?’n:: A thm,m -+ t'ml' —1
¥
Elevant au earré, faisant la somme, et posant
N
B Py e + (BB i)=FE,

nous aurons

B = 2h, ,tm‘/*'—_:l A4 2{hyoly + fpoly) ng: 4+ -
4 2 (hyly 4+ hopte + -+ 4 Dynln) 2,V =1 + -
a2+ 2zl + 223
+ 22 (3 + h3g) + 22975 (hyplys + hoghos)

+ z2(h};+ D35+ hig)
4+ 2z,5h 1hy 4

+ 25975 (hl,&hi,lz -+ hz,ehﬂ,z)

4 2257 (M shy,  Doghas + aghsy)
4 22 (B2, a B3y + IS, + Biy)

-+ ele. .

Zihsg 4 - A Bpla + 13 V—1

Identifions e=" et ¢ . pour cela, nous devrons poser

P1 == h4,1t4
P2 = hl,Ztl + h2,2t2 .
T IR O
Pm—: kl,mtl -+ h2,mt2 Il o hm,mtm
— }2
by = /7'1,1 ) b= hi,ihd,za ba,z = hi,lhl,Sa by, = hl,lhi,h
2
by = his + his, bys = /h,ehw,s + hyghys
2 2 2
bss=hi5 + hi; + Bigy bsg==hyzh,, + hosha, + B
2 5
boo=hs, + by, + b2+ his, ete.

s Doy = haohiy + hoshy,,

s "

5,5

On aura done :

e 2V EPmi~2, o (B34 B3 4 Bttt )

De plus on a :

df, = dz by, doy = dth,,
dBy = dzyhy, dps = dtshs,
d@ﬂl = dzmlllll,"/ Clpﬂl == Cltnll"ill,ﬁl ;

et par suite :

2z, - dz,dpdp, -- oy = dpdp, - dg,dtde, - dt,

n 7

d’ott enfin

1
S Uy e db. o= B+ 3422
P ~ ‘m/'df{u@ dt,e= G+g+-g,

o . V3
WA dﬁidﬁz---d@,ne“‘ﬁi‘*@*"‘*%)(/l- s 7;+--~)-

Effectuons les intégrations relatives aux B.

Soit V= ,
—1 1 1
Re=l——— 7 —Z, — —17%;
6 24- 72

et exprimons celte quantité en fonctions des B; et des .
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Nous avons :
Ts=— M;S(s})
—M$, (iak,-,h)s
1 \1

b4 -
= M.S, (Oﬁxkl,h 3 ogha - ver amk,,,’h)a
1

=M; [ 2 («I8kis) + 52 (oo, SE ke, )
4 63 (ergto Sk phinn) | 5

ott nous supposons ¢ < i’ <7

.Done ) .
My Z(e8K+ B2 (sizSkiakey)

L= 4—“— §+ 62 (z2020Sk; nki ki)
\/ <y-n bt P‘l)

De méme on a

T,= M,S(sh)
= M.S (Sek; )
= M,S (e forp + wohop + - + ke 1)
= M, [ ZadSHE, + 42 (o Sk7 ke )
4+ 62 (o Ski ki)
+ 123 (oPupe, Sk pkn ki)
-+ 243 (aioci,azi,,ai”,Ski,,,k.,.,,Jci,.,hki.,.‘h)]

e e i
ot nous supposons ¢ < 4" 4" <"

i
DOI _melct p L3 ("‘z"‘x' hki’,h)
M, Y+ 62 (223Sk3 k5 )
Z,= 1 ) -+ 125 (FRo Sk ko)

V e B | ous (rzucomunShskstinons)

Si 'on exprime les z, en fonction de B; et de ¢;, les Z seront
des sommes de termes de la forme G2t ; et par suile on aura a
intégrer relativement a {3 des expressions

. ) 20 2
Gt; /" e Pigtap,;

—a0
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or cette dermere lntegrale est nulle quand a est impair; et elle

est égale a T——— \/w quand @ est pair.
On aura par suite :
it 2, g2 1
m,/.dﬁ‘dpg.n dpme_(p‘+ﬁﬂ+"'+ﬁm (\/W)m '1"—'—' +2 B@ 7§B5}7

B; étant une fonction des #, qui ne renferme que les puissances
1%, 2me et 3= de ces variables,

B, étant une fonction des # qui ne renferme que les puissances
0,1, 2,5 et 4 de ces variables,

B; étant une fonction des ¢, qui ne renferme que les puissances
0,1, 2,3, 4, B, 6 de ces variables.

Si T'on’ substitue I'expression précédente dans celle de P, on
aura:

) 5 1 1
v dt g BT +t)('1——B B B)-
/dt(dtg e 5 +24 i— 5 B

m

Remarquons que B; provient de Z;, ou il n’entre que des
produits de degrés impairs des z;, et ol il n’est resté que des
puissances paires de {3;; de sorte qué B; ne renfermera que
des puissances impaires des ¢; il disparaitra done, puisque les
intégrales seront prises entre les limites de la forme %= c.

De méme les puissances impaires des #; disparaitront dans B,
et B, et avec elles les termes imaginaires.

Tous les termes de ces fonctions acquiérent des diviseurs qui
contiennent les carrés des sommes finies des %, , qui sont, dans
chaque somme, au nombre de n. Sin est trés-grand, chaque
terme sera done de I'ordre - =5 mais il y a m de ces termes, de
sorte que I'ensemble des termes n’est que de l'ordre 2.

Si I'on veut négliger la partie de I'intégrale qui renferme les
termes B, et By, il faudra done s’assurer si - est un grand
nombre; s’il est assez grand, surtout, pour contre-balancer I'in-
fluence des puissances de y, qui entre dans ces termes jusqu’
la 6™ puissance.

I faudra, par conséquent, que y5.%
qu'on croira pouvoir négliger.

Z reste de I'ordre des termes
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S'il n'en était pas ainsi, on ne pourrait étre certain de quelque

exactitude que si y était assez petit.
En admettant que ces termes soient négligeables, nous aurons:

1 2 2
= ‘/cvlti Al ... dt, ¢ BT,
T .

Intégrons sous la eondition que

)

W=12 + £ 4 - + 12, < oY

de sorte qu'aueun des termes ¢ ne peut sortir des limites = y.
En opérant successivement sur les variables ¢, on aura a inté-

grer chacune d’elles entre les limites

=tV = —f— - — 1y

ou bien on pourra prendre chaque intégrale entre

Oet + VP —fi— o — 124,

et doubler le résultat.
Si nous posons

=Vw—l— - — s

d’ott .
udu
dt,=——:

au lieu de
o] nm
= (B34 13)
P_(\/w)of de, e m_ifdti .

nous pourrons écrire

- vty
( )/udue““‘ /
Ve 8 — e — 15,

m

2 :
- (~V—) f yudu eV,
/%
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en posant
V=— dtﬂ - dtm—l
(VA VY B —

p—1 dtl dt dt- / 2 '"" 1
R A A P e

Pour eff intégrati i
ectuer toutes ces intégrations , qui sont de la forme

« [
. /V dt (“ - tg)Tz-
0 ;

rappelons-nous que

St e = LT,

et que T(p+9q)
L —
r(E)=\"r;
et posons
6—P=ax; t=ValV/1—g; di=—\'g dw
2T — =
nous aurons Ve
e 5 1
. o o 2 1 01
at(a — F = ____ = ! i1
b/ ( T = 5 h/x (1 —a)
(5+1)
2w =1
a: 2
2 (é‘+ 1 )
[|— +
~ . . 2
En faisant successivement
2 ]
Vi —¢— .. = : . =Va
Vi — 2 . [,":,_3 =Va
l/u — =1 =g
Vit — ¢ =V
vVl =V
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nous trouverons :

VAR ro T )
P r r(f) r(

) (%)
— gt (_‘/j)n '

3 ;@’

m 2

‘V=

(LIRS

-

d’ot

2 7 .
P—= / u e~ dus.

HCk

‘Reste a effectuer cette derniére intégration.
, . Y P
Intégration de f w e du.

0

En intégrant par parlies, on trouve successivement :
f wide . e = — 1— f um . — Que~"du
. 3 .

S %fu”“ﬂd. e

1 .., m— 2 .
B e Sn— T o ) (TR
2 2
. m— 4 .
/‘um_se_wzdu —_ % e—-u‘-'um—é + _5___‘/‘um—be—u2du.

] 1 . m—6 N
“/"LL'{'L_he_ugd’Lt P — :)_ e—"'u’"’_b -+ ——;—/um_"e‘"‘du.

m—2¢ —2 s
ﬁa"“"“’“‘e‘“edu = %e‘“’u"“z""’ + ———i———— W e du.

— 399 —

Dol I'on déduit, par des substitutions successives

. i m—2
/urn—ie-u d’t&"—"‘- ;)_ e—u-um—% + 9 6—u3um —Sdu
1 —9
.__?) e—u2u11L-2 m 2 2e—u‘-’um—4

(m—2) (m — 4% .
-+ ————-“)9(2 )fe‘“gu’"*bdu

1 ' m-—2
_=——— Wyt S e—ym—t

= =

. (m —2) (m — 4&) b
— w6 — ...
_(m—2)(m—4) ...(m—-?i)e

2i+ 1

—udy m—2i—2

(m—2)..(m—2—2 N
+ - 9(:_“ %) ﬁ‘ Cym %5y
2+

et par suite

/Z’"‘“e‘““’(lu = 13‘72 2y m—2 MM
i 2

et

m—i
<+
9 7 9

~

N (m-~2) (m—4) ... (m—2) ”

M—2—~2
2i+1
(m—2)..(m—2%—2) v _
+ P / u"“g'“"e*“gdu}-
0 -
1° Soit
M = 2¢
T=g-—2.

On aura :
m-—2=4;
m— (2 + 2)=2;

m— (2 + 5)=1.

I

77lL-6+'--
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/_y g 1 ,2—2%—4 & en vertu de la formule connue -
20—15— — o p— " PR —
e S 1\ 1.5..(m—1)
r n-!—a '—_—.T T,
L -+ z + 1 Soit quand
29—4 2 m==2q, P=p,,
2 2 ou quand -
m=29—1, P=p,_,;
29— 2 29—4 4 ~)
J g e
( 2 2 22

la valeur de P deviendra » dans chacun de ces deux cas :

— -+ 2 ¥ .
2 2 29 ( Py=—" Ut dy
' ('2_) - =
) (4)
o? 1 (29 %—2 29— 2
+ = + 1 +§P('§' = o 7/9 + ; 5 +--~+———?/4 +1 | +1
G ‘G () e
- 2 2 2
2° Soit
m==2¢g—1; 2 v, . 2 y .
= [ WP du=—" gy
(=g—2; Pt r(99—'1)1/ v
m— (2 + 2)=1; 9 -
m— (2 + 3)=0. e oW =3 % o A
— -+ e e —— ],
o1 L (29—5 NE
v 1 _.29—52—5 5 2 2 2
St =g T e ey |
! On voit que p,, et p,,_, diminuent quand le nombre 7 des in-
Q=8 connues augmente. (A) et (B) expriment les probabilités que
* 29—3 2—17 3 1 - les m erreurs
T9 T3 2% pi=thys + bho s 4 Ll + - 4 th
L5 29— 5 51 /2 ne peuvent s'étendre au dela des limites assignées par la condi-
9 9 2 2y tion
] 99 —1 B G+l 12 < 92
—_——e 72[‘( g ) T
Y 29—1
B=

condition qui ne permet & aucune des variables ¢, d’excéder + .
Cherchons les limites extrémes de Pi-
Soit

T+ G+ =y,
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et cherchons la plus grande valeur de

Cpi==bihy ;- Lhg, ; + - + th, . . . . . (1)
Posons

B o Bt — By — gy — o — B =v; . (2)

nous devrons regarder » comme constant relativement aux ¢ pre-
miéres variables ¢, & étant considéré comme fonction des ¢~ 1
variables qui le précédent. ‘

Soit ¢, I'une quelconque de ces premiéres variables : nous
devons, pour le maximum de p;, poserd =0, ou, en vertu de (1):

di;
by + h.',igt—i’ =03

de plus, I'équation (2) donne :-

t.dt, + tdt;=0;
d’ot I'on déduit

L ., hy, -
]l.w,.' -+ II‘i,i —t_ =10, ou ‘Z‘= e (3)

Done, pour le maximum de p;, il faut que les #, soient pro-
portionnels aux A, correspondants; posons, par suite :

¢

A

9 __ ,9p% .
12 = a*hl;

;= ah,..,i

faisons successivement ¢’ = 1, 2 ... 7, et ajoutons; nous aurons :
@R A By e B =,
ou

d’on

( 405 )
Le maximum de p, sera par conséquent :

pi== tlh“ -+ tghg,i + e t'hi,i

= a(hi;+ h; + - + B2
bi=b,; \/——V ob.
Or comme vy =u%—#,_, — ... — 2, la limite supérieure de v

sera u, ce que suppose que tous les ¢, de ¢, , & £, , sont nuls
Les limites extrémes de p; sont done

= Vub,,,

et u est nécessairement < y°.
Poar une probabilité déterminée par la constante y, cette con-
stante fixe I'étendue des limites des erreurs o; sous la forme

-9/VE-< P <9/\/E-,1-,

ou

— o VI, < p < v V'SE,

ou bien, en remplacant p; par sa valeur :

}L;S (‘,,

~7V%< <y VSE,.

2({’-2*‘ #5)

(A) et (B) expriment done les probabilités que les erreurs r,
sont renfermées entre les limites

f"iS/"i,h_'}/" Sli.- ‘/C)( —f’a) <r; <I-%Sk1,h+?’ VSklh‘/q( - !-H)-

Lorsqu’il n’y a pas d’erreurs constantes, ou lorsque e(—¢)=9(c),
on a p; =0, et les probabilités (A) et (B) seront celles des
limites

Y VSV B < 1 < v VSIS,V 2ps.

Cherchons les valeurs des facteurs k; ., qui réduisent les erreurs
7; des &; aux plus étroites limites possibles, pour une probabilité
donnée; ou bien, les limites étant données, cherchons les valeurs
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de ees facteurs qui rendront la plus grande possible la probabi-
lité que ces erreurs ne sortent pas de ces limitcs.

On voit d’abord que les limites des r; seront les plus étroites
possibles quand les %, satisferont a la eondition

Sk, =min. . . . . . . . . (4)

Désignons par A;, ce que deviennent les facteurs k,;,, déter-
minés par la méthode des.moindres carrés : la condition précé-
dente (4) sera remplie quand on aura

ki,h = Ai,h'
DenonstraTiON. Les équations de condition étant
Lyllyp = Xglop —+ -or = Tillyy + <o = @

la méthode des moindres earrés fournira les m équations

2,805,045 -+ xzsaa,haa,h 4 e XS0y, e = Sai,h ©p
X3 S0a 0y p + XoSeplyy - o+ X SUeply + - == Sty @
TyStypltan + LoSUppllap + =+ + TS0y plis + <o+ = S, 3

Pour -effectuer I'élimination, on multiplie par des facteurs
B;, By ... B,,, on ajoute, et 'on pose entre ces facteurs les rela-
tions nécessaires pour que l'on ait

X; = Blsal,hwh -+ st“z),hwh e - Bmsam, @n
m

m mn m
= 2Bty g + 02 Boay s + o+ 9 ZiBaty g, + -+ 0, 2B .
- 1 4 1 1

Mais, de méme que
x; == Sepky
on a
x; = S&A;n
=w,A, ; + w“ZA‘.',i e RN VAP SRR ‘OmAn,i-

'y

Comparant cette valeur de x; & la précédente, on en déduit

A," = ZB,-,aiy,h e e e e e (a)

(405 )

Or, comme nous avons posé

Say ki, =0 et par suite Sa, A, , =0

sae, hki,h =0 » Sae,hAi,h =0
Sa; n =1 » ' Sai,h A =1
Sam,h ih T O » Sa‘m,hAi,h = 0 )

nous en déduirons, en retranchant membre 4 membre, et multi-
pliant respectivement par les facteurs B,, B,...B_:

mo®

S“a,h (k;‘,h — A, h) B,=0
Saz,h (kz‘,h —_ Af, h) By;=0,
Sam,h(ki,h — A.3)B,=0;
et en ajoutant
S g %vBiv“iv, B (ki,h —_ Ai,h) } =0,

équation que nous pouvons écrire, en vertu de () :

-8 3 A, (kﬂi,h — A ) } =0,
ou
SA;,;, l\",-, h = SI\?, R

d’ot nous déduirons

Sk?,n - 2SA;,hki,h = Sk?,h - QSA?, 3
Sk?,h - SA?, == Sklz‘, R 28]"{, A+ SA?, B3
ct enfin
SK2 = SA2 , + S (k; , — A, )%
Sk, est donc un minimum pour
kin=A;, C.Q.F.D.

On voit par la que si 'on détermine les inconnues par la mé-
thode des moindres carrés, les erreurs r; des x, seront les plus
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étroites possibles; et alors (A) et (B) seront les probabilités que
HlSAi,h_?/l/ SA?, WV 2(#2—F§)<"'i<f’-ASA;‘,h -+ '}/l’ SA?,hL 9({‘2_}*?)~
Mais si I'on reprend la valeur de y

p=—t,

V'SE: ,

on verra aussi que y et, par suite, les probabilités (A) et (B)
seront les plus grandes possibles quand Sk, sera un minimum,
ou quand k; , sera égal 4 A, .

Ainsi done, un systéme de limites étant choisi, la probabilité
que les erreurs n’en sortiront pas sera la plus grande possible
quand on aura déterminé les inconnues par la méthode des
moindres carrés.

Les quantités p, et p, se déduisent des observations; leurs
expressions sont

R g;‘ 5'12_*_ er - 83’

Hl:——————-—: fl«g_——*i"' ?
7 n

et ¢; est ce que devient ¢, quand on remplace x; par sa valeur
obtenue en changeant les facteurs k, , en A,

Hh*

Erreur prohable.

11 s’agit de déterminer les limites des erreurs qui répondent i
ey a1
une probabilité égale 4 ;-
1o Une seule inconnue.

On devra poser, dans ce cas,

¥ = 0,4769...

(407 )
Alors en effet on aura :
2 0,4769 ]
—_— ~ g .
I3 “/ﬂ_/ e~ di -§ :

probabilité que I'erreur » de « est comprise entre les limites

284, == 0,4769 L /8AT V2 (1, — 1)

2° Deux inconnues.

Dans ce cas
v = 0,85255461
donne

. 1
p‘-—.;—jl —e =g

Ainsi dés qu’il y a deux inconnues, les limites compr

un intervalle presque double; et I'on a une probabilit
Perreur 7, de x, est comprise entre

ennent
1

é 5 que

#iSAun = 0,852... V/8AZ, V2 (5, —p3).

Si I'on veut que les erreurs puissent varier,

v on dira que
la probabilité de I'ensemble des systémes

est

1O =

"= f"lSAl, =1tV (Hz —_ H%) SAf,h

2
Ts— uSAy =1, \/2 (me— f’-?)%z
MR

/ KT—‘
2 . WAy, )
6 Y/ 2= [5a1, ‘TH]
1§91

les variables ¢, et 1, étant assujetties a la condition

4+ < (0,8525..0 < 0,69514718...;

les quantités sous les radicaux sont déterminées par les relations

27

0
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entre les & et les b, en remplacant les facteurs £ par les facteurs
A dans les expressions

bz‘. p == Skiy ki', -
Vo e o nd )_1
5° Valewrs de y pour 1 a 3 inconnues, quand p=z.

m=1, v, =0,47693

m=2, vy=0,83255=1,74D6,

m =4 y;=1,29551=27164,
m=05, ¢;=1,4750 =3,0927 9,
4

|

i
=
o
&
1o
&

I

ot

m==06, v,
1,7812

I

(92§
=

~
ot
~
~J
2

I

m="7, v,

I

m=28, wvs=1,910625=14,01787y,.

IIX

EXTENSION DU THEOREME DE BERNOUILLI AU BINOME
DES FACTORIELLES.

Soit @ + b=¢, nous savons, par la théorie des factorielles,
que
(a -+ h)si—t ! @™ =1
P gt e

=1 min! e —1

et que le terme général de ce développement est

uml - l/)u/— i

1

B

T, = —
m!at

Or il est facile de s’assurer (voir n° 22) que T, est Ia proba-
bilité d’extraire en p=m + n tirages m boules blanches et »
houles noires, d’une urne contenant ¢ — ¢ ~+ 0 boules, dont «
blanches et & noires, lorsque I'on ne remet pas dans 'urne les
boules extraites.

Les probabilités d’extraire en v tirages im + | blanches et

% — 1 noires, ou hien m — [ blanches et x -+ 1 noires seront
respectivement :

p‘! “m-i«ll-an— -1
T = —
n—1
m o+ [l — [t o1
‘U{ am—l/—l[)n~l —1
R Ll
N - — .
m—1lln -+ =1

La somme

P=T1I—I+Tu—l+{ i +Tn—L+Tu+ Fn—f—-: e +Tu+l—l + Tu+1

est la probabilité qu’en v tirages on extraira au plas m + [ et
au moins m — [ boules blanches.
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Soient m ==k, n=~"r les valeurs de 2 et de n propres &
rendre T, un maximum; M, ce maximum, M, ,, M, les
" termes qui le précédent ou le suivent de / rangs; Ia somme

Q=WM,_,+ M, + -+ My, + M, +M,,+-
+M, M e 1

exprimera la probabilité qu'en p. tirages le nombre des boules
blanches sorties sera compris entre k + [ et £ — (.

1. Détermination de k, h, M,. Comparons les trois valeurs

. u! am/—ib’nl—t‘
n= m! n! c#]—-’l ’
P'-! am-[_i/—ibn—l/—'l n a—m
T,—1= 1 1 =T"'——_E——'—I7
m-aitn+1! ¢ m+10—na
- i —1 m b—n
T i H
T m—1tn—1t et "nla—ma1

les valeurs de m et de n propres & rendre T, un maximum se

déduiront de :
n a4 -—m

T.>T,

E—;—db—n+1

m b—mn

'rn > TI

"n+1 a—m-+1

ou bien
7 o —m

m4+16—n-+1

m_b—m @

n+41e—m~+1

Eliminons d’abord s ct ¢ en remplacant m par p—n €L @ par

(:A—— b, nous aurons
(1 + 1) (b + 1)

n> ¢+ 2
¢+ 2

¢t par suite la plus grande valeur entiére

( 411)

Donc
o (g +=1)(b 1)

Py — 4, détant < 1,

(p=1) (b4~ 1}

et par suite la plus grande valeur entiére de ~“= s

quantité cherchée A.
Eliminons ensuite 7 et 6 des équations (1) et (2) nous trou-
verons

sera la

(g +1)(a+ 1)

m > —1
¢+ 2
I}
c+2
Done
v+ 1) (@ + 1
m = (—)(——) — &7, &7 étant <1,

c+ 92

de (L) la+-1)

T sera la

quantité cherchée .
Les relations précédentes fournissent, pour les valeurs parti-
culiéres ket h de m et n :

b n 1 2

(,+") v+ 1 c+2_'—p+4

@ m I &

+ .
c+a g+1 c+2 pal’
ou bhien

a 2¢ m m 1 8

¢ cle+2 p plerl) c+2 pad

Comme @, b, m,n,c,p et 12 sont des quantHes du méme ordre
que g, en neégi lgeant les termes de I’ ordre;, on pourra éerire



d’olt aussi

h—aun n «— I i

-, -,

c—p p c—p  p

{)_ C— « C— p 1

=1, —y —— e ]

¢ b—n ¢ w—m

. ub al

— = (e—m)(b—n)=— (I — p)
oo ¢’

. ()

v a—m g b—n \
_.—————-—2'17 —.—:-l.

Mmoo —p noc-—p ;

Déterminons maintenant M,. Nous avons :

gzl ! ! w! bt ¢—u!
'l_‘ _== pram—— L ' !
omiul et o mtala—mibh—ut e
el eomnie
xle= et Vol (4,
il vient
T (y, a—-m\”‘( b—//)" la ¢— y,)“ (() ¢ — (L>”
“ m c—y./ noe—up kc a—u) \¢ bh—u
pab (c—p) .
2remn (@ —m) (b — n)

Pourm==Fk, n=="n, T, devient M,, ct, par suite des équations
(a), qui sont relatives & ces valcurs, on aura :

R .
T \/ 2memn (a — m) (b — n) “’ruab ¢ —p) °

Donc la formule (7) pourra s’écrire sous la forme suivante,
dans laquelle 7 et » reprennent leurs valeurs générales :

o — N\ (o b—2\* (a0 ¢c— p\* /b ¢— v\’
’l‘”: (i ) (‘_ _) (—. { > <— b . ) 1‘1/1
mec—p ne— pl \e a~—ml \¢ b—un

)

(") Voir la note I & la fin de ouvrage.

{ %153)
d’ot
Tn—L:— 7 a—m—l]"“”[ 2 b—-n+l]"_’[g c—p :l[b c— :'M"
Lm+{ c—p n—Il ¢c—p ca—m—1{ cb——n+l
- l w1l l n—1i
P — 1+
_jera—p 1 «—m © b—n 1 b—n
M ¢ — I ! 1 — a
41 Lt nec y. b 1
3 m n
« CcC— 1 “ bc_ 1 b
X {7— H. - y" I“n-
ca—m [ cbh—n {
1 - — 1+
3 a—m b—n
a l ) m— 1 l ni-l
o—_— 1 —
T m og—m | . @ —m o b—un 1 b—mn
e ¢ oc—p { 1 nec—p { 1
1—— 14—
i m 7
@ ¢— p 1 “1b ¢—p 1 ¢
|8z N P M,.
¢ a‘—m { ¢ b—n 4
[+ 1
B «—m b—=n

Donc pour E
m==k, n=h,

et en ayant égard aux relations (a), T,_, et T, , , deviennent

I~ l Tl l “m—i
o 1 +—— -
— b— 0 1 e 1 b
Mu—l = ¢ [ : / " !_ Mn .
|+ — 1+ - 1— 14
B m || " J B a——m_‘ R b—n
B l L[ l Tn-t
1+ 1 — _ -
a— m b—n 1 I 1 T
M, = ; ; 7 ] M,.
14+~ 14— 1+ 1 —-
i n | L 7 L a—m | | b—n
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Prenant les logarithmes, nous aurons :
- =) )l
= DL — ) — L+ -
I'M"“_("l—*‘l)g_ ‘l po—— s

+(n—l){l.(’l+b_l_n)—l-('l“‘é)%

l ) ( ! ) .
—all————] —bL |l —] +iM,
ul(l «—m b+n

al—ml—P  al—mP—F nl — E— 0l
= -+~ — + cle. + ————«——
w—m 2 (¢ —m) b—n
nl* — £ — bl al—0 ml+ 1 alP— P
—_—— 4 rle — + —
2 (b— n) n m 2
ml* + P
4 ———— 4 cte. + 1. M.
2m?

De méme :

—al+ml—F  alf—mlP P — =l bl
LM, = -+ — - ele, A ————————
B @—m 2(a —m)* b—mn
nlt 4 P — D2 -0 —ml+ al s P
—_—— - cle. — 2 -+ P
2 (b —n) n n A
ATY e
+ ——— +cle. + LM .
9
Qm?

Done en ajoutant

I.M"_z—i-]-l“n.i_L:?‘]' Iwu— : I S,

2 t—p @ §
— M 92 4
=210, =2 ?”. (@a—m)(b—mn) 2mn
¢
=2LM, —2f— . . . . - {10)
: 2abp (¢ — o) .

Mais on a

M, =M=t M =M [t +1LM,_,—1LM],
M, =MWt = M T+ LM, —1LM,];

(415 )

done en ajoutant :

Maoy+ Mo =M, [2 4 LM, + LM, —21M,)

?

¢t en tenant compte de la relation (10) :

I3

| = 9N ¢
2abp (¢ — [-‘)] g

1. Bétermination de Q.

M, 4+ M, =2M [1 —

)

L'équation (I) donne la somme

f

Q=Moo Mgy = S, 4+ My ] — M, . . (1)

ou, par suite de 8§y = sr+'y,

Q= NM,_, + M, .+ Ef, [M,_, + M, ]—M, . . (l”)
Posons : ,
Vi=y/— " |
y V 2abp (¢ — )
d’ott , C
[ 2V
Dl'u‘;‘_ _~:Vga DIM - -+ 'I“u—i-[.: e-[!y=?(l);
Vi -

nous aurons :
7 ‘/—

ct

., 1
Q=+ + Z:() — 52 (0).
En développant par la formule sommatoire d’Euler (voir n° 51)

N ]
24 ='0/ o dl— S [d— 0],

(‘)_ Voir, pour un développement plus complet de cetle formule, la nole
qui termine cetle Addition, p. 417.



(416 )
nous obtiendrons :

Y i 1 1 a
Q=71+‘”/»7l dl-—-é;,l+§r,0»§—,0=§ z+/cz di. (Iv)
Soit

% du

on aura

—u-

2Vy 2 \/!/
—Z
V' l/ﬂ'

9
- — u

—du. e
'z

d’ot

2 N q s
Q)= / e Lo
Ve e

"

2 u . [
:—/(/1!6""'—1——“-_*__—_—— . .Y,

Vi /ab(c— @)
) V I ~

«

Telle est Ja probabilité qu en p. épreuves le nombre m des
boules blanches qui sortiront de I'urne, sans remettre la houle
extraite, est compris entre k == [, ou entre

/2pab (¢ — p)
kau \/ —P———(;—‘)7

¢
(b (@+1)

k étant la plus grande valeur entiére de Eaarere m

(417)

 NOTE SUR LE DEVELOPPEMENT DE LA FORMULE (11) A 7‘ PRES.

Développons les facteurs de Iexpression M, _, (page 415):

/ w1 A 2 3
. +on{1— —— B
[ [ ] e (o ) ( = e (m+1) [ e~ a—mP T Fg= m)'ﬁ:!

U — hi
ol _ i _ mie 1 mis 14
w—m a—m F(g— R 2Aa—mi2" 5z —m3 T Fu—wm

= ¢

r / - - o — iA
Ll o+ i] . e( w— 11, (l+m) (——m-l/ [m Py
m ’
= g2 3 14

P ALy
wo hw T GmE I3RS

R E L
[I 4 ] __e(n §n! (H—o_"):e(u~l) TR n)'=+3(b—n5]

l ) —ual (l— —a[— ﬁ‘ .._ISM.,
l__ J— a-m C-m a—-m2 5y i

al _ a2 + als
:ea——m 2(a —m)2 SIT;n:/G

l —b (1w ! 2 5
{:l —— S ( +0?ﬂ):e_b[b—n—t.'(ll—1l)‘3+5(ll—u)5]

b—n
b b2 b5
= IR E T R .

bllbbllllldll[ ces développements dans expression M,_,, nous
trouverons :

Aol 12 B lF 5 WSl — D03 B2eul 15 wyin s
- 5 4, 2473 55—t
)'“ == M e o—m 2e < S(z—mj5 b—mn 2(b— 12 S(h—n)s
22 2 2 15 123 13 5 I i

Wt Tt T hE T G mE R o —as
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al—al — P alP—mP— P ol —mlP— [
=N, l_l + — -
a-—m 2 (@ — m)? 5 (0 — my

al—~bl— 8 bPE—nlt— al— P — [

Tb—n T 2p—ay  slb—nf
I3 2 2 2 &l 5 16 &

+ + 5 o P
m n 2m 2n  2un? 2n* B3m on

On trouvera de méme :

M M, 1 —alml—1" all—ml+F —almbP—p
napl == 4 ,1|: -+ a—1m -+ 2 (a_m):! 5 (“ _7)1)5
—nl bl —P W alP—l  —nl o B—
- + + .
b—mn 2(h- n)? 5(b—ny
o S S Y S LR

—_— — =+ ottt =
n n 2m 2n Qn® 2n D an’

2]

o n’d

D’ou, faisant la somme, -on obtient :

2 2al* — mf? 2
My, +M, =M, 12 — “+ = — -
+ ! a—m 2 (@ — m)? 3 (& —mp®
. 9blE— 9n® A
— " — “
b—n 2(b — n)? 3(6b—mny
20 52 ef 9  9F- o )
e e e
m n 2m 2 2 2%°)
o gl 5 £ £ r
=2 — + - +
" a—m 2a—m) b—n 2(b—n)
2 I 2 2 2
—_— L 4 —
mo o 2m 2n)

_ oy {1 & I8 [ r)
o 2@—m) 2b—n) 2m  onf

1
=°.’Mn§1——l2 LI
2(e—m) 2(b—mn) 2m

—

—~

—oM 4 —p| T F L]
.2 (@ —m)(b—mn)  2mn
I — & 1y

—oM,\1— | T F '

2ab (1 —p)* an J

(

{

ﬁ

Z
% 1= _Qab (:_ @) Q:ab]
§ _
|

l——lﬂc# + ¢ c—p)
2abp. (c— p)



E

(Pages 33, 85, 168 et 412.)

Démonstration de la formule

1.2..om=mme—m|/ 9py

lorsque m est un nombre trés-grand.

Cette démonstration se trouve dans la note suivante, de

uxiéme
cas, lroisiéme cxemple.

II

. - . b B 5
SUR LA DETERMINATION APPROCHEE DES INTEGRALES DR LA FORME [“ydx, WAPRES LAPLACE,
t

Y ETANT UNE FONCTION DE % DE LA FORME (fx)%, ET 5 UN NOMBRE TRES-GRAND,

4. Intégrales simples,

Premier cas. g%- n'est pus trés-petit pour les valeurs a ou b de x.

Propuine. Etant donné y = (fix)', ot s est un nombr
développer en série convergenle

u:f”ydx,. e W
4

e trés-grand,

. < dy) ch/) . \ .
lorsque aueune des quantités ((Tac i1 (7& ., rest trés-petite.



SoruTion. Soit x, < o« < X9, ON pourra écrire

Pyde = [Tydw — Py,
L/‘ya: ;l/‘y(ao a‘c{yr

Posons dans la premiére des intégrales du second membre

y=(fm)) e-t=y,e—1,

et dans la seconde ‘
Yy=(2s)° e~ ==y,e—.

Si « est la valeur de x qui répond & t = oo » aux limites respec-
tives x, et «, x; et « de & dans ces deux intégrales répondront celles
0 et o de ¢; et par suite

S yar =y, [ 4 P
= — dt— —t—d,
J =y, — yJe —

0 o

Comme x est une fonction de ¢, nous aurons par la formule de
Mac-Laurin :

de__ (dx + d*z t e diz $® -
dt—- de =0 e l=0. ags l=0T'§

En nous rappelant qu’s ¢ = 0 répondent x — , dans la premiére
intégrale, et x =, dans la seconde, nous pourrons écrire :

f u«/dx ! / We tdtﬁ(dx) + fd%) t (dsx) s 4+ g
ki :J a — ps -+ —
4 01 )., (dt- . i3 [ 2 1. \
o b dx d2x dx

~— s e—tdt E -+ —dt—q {4+ W

1]

1o

o~
I 3

ol
20

Y

En vertu de la formule
[Tt et =T ) =19 1
o

pour ¢ entier et positif, le second membre prendra la forme ci-des-
sous :

/‘Iz )[4z 2\ | dx d*z |
Joydz=y, ~) -+ -+ {—Y: ( -+ ( —+ % (a)
E £y X3 X

Nl % al. @

Or, de y = y,e~* ou de y=y:¢7", on tirc cn différentiant oga-
rithmiquement

d; dx
—yz - dt; dott — = — =

Désignans par v cette valeur; nous en déduirons

- d%r dv dx dv
T T e e =Y ——
d  dx dt dz’

de méme
d dv
U —
d*z dz
— =y , ete
des dx

Si nous substituons ces valeurs dans Pexpression (@), nous aurons,
en observant que v devient facteur commun & tous les termes :

. dv

z

xy

s ’ v z
yaxr =yzrz 11 4 (—l ) -\ — ]
()

— 1,0, N

—
=¥
<

I

] Uz R
1+ (iﬁ S ‘T/ +S )
Az e, dx PR

En remplacant dans cette formule v par sa valeur en fonction de y,
et ensuite v et y par leurs valeurs en fonction de x, on trouvera
aisément qu’elle peut s’écrire '

T

Za d?/ S
f yr=r,(y: =] {14

xq dx,

d 1
—yl(y:—y—> 4| — ey ()

dz)s, («_19 5 S
. = dx _"‘1 K

ou bien
T3 Ty | S, — S{s— 1) if 7,2 — of "t Ty
f (/'1‘)’(1.’17 - (/ng‘ls ._/:;.2_% -+ _L_.L_m%_;_ L nd
y sf'x, B TaF T
? { §2{x )2 — 8§{§— @, — r)? o
L IO S ) (3 s ey
RIS s3(f1z,) )

¢

28
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On voit que si s est trés-grand, et si f’x n'est pas trés-petit pour
X =, 0U & = &, ces formules sont rapidement convergentes.

ExeuwpLE I. Soit 2 évaluer Pintégrale

—

o rts
ST
[

2]

y=e r+s [pe r+1—-p]

‘res s r—2 sz
ay_ _ e—Tz[pe_7+1 —p] [p (1+8)e 7 +(1—p) (1 +;)]

Les limites sont ici &y =0, xy==00; par suite y, =1, yg-—-O H
et la formule (a) se réduira par conséquent a

2o iz { (dcc + (de(lz‘) (a,)
J Yar =1y, dt)rl me-*_ C e e

On voit aisément que % n’est pas trés-petit pour la valeur z,
de x. Nous pourrons donc appliquer la méthode et poser

y=yei=et;

ou
r+s

e—t= [pe ’+1—-p]r_1;

d’ou l'on tire, en prenant les logarithmes népériens :
? )

= (1+8) z—(r—11 [pe T 1 —p:l.

Différentiant on obtient :

d. 1. s ( 1)
—— =]~ (r—
dx r

s

pe T-1—p

p(1 +s)e_s7r+(1 —p) (1+§')

- 7

5.

pe T+1—p

pi

T suite

dg pe T4+1—p

P —

u+we?+u—m@+J

et, comme r, =0 :

(dx 1
dt)e, ’

s
1+pS+(I—p);

puis

et

1 §? =
dv a2 p( —p ‘1);:3 "

3

dz  dE ¢ = s
[p(1+s)e F 4 (1 —p) (1+_)]
-

PU—pr—12

al

d?a:) - 1
ae/.,

- =
1+ps+(1 -P); [1+ps+(1—p);:|

Substituant ces valeurs dans la formule (@'}, on aura

'u/me—,tj pe T+1~p]d

/ 1
_ . ;1+ p(i—p)s?(i—;)

$
14 ps+( 1—p;

rr1+ps+(l—p)ﬁ]2
L r

\

Exeweie II. Développer en séric convergente Pintégrale

-

fo'as'l' (1 —ayde,
o

p et ¢ étant de trés-grands nombres,

Posens

y=ar(l —a),

dou

dy
— p—11 g—1 . 1.
—=a=t 1=t {p—(p + g
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(427 )
Les limites sont ici ou , comme (%): —0:
i .
=0, F=3; y—r +(x—a;,\‘2 dﬂy)
dod N TR V7Y M
1 I
yy =0, y’=ﬁ’ =y1‘1+($—$2) (ﬂ) _’l_+ ;
et ‘ _ { 1.2 \d#*)sy 1,
dy pp—q d’ou Pon tire
defe.,  w+e

R A
l.y—l.y,:l.%l-{—u( ”) !

1.2 \dzaesta + §

dx,
&y 1
= (z — z,)* ——feee |-
dxz 29 Ys

"En faisant ce- dernier membre égal & — %, on aura

. quantité qui n’est pas trés-petite.
En faisant done

y=yaet =

emte=gr (1 —a)?
Zp+yq ¢ "

la formule (I) deviendra

N y= yne‘ ﬁ:

3 d
f’yda:—_—_ “vsg 14 (__D) + }
1] d$ 23

L’équation précédente donne, par la différentiation,

d’ou .
=V va— L.

Comme #* a (x — x.)* pour facteur, on peut poser

dx x(1—a)
—_——— e —— €T — T,
dt p—p+qe =,
aw  @Pz—1Np—(p+9al+p+grE—1, do
dz P —+qal ' -z, a—ua
== .
IR . Viy, —1L
d'ou I'on tire, en se rappelant que &, =73 : Ya=l¥
1 ) (d@) p+q t En développant x = x; + u¢ par la formule de Lagrange, on
Vg, == — () = rouvera :
T 2p—q) \dzwl, (p—q*’ dea] e
et enfin z:m’q_u,it.{.[._] ISR S
‘/‘% i p+q dz fey 1.2
P (] — r = —_ -+ 200
< a? (1 — )7 deo Y Py d’ott

dx_u> - d (u?) ;
a7 ( dz )x; N

Soient « et § des limites de x qui différent peu de =,, et T, T’ les
limites correspondantes de ¢; on pourra écrire :

£ T de
ydo = e~ —Ld
B:/' = [ dt

T

T d.u?
=y,f e“’dt%u,za—(ﬁ) t+...€ e e {A)

T

Deuxiéme cas. %% est trés-petit pour les valeurs x, ou x, de x.

. 1y f e d
Supposons que , soit la valeur de x déduite de P'équation 3£ =0,
e'est-a-dire celle qui répond an maximum, de ¥; et faisons

=8, + (T — T,)3

la valeur de y développée suivant les puissances de x — x, scra

dy (@ —@a)? (d%y .
Y=g+ (@2, (zz;)“" Y (m P
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Si a et b sont les valeurs de « qui rendent y nul, les valeurs cor-
respondantes de ¢ seront == oo, et par suite

/.bzda;—z we—‘zdtju +(d.u’-’ L4 ! df.u‘) 4+ ;
.u J —JZ/ xg d(l}' )xz' 1. 2 zﬂ'

d2 3
ub‘/e—“dl-!—(——) /tr"’dt ( u) _/t-e—' dt+- g

y 1 (d“ RN | v s
- — 7[_‘_...
guh Tt = a ). 3 ,

—_/0

e B (B)
=Y Vf%um’ (dx~ ):2+ §

Remarque 1. Voici un moyen commode de caleuler Ies termes u,,,

d2.us
s )Iz, ele.

Comme x — =, est facteur de ¢, on peut poser :
=Ly, —Ly=(r— 2,2 [A +B(@— ) +Clx—z,)7+-].

En différentiant cette égalité plusieurs fois de suite, et posant
2% ==12;, On trouve:

1 1 [d°L
B o (B L (5
dz [z, 2\ dz? |, . 2.3\ dFt [,

4
_ 1t [#ly =, etc.
2.5.4\ det e
Or de ‘
=2 A4 Blr—z)+Clo—a,?]
) Ly =Ly’
on lire
-1 1
u1‘3=A F o= .
1(d‘~’l.y
2\ da?
3 3 3.5 _1
WS=A"? — 2 AT3 B (@ — z)+ (—3 ASea 224 d Be) (@ — @y * e
2 2 2.
d’ou, en différentiant deux fois de suite,
2Us 5
Ty ——A C+LA nbﬂ) o—z,)[.,
da? 2 4
ct par suite .
d*Us 3 _s 5.5 1.,
(dxz)z’.:I.?(_éA _C+E_)._4A - B)

{( 429 )
dly &y dy\?
Rewarque 1L De e (Ec) =t etde ce quc - =—_O pour

& = x,, on déduit

<d=l.y) __( Ty
dz® /e, yda:-),,,

la formule (B) s’écrira donc, en desxgnant par Y la valeur de y pour
T==1y:

/Jda;_ L

V-lz,

ExeupLe I. Chercher en série convergente la valeur de Pintégrale
1
'/‘aﬂ’(i —az)de,
[

p et ¢ étant des nombres trés-grands.
Posons
y=uar (1 - w)q H
dotr
ay _ o
Ty = A —apt {p—(p+ga} -

Si nous égalons le second membre & zéro, nous trouvons

d’ov .
< P )p( q >q
Yg = |~——| [ —— .
) pP+q/ \p+gq

Comme % est nul pour les limites =0, x =1, on ne peut pas
employer la méthode donnée dans le premier cas.
Cest de celle du second que nous devrons faire usage en posant

y=1,e= .

Et puisque pour x =0 et x =1 on a y=0, ol t = oo , on
devra employer I'une des formules (B) ou (C).
Calculons donc
=)
Ux, el

i dz? /=,
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De Ly=plx+ ql.(1 —x) on déduit

dl.y _p q

Tdr | —x

d*1. !
e g§+(1 _’{m}?\ ...... )
d’ont
. iy nDqg2
(e
Done
A 1 /g
i TV
Vsl .
‘D’autre part, de
. Y [A+Bx—az)+C — a7
on tire i e ’
(ﬁ‘ﬁ) =1.2 (__ B --i) ......... (2)
dz? /., 2547 2a%

Nous connaissons A; il nous reste a calealer B et C. Pour cela,
différentions deux fois de suite I’équation (i):

d‘l-y p q
1.35d5° 52° 50— ap
d‘l-y > q .
1. 4det 4zt 4 -zt
d’ou : . .
1 aly (p—+q)
B:—— = — —_ :
2.3 ( dx® )Ii apq? =95
1 By (p+ )8 .
C= — — =) = : +q%;
1..4 ( dxt )xn dpcgs g T q ’

Substituant ces valeurs dans I'expression (2) :

2,5 2
(d‘qv = L (p*— 1pg + ¢*}.
dz® [, 3V pq(p+q°

Cela posé, la formule (B) donne

Py gty 2 D+ ¢ — 13p
S - apw="1 Vf%”“ s e}
(p-+qrtets 12pg(p+ @)

{ 451 )
Exewpre 11 Evaluer I'intégrale

(4

e n ("L' — v,-)n e—xd‘r’

rn ¢étant un nombre trés-grand.
Posons
= are—n (a;__ ,)nev
d'ou
dy fro.—n "

__J)"_"((B 7')"6"1‘ —+
dx Uz

-1
T—7r

Aux limites x=0c¢t x==o on a E = (; on doit done employer

" la méthode du second cas en posant

Y=y, e n

~ En égalant 4 zéro la valeur de% , on trouve

d’otr
m-t+r 1

) +0|/ (rn —7r)® 4 4r»

rn+r 1 ——’6
= (* ) ‘2< - rn

_rn+———-
n—1’

en s'arrétant aux termes de 'ordre de —

Aux limites 0 et « de x répondent celles =+ de « de ¢; on aura
done par la formule (C) :

o YS/:L/O
f PN (@ —retdr—m————————

° VG,

1\ #+1
V2r(rnymtien (l __;z> Vr

\/(r— 1)(1_?11 2+_1
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Exewpie I11. Evaluer lintégrale

'/w"e—’dm=l‘(n+1)=1.2...n,
[}

# étant un nombre trés-grand.

Posons
y=2x"% =,
d’out

Ces deux valeurs deviennent nulles aux limites & — Oet x=co.
En posant

dy
do ™~
on trouve
Ty=n,
d’ot
Y =n"e-n
De plus
d? P n{n—1) 2n | a
dx? 22 + }
a2 — g (n—i)_1 = p—tgn
dz® /., 2
d’ou enfin par la formule (C):
. ] — 2 3/~ .
./.w"e—’ dz = m om n*tE g
0

nr—1lg—m

B. Intégrales doubles.
“Proposons-nous d’évaluer en série convergente I'intégrale
(]
/ / "vdzay, U=[/(zy)],

s étant un nombre trés-grand, et U devenant nul aux limites a, b
de x, et «, § de y.
Soient & =1, et y =y, les valeurs de z et y tirées de - dU =0,

U 05 et écrivons pour abréger

dy

. (A0 d[f(a, )]
U2=U(wz; yz)] 3 (E-’;)e= —de*y], ete.

( 435 )
Si nous posons

U=Ue "%, g=a,+6, y=y,+v,

la formule de Mac-Laurin nous donnera

U= U+dU)9 dU +1 d*U 242 a°U b o
dx + dy g 2 da;ﬂz) - dzdy/s

=10, +—5 [-]+ete

N PENR B
_[1221—1—%2[ ]}
= Uy (1 +3),

277 2
xe=—= L /ﬂ 62 4.9 ( LAl 8
U, krlm* 2 dady [

On aura par suite :

(dﬂu) 2" :
—=1 ¥ { +elc.
dy" 2 J

en faisant

- (29).]

dy? sz'

o

LU=LUy+L(14+35=10,+;
et de Ja:
U, 5 1 [d*U 1 /[ d*U 1 (d*U
L= e S —) e ) O — (—) )
U 2 oU,\dz?/s U, \dady)s 20, \dy?/=
ou hien, en posant:
A 1 2U
- 202 \da?/,
1 2U
B=— — M3
U, da:dy
1 [d?
C=——- —[—I- ,
2U, \ dy?/»
il viendra
1 4 v? = A62 4 2By + Cy2
P I R PR
= — - —— ]
+ A 1) - Aj
Cette relation sera vérifide si nous faisons
B B2
L=VA [0 — t = —_—— Y. . . . . .
( AH) et v C e (1)
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Comme nous avons posé
U= Ut
et que U est nul aux limites a, b de x et «, B de y, il S'ensuit que

les limites correspondantes de ¢t et v sont == o ; I'intégrale proposée
deviendra donc

| ‘/'f/)3 wadyz'/b"/‘ﬁ’ Udbdy = Ug'/.i/‘we—tﬁ_ué Kdtdv;
& PO

—_—0 o

il s’agit de déterminer ces trois derniers facteurs.

Orona
dv dv
A0 =—df 4 —dy;
s @ g
do vy
dt =— d —dy;
@ g

et puisque, dans la seconde intégrale double, y est considéré comme
constant quand on intégre relativement & g, et dans la troisiéme,
t quand on intégre relativement & v, ces équations deviendront :

dt
dt = —dp
de
dv dv
=—d)r—4d
dp d@d Y il
dt dt
0=—df 4+ — d
a g™
De ces deux derniéres on tire
do dt dv dt
dy d§  df d
dv = L—_j du 3
dt
das
et par suite
dtd (dv dt dv dt) a8 dy
v= dyds a8 an OO
d’ou i
tdo
= = Kdtdv
b= d
dy ds a8 dy

-

&h.q__w

-

1
-
.
o

( 455 )

Le dénominateur est une fonction de 6 ety qu'on réduit i une
fonction de ¢ et v au moyen des équations (1). ’

- L'intégrale proposée est ainsi ramenée & une série de termes de
la forme
' oD
h M= = quy
A :

ces termes sont nuls si % ou m est impair.,
Sils sont tous deux pairs, on calculera ces termes par la formule :

Y Al . 1.5...21—1 1.5, 95 —
/./ lﬁlv%ke—IS—v'd[dv=~o+J‘2k. _i

e L 2

.

IIX
(Page 155.)

Nous avons cru que les formules (A) et (B) de la page 153 exi-

geaient quelques développements, quoique nous n’en ayons trouvé
aucun dans le texte.

B
1l sagit d’abord d’exprimer f ydz en prenant pour variable la
@
quantité ¢ déterminée par la relation :

Y=yme*,
d’ott I'on tire
de sorte que les limites de ¢ correspondantes & celles Bet x de n
seront
Y= \/m’

v'=1"1 Ym — L yy.

On voit & la fin du n° 71 que ces deux valeurs sont égales en gran-
deur absolue; d’ou il résulte que, les deux limites étant différentes,
le premier radical doit étre pris avec le signe +, le second avec le
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signe —, ce que nous indiquerons en dénotant la limite inférieure
par — o/, A
On a supposé que x différe peu de e, et par suite y de y,,, entre
les limites « et 8, de sorte quentre ces limites z — m et ont des
valeurs trés-petites.

Si done on pose
z—m=ul,

d’ott
dz = udt +tdu ,

la valeur de u différera ¢galement trés-peu de w, cntre les limites
assignécs, et ¢ étant trés-petit, on pourra cerire

Az = undt;

B 7 7
l/’ydx:/ ym'lhne"gdt=ym1hn/ e#dt. . ... (A)
& o oy

d’ou

Si a et b sont les valeurs de z qui rendent y nul, comme les
valeurs correspondantes de ¢ seront = oo , 0N aura :

/bydx=y,,.um‘/”r""dtzymuml/;. I ()

Pages
3,

4,
4,

56,
56,

,

114,

12,
144,
144,
145,
183,
185,
185,
164,
175,
1892,
190,
244,

265,
288,
290,

ERRATA.

Nowa. — La lettre b placée en indice 4 Ia suite du numéro de la ligne indique
qu’on doit compter les lignes 3 partir du bas de la page.

lignes.
8, au lieu de : simultanés 5
16, » pP,p,
2, » Lor—1) - L(n),
15, » o,
8, » Uy, g =
=1,2 .
15 et 46 » r=1,2
T, » =,
/10': » - 1,
10, » + 4",
14, » le terme,
44 s » 3 R
y.
10, » ou eertain ,
57 » d&‘ (b ) ’
55, » ,
s, » pourvu que,
10, » n-—1,
35, » z,
16, » note II,
2%, » pour,
2, » dy,
105, ajoutes
65 , au liew de : P'TT,
6o et Ts » plusieurs observations,
6, » A décts,
4, » Ne 142,
3, Bret 6 » 5,

-

lisez

»

: simultanés , indépendants I'un
de l'autre.

)]

les termes.
S .

23

et certain,
ds, (b).
5.

pour que.
n—1,

N.

note III,
par.
dzly.

: en négligeant les puissances de 4 supérieures 4 la troisisme.
: PIT7.

un grand nombre d’ohserva-
tions.

A de déces.

Ne 110.

S

—c



Pages. Lignes.

343, 11s, awlieu de : 4.4,

343, 6, <y De la prolabilité,
361, 41, » Hv=a,

367, 5, » Fonctions,

369, 2 et 16, » Bz,

369, 3, » hsz,

381, 8, » B =Ski( ),
384, 9. » aj,

388, 6, » Eny

389, 6, » YR=1( ),

391, 2, » 32, 5.

395, 4, » %‘ zB H

397, 9, » at,

402, 3, » a2 (ki ;4 ---)
403, 4, » bi,i l/b—‘— Vb
403, 6, » ce que,

M, 1, v S,

H existe en outre un certain nombre d'
les feuilles tirées : elles consistent dans
ou dt. Nous les avons signalées en plusi
lecteur s'en apercevra sans difficulté dans les autres pa
dans l'errata eit 616 excessivement long et en et ren

Enfin Je lecteur est prié de refaire la figure de la

inexactes,

eurs endroits, s

SYr4a.

De la probabilité ().
Hv=i.

Fonetion.

b1,

hex.

Br=ski( ).

ag.

E.

vh=L( ).
2y, Z5.
§Bs.

dt,

a2 (ki i),

bi,i -1%: Vois.
i

ce qui.
1—1
Si—-1,

omissions que nous n’avons aperques qu'en relisant
la suppression, par abréviation, des facteurs dl

o0it dans le texte, soit en note. Le

ssages, tandis que les mentionner

du la lecture fort pénible.

Ppage 43, dont les proportions sont

F. F.
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TABLES MODERNES DE MORTALITE ()

(HOMMES ET FEMMES ).

ace.| Norwége. | Suéle. |Angleterre.| Framce. | Belgique. | Pays-Bas. | Baviére. | Snisse.
0 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
1 895 848 8§51 813 850 804 697 84
2 852 816 197 65 88 4T 651 56
3 840 9% 769 739 58 719 629 742
4 893 9 750 722 39 701 611 33
5 S41 768 1317 40 2 789 596 726
6 802 760 7271 702 16 680 581 720
7 9% 752 719 695 07 672 580 16
8 789 746 13 690 700 666 513 712
9| 8 T4 707 65 | 69 661 51 709
10 780 7317 703 681 689 656 568 706
1 T16 134 698 677 683 653 565 703
12| 2 730 695 674 618 649 3 | 101
13 768 727 694 671 613 645 559 698
14 64 124 688 667 668 642 557 693
15 761 21 685 664 663 639 854 692
16 58 47 681 660 657 635 850 690
AT |- 188 14 67T 656 652 32 547 686
18 51 710 673 652 647 627 548 633
19 746 707 663 647 641 623 540 680
20 42 703 663 642 635 618 536 6716
2 87 700 651 636 629 613 532 672
22 732 695 651 630 623 608 527 667
23 726 690 646 623 616 602 522 663
2% 722 636 640 617 610 596 517 658

(*) Voir Tables de mortakité et lewr développement ; par Ad. Quetelet, p. 18.
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* Suéle. |Angleterre.| France. Belgique. | Pays-Bas. | Bavire. | Suisse. “AGE- Norwége. | Subde. |Anglelerre.| Brance. Belgique. | Pays-Bas. | Baviére, | Suisse.
681 634 614 | 604 591 512 653 55 532 460 41 436 397 378 328 488
676 628 605 597 588 “s01 649 56 524 449 412 498 387 368 319 445
671 622 600 591 530 - 502 643 ‘ 57 514 438 402 49 377 358 310 434
666 616 594 585 573 496 639 . 58 508 | 496 391 410 367 348 300 499
661 610 589 579 367 491 634 @f& 59 496 Mé | 33 400 356 337 290 411
656 604 584 513 561 483 629 }é 60 486 401 370 389 345 397 280 399
631 597 579 567 555 480 624 61 416 388 358 378 934 317 270 386
645 591 573 561 549 473 619 62 463 375 34T 366 329 305 260 312
640 585 569 553 542 469 614 63 454 361 335 354 310 294 2
633 578 564 549 533 464 609 6% ] 4T 329 340 997 984 233 34
627 5712 559 543 598 458 603 65 498 332 309 396 984 69 223 323
620 568 554 537 592 453 597 66 43 316 296 312 an B4 210 302
614 589 | 549 530 516 448 592 ' 67 400 299 232 297 258 2%0 197 982
607 552 543 524 509 442 585 63 384 281 268 281 2%4 226 184 264
600 543 538 518 502 43T 580 | 69 366 264 253 265 230 244 172 29
593 539 533 511 494 431 513 = N 70 349 g 238 249 216 197 | 159 223
585 532 527 804 487 426 567 ‘ ™ 329 298 293 232 Mm 182 146 206
578 | 5a 529 497 480 | . 40 561 o 72 308 210 207 216 186 168 133 188

43 570 511 516 490 412 4 553 3 289 192 192 199 170 154 190 170
& 562 310 510 483 466 408 545 | 4% 269 174 176 182 184 189 107 152
1 554 503 504 a6 | s 42 538 5 | e 157 161 165 139 196 % 134
545 495 498 469 481 396 532 L 6 231 140 146 149 195 112 83 120
537 188 492 462 444 389 525 ‘! 7 24 194 131 133 142 99 72 104
529 480 486 455 487 383 511 1 8 193 108 U7 118 99 86 62 85
590 412 480 448 430 376 509 A ; 9 175 92 103 103 87 4 53 7
511 464 413 440 493 368 501 | 80 157 8 90 89 7 64 3 57
502 456 46T 432 W5 361 492 }, 81 139 66 8 T 63 54 38 49
492 448 460 424 406 353 483 @f& 82 192 54 67 65 55 43 3 40
i
482 439 452 " 397 345 414 | 83 105 44 56 55 46 35 2% 33
£11 430 &5 406 388 337 465 | 84 89 35 &1 5 28 98 27 91
3
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ace-| Norwége. | Suéde. [Angleterre. - France. | Belgique. | PaysBas. | Baviére. | Suisse.
85 5 26 39 37 31 22 18 20
86| 62 19 31 3 2 17 15 13
g1 s 14 25 24 20 13 12 12
88| 42 10 20 18 16 10 10 8
so| 38 1 13 14 12 1 9
90 26 4 12 14 9 5 7 3
N 20 3 9 8 7 3 6 2
92 16 2 6 6 5 2 3 1
93 12 1 4 4 4 2 4 1
9| 9 1 3 8 3 1 3 1
95 1 1 9 9 3 1 9 »
96 5 1 2 1 2 1 2 »
97 4 » 1 1 1 » 1 »
98 3 » 1 1 1 » 1 »
100 4 » » » » » » »
101 1 » » » » » » »
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