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o sbloment g P o8 sl des
] es.

Mais les astronomes y ont renoncé, parce qu'elles
rfanfermellt, en obliquité et en longitude, outre Ia réce
_sion et la nutation générale, des termes de ngtatios-

e’ule.’m'enne. Etils se sont imaginé, sur la foi d’un colléﬂulg
cminent, que ces termes deviennent absolument néali-
_geables, si I'on prend pour point de référence le g‘l
Instantané ou astronomique. P
On verra que c’est une trés g
Je me pro(g)ose de traifert'l cesr::j:e;efzelfllr.

‘ , dans cette note
le’ probléme que le regretté astronome s'est proposé d,
resou_dre, et de rechercher si, comme il I’aiﬁfme I:
nu'tz}‘uon eulérienne est négligeable, et si I'heure r;sle
unlf(frfne, lorsqu’on prend le péle instantané pour point
de referenf:e, en me bornant, comme il I’a fait lui—m%me*
au cas ou il n’y a pas de forces perturbatrices, la nutatiori
{eulemenne étant, alors, identiquement la méme que dans
le cas ou ces forces existent.
suPposons le cas d’un ellipsoide de révolution aplati
al%;me d’un mouvement de rotation autour d’un axe trés,
alble_ment incliné sur son petit axe d’inertie, et qui n’est
oumis 2 aucune force extérieure. Soient C et A les
oments d’inertie autour du petit axe et d’un axe é
orial de Iellipsoide. "
Les formules d’Euler deviennent, dans ce cas :
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Etude d'un cas particulier lres imporlant'du mouvement
de rotation dun corps solide; par F. Folie, membre

de I’Académie.

La latitude d’un lieu de la Terre peut étre rapportée,
soit au péole d’inertie : c'est la latitude géographique; soil
au pole instantané de rotation : Cest la latitude astro-
nomique.

La premiére est constante; la seconde, variable (*).

Entre ces deux définitions, le choix devra se décider
d’aprés la rigueur et la simplicité des formules que 'on
obtiendra en prenant I'un ou I'autre pole comme point

de référence.

() Dans le but de simplifier le probléeme, je ne traiteral ici que le
¢cas d'une Terre solide, le seul, du reste, dont se soient occupés tous
les géométres qui ont traité la question de son mouvement de rota- '
tion, depuis Laplace jusques et y compris Tisserand.

Pour l’écorce solide, il existe deux termes, 2 constantes arbitraires,
introduits par Vintégration : le terme eulérien et le terme chandlérien.

De plus, il existe un terme annuel dd & un déplacement de Vaxe
d’inertie produit par les précipitations hivernales, et un autre terme
annuel, qui provient des déviations périodiques de la verticale : le
premier produit des variations réelles; le second, des variations

L dm
A—=(A—(C 5 d

apparentes de latitude.
Voir - Essai sur les variations de latitude, 1893; Théorie du mou-

vement de rotation de Uécorce solide, 1898; Quelques grandes phases

dans Uhistoire de Vastronomie, 1899.

neipaux X, Y, Z.
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Leur intégration donnera, y et {3 désignant des con-
stantes arbitraires :
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de I'équateur instantané. Nous donnerons aux axes X/,

Y', Z', pour les distinguer des axes géographiques X, Y, Z,
le nom d’axes astronomiques.

. — pte X .
@). . l=wcos(i + B), me=yysin(d +f), n=70 Les formules de transformation connues

’ . C—A,
v représentant ——

de’
— , .,
i i des axes Y msing
Telles sont les vitesses angulaires autour s axes G Lon
rincipaux X, Y, Z, que nous appellerons axes géogr | dq/— =
? ;. . , ' y ’
I;1hiques Ce mouvement s'appelle eulérien, du nom du lins Lsin ; s
20me 1 I'a découvert. , + m-
géométre qui I'a découw ’ , . | N
) Il en découle une vitesse résultante o -———n\/’ 1+ 42, \ LR :
i Ion fait v, == ny, autour d’un axe instantané dont les = + -
S1 =

cosinus directeurs sont deviendront, combinées avec les équations (2) :

- -

l m n
® @ @

do’
PR cos(i + B+ o)
Cet axe instantané Z’, mobile dans Iellipsoide, est fixe dy
dans Pespace. Soit &' Iinclinaison de I'équateur géogra- S NS — =y sin(t fa )
) : 3 diculaire 2 ce '
: ‘éaguateur Instantane, perpen
phique sur Véqu , do’ _
g P racotd sin (i ).
z '
DYl Ces expressions donnent les variations de position des
\{fﬁ - ; axes principaux relativement aux axes astronomiques
ST fixes.
¢’ L'intégration de la premicre de ces équations conduit
‘abord
Y ,
Y

) Y. 4\9’=91__06=-—fy5in(1t 4 p a- ?,),
Fie. 1.
. X
dernier axe; {',¢', les angles compris entre les axes X/, X,

i 3 ‘auire
d’une part, et 'intersection des deux eguateurs, {iaukmE
part, X' et Y’ étant deux axes rectangulaires dans le plan

>

b
n -4+

==Y
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et en admettant, & cause de la petitesse de y (*) (puisque -
nous avons supposé une trés faible inclinaison de I'axe
de rotation Z' sur V’axe principal Z), que o’ = nt dans le
second membre.
De la on tire
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Dans une premi¢ S et

iére a
dqo,p Pproximation, nous pourrons
remplacer 47 par

7 1 I
et of par b +g(n+:)sm(zt+p+?),

90+ nt — g cos(n't + ),

sin ¢’ = sin 65[1 — » col 6ysin (& + p + ¢")] et .

n' et 3’ représentant respectivement n -+ ¢ et o’ 38
Alors la troisiéme des équations (4) devient‘QU ‘

dy’ . '

e 4 gng sm(_n’t +p') — In'y (g cot 4, +9) cos 2n't+ gy,

(6). . {cos6’ = cos b =+ o sin 6y sin (X + B + ¢')

= sin ¢ [cot §, + o sin (£ + B+ ¢').

A cause de la petitesse de 6" et de 8, y est aussi trés
petit; mais y colf; sera une quantité finie, puisque y et
sinf; sont du méme ordre de grandeur; nous la ferons

. nyreprésentant
égale & g et écrirons ‘

i 7+ Ln'g?
(7). . . sing=sin&[1 —gsin(t+f+ )] et m,,
S quati i 21+ £g%;
La seconde des équations (4) deviendra ny
en integrant, on a, i trés peu prés :

dy’ Y1 sin(i + p + ¢')

). . . ==

dt singy 4 —gsin(@+p+ )

10) . . Apl = o — g — iyt = — g cos(n’t + g')
: —£(g° + 9% cos 2n't + ).
L’intégrale en serait trés compliquée.
Afin de pouvoir arriver a des conclusions simples, nou
admetirons que g2 est négligeable vis-a-vis de I'unité et
que cos = 1; nous trouverons ainst '

3‘ [:e mouvement de I'ellipsoide autour de I’axe instan-

ané n’est donc pas uniforme, puisque,’ comme nous
avons‘ v, g est une quantité finie. Et Iheure est, dans

e systeme des axes instantanés, soumise i des var;ations
wurnes et semi-diurnes trés sensibles.

. En remplacant simplement o’ par

¥ .
— =gn + ) sin(id + B+ ¢
@, g =g sin(t g e)

+ 1g*(n + )[4 —cos 20t + B+ ¢)]. ,
) ‘ fo + ml— g cos(n't + B'),
Avant de procéder a 'intégration, nous avons a cher ’

cher I'expression de ¢’ en fonction de ¢. o , L,
4B - g) = sin (4t + ) [1 — g° cos' ('t + )]

~— geos (n + ') cos(n't + g)
=sin (it + B') — % g cos (g —n')t + ...
==sin (il + £) — £g cos (39°n°t) + ...

(*) o est égal & 0,2 environ en astronomie.
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L’équation (9) deviendra donc
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Recherchons maintenant Jes expressions des vitesses
angulaires de Iellipsoide autour de ses trois axes astro-
nomiques.
Appelons Aa, Ab, Ac les composantes de la rotation au
moyen de laquelle on améne les axes principaux X, Y, Z

en coincidence avec ces derniers axes XY, 7.
Nous avons :

@_’=n’q sin(njt+ B') +§n'g* [1 — cos(§ ¢°n't) — cos 2(nit +F')];
ai S ~

d’ou, en négligeant la trés faible différence n, —n, :
?

Ay = — g cos(njt + B') + §n'g% — sin (0 g%)

2 ain n' Y. . N |

—%9 sSin —(nit—*— @)7 Aa=sm? sin 6,A}IJ — cos ?'AB’,

(13)- - . {86 = cos p"sin Ay + siny'Aw,
Ac = Ay" — coso'Ay’;

et, puisque
sin ¢’ == sin 6j[1 — g sin(n't + 8],

et, en faisant usage des équations (5), (10) et (12) :
on aura

(Aa =9 sin(d + g) + IR'gyisin o’ — 9 sin = sin ¢,
(14) . E Ab= — 9y cos (it + B) + $nigyt cos ¢ — o, sinz coso’
A¢ =sinz— 3 rn'gt,

’ In'avt-—sin 6. sin{Lg®n't
sin ’A¢’ = — o cos (njt — ')+ §n'gyt —sin g sin (1 g°n'0)

+ gy sin 2n;t + ).

3

- ; ' rme donc un terme

n longitude AJ' renferme . . -

La variation ¢ Z (précession) et un termeé & longue aux quantités du second ordre prés, et en négligeant des
proportionnel au temps (p termes a courte période. '

Or les expressions des vitesses angulaires autour des

‘axes X', V', Z' sont données par

ériode
P b

g’

AR

, . =1+ nAb — mAc,
5. . . o —m—anAa + lAe,
' =n + mAa — [Ab.

a peu prés; le premier est trés important, le second est
de 'ordre de . N
) On sait, du reste, que tout mouvement de rotation
4 )
' 1 j un mouve-
d’un corps libre est toujours accompagfle dd ouves
ment de précession, hormis le cas ol I'axe de rota
est un axe principal du centre de gravite.
Soli ier terme, posant
Négligeant le dernie , P

On en déduira, en remplacant Y1 — Ny par vy, et en
égligeant les termes du second ordre -

U=ty cos(it + B) —n sin T[voe0s " -+ o cos (it 8)]
+ znn'ytfeoss’ «+ gsin(it + 8l

). (" = o sin(it + B) + =« sin [y, sin ¢" + o sin(it 4+ 8)]

— $nn'yt[sin " + g cos(u + B)]

\'=n 4y, cos(it + 8 + ) [>o sin = — £ go,f]

singy=—=1v,, 3gnt=1 et n=mn,
1 aurons :
dans 'argument du premier terme, nous

(12). . sin FAY = — ycos(it + B+ ¢') + Fn'gyt—oyesinz ’
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Comme v est trés petit et que 1= C—T—A I'est également
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pourrons le considérer comme constant dans Ia seconde

1 . Agl
( pour la Terre, .= 535), on peut laisser de coté les termes équation, d’oli I'on tirera, comme ci-dessus :

en vy. Mais on voit que, néanmoins, les expressions des
vitesses angulaires autour des trois axes instantanés ren-
ferment des termes a longue période, et méme asses consi-
dérables, puisque nn’ = (2300)2 environ, pour la Terre.

Soient maintenant 6, ¢ les angles qui déterminent
la position des axes astronomiques par rapport a un plan
fixe (qui est, en astronomie, celui de I'écliptique).

Les formules (5), dans lesquelles on supprimera les
accents de 8',¢’, ¢, pour lesajouteral, metn, donneront,

apreés substitution des expressions I, m', n’

>

. ny »
(19).  sinAy = Lnygt + —-tecosT — fsinr—%ﬁsin 27
. - - sin 2e.
La troisiéme équation deviendra, puisquon peut
admettre que 6 est constant :

dy
7 = nycots [£ nyo(l — cos 27) — L nn'yt sin 7]
et 'on en tirera de méme

de
—=—1ycos{sl + B +¢')

| ny 2 0 -
(20). Ap=0ocots [5ny(,t+ —stecost ~—?/sin7 ! y—-sin‘)r}
dt - ‘ 2

= 9 9

— Enn'yt—ny,ysin7) cos(s' — o), o i
L’angle o, que I'axe astronomique X’ fait avec la droite

fixe prise pour son origine (ligne des équinoxes en astro-
nomie), est donc sujet 3 des varjations périodiques qui ne

sont pas insensibles, et méme 3 des variations propor-
tionnelles au temps.

I} en est de méme de I'angle ¢.

Un astronome des plus distingués a traité incorrecte-
ment la question que nous venons de résoudre; il est
arrivé & Ab =0, Ad==0, aux quantités prés de 'ordre de

i
a+ cest-a-dire aux dix-milliémes de seconde prés,

. dy . ,
4n. . sm0a=zysm(:t+p+?)

— ({nn'yt — ny,esin7) sin(p” — ),

¥
— =0 4+ €050 —-

di dt

Intégrant la premiére de ces équations, on. aura trés
approximativement, en négligeant les termes insensibles
en iy, ainsi que les termes diurnes :

» 9 N quantités que nous avons néglicées, co i ;
(18) A6=——ytsinr-——cos-c-— 1 7% o5 2. troi 1 Sy comme fui, dans les
7 - = rois expressions (18), (19) et (20).

Cette erreur provient de ce qu’il a considéré 8’ comme
f Y

’conslant dans sinf'—, en sorte qu’il a négligé le second
terme et les suivants de notre équation (11).

Alors les deux premiéres équations (16) se réduisent

On voit que la variation de I'angle § est trés faible,
puisque v, et y le sont, et que g est une quantité finie;
et, comme § est un angle fini (25°,5 en astronomie), nous
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3 leur premier terme, et l'intégration donne lien 2 un
terme périodique qui a pour coefficient nf_ -

Nul astronome ne s’est apercu de cette négligence (¥),
en sorte que, depuis une Vingtaine d’années, tous se sont
imaginé qu’en rapportant les équations du mouvement de
rotiation de la Terre & ses axes instantanés, la nutation
eulérienne est complétement éliminée.

On vient de voir que ¢’est absolument faux et que,
de plus, I'heure méme, définie par I'angle o', au liew
d’étre uniforme, est sujette & des variations périodiques
sensibles (20).

Aussi doit-on prendre, non les axes instantanés, mais
les axes principaux de I'écorce terresire comme axes de
référence.

Crest, du reste, ce qu'ont fait, depuis Laplace jusques
et y compris Tisserand, tous les géometres qui ont traité
du mouvement de rotation de la Terre.

L’axe instantané, pris comme axe de référence, loin
d’éliminer la nutation eulérienne, conduit a des for-
mules beaucoup plus compliquées que celles qui sont
rapportées 2 I'axe géographique, et rend impossible la .
définition d’une heure uniforme.

Cest done relativement au pole géographique que doit
étre définie la latitude : celle-ci est constante, de méme
que la longitude ; mais I'ascension droite et la déclinaison
renferment dans leur expression la nutation eulérienne,
négligée, 2 tort, par tous les astronomes.

*) Le plus illustre méme des astronomes contemporains s'est
incidemment rallié a ces formuiles ineorrectes dans un de ses der=
niers ouvtages (Newcous, The elements of the four inner planets, elc.;
4895). -




