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PREFACE DE LA DEUXIEME EDITION ALLEMANDE

Le remaniement de mes précédentes recherches
sur l'électricité, causé par la publication dune nou-
velle édition de mon ouvrage, m’a conduit & en faire de
nouvelles qui forment un complément essentiel des pre-
miéres et qui doivent par suite prendre place & coté de
celles-ci. Je mentionnerai particuliérement la théorie
des phénoménes électrodynamiques, qui manquait dans
la premiére édition et qui occupe une place importante
dans la présente. De cette maniére, la partie de I'ouvrage
relative & I'électricité a pris un tel développement, qu'il
m’a paru utile d’en former un volume special, et de
réserver pour un troisiéme volume les parties restantes
de la théorie mécanique de la chaleur.

En méme temps, les développements ainsi complétés,
ne doivent plus étre considérés comme une simple
application de la théorie mécanique de la chaleur aux
phénomeénes électriques, mais comme formant une
théorie mécanique de I'électricité indépendante en partie
de la théorie de la chaleur. En me hasant la-dessus, j'ai
cru nécessaire d’ajouter, au titre qui la désigne comme
un deuxiéme volume de la théorie mécanique de la
chaleur, un autre titre, celui de théorie mécanique de
lélectricité, pour indiquer que ce volume peut étre pris
comme un volume indépendant des autres volumes de la
théorie de la chaleur, formant & lui seul un ouvrage
spécial, '

Bonn, novembre 1878.

R. CrLAUSsIUS.



CHAPITRE L

INTRODUCTION A LA THEORIE MATHEMATIQUE
DE L'ELECTRICITE,

§ 1.

La fonction potentielle.

y

Dans I'étude mathématique de I'électricité, il sagit
d’abord de déterminer de quelle maniére une quantité
d'électricité, que 'on communique & un corps conduc-
teur, se distribue dans son intérieur ou a sa surface,
soit que ce corps se trouve assez éloigné d’autres
corps conducteurs pour que des forces électriques étran-
géres ne puissent pas agir sur lui, soit qu’il se trouve
dans le voisinage d'autres corps -conducteurs, qui sont
ou isolés et chargés, comme lui, de quantités données
d’électricité, ou mis en communication avec la terre,
Cette détermination, comme tous les calculs relatifs
a l'électricité, est considérablement simplifiée par
lintroduction d’une certaine fonction, déja employée
par différents géométres, comme Laplace et Poisson, et
qui a été traitée d'une maniére spéciale, en 1828, par
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George Green, sous le nom de fonction potentielle®;
Gauss en a fait également plus tard l'objet de dévelop-
pements mathématiques trés remarquables®.

Jai publié sur cette fonction, qui est d’'une impor-
tance capitale en physique mathématique, un ouvrage
dont il vient de paraltre récemment une quatrleme’z
édition, augmentée en différents endroits®. Jai développé
dans cet ouvrage les propriétés principales de cette
fonction, ainsi que celles d’'une quantité que l'on en
déduit par I'intégration et que 'on nomme le f_ﬂ\Olentzel.
Je puis donc me borner ici a rappele‘r 'bmev.ement
quelques théorémes qui sont nécessaires al’mtell_lg:ence
des développements qui suivent, et je renverrafl a cet
ouvrage pour la démonstration de ces théorémes et
pour leurs applications ultérieures. -

Pour plus de simplicité, je rapporterai touj ours spécm—
lement & Délectricité les considérations qui suivent,
quoique, comme on le verra facilement, el}es p}lissenjc
aisément s'étendre, avec de légéres modifications, &
d’autres agents qui exercent des attractiops ou des
" répulsions en raison inverse du carré de la distance.

1. An Essay on the Application of mathematical Analysis lo t.he
theories of Electricity and Magnetism ; by George Green. Nottin-
gham, 1828. Réimprimé dans le journal de Crelle, t. XLIV et XLVIL

2. Allgemeine Lehrsitze in Beziehung auf die im vew.kehrten
Verhdlinisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anzichungs-

‘und Abstossungskrifie. Resultate aus den Beobachtungen des
magnetischen Vereins im Jahre 1839.

3. Die Potentialfunction und das Potential, ein Beitrag zur
mathematischen Physik. Leipzig, beiJ. A. Barth, 1885.

Une traduction francaise de cet ouvrage, par F. Folie, a paru chez
Gauthier-Villars. Paris, 1870.

§ 2.

Hypothése des deux électricités et expression de leurs forces.

Les recherches mathématiques sur Pélectrostatique
partent, en général, de Ihypothése qu'il existe deux
électricités différentes de telle nature que deux quan-
tités d’électricité de méme sens se repoussent, et que
deux quantités d’électricité de sens contraires S'attirent.
Ce n'est pas 4 dire que les résultats de ces recherches
soient liés a cette hypothése, de telle sorte quils doivent
subsister ou tomber avec elle ; on peut méme affirmer
que ces résultats doivent encore rester valables, quant &
leur essence, si cette hypothése vient & étre remplacée
par une autre également propre & expliquer les forces
électriques que nous connaissons par l'expérience. Clest
pour cette raison que les mathématiciens nont pas
hésité & se servir de cette hypothése, en réservant a
Pavenir de décider si elle doit étre regardée comme
exacte dans le sens littéral.

Soient donc données deux quantités d’électricité que
nous représenterons par ¢ et ¢/, ces grandeurs étant
positives ou négatives suivant que les quantités d’élec-
tricité appartiendront & I'une ou & Iautre des deux
espéces. Imaginons que ces deux quantités d’électricité
soient concentrées en deux points; la force quelles
exercent 'une sur l'autre devra d’abord étre propor-
tionnelle & chacune des deux quantités, et par suite &
leur produit ; en second lieu, elle doit é&tre considérée
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comme inversement proportionnelle au carré de la dis-
tance, ainsi que l'expérience l'a suffisamment établi.
Nous pouvons donc, si ~ désigne la distance des deux
points, représenter la force par I'expression suivante :
ou ¢ désigne un facteur constant, dépendant de I'unité
qui servira de mesure aux quantités d'électricité.

Nous adopterons la mesure suivante. L'unité d'élec-
tricité sera pour nous la quantité d'électricité qui
exerce sur une quantité égale, a I'unité de distance, une
action égale & l'unité de force. Dans ce cas, le facteur
constant sera, en valeur absolue, égal 4 1. Mais il reste
encore & décider si nous le ferons égal & + loua —1.
A cet effet, nous devrons faire intervenir la différence
entre la force attractive et la force répuisive, et les
faire entrer dans le calcul, I'une comme positive, lautre
comme négative. Nous conviendrons de regarder une
répulsion comme positive et une attraction comme néga-
tive, parce que la répulsion tend & produire un accroisse-
ment et attraction une diminution de ». DansI'étude de
Yélectricité, nous devrons donc rendre positif le facteur
constant, puisque des électricités de méme sens se
repoussent, et nous le ferons égal & 4 1, en vertu de
la. détermination précédente de sa valeur absolue.
Lexpression de la force que les quantités d’électricité
q et ¢' exercent I'une sur l'autre deviendra ainsi:

qq9"

2

§ 3.
Expression de la fonction potentielle,

Supposons maintenant que la quantité d’électricité 9,
concentrée en un point, n’agisse pas seule sur la quantité
¢, mais quil y ait des quantités d’électricité ¢, ¢',, ¢',,
etc., en nombre arbitraire, concentrées en différents.
points, et qui agissent toutes sur ¢ ; ou bien que I'élec-
tricité qui exerce son action, au lieu d’étre concentrée
en des points isolés, soit répandue sur une ligne, sur
une surface ou dans un espace solide. Pour déterminer
dans ce cas, d’'une maniére aussi simple que possible, la
force cherchée, en grandeur et en direction, commencons.
par former une grandeur que nous définirons de la
maniére suivante.

Désignons par p le point ou se trouve la quantité
d’electricité ¢ soumise & l'action des autres quantités ;
par », r, r,, etc., les distances de ce point aux points
ou sont concentrées les quantités d’électricité ¢', ¢',, ¢,
etc. La grandeur dont il vient d'étre question, et qlfe
Ton a coutume de représenter par V, sera déterminée
par I'équation :

4,9, 9
V_r+r1+E+et°" 1
ou, en employant le signe sommatoire :
I '
v=2.% @

Si I'électricité qui exerce son action n’est pas concentrée
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en des points isolés, mais répandue d’'une maniére con-
tinue sur une ligne, sur une surface ou dans un espace
solide, on se la représentera comme décomposée en élé-
ments dq'; on désignera par » la distance d’un élément
au point p, et 'on emploiera, au lieu du signe somma-
toire précédent, le signe d’intégration ; on aura ainsi :

V= (9. | @)

Cette derniére expression de V est la plus générale, et
elle renferme la précédente ; car on peut évidemment
effectuer l'intégration, méme dans le cas ou des quan-
tités finies d’électricité sont concentrées en des points
isolés.

D'aprés ce qui précéde, il va de soi que I'on peut for-
mer une expression de cette espéce, non seulement pour
Iélectricité, mais pour tout autre agent qui attire ou
repousse en raison inverse du carré de la distance; on
-conservera seulement, pour plus de généralité, le coef-

“ficient ¢ de la formule générale, dont la valeur dépend
de l'unité de mesure de l'agent, et que nous avons rem-
placé par 1 pour l'électricité.

Cest cette quantité V que Green a nommée fonction
potentielle. Gauss I'a ensuite appelée potentiel ; toutefois
cette derniére dénomination est sujette & quelque incon-
vénient. Il y a, en effet, encore une autre grandeur trés
importante, et dont il sera question plus bas, que l'on
appelle, suivant les circonstances, le potentiel d'une
quantité sur une autre, ou le potentiel d'une quanlilé
sur elle-méme. En adoptant la dénomination de Gauss,
on emploierait donc le méme mot potentiel pour deux
notions qui ont sans doute de lanalogie entre elles,
mais qui ne sont pas identiques. Clest pourquoi, dans

—7

mes Mémoires sur I'électricité et dans Pouvrage cité plus
haut, jai repris le nom de Jonction potentielle, proposé
par Green pour la quantité définie par I'équation (3), et
réservé celui de potentiel pour la quantité qui se déduit
de la fonction potentielle par une seconde intégration.

§ 4.

Détermination des composantes de la force & Paide de la
fonction potentielle.

On peut, 4 'aide de la fonction dont nous avons parlé
dans le paragraphe précédent, déterminer de la maniére
suivante la force qui agit en un point quelconque p.

Commencgons par supposer que la quantité d’électricité
qui se trouve au point p, et qui recoit l'action de cette
force, soit une unité d'électricité positive, au lieu de
celle que nous avions désignée plus haut par ¢. Décom-
posons la force exercée sur cette unité d’électricits en
trois composantes dirigées suivant trois axes rectangu-
laires, et désignons ces composantes par X, Y, Z. En
regardant V (la fonction potentielle de I'électricits qui
agit sur le point considéré) comme une fonction des
coordonnées , ¥, # du point, nous aurons :

v __ .
X=— Y——@-, Z=

0
- W

On peut également exprimer la composante de la force
suivant une direction quelconque, tout aussi simplement
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que ses composantes suivant les axes des coordonnées.
Imaginons une ligne quelconque passant par le point p,
et désignons par s Ia distance du point 2, comptée
sur cette ligne, & un autre point pris pour origine ;

3 ‘s ov , . .
ensuite, désignons par 5 ds laccroissement infini-

ment petit que prend V, lorsque le point considéré p
parcourt sur cette ligne le chemin élémentaire ds; la
composante de la force suivant Ig direction de cette
ligne, composante que nous nommerons S, sera déter-
minée par I'équation

ov
-——. )

~ Sicen'est pas une unité, mais une quantité quelconque
d’électricité qui se trouve en p et qui recoit I'action de 1a
force, nous la, représenterons, comme plus haut, par q,
qui peut étre positif ou négatif; et les expressions des
composantes de la force dont cette quantité d’électricité
regoit l'action, suivant les axes des coordonnées 2, Y, 2
et suivant la direction quelconque s, seront :

>

ov

ov oV ov
-q@,—q@,—q%et— q

e

Lorsque Ton aura exprimé de cette maniére les
composantes de la force suivant les trois axes, on pourra

en déduire ajsément Ia force -elle-méme en grandeur et
en direction.

§ 5.

Le niveau potentiel.

Une équation de la forme
V=A,

ou A désigne une constante, est celle d’une surface qui
Jjouit de cette propriété, que, pour tout point qui sy
trouve, la force qui serait exercée sur une quantité
d’électricité concentrée en ce point est normale & cette
surface. Celle-ci a done, relativement a la force électrique
considérée, la méme propriété que celle dont jouit la
surface libre d’un fluide en repos, relativement & lg
besanteur; c’est pour cette raison qu'elle s’appelle sur-
face de niveau.

Silon donne 4 la fonction potentielle une autre valeur
constante, en posant, par exemple,

V=3,

on déterminera ainsi une autre surface de niveau, et, de
cette maniére, on peut en obtenir une infinité. En consé-
quence, nous donnerons 4 la valeur que prend la fonction
potentielle en un point quelconque de lespace, et qui
détermine la surface de niveay passant par ce point, le
nom de niveau potentiel de ce point.

Pour I'électricité (de méme que pour tout autre agent
qui exerce des actions soit attractives, soit répulsives),
les niveaux potentiels peuvent étre ou positifs ou néga-
tifs; et les espaces dans lesquels I'un ou Tautre cas se
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présente sont séparés entre eux par une surface de
niveau dont le niveay potentiel est nul.

Imaginons maintenant une unité d’électricité positive,
concentrée en un point quelconque de Pespace, et consi-
dérons la force qui agit sur elle, en déterminant la com-
posante de cette force suivant chacune des directions
qui partent de ce point; nous pourrons affirmer d’une
maniére générale ce qui suit. Dans les directions suivant
lesquelles le niveau potentiel décroit, 1a composante de
la force est positive ; elle est négative dans celles suivant
lesquelles il augmente ; et elle est d’autant plus grande
en valeur absolue, que le niveau potentiel varie plus
rapidement dans la direction considérée, puisque, d’aprés
ce qui précéde, la composante de la force est repré-
sentée par le coefficient différentiel du niveay potentiel
relatif & cette direction.

§ 6.

Expression différentielle dy deuxiéme ordre qui détermine
la répartition de Fagent actif dans P'espace.

Outre la propriété de représenter les composantes de
la force d’'une maniére s simple, la fonction potentielle
Jouit encore d’'une autre Propriété trés importante; nous
. Pexprimerons d’abord pour un agent quelconque, qui
exerce des actions attractives ou répulsives en raison
inverse du carré de la distance, et nous Pappliquerons
€nsuite immédiatement 3 I'électricits,

Si le point P est situé dans un espace dans lequel il ne
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se trouve rien de 'agent dont la fonction potentielle est
représentée par V, on a I'équation :

PV | 0V | 9*V .
iz T gE T gE =0 (6)

Si, au contraire, le point p se trouve dans un espace qui
est rempli par I'agent actif ou par une partie de celui-ci,
I'équation prend une autre forme. En représentant la
densité de l'agent au point considéré de cet espace par
% (de sorte que la quantité de lagent qui se trouve dans
un élément d’espace dr est représentée par kdr), on
aura alors I'équation :

oV OV Y .
i T P @

Cette derniére équation est la plus générale, et elle
embrasse la précédente; car si le point p se trouve en
dehors de 'espace rempli par I'agent actif, on a % — 0,
e qui change I'équation (7) en (6). I résulte de I'équa-
tion (7) quau moyen de la fonction potentielle on peut
déterminer, non seulement les forces quexerce l'agent
actif, mais encore la distribution elle-méme de cet agent.

Comme Yexpression différentielle précédente se pré-
sente trés fréquemment, on a introduit, pour la repré-
senter, la notation simple AV. De cette maniére les deux
équations précédentes s'écrivent :

AV =0 (62)
AV = — 4mek. (72)
Si I'on donne au coefficient ¢ la valeur 1 que nous

avons adoptée pour l'électricité, conformément 3 'unité
choisie, I'équation (7,) devient :

AV = — 4xk. (8)



Ftat d’6quilibre électrique.

Considérons maintepant, comme nous Pavons dit au
commencement de cette introduction, un corps formé
d’une substance conductrice, mais entouré de COrps non
conducteurs ; et supposons qu’on lui communique une

quantité quelconque d’électricits qui doive se mettre en

équilibre, soit par elle-méme, soit sous Iinfluence de
quantités étrangéres d’électricité répandues sur d’autres
corps. Il s'agit de savoir comment on exprimera mathé-
matiquement, de la maniére I3 plus simple, la condition
nécessaire & cet équilibre, et oy se trouvera alors I'élec-
tricité qui existera comme électricité décomposée. On
remarquera a ce sujet que I'on Suppose qu’un corps §
Iétat neutre renferme, dans chacun de ses éléments,
des quantités égales d’électricité positive et délectricité
négative, tandis qua l'état électrique, il existe, dans
lintérieur du COrPs ou & sa surface, des lieux ouily a
un excés d'électricité positive ou négative. (Vest cet
exceés, quelque part qu’il se trouve, que nous nommons

électricité décomposée, comme nous l'avons déja fait
plus haut.

Dans un corps conducteur, il peuty avoir mouvement
de I'électricité ; sous ce rapport, on peut faire diverses
hypothéses. On peut s'imaginer, ou bien que les deux
électricités sont mobiles, ou bien encore que l'une d’entre
elles, que I'on considére comme positive, est mobile et
que lautre est fixée aux atomes pondérables. En ce
" qui concerne Pélectrostatique, il I’y a pas de différence

essentielle, soit que l'on admette l'une, soit que l'on
admette 'autre hypothése ; mais pour Iélectrodynamique,
il en résulte une différence importante, et nous en
reparlerons plus tard d’'une maniére spéciale.

Sl doit y avoir équilibre dans le corps conducteur,
les forces exercées dans I'intérieur de celui-ci, par les
différentes quantités d’électricité décomposée, doivent se
détruire mutuellement en chaque point, de te.lle sorte
qﬁe leur résultante soit nulle; car, sl y avalt, e;n un
certain point une résultante d'une valeur appremable,
Iélectricité positive y existante se mouvrait de%ns l?
direction de la résultante, et l'électricité n.égatlve (a:
supposer quelle soit mobile) en sens cor}tran‘—e; ce qui
serait contradictoire avec I'hypothése quil doit y aYou‘
équilibre. De la condition que la réspltante d(:)lt étre
nulle, il suit que ses composantes suivant trois axes
rectangulaires doivent I'étre séparément. Pour toqt point
pris & lintérieur du corps conducteur, on doit done
avoir les trois équations suivantes :
ov v

0; ===0;

A oV _
A 3y F

=0;
ox

et de 1& résulte cette condition d'équilibre, que la
Jonction potentielle doit avoir & Uintérieur du corps
conducteur une valeur constante.

D’aprés ce que nous venons de dirg, NOUS Pourrons
#galement écrire les trois équations suivantes :

bR ) _dzv—— N dz_Y—:O-
a0 o O g 0

et si l'on tient compte de ces équations, on déduira de
I'équation (8), qu'en tout point de lintérieur du corps
on doit avoir :

kE=0.
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On arrive ainsi & cette conséquence importante que,
dans I'état d’équilibre, il ne peut se trouver nulle part
dans lintérieur du corps, pour autant qu’il soit conduc-
teur, de I'électricité décomposée ; mais que ce n'est qu’a
sa surface, 14 ou il est limité par des corps non conduc-

teurs, que de I'électricité décomposée peut étre accu-
mulée.

On doit done imaginer & la surface une couche trés
mince comme remplie d’électricits décomposée. Il serait
difficile de déterminer exactement I'épaisseur de cette
couche, sans pénétrer d’'une maniére plus approfondie
essence de I'électricité et la nature des milieux conduc-
teurs et non conducteurs & la limite desquels I'électri-
cité est accumulée. Aussi se contente-t-on ordinairement
"de ce résultat, que I'épaisseur de cette couche doit étre
trés faible ; et, dans la plus grande partie des dévelop-
pements, on en fait abstraction et I'on regarde simple-
ment I'électricité comme accumulée sur une surface.

§ 8.

Expressien différentielle qui détermine Ia distribution
de P'agent actif sur une surface. ‘

Puisque, comme nous venons de le dire, on a affaire,
dans la théorie de I'électricité, & un cas ou I'on admet,
du moins pour les recherches mathématiques, que
Fagent actif (cest-a-dire l'slectricité décomposée) ne
remplit pas un espace solide, mais se trouve répandu
sur une surface, nous aurons encore & établir un
théoréme important qui se rapporte a ce cas. ‘
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Par un point de la surface sur laquelle lagent est
répandu, imaginons une normale i cette surface, et sur
cette droite un point mobile p auquel se rapporte la
fonction potentielle. Soit » la distance du point p & la
surface, distance qui sera comptée comme positive d’un
cOté de celle-ci et comme négative de lautre c¢6té. Si
nous formons, par rapport 4 cette droite, le coefficient

différentiel %;—[ dont la valeur négative représente la

composante normale de la force, ce coefficient aura des
valeurs différentes des deux cotés de la surface, en ce
sens quil éprouvera, au moment o le point la traverse,
un changement brusque de valeur, dontla grandeur
dépend de la densité qui régne en ce lieu de la surface.
Désignons par A~ la densité superficielle en ce lieu
(de sorte qu'un élément de surface dw y renferme une

on

(S—Y) . les deux valeurs que prend le coefficient
n/ —

différentiel o lorsque le point p sapproche du c6té

positif et du c6té négatif jusqu'a la surface méme; on
aura l'équation :

(g‘;‘if)ﬂ - (g%r)_o = — 4mzh. '<9>

Si I'on applique cette équation & Iélectricité, on devra
poser, comme plus haut, ¢ = 1, ce qui donne :

(g%r)+o— (S—Z)_O= —4rh. (10)

Si la surface considérée est celle d'un corps conducteur,
on sait que dans l'intérieur de celui-ci la fonction poten-
tielle V est constante jusqu’a la surface méme. Daprés

quantité Zde de 'agent); soient, en outre, (d_V) ‘o et
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cela, si I'on compte la normale comme positive vers
+ Pextérieur et comme négative vers I'intérieur, on aura:

ov
<a%>_o=°’

et I'équation précédente deviendra, par suite :

(%%)Jr —— 4k 1y

On connait ainsi la relation qui existe entre la force
normale qui agit a la surface d’un corps conducteur, et
* la densité électrique qui régne au méme lieu.

§ 9.

Bistribution de I'électricité sur une sphére
et sur un ellipsoide.

Recherchons maintenant, dans quelques cas particu-
liers, de quelle maniére l'électricité se distribue sur la
surface d’'un corps conducteur.

La condition, au moyen de laquelle on devra déter-
miner cette distribution, est foujours que la fonction
potentielle de la quantité totale délectricité doit étre
constante dans tout corps conducteur, d’ott il suit que
la résultante de toutes les forces électriques est nulle.

Considérons d’abord le cas suivant comme étant le
plus simple. Soit donné un corps conducteur de la
forme d'une sphére; communiquons-lui une certaine
~quantité d’électricité Q, qui peut étre positive ou néga-
tive, et supposons qu’il n’y ait dans le voisinage aucune
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quantité d'électricité décomposée qui puisse agir sur la
premiére.

Dans ce cas, on peut conclure immédiatement de la
symétrie de la sphére en tous sens, que I'électricité doit
se répandre uniformément sur sa surface. La grandeur
de celle-ci étant 4na*, o désignant le rayon, nous
obtiendrons I'expression suivante de la densité super-
ficielle que nous avons représentée par / :

-9 o
h = 4na®’ (12)

Un second cas un peu plus général, qui renferme le
précédent comme cas particulier, et qui conduit égale-
ment 4 un résultat fort simple, est celui ou le corps
conducteur a la forme d'un ellipsoide. Poisson a donné,
dans ce cas, pour la détermination de la densité élec-
trique aux différents points de la surface, la régle
suivante, dont il est facile de démontrer I'exactitude.

Silon se représente autour de Iellipsoide donné un
second ellipsoide semblable, concentrique et dont les
axes alent méme direction et ne différent que trés peu
des premiers en grandeur, de sorte quentre les deux
ellipsoides se trouve renfermée une couche trés mince
que I'on s'imagine comme uniformément remplie d’élec-
tricité, la quantité d’électricité qui se trouvera, dans ces
circonstances, répandue sur un élément de surface, sera
égale &4 celle qui doit y exister dans I'état d'équilibre.

Il est aisé de déduire de cette régle Iexpression
mathématique de la densité superficielle en un lieu
quelconque de la surface. Considérons un élément de
surface do de lellipsoide donné, et nommons 7 l'épais-
seur de la couche en ce lieu ; ydw sera la partie infini-
ment mince de la couche qui se trouve au-dessus de cet

2
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élément de surface. Désignons en outre par % la densité
en volume que Yon obtient en regardant la couche

comme uniformément remplie de la quantité donnée -

d’électricité. La quantité d’électricité qui se frouve au-
‘dessus de 1'élément dw sera kydw. D'un aufre c6ié, en
désignant par % la densité superficielle électrique en
ce lieu, la quantité d’électricité qui se trouve sur 1'élé-
ment de surface de sera représentée par Ade. De la
comparaison de ces deux expressions résulte :

h = ky.

Soient maintenant a, &, ¢ les demi-axes de I'ellipsoide .

donné; a (1 4+ 3d), & (1 4+ 9), ¢ (1 + 3d), ol ¢ est une
quantité trés petite, ceux de T'ellipsoide concentrique.
Du centre, menons un rayon vers le point considéré de
la surface, et désignons par u sa longueur; prolon-
geons-le jusqu'a l'ellipsoide concentrique ; sa longueur
jusquau point d’intersection avec cette seconde surface
sera u (1 + 9). La partie du rayon comprise entre les
deux surfaces a donc pour longueur 0. . En multipliant

cette longueur par le cosinus de 'angle que le rayon fait

avec la normale a la surface au point considéré, on
obtiendra l'épaisseur de la couche, qui sera donc, en
désignant cet angle par ¢ :

y = 0.u%C0S @.
En substituant dans I'éguation précédente, on aura :

h=Fkd.ucosoc. (13)

Commencons par déterminer le produit 29. Le volume

Y e . 4 . .
de lellipsoide donné est ;mabe. De méme celui de

'ellipsoide concentrique est %mbc (1 + 9)3, quon peut
remplacer par %mbc (1 -+ 39), puisque ¢ est supposé
trés petit. Retranchant le premier volume du second, on

obtiendra le volume de la couche comprise entre les deux
surfaces:

4mabe . J.

Comme la densité en volume, a lintérieur de cette
couche, a été représentée par %, on peut écrire, en
nommant Q la quantité d’électricité communiquée a
notre ellipsoide :

= 4dmabc.d. k,
d’otr il résulte :

. Q
= 4rabe’

En substituant cette expression dans (13), on aura :

Q
— Zrabc 08 ¢- (14)

11 reste encore & exprimer le produit % cos @. Soient
@, Y, % les coordonnées du point de la surface ou l'on
veut déterminer la densité; les cosinus des angles que
le rayon fait avec les axes coordonnées seront :

B 3

28

¥
u

SR

Les cosinus des angles que la normale fait avec les
axes coordonnés sont exprimés par :



dou résulte 'expression suivante du cosinus de l'angle
o que le rayon fait avec la normale :

Le numérateur de cette fraction a une valeur trés simple.
En effet, pour un point de la surface d’un ellipsoide de
demi-axes @, b, ¢, on a 'équation :

9
[

B
&T'F

+ 2 =1 (15)

w
[
w

Q‘|Q

s

En substituant cette valeur dans I'équation précédente
et en multipliant les deux membres par «, on aura :

1
uCOS(p= m'
,\/’4‘174—0—4

att

En remplagant cette valeur dans l’équatiop (14), on
-obtiendra l'expression cherchée de la densité superfi-

cielle 7 :

h 4 Qb ) ) - 2 2" (16)
TaoC s % z
Va+h+i

0
.

On peut encore éliminer I'une des coordonnées au
moyen de I'équation (15), en posant, par exemple :

ce qui transforme l'équation précédente en :

A Q 1

= dmab - ~ ~ —=
t—ar o =0
\/1 - 2t & -+ Y

§ 10.
Distribution de I'électricité sur un plateau elliptique.

De ce qui précéde, on peut encore déduire, dans un
cas particulier, un résultat présentant un intérét spécial.

On considére souvent le cas ou le corps conducteur
auquel on communique de I'électricité a la forme d’un
plateau mince, et, comme limite, le cas o le plateau
est infiniment mince. Il s’agit de savoir comment I'élec-
tricité se distribue sur un tel plateau. Pour des plateaux
de forme elliptique, on peut, au moyen de ce qui précéde,
déterminer immédiatement la distribution de lélec-
tricité, en considérant un plateau de cette forme comme
un ellipsoide trés aplati.

Admettons que ¢ soit le demi-axe qui est devenu trés
petit ; nous écrirons I'équation (17) sous la forme :

h_ Q. 1 s

4nab ‘, . =
z” 2 (X0 Y
\/l—cﬁ“ +o (Gt 5)

<2
o

|

S
e}
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En général, des deux quantités sous le radical
lrvia 2
et ¢* ((;1 -+ ‘é) 3

1a seconde est trés faible vis-a-vis de la premiére, et ce
n’est que dans le voisinage du bord, ot celle-ci s’approche
de zéro, que leurs valeurs sont comparables.

Si T'on regarde le plateau comme infiniment mince,
de sorte que la quantité affectée du facteur ¢* soit négli-
geable, on aura :

[

w?
1—-Z
a2

S

o Q 1
k—4nab'\/ — ) (19)
1 -5 —

Si le plateau est circulaire, on doit poser o = &. On
peut en méme temps, en représentant par = la distance
du point considéré au centre, écrire : o2 + y* = 72, et les
équations (18) et (19) deviennent par 14 :

tw©

KA

h— 47“;) R S 20
z 72 27
\/ 1— E -+ a*

h— ! 21)

drqd’ o
Via
a~

Ces derniéres équations montrent d'une maniére par-
ticuliérement claire T'accroissement de la densité élec-
trique qui a lieu du centre & la périphérie. On reconnait
quelle croit d’abord lentement, puis de plus en plus
rapidement vers le bord. Dans un plateau infiniment
mince, au bord méme, cest-a-dire pour » = a, la
densité serait infiniment grande. Mais il ne s'ensuit

SRR

e

— 923 —

pas que lélectricité se trouvant sur le plateau soit
accumulée au bord en guantité si prépondérante, que
Ton puisse négliger par comparaison la quantité qui
se trouve sur les parties du milieu.

Pour en juger d’'une maniére précise, nous diviserons
au moyen d'un cercle de rayon & plus petit que «, la
surface totale en deux parties, savoir : la surface du
cercle intérieur de rayon &, et la surface annulaire
comprise entre son périmetre et le bord du plateau ; puis
nous déterminerons les quantités d’électricité qui se
trouvent sur ces deux parties. Nous les désignerons par
R et S, en considérant simultanément les deux faces
paralléles et infiniment rapprochées du plateau, et en
réunissant les quantités d’électricité qui se trouvent sur
ces deux faces. Alors nous devrons poser :

!

2T b :
Q[ rdrde 2
] [0 (YD
50 1-=
> (22)
S = 2(5 T%~=Q%/1—b—i.
&0 72 ar
65\/1—@

Posant, par exemple, & = ga, on a :

W

R 2 £
_BQ et S=_Q;

~

et en posant b = s

a, il vient :

8 5
R——EQ et SZ:EQ
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Coulomb a effectué des recherches expérimentales
sur laccroissement de la densité électrique dans un
plateau métallique circulaire chargé; les résultats en
ont été publiés par Biot dans son Traité de physique,
t. IT, p. 277 (traduction allemande de Fechner, t. II,
p- 191). Nous communiquerons ici ces valeurs pour les
comparer & celles qu’on déduit de la formule précédente
pour le cas ol le plateau serait infiniment mince. Il faut
remarquer que dans le plateau infiniment mince, I'ac-
croissement de densité du milieu au bord est plus rapide
que dans une plaque d’épaisseur finie; cette différence
devient particuliérement considérable dans le voisinage
du bord, et au bord méme il n’y a plus de comparaison
possible, puisque dans le plateau infiniment mince, la
densité est infiniment grande au bord, tandis que dans
une plaque d’épaisseur finie elle y a une valeur finie,
déterminée, qui ne peut étre trés grande pour des épais-
seurs telles que celles des plateaux ordinaires des
condensateurs, et probablement aussi des plateaux que
Coulomb a utilisés (bien quil n’y ait aucune donnée a
cet égard). En ayant égard & ces circonstances, on
trouvera suffisante la concordance qui existe entre les
valeurs observées et les valeurs calculées. Le rayon du
plateau était de 5".

Distance au . .
bord du plateau, Densité observée. Densité caleulée.

U 1 1
41 1,001 1,020
3" 1,005 1,090
R 1,17 1,250
1 1,52 1,667
0,5" 2,07 2,294
0 2,90 oo

§ 11.

Théoréme de Breen.

Avant que nous n’entreprenions de considérer la
maniére dont se comportent les corps électriques sous
I'action des corps voisins, qui agissent ainsi par influence,
il ne sera pas inutile d’exposer quelques théorémes
généraux sur la fonction potentielle; je rappellerai
brievement ceux d’entre eux que jai traités dans mon
ouvrage sur la fonction potentielle.

Il y a d’abord & mentionner un théoréme de géométrie
exposé par Green, et qui trouve des applications mul-
tiples dans Ja théorie du potentiel. '

Soient U et V deux fonctions des coordonnées de
I'espace; nous supposerons d’abord que ces fonctions
mémes, ainsi que leurs dérivées du premier et du second
ordre, ne deviennent nulle part infinies & l'intérieur d’'un
certain espace donné & considérer. Pour simplifier les
notations, nous introduirons un signe sommatoire dont
nous ferons souvent usage dans la suite. Lorsquil se
présentera une somme de trois termes qui se rapportent
aux trois directions coordonnées, mais qui sont les
mémes & cela prés, nous n'écrirons que le terme qui
est relatif & la direction , et nous le ferons précéder
du signe sommatoire ; ainsi, par exemple :

00OV _9Udv | gU gV au oy
0w dx ~ dx dx ' dy dy ' 0z 0z



D’apres Green, on a les trois équations suivantes :
fzg g; dr —— /'Ug-gdm—fUAvdf (23)
fzg%%dr—:———fvg—gdw~fvwdr (24)
ng—de+ fUAVd::/'Vg—g dm+/VAUdr. (25)

dr représente un élément de volume, et les intégrales
relatives & « doivent étre étendues & tout lespace
donné. Ensuite, dw est un élément de la surface limitant
, . ot .. U oV
Tespace, et dans les coefficients différentiels 5 et P
n est la normale a la surface, considérée comme posi-

tive vers l'intérieur. Les intégrales relatives 4 » doivent -

étre étendues & la surface totale limitant l'espace
donné.

Ces trois équations sont 'expression du théoréme de
Green.

Ces équations peuvent encore étre généralisées dans
un certain sens. On peut notamment laisser de coté la
condition que les fonctions U et V et leurs dérivées des
deux premiers ordres ne sont pas infinies & lintérieur
de Tespace entier considéré; au lieu de cela, on peut
supposer que ces fonctions contiennent des termes ayant
la forme de la fonction potentielle d'un agent qui se
trouve dans I'espace, et qui n’y est pas nécessairement
distribué d’'une fagon continue, mais qui peut étre
distribué sur des surfaces et des lignes, ou concentré en
certains points. Admettons que les foncticns U et V ont
les formes suivantes :

— 97 —
(26)
V=u+/‘c—i‘g.

% et v sont des fonctions satisfaisant a la condition
précitée, qu'elles-mémes et leurs premiers et seconds
coefficients différentiels restent finis dans tout I'espace
considéré. dg, et dg sont les éléments des agents que
Ton suppose étre distribués arbitrairement dans cet
espace, et pour lesquels les unités de mesure ont été
choisies de telle sorte que I'on a pu poser e = 1, comme
pour l'électricité. Enfin, » est la distance dun tel élé-
ment au point (x, ¥, 3). Sl maintenant, par exemple, une
quantité finie ¢, ou ¢ se trouve en un point 2, la partie

; , L q
correspondante de l'une ou l'autre intégrale sera 971 ou->,

et cette fraction de méme que ses coefficients différen-
tiels deviennent infiniment grands lorsqu'on sapproche
indéfiniment du point ¢'. La méme chose a lieu, si une
quantité finie de l'agent se trouve sur une ligne ; tandis
que dans le cas ou elle se trouve sur une surface, on
n'obtient pas de valeurs infinies pour l'intégrale et ses
coefficients différentiels du premier ordre, mais bien
pour ses coefficients du second. Ce n'est que quand
Pagent est distribué dans I'espace avec une densité finie,
que Vintégrale et ses coefficients différentiels des deux
premiers ordres restent partout finis, et dans ce cas il
est indifférent que l'on comprenne ou non lintégrale
dans ¥ ou 2.

Pour ces formes plus générales des fonctions Uet V
(26), les équations exprimant le théoréme de Green sont
les suivantes :



U OV A
IZ%%E de — —fU%dw—fUAvdr—l—zinfqu 27)
IU oV oV
{Z%% Or = —fU% dco——fVAudr—i—szVdgl(QS)
0V i
fu% de —}—JUAvdr——zirrfUdg
oU
= | Von 2o+ § VAudr — 4z | Vdg,.  29)

§ 12.
Détermination de Pagent renfermé sous une surface.

Pour faire une premiére application trés simple du
théoréme de Green, nous donnerons & U la valeur con-
stante 1. Il en résulte que les quotients différentiels de
U sont nuls, ainsi que le premier membre de I'équation
(27); cette derniére devient alors :

S—de +/Avdr;4n qu=o.

En outre, nous supposerons que V représente la fonction
potentielle d'un agent distribué d'une maniére quel-
‘conque, en partie a l'intérieur, en partie & 'extérieur de
la surface fermée. En donnant 4 V1, forme générale (26),

— 29 —

nous admettrons que » est la fonction potentielle de
Tagent extérieur et f %g celle de lagent intérieur.

Alors on a Av = 0 pour tout I'espace renfermé sous la
surface, et I'équation ci-dessus se simplifie et devient :

oV B
& do —4n/dqfo.

La seconde intégrale n’est pas autre chose que la quan-
tité totale de l'agent renfermé sous la surface, et nous
obtiendrons, en désignant par Q cette quantité :

NV o = 47Q (30)
on
ou :
1 v
— L[ 30
Q= 4wt on do. (30a)

Si la surface elle-méme est chargée d'une certaine
quantité finie de I'agent, S_V aura des valeurs différentes
n

du co6té intérieur et du codté extérieur de la surface, et,
suivant que l'on adoptera I'une ou l'autre de ces Vgleurs,
on obtiendra la quantité de I'agent, non compris ouy
compris celui qui se trouve sur la surface.
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§ 13.

Le principe de Green-Dirichlet et la fonction de Green.

Les autres applications du théoréme de Green sont
surtout fécondes, lorsqu’on le relie avec un certain autre
théoréme. Green a d’abord énoncé celui-cj 80uUS une

forme propre au but proposé, mais il ne Iy pas

démontré d'une fagon strictement mathématique ; il I'a
seulement ramené 3 des bases, qu'au point de vue
physique on considére généralement comme certaines.
Dirichlet lui a donné plus tard une forme plus générale
et I'a démontrs mathématiquement d'une facon plus
rigoureuse. Sous cette forme, on a I'habitude de le dési-
gner sous le nom de principe de Green-Dirichlet, et il
peut s'énoncer: Pour un espace lumité quelcongue, il
existe toujours une fonction u de «, Y, %, et une seule,
que est continue, de méme que ses coefficients diffé-
rentiels du premier ordre, qui satisfait, dons cette
espace enlier & U'équation Ay — 0, et qui enfin a une
valewr déterminée d'avance en, chacun des points de Ig
surfoce.

Je ne reproduirai pas ici la démonstration de ce
théoréme ; je renvoie pour cela & mon ouvrage déja
¢ité sur la fonction potentielle. Il suffira de communi-
quer ici les bases établies par Green pour le théoréme
plus restreint.

Green ne pose pas la condition générale que la fonction
% doit avoir en chaque point de la surface une valeur-
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prescrite quelconque, mais il donne d’'une maniére bien
déterminée la valeur quelle doit y avoir. Choisissons
notamment un point quelconque o' & lintérieur de
lespace domné, et soit » la distance de ce point & un
point de la surface ; « devra avoir en chaque point de

la surface, la valeur — 1, de sorte que la somme -+ %

est nulle. r

Green démontre comme suit l'existence bien déter-
minée de cette fonction . Considérons la surface qui
limite I'espace donné comme une surface conductrice
de Iélectricité, qui se trouve en communication avec le
sol par un fil infiniment mince. Supposons une unité
d’électricité positive concentrée en p'. Celle~ci agira par
influence, repoussera de électricité positive de 1a sur-
face dans la terre, et déterminera une distribation élec-
trique négative telle, que la fonction potentielle totale
aura en tous les éléments de la surface la valeur zéro
qui existe dans le sol. La fonction potentielle se com-
pose de deux parties, d’abord de la fonction potentielle

" due 4 I'unité d'éléctricité concentrée en g/, et ensuite de

la fonction potentielle due & l'électricité accumulée par
influence sur la surface. Si nous nommons u cette
deruiére fonction, nous aurons en tous les points de la
surface I’équation : ’

cette fonction potentielle « satisfait de méme, dans
l'espace donné, & la condition posée relativement 4 1a
continuité ainsi qua I'équation Aw = 0. Si I'on adme)
comme évident en soi que, quand une unité d’électricité
est concentrée en un point quelconque ', il existe une
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distribution électrique, et une seule, satisfaisant & la
condition nécessaire pour I'équilibre, c’est-a-dire & la
condition que la fonction potentielle totale est partout
nulle sur la surface, on aura ainsi démontré I'existence
unique de la fonction «, et on lui aura donné en méme
temps une signification physique bien déterminée, en
tant quelle représente la fonction potentielle de I'élec-
tricité accumulée sur la surface dans les circonstances
indiquées précédemment.

Green fait des considérations analogues pour le cas
ol le point ' est, non plus dans I'espace renfermé sous
la surface, mais dans I'espace entourant celle-ci ; il
imagine en p' une unité d’électricité positive, qui élec-
trise négativement la surface considérée comme conduc-
trice et reliée avec la terre, et il prend pour fonction «
la fonction potentielle de l'électricité négative qui se
trouve sur la surface. Cette fonction remplit de nouveau

la condition d’étre égale 4 — ;1; en tous les points de la

surface, et elle a en outre la propriété que u et gg sont

de petites quantités de l'ordre 1% et E a une distance

infinie R de l'origine des coordonnées ; cecl est essentiel
dans les cas ou, pour avoir un espace limité dans tous
les sens, on adjoint, a4 la surface donnée, une sphére
infiniment grande qui sert de seconde surface limite.

Oun a I'habitude de désigner sous le nom de Jonction
de Green la fonction » ainsi déterminée pour l'espace
intérieur ou extérieur.

s e e
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S 14.

Détermination de ia fonction potenticlle d’un agent
circonscrit par une surface,
a I'aide des valeurs de cette fonction a la surface.

Supposons donnée une surface fermée qui sépare un
espace, renfermant un agent, d'un espace vide, soit que
l'espace extérieur contienne lagent et que lintérieur
soit vide, soit qu'inversement lespace intérieur renferme
lagent et que l'extérieur soit vide. Dans les deux cas,
il peut se trouver également une quantité finie de 'agent
sur la surface méme. Il s'agit de rechercher sil'on peut
déterminer la fonction potentielle dans lespace vide
entier, lorsquon connait cette fonction a la surface
limite.

Considérons d’abord l'espace intérieur comme vide.
En y appliquant I'équation de Green (29), nous suppo-
serons que V est la fonction potentielle 4 déterminer.
Puisque cette fonction et ses quotients différentiels res-
tent finis dans tout l'espace intérieur qui ne renferme
pas d’agent, on peut laisser de coté Iintégrale en dg de

Pexpression générale de V, savoir : v -+ f dg (26), et
. Vd .

considérer v et V comme équivalents. En ce qui con-
cerne U, aprés avoir choisi arbitrairement dans Iespace
un point p' de coordonnées ', ¥', 3, nous poserons

U=u+7},,

en désignant par » la distance de p" au point (%, y, z)
3
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et par  la fonction de Green. Il résulte de la compa-
raison de cette expression avec l'expression générale
(26) u + / d—gl, que dans cette derniére on doit con-
sidérer dg, comme l'élément d'une unité de lagent
concentrée en p'; d’ou il suit que l'intégrale / Vdg, qui

se présente dans l'équation de Green, nest pas autre
chose, dans ce cas, que la valeur de V particuliére au
point p', quenous désignerons par V'. L'équation (29)
de Green prend ainsi la forme suivante :

/‘(u-}-})% do + f(u;r}”)zwdr

1
=fv d-(—ud:—’"ldw 1+ f VAudc — 47V

Puisque maintenant I'agent, dont la fonction poten-
tielle est V, se trouve dans I'espace extérieur ou sur la
surface, et que 'agent, dont la fonction potentielle est u,
se trouve sur la surface, on a pour tout l'espace inté-

rieur :

AV=0 et Au=0.

En outre, la fonction de Green satisfait, & la surface,
4 la condition :

=0,

N

%+

. de sorte que I'équation précédente se simplifie comme
suit :

(o)
fVTdm—4nV'=0,

d’ou I'on déduit :

_ (v +})
= Iz V—-d—n——dw. (31

Si I'on considére que u, bien que n'étant pas connu
fast cependant une fonction parfaitement déterminéey
il résultera de I'équation précédente que, sila fonctior;
potentielle V est connue a la surface, elle est détefminée
en chaque point p' & I'intérieur de Tespace renfermé-
sous la surface, sans qu'il soit nécessaire de donner la
nature de la distribution de l'agent. Pour le calcul réel
de V', il faut encore déterminer la forme particuliére:
de u dans le cas spécial considéré.

En second lieu, considérons 'espace extérieur comme-
étant. T'espace vide pour lequel nous voulons calculer la,
fonction potentielle de I'agent renfermé sous la surface.
Afin de limiter cet espace dans tous les sens, imaginons.
une sphére d'un rayon R infiniment grand tracée autour-
de Dlorigine des coordonnées, de sorte que l'espace a
considérer est compris entre la surface fermée donnée.
et cette surface sphérique infiniment grande.

Choisissons de nouveau dans cet espace un point.
quelconque p’; nous pourrons alors déduire comme
précédemment 'équation (31) ; mais seulement, dans ce
cas, l'intégrale relative 4 la surface doit étre étendye.
non seulement & la surface donnée, mais encore, an
moins provisoirement, & la surface sphérique. |

En ce qui concerne la partie de lintégrale relative &
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Ja surface donnée, nous avons encore quelques remar-
-ques 2 faire. Dans le coefficient différentiel

d(u—}—%)
—

~qui se trouve sous le signe d’intégration, on doit,
-conformément aux conventions ultérieures, compter
-comme positive la normale du c6té de I'espace consi-
déré. Ainsi, tandis que, dans le cas précédent, elle devait
-8tre prise positive vers lintérieur, on doit, dans le cas
-actuel, la compter comme positive vers l'extérieur.
‘Puisqu’en outre ce coeflicient différentiel a des valeurs
différentes des deux c6tés de la surface, on doit toujours
;avoir soin demployer la valeur qu'il a du coté de
Pespace considéré. Ainsi, tandis que, dans le cas précé-
dent, on devait se servir de celle qu’il prend du ¢6té inté-
rieur, on devra, dans le cas actuel, employer celle qui
~convient du c6té extérieur.

Quant & la partie de l'intégrale relative a la surface
infiniment grande de la sphére, il est facile de voir
-quwelle disparait. En effet, on doit négliger toutes les
distances finies vis-a-vis du rayon infiniment grand de la
:sphére, et T'on peut par suite, dans toute I’étendue de

celle-ci, employer pour_1 et V, les valeurs quon obtien-
r

-drait sile point p' se trouvait au centre de la sphére,
-ainsi que tout l'agent compris dans la surface et dont
.-nous désignerons la quantité par Q ; c'est-a-dire :

pour les coefficients différentiels en n, on peut poser :
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: 1
w97
on — _JR ° on ~ Re’

puisque la normale vers l'intérieur a la, direction opposée.
au rayon. Enfin, on peut remplacer I'élément de surface
sphérique dw par le produit R*ds, ou do est un élément
d’angle solide. On obtient ainsi, pour la partie de I'inté-
grale relatiye a la sphére, 'équation suivante

1
0 (u+ )
3 7. . Q 0% 1 N
fV on o~ ﬁ(_‘d*R + ——R2> Rds

_ o 0u 1
of (-r3n+ %) dn
Mais puisque, d’aprés ce qui a été dit au § 13 relative-
. %4
ment § #, IR est une quantité infiniment petite de I'or-.
. .0y
dre E’ le produit Rd_ﬁ est encore un infiniment petit de
T'ordre R’ et par suite, la partie entiére de lintégrale

relative a la surface sphérique est infiniment petite et
pe}lt étre négligée. Ainsi, dans I'équation (31), on ne
doit étendre lintégrale qua la surface donnée, soit
qu'on applique cette équation & lespace intérieur ou &
P’espace extérieur.

En groupant les résultats précédents, nous pouvons:
énoncer le théoréme suivant, applicable aux deux cas »
Les wvaleurs que la fonction potentielle o dans tout
lespace vide, soit intérieur, soit extérieur, sont com-.
plétement déterminées par les valeurs que prend cetls
fonction dans la surface donnée.



— 38 —

Si l'agent ne se trouve que sur la surface méme, le
‘théoréme aura lieu en méme temps pour l'espace inté-
rieur et pour 'espace extérieur, et nous pourrons I'énon-
‘cer comme suit : 87 lon donne, pour un agent distribué
sur une surface fermée, la fonction potentielle dans
la surface méme, cette fonction est par cela seul déter-
minée dans tout Uespace intérieur et extérieur.

Enfin, il faut encore remarquer que les théorémes, qui
'sont ici exprimés pour une surface fermée unique, peu-
vent visiblement s’étendre d'une maniére trés simple a
plusieurs surfaces fermées.

§ 15.

Distribution superficielle qui correspond
a une fonction potentielle donnée dans la surface.

Du théoréme déduit dans le paragraphe précédent
résulte immédiatement le suivant: Sur une surface
fermée, il y a toujours une distribution de U'agent, et
une seule, dont la fonction potentielle. a, en chaque
point de la surface, une valeur donnée davance.

Si, notamment, pour une distribution superficielle,
la valeur de la fonction potentielle est donnée en tous
les points de la surface, cette fonction est, d’aprés le
paragraphe précédent, également déterminée dans l'es-
pace entier intérieur et extérieur; les coefficients diffé-
rentiels de cette fonction sont donc aussi déterminés.
Elevons maintenant en un point quelconque de la sur-
face une normale, que nous considérerons comme posi-
tive dans un sens et comme négative dans lautre ;

d’aprés le § 8, nous aurons, en verty de I'équation (9) et
en faisant e = 1, 'équation suivante :

- H @, -]

dans laquelle % représente, pour le point considéré, la
densité superficielle dans la distribution de I'agent dont
la fonction potentielle est V. Par suite, la densité est
complétement déterminée en chaque point de la sur-
face, et le théoréme ci-dessus est démontré.

On peut encore tirer de 14 une autre conclusion immé-
diate. Si une surface fermée sépare un espace rempli
de Tagent d'un autre espace vide, soit que lespace
extérieur renferme I'agent et que Iintérieur soit vide,
soit que ce dernier contienne I'agent et que l'extérieur
501t vide, la fonction potentielle est déterminée dans
Tespace vide tout entier par les valeurs quelle a dansla
surface limite, ainsi que nous 'avons vu dans le para-
graphe précédent. Or, puisquil y a constamment une
distribution superficielle, et une seule, dont la fonction
potentielle a, sur la surface méme, des valeurs données
d’avance, il y a aussi constamment une distribution
superficielle, et une seule, dont la fonetion potentielle a,
a la surface, des valeurs correspondantes & celles de la
fonction potentielle de 'agent donné, et coincide aussi
par suite avec cette derniére fonction dans I'espace vide
entier.

Il en résulte qu’on peut énoncer le théoréme suivant,
souvent applicable comme simplification des précé-
dents : 8¢ un agent est distribué d'une maniére quel-
congque dans un espace séparé par une surface Jermée
de Uespace restant, cet agent pouvant éire en partie
Situé sur la surface, il y a constamment une distribution
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superficielle, et une seule, qui a dans tout lespace
restant la méme fonction potentielle que Uagent donné.

§ 16.

Détermination, & I'aide de la fonction de Green,
de la fonction potentielle
et de la densité superficielle dans des conducteurs électriques.

Aux conclusions précédentes s'en rattachent encore
quelques autres, qui se rapportent spécialement &
I'électricité.

Soit donné un corps conducteur A chargé d’élec-
tricité ; déterminons la fonction potentielle dans I'espace
extérieur. Nous emploierons dans ce but I'équation
générale (31) :

1 0(u+}")
V= | v—5—"do.

Mais dans lintérieur, ainsi que sur la surface entiére
d’'un corps conducteur, la fonction potentielle est con-
stante, et sa valeur peut sortir du signe d’intégration.
Nous obtenons donc, en désignant par V, cette valeur
constante, que nous appellerons le niveau potentiel du
corps A:

L =‘Yﬁfﬁ(j_‘+ )dw 52)

4in on

i
|
!
.
|
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D'ou il résulte que, pour chaque niveau potentiel du
corps, la fonction potentielle dans tout I'espace extérieur
peut étre déterminée 4 l'aide de la fonction u.

Si la fonction potentielle est déterminée dans tout
lespace extérieur, il en est de méme de la valeur de

()—Z dans le voisinage de la surface, et, a I'aide de cette

derniére, on peut exprimer, d’aprés I'équation (11), la
densité superficielle, de sorte que la maniére dont
Iélectricité communiquée au corps se répand sur la
surface peut étre déterminée au moyen de la fonction w.

Si, au lieu d'un corps A, on en donne plusieurs, A, B, C,
etc., on obtient de la méme maniére -

T 20w+ 1) f (u+

4r )] T on

Ve 0(24 + %)

&) T dw, - ete.,

équation dans laquelle, dw,, dey, dw,, ete., sont des
éléments de la surface des corps A, B, C, etc., les inté-
grales s'étendant aux surfaces des divers corps. La
fonction wu doit naturellement étre déterminée dans ce
cas en considérant en méme temps tous les corps. On
se représentera, pour cela, tous ceux-ci comme étant.
en communication avec la terre par des fils infiniment.
minces, et 'on supposera au point ' une unité d’électri-
cité positive, qui occasionnera, par influence, sur tous.
les corps, une charge négative ; la fonction potentielle:
de toute cette électricité necratwe est alors la fonction #.
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§ 17.
Action d’une enveloppe conductrice et d’un écran conducteur.

Soit donné un corps en forme d’enveloppe, limité par
une surface intérieure et une surface extérieure, et formé
d'une substance conductrice de l'électricité. Nous pou-
vons alors distinguer trois espaces : l'espace intérieur
creux, l'espace extérieur entourant le corps, et lespace
oceupé par celui-ci méme.

Supposons que l'espace creux intérieur renferme des
corps quelconques chargés d'électricité ; il sagit de
cechercher l'état électrique quils détermineront dans
Yenveloppe, et laction qu'ils exercent extérieurement.

Considérons d’abord la surface intérieure de l'enve-
loppe. Imaginons que l'on ait formé le coefficient diffé-

.0V .. e
rentiel g—— dans le voisinage immédiat de la surface,
n

mais toujours dans l'espace creux, en comptant la
normale vers cet espace comme positive. A ce coeffi-
cient différentiel vapplique I'équation (30) du § 12 :

dans laquelle lintégrale se rapporte 4 la surface limitant
le creux, cest-a-dire, a la surface interne de lenve-
loppe ; Q est-la quantité totale d’électricité renfermée
sous la surface, ¢est-a-dire, la quantité d’électricité dont
sont chargés les corps électriques qui se trouvent dans
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I'espace creux. En outre, le coefficient différentiel %Y;,
que T'on considére ici, est celui qui est désigné au § 8
par <%‘7—Z)+ K et auquel s'applique I'équation (11) donnée
en cet endroit :

(g—Y—) = — 4rh,
/40

ol % est la densité superficielle de Délectricité. En
substituant la valeur du second membre dans I'éguation
précédente, on obtient :

f hdew = — Q, (34

Cest-a-dire que, sur la surface intérieure de Uenveloppe,
il se trouve une quantité d'électricité qui est égale et
contraire & celle qui se trouve sur les corps électriques
enveloppés.

Il est indifférent, dans ce résultat, que Tenveloppe
soit en communication avec le sol et soit, par suite,
maintenue au niveau potentiel zéro, ou quelle soit
isolée et mise 4 un autre niveau potentiel quelconque.
Ceci aura seulement de 'influence sur la quantité d’élec-
tricité qui réside sur la surface extérieure.

Considérons maintenant la fonction potentielle dans
T'espace extérieur entourant I'enveloppe. Pour un point
quelconque p' de cet espace, si nous désignons par
V., le niveau potentiel de l'enveloppe, on a I'équation
(32) du paragraphe précédent :

/'0<u + }n)

e 22 e
V———41T o dw.

2/
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11 résulte de 1a que la fonction potentielle extérieure
est complétement déterminée, dés que le niveau poten-
tiel de I'enveloppe est donné, sans quil soit besoin de
rien connaitre sur la maniére dont les corps qui sont
dans l'espace creux sont conformés, arrangés, et char-
gés d'électricité. ’

SiI'enveloppe est en communication conductrice avec
- la terre, V, = 0, et alors, pour tout point extérieur g,
ona V' = 0. D'ou il résulte que les corps électriques qui
se trouvent dans l'espace creux, n'exercent absolument
aucune action & l'extérieur. Leur action est compléte-
ment annihilée par Télectricité contraire qui est
accumulée par influence sur la surface intérieure de
T'enveloppe.

Supposons maintenant, quau lieu d’'une enveloppe
entourant complétement les corps 8lectrisés, on ait un
plateau relativement grand, formé d’une matiére conduc-
trice et placé devant ces corps ; déterminons la fonc-
tion potentielle au dela du plateau. Il n’est pas nécessaire
d'aborder l'examen spécial de ce cas pour reconnaitre
aussitot, sans plus de détails, que le plateau, sl est
suffisamment grand, doit exercer une action analogue
a celle de I'enveloppe, mais non aussi compléte; et que,
par suite, la fonction potentielle au dela du plateau ne
peut guére dépendre que du niveau potentiel de ce
dernier. Ainsi, 8’1l est en communication conductrice
avec la terre, la fonction potentielle aura de ce coté
sensiblement la valeur zéro, lélectricité contraire
-accumulée par influence sur le plateau compensant
presquexactement l'action des corps électriques. On a
I'habitude de désigner un plateau agissant de la sorte
sous le nom d’écran électrique.
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§ 18.

Théoréme général relatif aux actions d’influence.

Pour terminer ces considérations générales, j'établi-
rai ‘encore un théoréme que j'ai communiqué récem-
ment dans les Annales de Wiedemann! ; ce théoréme se
rapporte & I'influence mutuelle de plusieurs corps con-
ducteurs et renferme, comme cas particuliers, plusieurs
théorémes de réciprocité exposés par différents auteurs.

Soit donné un nombre quelconque de corps conduc-

teurs C,, C,, C,, efc., qui agissent par influence les uns

sur les autres. On les charge de deux maniéres diffé-
rentes. Dans la premicre charge, soient

Q,, Q,, Q; ete.,

des quantités d'électricité se trouvant sur les divers
corps, et :

V., V,, V, elc.,

les mweaux potentiels résultants; dans la seconde
charge, soient

Q,, Q,, Q, etc.
V', VY, Vi ete.

les quantités d'électricité et les niveauz poteniiels. On
a alors Uéquation suivante :

V,Q,+V,Q,+V,Q,+ete. = V',Q,+V,Q,+V',Q,Fete. (35)

1. Tome I, p. 493.
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ou plus simplement :
ZVQ = ZVQ. : (352)

Pour démontrer cette équation, imaginons que l'on
trace autour d’un point situé dans le voisinage des corps
une sphére infiniment grande, et appliquons la troisieme
équation de Green & l'espace infini compris entre les
corps et la surface de la sphére, en prenant pour les
deux fonctions qui interviennent dans cette équation
les fonctions potentielles dans la premiére et la seconde
charge, fonctions que nous désignerons par V et V'.
Puisque ces deux fonctions potentielles et leurs dérivées
du premier et du deuxiéme ordre sont partout finies
dans l'espace considéré, nous pouvons écrire I'équation
de Green sous la forme (25), savoir :

fv dw—i—fVAVdr——fV’ do +/V'AVdr

Puisquen outre il n’y a pas d'électricité présente
dans lespace considéré, on a partout, dans cet espace,
les équations :

AV =0 et AV =0;

par 13, l'équation précédente se réduit a :

S vdv’ =/ V’g%dw. (36)

Dans cette équation, les intégrales doivent éire éten-
dues 4 la surface de tous les corps donnés et 4 la surface
infinie de la sphére. Les parties des intégrales se rap-
portant & cette derniére surface sont infiniment petites,
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en vertu des mémes raisons que celles qui ont été déve-
loppées pour un cas semblable au § 14; elles peuvent
donc étre négligées, de sorte qu'on n’a besoin d’étendre
les intégrations qu'aux surfaces des corps donnés.

A la surface de chaque corps, la fonction potentielle
est constante, et la valeur peut en étre extraite du signe
d’intégration, pour chaque partie de l'intégrale qui s’y
rapporte. On peut, d’apreés cela, écrire I'équation précé-
dente comme suit :

oV’ oV v’
fd7d -{—V‘f dw +Vf%dw3+etc.
f———dw + V’fgzd .4V, j‘dde -+ ete.,.

ou dw,, dw,, dw,, etc., sont des éléments superficiels
des corps C,, C,, C,, etc., et ou les différentes inté-
grales s’étendent aux surfaces des divers corps.

En vertu de I'équation (11), on a, comme au para-
graphe précédent, 4 poser pour toutes les surfaces :

av ov' '
%=-—4nh ot = = — 4nh/,

ou & et &' représentent les densités superficielles dans
les deux charges. Il vient ainsi :

v, f Wdw, + 7V, f hdw, 4 V, f hdw, -+ ete.
-V, f hdw, 4+ V', f hdw; + V', f hdw, + ete.

Mais les intégrales qui se présentent encore ici ne
sont pas autre chose que les quantités d’électricité qui
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se trouvent sur les différents corps, et nous obtenons
ainsi I'équation & démontrer :

V,Q,+V,Q,+V,Q 5+ ete. = V,Q,+V',Q,+V',Q,+ ete.

Cette équation se simplifie heaucoup de.ms certaineis
circonstances qui se présentent souvent. Si nous consi-
dérons les termes qui se rapportent a l'un des corps
donnés C;, savoir les deux produits :

ViQ: et ViQ

" ces termes deviennent nuls dans deux cas, de sqrte qg'ils

peuvent alors étre laissés en dehors Qe I'équation. Si le
“corps est en communication conductrice avec le sol, son
niveau potentiel reste nul, quelle que soit la charge du
systéme ; nous devons poser, dans ce cas :

Vi=Vi=0,

&t les produits précédents dispa?ai.ss.ent. Si ensu%jce le
corps est isolé et non électrisé plemltlvement, et il ne
recoit pas d’électricité de l'extérieur lors de }a gharge,
mais §'il éprouve seulement par influence une dls‘tmbu@o,n
inégale de sa propre électricité, sa S}xrfaf:e sera électrisée
en partie positivement, en partie ne.ggt’lverpent, de tellg
sorte que la quantité totale d'électricité qui se trouve a
la surface reste nulle. Nous avons alors & poser :

Q=Q1=0,

et les deux prodmiits précédents disparaissent de n\ou—
veau. En vertu de ce qui précede, on peut poser lg régle
suivante : dans la formation de I'équation (35), on peut
laisser entiérement de coté les corps qui, dans les deux

\
!
[
[
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charges, sont en communication avec la terre ou qui,
étant isolés et non électrisés d’abord, ne recoivent pas
d’électricité dans les charges. .

Supposons, comme cas particulier, que tous les corps,
sauf O, et C,, satisfont 4 I'une des deux conditions indi-
quées. Alors I'éguation se réduit 3 -

VIQ,l + VzQ'z = V’lQl + V’zQz' (37)

Simaintenant nous simplifions encore davantage cette
équation, en faisant des hypothéses particuliéres sur la
maniére dont se comportent les corps C, et C,, nous
parviendrons aux théorémes de réciprocité mentionnés
plus haut.

Imaginons d’abord que, dans la premiére charge,
C, est chargé jusquau niveau potentiel K, tandis que
C, est en communication avec le sol et regoit par
influence la quantité d’électricité Q. ; dans la seconde
charge, C, atteint le niveau potentiel K, tandis que C,,
en communication avec le sol, recoit par influence la
quantité d'électricité Q';. Alors nous avons 3 poser :

Vo=V, =0; V,=V,—K;
Iéquation (37) devient par 13 :

KQll = KQ,

ou:
Q) =Q,. 38

Ainsi, la quantité d'électricité qui est accumulée par
influence sur C,, lorsque C, est chargé jusqua un cer-
tain niveau potentiel, et celle qui est accumulée par
influence sur C,, lorsquon charge C, jusquau méme’
niveau potentiel, sont égales entre elles.
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Supposons ensuite que les deux corps sont isolés et
non électrisés primitivement ; admettons que, dans la
premiére charge, O, recoit la quantité d’électricité E,
sous I'influence de laquelle C, prend le niveau potentiel
V,, et que, dans la seconde charge, c’est C, qui recoit
la quantité délectricité E déterminant par influence
le niveau potentiel V', dans C,. Nous aurons & poser
dans ce cas:

Q2=Q'1=0; QI:Q'Q_=E;
I'équation (37) se transforme en :

VZE = V’lEy
ou:
V, =V,

Ainsi le niveau potentiel que prend par influence le
corps C,, lorsquon charge C, d’'une certaine quantité
d’électricité, et celul que prend par influence C,,lorsqu’on
charge C, de la méme quantité d’électricité, sont égaux
entre eux.

Plus particulierement encore, imaginons que les deux
corps se réduisent & des points, et faisons en outre
E =1 ; admettons enfin qu’il y ait encore, outre C, et
C,, d’autres corps conducteurs en communication con-
ductrice avec le sol ; nous obtiendrons alors, comme
cas particulier pour la fonction de Green, une équation
analogue aux précédentes. Désignons notamment par

“u et u'la fonction de Green pour les deux cas ou l'unité
d’électricité se trouve dans le premier point et dans
le second ; soient en outre » et »' les distances d’un
point quelconque x, ¥, z au premier et au second point ;
10US avons & poser :
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1
V=v+=5 V—wi 1,

y?
I'équation ci-dessus devient par la :

1

==
7

Mais mai g :
: a n’cenan? r, et » sont égaux entre eux,
pulsque 7, est la distance du second point au premier

. . .
et rl’ ,la c‘hstance du premier au second, de sorte
que l'équation se réduit 4 - ,

Uy, =, (40)

c'est-a-dire, que si, pour deux points donnés, on sup-
pose une premiere fois l'unité d’électricits au premier
point et que l'on considére la fonction de Green au
:e‘cgn’d, etsi, la seconde fois, on suppose l'unité d’élec-
ducgce au second point et que I'on considére 1a fonction

¢ Green au premier, on obti $

, lent des valeurs éoales

cette fonction. ) t

Outre les conclusions que nous venons de tirer, comme
exemple-s, dglequa’clon (35), et qui se rapportent 4 deux
cas particuliers tras simples, il est clair quon peut

tirer de la méme équation beaucoup d’autres conclusions
analogues.



CHAPITRE IL

EQUATIONS APPLICABLES AUX BOUTEILLES DE LEYDE.

§ 1.

Considération de deux points trés voisins
“situés en face 'un de Pautre sur les surfaces de corps conducteurs.

Aprés les considérations généljales:\qui précédent, IEOUS
~ examinerons d’une maniére particuliére un groupe dap-
pareils trés importants dans la théorie de l’electrllete,
notamiaent le condensateur, le carreau de Fr’ankhn et
la bouteille de Leyde. Nous considérerons fiabord la
couche intermédiaire isolante de ces 'appar.ells”comme
étant simplement un isolateur parfait, qui n’éprouve
- aucune modification intérieure pendant la charge, et
nous réserverons pour le chapitre suivant.l’e?ca}men des
modifications qui se présentent dans 1’1nter1eu1; .des
“isolateurs, et de linfluence qu'elles exercent extérieu-
rement. ' ,
Au lieu d’'un des appareils ci-dessus, soient d’abord
donnés deux corps conducteurs quelconques Cl, et C,,
dont les surfaces sont situées trés prés I'une de l'autre,

-

|
}

et supposées paralléles, en un certain endroit, de
sorte que la normale & l'une d’elles est aussi normale &
lautre. Désignons par ¢ la longueur de la normale
commune aux deux surfaces comprises entre ces der-
nidres, c'est-a-dire, I'écartement des surfaces, que nous
supposerons trés petit.

La fonction potentielle aura la valeur V, dans le
corps G,, et la valeur V, dans le corps G,, tandis qu'elle
est variable entre les deux corps, ou nous la désignerons
simplewment par V. Pour Pexprimer en un point quel-
congue, nous choisirons le point donné 3 la surface du
corps C, comme origine d’un systeme d’axes rectangu-
laires, dont I'axe des z est la normale élevée en ce point
(comptée comme positive vers l'extérieur) et dont les
axes des « et des y sont deux droites rectangulaires
quelconques dans le plan tangent. Le point choisi
comme origine appartenant encore au corps C,, la fone-
tion potentielle aura la valeur V, en ce point. Si nous
nous en écartons dans la direction de I'axe des z la
fonction potentielle varie, et nous pouvons, en vertu du
théoréme de Taylor, écrire, pour un point distant de z
du corps C, : ’
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V=V, + (g)l z <W)1 73+ (%)1 i35 Tete.,
ou Iindice 1 qui affecte les coefficients différentiels
indique quil s’agit des valeurs de ces coefficients dans
le voisinage immédiat du corps C,. Si nous appliquons
cette équation au point ou I'axe des z rencontre 'autre
corps C,, et pour lequel 2 — ¢, la fonetion potentielle
aura la valeur V, ; d’ou il suit que l'on doit poser :

o oV 02V 02- BV c3
VeVt e+ {3) 1% ) i e



On peut réduire & un seul les deux premiers coeffi-
cients différentiels du second membre, en appliquant
I'équation :

BV .V . PV
A @

qui est vraie pour tout I'espace compris entre les deux
corps.

Imaginons que nous avancions de l'origine des coor-
données, qui est située & la surface du corps C,, dans le
plan des zz, vers un autre point infiniment voisin situé
a lextérieur du corps ou & sa surface, et dont les coor-
données sont dz et dz. La variation infiniment petite qui
en résultera pour la fonction potentielle V sera repré-
sentée par :

az

02V dat, 0*V 0*V
dmdz—*'-'d—zg . _2'+ etc.,

oV
JE 2 T omaz

ov

ou Iindice 1 des coefficients différentiels a été laissé de
¢6té pour plus de simplicité. Pour particulariser davan-
tage, adimettons que cet autre point soit, comme l'origine
des coordonnées, sur la surface du corps C,; la fonction
potentielle aura alors également la valeur V,, et la
différentielle dV du premier membre sera nulle. En
méme temps on peut, dans ce cas, déduire de la forme de
la courbe suivant laquelle le plan des oz coupe la surface
du corps, une relation entre les différentielles da et dz.
Comme Vaxe des o est la tangente & la courbe au point
considéré, nous obtiendrons, en désignant par R, le rayon
de courbure de celle-ci en ce point, 'équation suivante :

SR S
dz—:Fle dx +et0-a

tion (2), il vient :

— B —

dags laquelle on devra prendre le signe supérieur ou
le signe inférieur suivant que la courbe est convexze ou
concave du coté des z positifs, cest-a-dire du coté
extérieur du corps. En substituant cette valeur de dz
dans I'équation qui précéde, et posant en méme temps
le premier membre égal & zéro, nous aurons :

9V (Vv _ 1 9V
Comme cette équation doit étre vraie pour toutes les
valeurs dw, il en résulte que les coefficients des diffé-

rentes puissances de da doivent étre séparément nuls,
ce qui donne :

av il 1 ¢

%-‘—*—0; W;ITI'E=O'

Nous mettrons la seconde de ces équations sous la
forme :

vV _ 1 9V ,
I NP @

On obtient de méme pour le plan des ¥z, si la courbe
suivant laquelle ce plan coupe la surface a le rayon de
courbure R/, :

T WA
IR = @
. 0’V 9°V
En substituant ces valeurs de T et o dans I'équa-
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1, 1\oV k6 ooV
(iﬁiﬁi)aﬁ'&z‘—o

ou :

G

+ i

02V 1 1\9V
(DFE Et)

9

En mettant cette valeur de %zv, qui se rapporte &

Yorigine des coordonnées situées dans le corps C,, 4 la

o

place de <0—y> , on obtient :
1

05°
OV e 1 1 AN
v2=v1+(%)10[1+§(¢E;§Tﬂ+(aﬂ3);——l,2_3
’ + ete. ®)

0z
En effet, d’apres I'équation (11) du chapitre précédent,
si A, est la densité électrique au point en question de la
surface ducorps C,, on a :

On peut encore substituer a (Q—Y> une autre valeur.
1

<%—Y—) = — 4nh ;
~71

par 1a P’équation se transforme en :
¢ 1 1 AN
C V=V, —d4nh, C[l-—i—é(:}: —E;-:F ﬁ;)il‘{‘(%g)l 1373 + ete.

Nous négligerons dans cette équation les termes en ¢
du troisiéme ordre et ceux d’ordre supérieur, et nous
I’écrirons sous la forme suivante :

— BT —.

Vl—V2=47rhlc[1 -+ g(q:Riq:_l'_\J (7)

~ 1 1

Aprés avoir obtenu ce résultat pour le corps C,, ima~-
ginons qu'on refasse entiérement le méme développe-
ment, avec cette seule différence quon parte de la
surface du corps C, pour se diriger vers la surface du
corps C,. L’équation quon obtiendra ainsi peut étre
aussitot déduite de la précédente, en changeant la diffé-
rence V, —V, en V, — V,, en introduisant au lieu de A,
la notation 4, qui représente la densité électrique au
point considéré de la surface du corps C,, puis en rem-
plagant de méme R, et R/, par R, et R/,, qui seront les
rayons de courbure de la deuxiéme surface. Il vient ainsi -

¢ 1 1
V, — V, — dnh, [1 —(ac~3;~)]- 8
2 1 T, & +2 RZ R’2 ()

On peut encore mettre les équations (7) et (8) sous Ia
forme suivante, en y négligeant, de méme que ci-dessus,
les termes d’ordre supérieur :

ﬁvl'—"vz E _l_ _l_
ghl* e s (e )]
1 ___V‘z"‘vl ¢ 1 1
?hE" e [1+2(iRgiRz)]

De la on conclut ce résultat particulier, exprimé par le
premier et le plus important des termes de ces formules,
savoir qu'en chacun des deux points situés I'un en face
de l'autre sur les surfaces, la densité électrique dépend
uniquement de la différence des niveaux potentiels
existant entre les deux corps et de leur distance, et
quelle est égale et de signe contraire pour ces deux
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conducteurs. Le second terme est différent pour ces deux
derniers, mais il dépend seulement, pour chacun d’eux,
de ses propres rayons de courbure, la différence des
niveaux potentiels étant donnée. Si, & Iendroit consi-
déré, les surfaces étaient conformées de telle sorte que
Ton eut :

1 1 1 1
B, TR, "R TR

les deux derniers termes des deux formules seraient
aussi égaux et de signes contraires ; et la différence
entre 2, et — h, pourrait alors seulement étre exprimée
par des termes d’ordre supérieur.

§ 2.

Application des équations au condensateur,
au carreauy de Frankiin et 4 la bouteille de Leyde.

- Nous pouvons appliquer immédiatement les équations
précédentes aux deux plateaux d’un condensateur efc aux
deux armatures d'un carreau de Franklin, et puisque
dans ces cas, les surfaces des deux plateaux des arma-
tures placées en regard 'une de l'autre sont paralléles
dans toute leur étendue, les équations sont valables
non seulement pour un couple déterminé de points
situés en face I'un de I'autre, mais aussi pour les surfaces
entieres. Il faut seulement en exclure les portions qui
se trouvent assez prés du bord, pour que leur distance

4 celui-ci soit une grandeur du méme ordre que ¢,
parce qu'alors les coefficients différentiels supérieurs
deviennent tellement grands, quon ne peut plus négliger
dans les équations les termes que nous avons laissés de
cHté.

En ce qui concerne les bouteilles de Leyde, les sur-
faces des deux armatures situées en face I'une de l'autre,
c’est-a-dire les surfaces limites du verre, sont généra-
lement & peu prés, mais non exactement, paralléles, ce
qui produit un certain écart. Si, notamment, en un point
d’'une des surfaces, on méne une normale & cette surface
ainsi qu'une normale 3 I'antre surface, ces deux nor-
males ne coincident pas exactement, et I'écartement
des deux surfaces mesuré sur chacune d'elles n'est pas
précisément le méme. Toutefois la différence entre les
deux longueurs ne peut étre que trés insignifiante, pour
de faibles écarts de parallélisme. Si nous SUpPpOSOnSs que
ce défaut de parallélisme, c'est-a-dire, l'angle entre les
deux normales, soit une quantité de méme ordre que ¢
{en supposant ¢ mesuré 4 I'aide d'une unité de longueur
correspondante & l'une des dimensions des armatures),
nous reconnaitrons aisément que la différence des écar-
tements mesurés sur les deux normales doit &tre si
minime, que si on désigne I'une par ¢, l'autre peut étre
représentée par une expression de la forme ¢ + me®. La
différence est donc une quantité du troisiéme ordre par
rapport a ¢ et peut étre négligée dans nos équations, ol
nous nous arrétons aux termes du deuxiéme ordre.
Nous pouvons done, dans I'hypothése actuelle, appliquer
les équations du paragraphe précédent 3 la bouteille de
Leyde.

Sinous considérons maintenant les équations 9),il sy
présente encore, pour les appareils en question, d’autres
simplifications relatives au terme qui contient les rayons
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de courbure. Dans le condensateur et le carreau de
Franklin, les surfaces sont planes, les rayons de cour-
bure sont infinis et le terme est nul. Dans la bouteille
de Leyde, ces rayons de courbure ont en réalité des
valeurs finies, mais il existe entre eux une certaine
relation, puisque les surfaces sontparalléles, ou du moins
le sont approximativement. Dans des surfaces paral-
léles, les longueurs des rayons de courbure correspon-
dants ne différent que de la distance ¢, et si les surfaces
ne sont pas entiérement paralléles, mais ne sécartent
du parallélisme que d'une quantité de I'ordre ¢, les lon-
gueurs des rayons de courbure ne peuvent encore
différer que d'une grandeur de I'ordre c¢. Maintenant,
puisque le terme qui renferme les rayons de courbure
est celul de I'ordre le plus élevé que nous considérions
dans les équations, nous pouvons y négliger une diffé-
rence qui est de l'ordre ¢ relativement a la grandeur
de ce terme. Les rayons de courbure des deux surfaces
sont opposés quant aux signes, car les courbes, suivant
lesquelles un plan normal coupe les surfaces, se com-
portent inversement, en tant que vers lextérieur I'une
est convexe et 'autre concave. En laissant de coté les
indices, nous pouvons done, si nous désignons par R et
R' les rayons de courbure de la premiére surface,
représenter par — R ef — R' ceux de la seconde. Les
équations (9) se transforment ainsi en :

o, Y=V, ef .1 1)'
S b= [1+2(iRiR’J

izt g(siea))

ol o

47c

et de 14 on déduit en outre :
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hy=—h, [l—l—c( xé;%,}]. 1y

Il existe encore entre deux auires quantités, qui
dépendent de 74, et — £, une plus grande coincidence
gquentre ces derniéres mémes. Considérons sur la pre-
miére surface un élément dw,. Imaginons un nombre
infini de normales élevées & la surface le long de son
périmetre ; ces normales détermineront sur la seconde
surface un élément que nous regarderons comme cor-
respondant, et que nous désignerons par de,. Les
quantités d’électricité qui se trouvent sur ces deux élé-
ments sont 4 d», et 2,de,. On établit par de simples
considérations géométriques que ces deux éléments de
surface ont entre eux la relation suivante, en négligeant
les termes d’ordre supérieur :

do, = do, [1+c< + % + %)J (12)

Si I'on multiplie entre elles les équations (11) et (12), le
terme affecté du facteur ¢ disparait, et si lon néglige le
terme affecté du facteur ¢*, on aura:

hydeo, = — hdw,, (13)

c’est-a-dire que les quantités d’électricité qui se trouvent
sur deux éléments de surface correspondants sont,
abstraction faite du signe, égales entre elles 4 une
quantité prés, qui est de l'ordre de ¢, relativement & la
valeur totale.

Ce qui est vrai pour deux éléments de surface corres-
pondants doit I'étre aussi pour deux portions finies de
surface qui sont telles, que les normales élevées sur le
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contour de l'une déterminent celui de Tautre. Les

quantités d’électricité qui se trouvent sur ces portions

finies de surface doivent aussi étre égales entre elles &
une quantité prés, dont le rapport a la quantité totale
n'est que du second ordre relativement & c.

$ 3.

Compléments gui sont encore néeessaires
dans {es équations précédentes.

Les équations développées dans les deux paragraphes:
précédents sont celles que Green a déduites pour le
condensateur, le carreau de Franklin et la bouteille de
Leyde, et elles forment la base de la théorie relative &
ces appareils. Mais en considérant la chose de plus prés,
on trouve que ces équations ne contiennent pas encore
tout ce & quoi on doit avoir égard dans ces appareils.

Dans la suite, nous ne parlerons que de la bouteille
de Leyde ; ce que nous en dirons s’appliquera égale-
ment au carreau de Franklin et au condensateur, et
deviendra méme plus simple si, dans ces deux der-
niers, les deux plateaux métalliques sont supposés plans,
paralléles, égaux et exactement situés I'un vis-a-vis de
Pautre sur des perpendiculaires communes.

Il s'agit surtout, dans l'analyse mathématique de ces.
appareils, de déterminer les quantités d’électricité qui
se trouvent sur les armatures lorsque I'on donne leurs
niveaux potentiels (c’est-a-dire les valeurs de la fonction
potentielle pour ces armatures) ; ou, d’'une maniére plus
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générale, il sagit de trouver les équations qui ont lieu
entre les deux niveaux potentiels et les deux quantités
d’électricité.

Les équations (10) de Green nous donnent les densités
électriques %, et A, sur les deux faces des armatures
tournées I'une vers l'autre ; et si 'on forme, au moyen
de ces valeurs, les produits 4,dw, et A,dw,, ol de, et
dw, représentent les éléments des deux surfaces, et si
Ion intégre ces expressions pour des portions finies de
surface, on obtiendra les quantités d’électricité qui se
trouvent sur celles-ci. Mais il est & remarquer que
les équations (10) ne sont pas tout & fait générales.
Nous avous déja dit plus haut que ces équations ne sont
applicables que si la distance des deux surfaces dans
Tendroit considéré est trés faible relativement aux
dimensions des armatures, puisque mnous y avons
négligé les termes d’ordres supérieurs relativement &
c. Dans le cas -actuel, on doit encore tenir compte
d’une autre circonstance. Les armatures d'une bou-
teille de Leyde sont de minces feuilles de métal
terminées par des bords aigus. Sur ces bords, l'élec-
tricité se comporte d'une maniére particuliére, en ce
que, pour une méme valeur de la fonction potentielle,
elle Saecumule beaucoup plus sur les bords que sur les
portions de surface qui en sont éloignées. On ne peut
donc appliquer ces équations qu'aux parties des faces
des armatures tournées l'une vers l'autre, qui sont
assez éloignées des bords de celles-ci pour qu'on puisse
regarder I'éloignement du bord comme considérable
vis-a-vis de la distance des armatures, ou vis-a-vis de
I'épaisseur du verre, comme nous pouvons le dire plus
simplement dans le cas de la bouteille de Leyde. On
pourra considérer la densité électrique comme con-
stante sur ces parties, pour autant que I'épaisseur
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du verre soit supposée constante. Mais, dans le voisinage
des bords, la densité électrique aura des valeurs plus
grandes.

On voit par 13 que les intégrales que l'on obtient en
employant simplement pour %, et A, les valeurs (10), et
en effectuant l'intégration pour les surfaces totales des
armatures, doivent étre affectées d’'une inexactitude dont
la grandeur dépend de I'étendue, de la forme et de la
position des bords. En outre, il faut encore remarquer
quen effectuant I'intégration pour les surfaces des arma-
tures, on suppose tacitement que ces deux armatures
s'étendent également loin, de telle sorte que leurs bords
se trouvent perpendiculairement I'un vis-a-vis de I'autre.
Mais, enréalité, cette condition n'est pas toujours exac-
tement remplie, et, par suite de cette circonstance, il y
aura également une erreur, & la vérité généralement
assez faible, dans le résultat.

Green a commis une autre négligence importante. Il
ne considere que les quantités d’électricité répandues
sur les faces des deux armatures qui se trouvent
I'une vis-a-vis de lautre, et il ne tient pas compte
des quantités d’électricité répandues sur les autres faces.
Dans la charge ordinaire, ces dernidres quantités sont,
a la vérité, beaucoup moindres que les premiéres ; toute-
fois, dans certains cas, elles ont de Timportance, en ce
que ce sont elles surtout qui occasionnent la différence
des quantités d’électricité répandues sur les deux arma-
tures.

Les valeurs déduites des équations de Green devront
donc étre complétées par d’autres valeurs relatives aux
circonstances précédentes, si lon veut représenter
exactement les quantités d’électricité répandues sur les
armatures.
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§ 4.
Examen de quelques cas particuliers simples.

Dans le but de faciliter l'exposition, nous consi-
dérerons, avant de passer a la recherche des équations
générales pour des bouteilles de Leyde de forme quel-
conque, quelques formes spéciales qui peuvent se traiter
d’'une maniére particuliérement simple.

La premiére forme que nous choisirons ne peut pas se
présenter en réalité ; mais si on se la figure comme
existante, elle doit étre soumise essentiellement aux
mémes lois que les bouteilles ordinaires et elle conduit
a des résultats trés simples. Le vase de verre sera
supposé étre une sphére creuse entierement fermée,
ayant partout la méme épaisseur ; elle sera recouverte
d’étain sur toute sa surface tant intérieure qu'extérieure.
Sur I'armature intérieure se trouve une certaine quantité
d’électricité M, qui y est parvenue d’une facon quel-
conque, et sur larmature extérieure se trouve la
quantité d'électricité N. On demande quelles sont les
valeurs de la fonction potentielle sur les deux armatures.

Chacune de ces deux armatures est limitée par deux
surfaces sphériques, que nous nommerons face intérieure
et face extérieure, et, puisqu'il ne peut y avoir d'électricité
décomposée A l'intérieur d'un conducteur, les quantités
d’électricité M et N se trouvent sur ces faces. Nous
désignerons les quantités d’électricité qui se trouvent
séparément sur les quatre surfaces respectivement par
M,, M,, N, et N,, en partant de I'intérieur, de sorte que
TOUS avons a poser :
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M,+M,=M, N,+N,=N. (14)

On reconnait de suite, en ce qui concerne ces quatre
quantités d’électricité, que, pour autant que des forces
électriques étrangéres n’agissent pas en méme temps,
elles sort réparties uniformément sur les surfaces corres-
pondantes, et, on peut ainsi appliquer & chacune les
équations qui sont valables pour une.quantité d’électri-
cité distribuée d’une maniére uniforme sur une sphére,
équations que nous ne citerons que brievement ici.

Dans l'espace creux enfermé par une surface sphé-
rique recouverte uniformément d’électricité, la fonction
potentielle est constante, et, si 'on désigne par « le
rayon de la sphere, par /4 la densité électrique et par
Vi la fonction potentielle intérieure, on a I'équation

Vi = 4dnhr. ' (15)

Puisque laire de la surface sphérique est 4mr®, la
quantité totale d’électricité qui se trouve sur cette
surface Sexprime par 4m°h, et en désignant par Q cette
quantité d’électricité, nous pouvons écrire :

Vi== —. (154)

3O

A Yextérieur, la fonction potentielle, que nous désigne-
rons par Ve, est variable, et si / représente la distance
du point considéré au centre, on devra poser :

(16)

1. Voir mon ouvrage sur la fonction potentielle, p. 103.

|
@
!
g,
f
.
.
;:%
-
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Appliquons maintenant ces équations aux quatre sur-
faces sphériques désignées ci-dessus. Pour en exprimer-
les rayons, désignons par @ le rayon de la face inté-
rieure de la sphére de verre, par ¢ I'épaisseur du verre
et par 8 ety les épaisseurs des deux armatures; les
rayons des diverses surfaces sont alors, en partant de
Pintérieur: ¢ — B, a,a + ¢, @ + ¢ + 5.

Considérons maintenant un point quelconque dans
Parmature intérieure et soit ! sa distance au centre ; ce
point se trouve dans l'espace extérieur par rapport 4 la
face interne de l'armature intérieure et dans Iespace
intérieur relativement aux trois autres surfaces sphé-
riques. Nous avons donc & appliquer ’équation (16)a la
quantité d’électricité M, et I'équation (15,) aux quantités
M,, N, et N,, en introduisant pour » les rayons conve-
nables. Désignant par F la fonction potentielle totale
dans Parmature intérieure, il vient :

N,

+ a+c+vy’

+

+ (17)

a + e

Considérons ensuite un point a lintérieur de Varma-
ture extérieure, et soit / sa distance au centre; ce point
est dans l'espace intérieur relativement & la face externe
de larmature extérieure, et dans l'espace extérieur
par rapport aux trois autres surfaces sphériques. Nous
devons donc appliquer I'équation (15,) & la quantité
d’électricité N, et 'équation (16) aux quantités M,, M,
et N, ; de sorte que nous obtenons, en désignant par G
la fonction potentielle dans Parmature extérieure :

zm:f )

Dans Tintérieur de chaque armature, la fonction
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potentielle doit étre constante, c’est-a-dire, indépendante
de I. Cela n'est possible pour F, que si

M, —=0; (19)
o il suit, en vertu de (14) :
M, = M. (20)

Si, en outre, G doit étre indépendant de 7, on doit
avoir :

M, +M, +N, =

d’ou il suit, en ayant égard aux deux équations précé-
dentes :

N, =—M, (21)
et 4 Taide de cette équation, on tire de (14) :
N, =M+ N. 22)

En substituant ces quatre valeurs dans les équations
(17 et 18), celles-ci se transforment en

_ c M4+ N
_a(a—i—c)M—l—a—}—c—i—y
(23)
G M+ N
atc+vy

Résolvant ces équations par rapport 4 M et N, on
obtient :

M=W(F_G)

(24)

M(G—F/%—(a%—c‘%—ﬂ G.

Cc

N:
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Si on désigne laire de la face interne de la sphére de
verre par s, on a § = 4na’, et on peut, par suite, écrire
comme suit les équations précédentes :

M =ﬁ(1+§) (F—a)
(25)

N—i(1+2)6—P+@+otya

SiFarmature extérieure est en communication conduc-
trice avec le sol, on a & poser : G = 0. Par 13, il vient

N = —M eton a entre M et F la relation simple :
s ¢

Un autre cas spécial, qui est relativement facile &

‘traiter, est celui du carreau de Franklin 4 armatures

circulaires. Je I'ai considéré d’'une maniére approfondie
dans un mémoire paru en 1852, dont je communi-
querai ici quelques résultats. Si a est le rayon des
armatures circulaires et ¢ leur distance mutuelle, les
équations en question sont :

F—6G) 3
(27

M— N=

(1+iz 1768&)

M+N=%(F—[—G).

1. Ann. de PoGa. t. 86, p. 161.

2. 1l a paru plus récemment un beau mémoire de Kirchhoff, « zur
Theorie des Condensators » (Monatsberichte der Berliner Acade-
mie, mars 1877), dans lequel on donne, pour le méme cas, 'équation

suivante :

16110; F — G)

a’ c
M—N=2 (1+ =05
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Ajoutant ces équations 'une & lautre et les retranchant

I'une de l'autre ; introduisant en outre la notation s pour

laire d’'une des armatures, c’est-a-dire pour la quantité
a®, nous obtenons :

(T (e T P
(28)
T (R (R T S,

De méme, on peut aussi exprimer F et G par M et N et
en général deux des quatres quantités M, N, F, G par
les deux autres.

Pour le cas ou une des armatures, que nous consi-
dérons comme la seconde, est en communication con-
ductrice avec le sol, et ou, par suite, G a une valeur
nulle, il suffit de connaitre une des trois quantités

restantes M, N et F, pour déterminer les deux autres.
On obtient, par exemple :

47w[ ( 17 68a +2)]

+
=__4i[ a_c_( 17,68 a —2)]F

c

-dans laquelle e représente 1a base des logarithmes népériens. Cette
-équation concorde, comme on le voit, avec la mienne guanta la

forme, et de méme le facteur constant -e— différe peu du riombre

17,68 que j’ai calculé comme valeur approchée d'un développement

-en série.

§ 5.

Equations générales pour deux corps quelconques.

Pour pouvoir former les expressions'correspondantes
pour les deux armatures d'une bouteille de Leyde de
forme quelconque, nous considérerons d’abord la chose
d’une maniére plus générale et nous admettrons que
I'on donne, au lieu des deux armatures, deux corps
conducteurs quelconques A et B. Dans le voisinage de
ces corps peuvent se trouver encore d’autr'es conducteurs
quelconques, que nous supposerons soit en commu-
nication conductrice avec le sol, soit isolés, en ajoutant,
dans le dernier cas, la condition qu’ils ne recoivent pas
délectricité. Nous déduirons pour ces corps A et B
certaines équations générales relatives a leur 'inﬂuenc.e
réciproque, équations que nous pourrons ensuite appli-

_quer aux deux armatures de la bouteille de Leyde.

Mettons d’abord le corps A en communication avec
le sol et isolons lautre B; dans ces circonstances,
chargeons B d’électricité jusqu'au niveau po_tentiel —K.
Sur le corps A, dont le niveau potentiel doit rester nul
4 cause de sa communication avec le sol, il s’a}cgqmu?
lera par influence une certaine quantité d’électmmfue’qm
sera, dans tous les cas, proportionnelle & la quantité K,
et que nous désignerons en conséq'uenc? par_a'K". Nf)us
représenterons par — 0K la quantité d’électricité qui se
trouve simultanément sur B, et qui doit étre_égalen'lent
proportionnelle au niveau potentiel K, mais en signe
contraire. Les facteurs a et b, qui entrent dans ces deux
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expressions, sont des constantes positives qui dépendent
de la grandeur et de la forme des corps A et B, ainsi
que de la position que chacun occupe par rapport &
lautre et par rapport aux autres corps conducteurs
qui se trouvent dans la sphére d’influence.

Aprés que cette charge est effectuée, qu'on s'imagine
que la communication entre le corps A et le sol soit
interrompue, de sorte que les deux corps A et B sont
maintenant isolés. Dans ces circonstances, communi-
quons aux deux corps autant d’électricité de méme
nature qu’il est nécessaire pour que le niveau potentiel
varie d’'une quantité K' sur les deux corps. Ces quan-
tités d’électricité sont les mémes que celles que l'on
devrait employer si les deux corps isolés n’avaient pas
été d’abord électrisés, et si I'on voulait les porter au
méme niveau potentiel K'. Comme ces quantités d’élec-
tricité sont proportionnelles au niveau potentiel K,
nous les représenterons par oK' et BK' o « et B sont de
nouveau deux constantes positives dépendant de la
grandeur, de la forme et de a position des corps.

Les états des deux corps, résultant de ces deux opé-
rations consécutives, peuvent s’exprimer de la maniére
suivante :

Niveau potentiel : K’
Quantité d’électricité : aK - oK.

Niveau potentiel : — K + K'
Quantité d’électricité : — K + PK'.

Corps A ;
Corps B ;

- Admettons, comme cas particulier, que
— K+ K =0,
d’ou :
K'=K;
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alors les états des corps, aprés les deux opérations,

seront les mémes que ceux quils auraient pris, si le
corps B avait été simplement mis en communication

avec la terre, et maintenu ainsi au niveau potentiel
zéro, tandis que I'on aurait isolé le corps A et quon
Paurait chargé d’électricité jusqu’au niveau potentiel K.
Draprés I'équation (38) du chapitre précédent, la quan-
tité d’électricité accumulée par influence, dans ces
circonstances, sur B, doit étre égale et de signe con-
traire & la quantité d’électricité oK, que prend le corps A
lorsqu’il est en communication avee la terre, tandis que
B est chargé jusqu’au niveau potentiel K. Nous pouvons
donc, en remplacant dans l'expression de la quantité
d’électricité qui se trouve sur B, la quantité K' par K,
former I'équation suivante :

— VK 4 PE = — 0K,
d’ou résulte:
b=a-B.

Nous avons ainsi déterminé l'une des quatre con-
stantes introduites plus haut ; nous pouvons retourner
maintenant au cas plus général, dans lequel K’ n'est
pas égal &4 K, et remplacer b par la valeur trouvée,.
dans les expressions qui représentent les états des deux.
corps. Nous obtiendrons ainsi :

o A Niveau potentiel : K';
orps Quantité d’électricité : oK + oK.
Corvs B ; Niveau potentiel : — K - K';
orp Quantité d'électricité : — oK + B (— K + K/).

Nous allons mettre sous une autre forme un peu plus
commode le résultat de I'analyse précédente, qui se
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trouve consigné dans ces expressions. Au lieu de
conserver dans les formules les niveaux potentiels rela-
tifs aux deux opérations successives, nous représen-
terons par une lettre le niveau potentiel final de chacun
des deux corps. Soient F celui de A, et G celui de B.
Nous aurons a poser :

K'=F,

—K+K=a,
.et par suite :

K=F—G.

Désignons en outre par M et N les quantités d’électricité
qui se trouvent définitivement sur les deux corps. Nous
pourrons alors, d’aprés ce qui précede, former les deux
équations suivantes, qui sont valables pour chaque
-couple de deux corps conducteurs soumis 4 leur influence
mutuelle, tandis que tous les autres corps conducteurs,
qui se trouvent dans la sphére d’influence, ou bien
sont en communication avec le sol ou, au cas ou ils
sont isolés, ne contiennent aucune électricité commu-
niquée :

M =q (F — G) -+ «F.
N —a (G —F) + 6.

z
%
i,
|
%
\E
|

8 6.

Détermination du coefficient & pour des bouteilles de Leyde.

Si nous appliquons ces équations aux deux armatures
d'une bouteille de Leyde, nous pourrons déterminer,
d’'une maniére plus précise, les quantités a, « et 8. Nous
considérerons larmature intérieure comme étant le
corps A, et l'extérieure comme étant le corps B.

Admettons d’abord que larmature extérieure soit
chargée jusqu’au niveau potentiel G, tandis que l'inté-
rieure est en communication avec la terre. La quantité
d'électricité qui se trouve, dans ces circonstances, sur
larmature intérieure, se trouvera par la premiére des
équations (30), en y faisant F = 0 ; on aura donc :

M = — aG. (31)

En outre, on peut déterminer-dans ce cas, par des con-
sidérations directes, la quantité d’électricité M avec un
certain degré dexactitude.

En effet, il n'y a, sur l'armature intérieure, que la
quantité d’électricité qui est retenue par lattraction de
celle qui charge I'armature extérieure ; on peut donc en
conclure que I'électricité qui se trouve sur l'armature
intérieure est concentrée tout entiére sur la face de
celle-ci qui est tournée vers I'armature extérieure..On
peut déterminer la densité de Délectricité sur cette
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surface au moyen de I'équation (10), en y faisant V, = G,
et V, = 0. Cette équation deviendra ainsi :

hy— — 40[1+( 1:&%)].

Soit maintenant dw un élément de la surface externe
de l'armature intérieure, ou, comme on a I’habitude de
le dire plus simplement, un élément de surface de
Parmature intérieure, en considérant comme égales
entre elles la surface interne et la surface externe d’une
méme armature. Multiplions les deux membres de
Iéquation précédente par cet élémeunt de surface, et
formons les intégrales, qui doivent étre étendues a toute
la surface de l'armature intérieure; nous obtiendrons
ainsi 1'équation :

fhdw————[/dw—}— f( L R,)dm] 32)

On peut déterminer immédiatement la premiére des
intégrales du second membre, dans le cas ot I'épaisseur
¢ du verre est constante. Si I'on représente par s la
surface de I'armature intérieure, on aura :

s
<= 33)
Si I'épaisseur ¢ du verre n'est pas constante, nous
introduirons upe valeur moyenne c¢,,, déterminée par
Téquation :

ao _ $ (34)

¢ Cm,
En substituant cette valeur dans'équation (32), celle-ci
devient :

—_T7 —

o =— 43[ +1 f( é—,)dw].

ou bien :
fhdw-———GMcm[ +2Sf( %)dw].(%)

Cette expression de I'intégrale / 'hldco n’est pas com-
plétement identique & la quantité d’électricité M qui se
trouve dans les circonstances mentionnées sur l'arma-
ture intérieure ; elle s'en écarte un peu, parce que, dans
le voisinage du bord, la densité -électrique est plus
grande que celle qui est donnée par l'expression de A,.
Mais, d’apres ce qui a été dit au paragraphe 3, cet
€cart est une quantité telle, que, si on 'exprime comme
une fraction de I'intégrale, elle décroit avec I'épaisseur
de verre, de telle sorte quelle devient infiniment petite
pour une épaisseur de verre infiniment mince (3 sup-
boser que le verre puisse s’amincir 4 ce point, sans
perdre son pouvoir isolant). Comme il existe dans la
parenthese carrée de I'équation précédente un terme
qui est affecté du facteur ¢,,, et qui jouit donc aussi de
la propriété de diminuer et de devenir infiniment petit
-n méme temps que I’épaisseur du verre, nous pourrons
renfermer ce terme, ainsi que l'écart précédent, sous
un seul signe, et nous représenterons par J la quantité
résultante qui devra étre ajoutée 4 1, & lintérieur de la
parenthése. Nous aurons ainsi :

M=—G

(14 o). (36)

4‘ECm

Puisque, d'aprés I'équation (31), on peut poser pour M
Texpression — a, I'équation précédente devient :
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) s
—aG=—‘G’m(1+S),
et si nous éliminons la quantité — G, nous obtenons
Péquation :
s
= 3). 37
2= Tnom 1409 (37)

Le coefficient @ est ainsi déterminé & la quantité o pres,
qui est trés faible relativementa 1.

8§ 7.
Signification des coefficients « et B pour des bouteilles de Leyde.

Voyons maintenant jusqu'a quel point on peut déter-
miner les coefficients « et {.

Conformément & ce que nous avons dit de ces deux
coefficients, nous pouvons les définir de la maniére
suivante pour une bouteille de Leyde: Si lon wveut
charger les deux armotures de la boulelle, de telle sorte
que la fonction potentielle ait pour toules les deux lo
valeur commune 1, les quantités d’électricité nécessaires
seront o ef B.

Imaginons maintenant qu'aprés que cette charge des
deux armatures 4 un niveau potentiel commun est effec-
tuée, on les mette en communication par un conducteur,
par exemple au moyen d'un fil trés fin traversant la
couche isolante ; cela n'occasionnera aucune différence,
ni dans la distribution de I'électricité, ni dans le niveau
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potentiel. Imaginons en outre que les plateaux métal-
liques qui forment les deux armatures se rapprochent de
plus en plus, de sorte quils arrivent enfin au contact,
et peuvent étre considérés comme un simple plateaun
métallique de la forme d'une des armatures; de cette
maniére, le niveau potentiel commun ne pourra varier

que d'une quantité qui est de I'ordre \/i; par rapport

a sa valeur primitive 1, c'est-a-dire de l'ordre du rap-
port de la distance des plateaux & leurs dimensions. Si
le niveau potentiel devait rester constamment égal 41,
tandis que les plateaux se rapprochent jusquau contact,
la, quantité totale d’électricité « - 8 devrait subir une

petite variation qui serait également de l'ordre —‘/c—— par
s

rapport & la valeur primitive de cette quantité. Mais
comme la quantité « 4 2 est déja faible relativement
a @, puisque son expression ne renferme pas, comme
celle de ¢, la distance ¢ au dénominateur, nous négli-

.. . ) c .
gerons une variation qui est de 'ordre e relativement
s

4 la valeur totale de « + @, et nous pourrons énoncer la
proposition suivante comme approximativement vraie :
St lon imagine que lune seulement des deux armatures
existe, la quantité « 4 (B sera approximativement
égale a la quantité d’électricité que Uon devrait commu-
niquer & cette seule armature pour la charger jusquan
niveaw potentiel 1.

De cette maniére, la somme des deux coefficients
a et {est, sinon réellement déterminée, du moins
ramenée a un cas plus simple, au moyen duquel on
peut se faire une idée de la grandeur dont il sagit, 4
supposer méme qu’on ne pousse pas plus loin le calcul.

Pour ce qui regarde le rapport des deux coefficients
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« et  entre eux, il dépend surtout de la courbure des
deux armatures. Si elles sont planes comme dans le
carreau de Franklin, et si en outre elles sont parfaite-
ment égales entre elles, et que leurs bords se trouvent
partout perpendiculairement l'un vis-4-vis de lautre,
les deux coefficients « et. seront égaux entre eux.
Pour le cas encore plus spécial ou les armatures sont
circulaires, « et B ont, comme on le voit par (28), la

a .
valeur commune ~,0ua est le rayon du cercle. Si les

deux armatures sont courbées de telle sorte que l'une
renferme entiérement 'autre, le coefficient «, relatif &
Tarmature intérieure, sera égal a zéro, et le coefficient
8, relatif & lextérieure, aura la valeur déterminée
précédemment pour la somme. Pour la surface sphé-
rique traitée dans le § 4, 3 a, ainsi qu’on le voit par les
4quations (25), la valeur @ + ¢ + y, ol @ représente le
rayon de la face intérieure de la sphére de verre, ¢
Iépaisseur du verre et y I'épaisseur de 'armature exté-
rieure. Si enfin, comme c¢’est le cas dans les bouteilles
de Leyde ordinaires, I'une des armatures entoure l'autre
en partie seulement, il est aisé de voir, en comparant
ce casaux deux autres, que le coefficient «, relatif a
l'armature intérieure, doit étre plus petit que le coef-
ficient 8 relatif a 'extérieure.
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Forme.commode des équations.

Revenons maintenant aux équations (30). Rempla-
¢ons le coefficient a par lexpression (37), et écrivons
simplement ¢ au lieu de ¢, en entendant par c¢ I'épais-
seur moyenne du verre, déterminée par I'équation (34).
Nous ne changerons rien aux coefficients « et . Nous
aurons alors les deux équations suivantes, relatives a
une bouteille de Leyde chargée :

[

5 1\1=£T5(I+BJ(F—G)+::¢F;

s (38)
( N=3— 013G —F -+ 8

Nous poserons, pour abréger :

47

X

d’ou il résulte que cette gquantité x dépend surtout de
I'épaisseur du verre, et est approximativement égale a
4rc. Nos deux équations prendront ainsi la forme plus

simple :
s
5 M="(F —G)+ oF ;

\ (40)
( =, G—F) + .
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<

Quand on fait usage des bouteilles de Leyde, l'arma-
ture extérieure est généralement en communication
avec la terre. Dans ce cas, on doit poser G = 0, et les
deux équations deviennent ainsi :

g M= (‘—j -+ a)F.;
' (41)

N=—>Ff.
Z

Comme, dans ce dernier cas, il est utile de pouvoir
comparer aussi simplement que possible la quantité
d’électricité M, qui se irouve sur larmature intérieure,
avec la valeur F du niveau potentiel sur cette méme
armature, nous introduirons, outre la lettre grecque =,
la lettre %, dont la signification est déterminée par

I'équation suivante :

N|»

+ a, (42)

i

d’ot 1l résulte :
k== _..__-y' ” — 4me
1+ « E 1+38+«

ime (43)
s
Les équations générales (40) deviendront par 14 :
S
| m—fE -0,

E
(44)

§
S
[ n= (<) e—m+ee
ot les 6quations plus particuliéres (41), qui se rapportent

au cas ol Varmature extérieure est en communication
avec la terre, se transforment en :

_ Au moyen des équations (40), ou de ces mémes équa-
tions , mises sous leur forme (44), on pourra, étant
df)nnees deux des quatre quantités M, N, F ,et G
d.eterl’miner les deux autres. De méme, dansjle cas pari
ticulier ot I'armature extérieure est en communication
avec la terre, on pourra, au moyen des équations (41)

ou (45), déterminer deux des ité
9), quantités M,
fonction de la troisiéme. N Fen



CHAPITRE IIL.

THEORIE DES MILIEUX DIELECTRIQUES.

v/pl
-

Manidre dont se comporte [a couche isolante interposée.

Dauns le chapitre précédent, nous avons considéré la
couche qui sépare l'un de lautre les deux plateaux
d'un condensateur, ou les deux armatures d’'un carreau
de Franklin ou d’'une bouteille de Leyde, comme étant
simplement un isolateur parfait, dont I'état électrique
ne se modifie pas sous linfluence de 'électricité qul se
trouve sur les plateaux ou sur les armatures; par
suite, cette couche ne peut non plus exercer aucune
réaction électrique. Déja Faraday, et apres lul Wern.
Siemens, ont observé que la maniére de se comporter
d'un condensateur électrique dépend essentiellement
encore, pour un méme écartement des plateaux, de la
nature de l'isolateur qui se trouve entre eux. Faraday
a2 méme tiré de la lidée que les plateaux chargés
d électricité n'agissent pas directement l'un sur l'autre
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a distance, mais que l'action ne peut avoir lieu que par
Pintermédiaire de la substance qui se trouve entre eux,
et il a appelé didlectrique une substance qui, sans con-
duire I'électricité, transmet l'action exercée & distance
par celle-ci. On peut dailleurs conserver cette déno-
mination, méme si I'on ne se rallie pas enti¢rement
a la maniére de voir de Faraday, et si l'on admet quil
existe en réalité une action directe de l'électricité a
distance, mais que cette action est modifiée par la
substance qui se trouve interposée.

Plus récemment Boltzmann®, Wiillner?, etc. ont fait
progresser, par des recherches expérimentales ingé-
nieuses, nos connaissances sur la maniére dont se com-
portent les substances isolatrices de I'électricité ;-et
Von peut conclure sans aucun doute, des résultats de
ces expériences, que laction de l'électricité a tiravers
différentes substances isolantes a lien avec des inten-
sités trés différentes.

A ce changement d’état, éprouvé par le verre employé
comme couche isolante dans une bouteille de Leyde
sous l'influence des électricités qui se trouvent sur les
armatures, changement en vertu duquel il agit récipro-
quement sur ces électricités, se rattache aussi le résidu
que l'on observe aprés la décharge d’une bouteille de
Leyde ; la formation de ce résidu, au sujet de laguelle
R. Kohlrausch® a exécuté des expériences de mesure
de grande valeur, a donné plusieurs fois Toccasion de
discuter la maniére dont se comportent les substances
isolantes.

Toutes les recherches sur ce sujet sont rendues
considérablement plus difficiles par ce fait que le verre

1. Sitzungsberichite der Wicner Academie, 1873 et 1874.
2. Ann. de WIEDEMANN, t. 1, p. 247 (1877).
3. Ann. de Poaé, t. 91.



et les autres substances employées comme isolantes ne
sont pas des isolants parfaits. Certaines espcces de verre
conduisent si bien, quelles sont absolument inutilisables
a la confection des bouteilles de Leyde ; les électricités
des armatures pénétrent trés rapidement dans le verre et
8’y compensent, de sorte que la charge se perd presque
complétement en irés peu de temps. D'autres espéces
de verre conduisent en réalité beaucoup moins, mais
ne sont pas cependant entiérement exemptes de conduc-
tibilité. Méme quand cette conductibilité est faible, la
pénétration, qui en résulte, de la substance par l'élec-
tricité, a pour conséquence des actions qui ont lieu en
méme temps que celles qui sont propres & la substance
considérée comme diélectrique ; les phénomenes qui en
dépendent deviennent par 13 plus compliqués et il est
tres difficile de distinguer jusqu'a quel point les phéno-
ménes sont dus 4 l'une ou & l'autre cause.

Cest pour cette raison que des opinions trés diverses
ont en effet ét6 émises par rapport aux phénoménes
en question. Certains auteurs ont voulu expliquer la
formation du résidu uniquement par la pénétration
" de Pélectricité dans le verre, von Bezold entre autres,
qui a fait des expériences d’une grande valeur sur le
décroissement de la charge disponible dans des bou-
teilles de Leyde et des carreaux de Franklin'. Mais je
ne crois pas quil soit possible d’expliquer suffisamment
par cette circonstance la formation du résidu, si l'on
n’admet pas, comme Riemann I'a fait®, le concours
d’une force particuliére entre le verre et I'électricité.
Riemann fait 4 ce sujet I'hypothése que les corps pon-
dérables « résistent pour devenir électriques ou pour

1. Ann. de Pogg, t. 114, 125 et 157.
‘2. Amtlicher Bericht uber die 31 dewtsche Naturforscher.
versamminng im Jahre 1854 et Nachgelassene W, crke, p. 48 et 343.
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admettre de T'électricilé de tension, mais quils ne
se refusent pas a étre électriques ou & renfermer de
Iélectricité de tension ». Mais une telle hypothése me
parait trop étrange pour que je puisse m’y rallier.

Cest pourquoi nous ne considérerons, dans la suite, le -
pouvoir isolant imparfait que comme une circonstance
accessoire, qui peut avoir lieu en méme temps que
les actions diélectriques proprement dites, et de la
détermination de laquelle il n’est pas question actuel-
lement. Nous ferons, par conséquent, entiérement
abstraction des pertes délectricité qui en résultent et
nous ne porterons notre attention que sur les actions
diélectriques des isolateurs.

wn.
W

Hypothéses possibles relativement a la polarisation intéricure
des isolateurs.

Pour expliquer les actions diélectriques des isolateurs,
et spécialement de la couche qui se trouve entre les
deux armatures, il parait nécessaire d’admettre que les
forces exercées sur lintérieur de la couche par les
électricités qui se trouvent sur ces armatures, y
déterminent un état de polarité, qui peut alors & son
tour réagir sur les armatures. On peut se représenter
la formation de cette polarité de diverses maniéres.

Dabord, on peut simaginer que, tandis que le verre
n'est pas conducteur, il renferme pourtant de petits
corpuscules qui sont un peu conducteurs. 1l se produit
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dans ces corpuscules une décomposition par infiluence
des deux électricités, de sorte qu’ils se chargent d’élec-
tricité négalive du c6té de larmature électrisée posi-
tivement, et d'électricité positive du coté de lautre
armature. Pour déterminer I'état électrique que pren-
drait un tel corpuscule conducteur, on ne doit pas
seulement prendre en considération l'effet immédiat de
I'électricité qui se trouve sur les armatures, mais encore
leffet que les autres corpuscules, qui ont également
acquis une polarité électrique, exercent sur le premier.

En second lieu, on peut imaginer que ces corpuscules
alent déja une polarité électrique dans I’état naturel du
verre, avant quil subisse une action électrique exté-
rieure, mais que la disposition de ces particules soit
tout a fait irréguliere, de sorte que les poles positifs et
négatifs soient dirigés indifféremment dans tous les sens,
et que, par suite, ces particules ne puissent pas produire
un effet commun dans un sens déterminé. Mais si le verre
se trouve soumis & une force électrique, ces particules
se dirigeront de telle sorte que les péles positifs se tour-
nent d’'une maniére prédominante d’un coté, et les péles
négatifs de l'autre, ce qui rend naturellement possible
une action commune. Cette direction réguliére des parti-
cules sera d’autant plus compléte et plus générale que
la force électrique qui agit sera plus considérable.

Relativement aux forces qui agissent dans ce dernier
cas, c’est-d-dire qui entrent en action lorsque les parti-
cules douées de polarité électrique, et d’abord disposées
irréguliérement, acquiérent une disposition réguliére,
on peut de nouveau faire deux hypothéses différentes.
On peut admettre que la cohésion retient ces particules
dans leur position primitive, de telle sorte quil naisse,
de la rotation d'une particule, une réaction élastique
qui tend & la remettre dans sa position primitive, et
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que cette réaction, comme les autres forces ¢élastique
croit avec la grandeur de la rotation. Ou bien on peat
admettre que la résistance que la cohésion oppose a la
rotation des particules n'est qu'une résistance passive
de Ja nature d'un frottement considérable, de sorte qu’il
n'en résulte aucune force qui tende & faire reprendre
aux particules leur position primitive. Dans ce cas, la
seule force tendant & produire cet effet, résulterait de
Taction électrique mutuelle des particules douées de
polarité électrique et orientées.

Outre ces hypothéses, il en est encore une autre pos-
sible, qui a été faite par Maxwell, et qui a conduit ce
physicien a des conclusions trés intéressantes, dont il a
déja été fait mention; il en sera encore question plus loin.

v7g)
w

Choix d’'une hypothése pour le ealcul mathématigue.

Les données d’observation que nous possédors jus-
quici ne me paraissent pas encore assez complétes et
assez stires pour établir une théorie entiérement certaine
de ce qui se passe sous l'influence des forces électriques
exiérieures dans lintérieur de la couche interposée.
Néanmoins, dans la premiére édition de ce livre, parue
en 1867, j’al cru nécessaire d’exposer, dans Tadoption
d'une certaine hypothése, un calcul propre a fournir
une notion des actions extérieures dues 4 une telle
polarité. Jai, pour cela, choisi I'hypothése quil se
trouve, dans l'intérieur de la couche, des corpuscules
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un peu conducteurs, séparés les uns des autres par
des intervalles non conducteurs, de sorte que l'élec-
tricité ne peut se mouvoir qu'a lintérieur des corpus-
cules isolés, et me peut passer d’'un corpuscule &
Tautre.

Dans le cas de 'autre hypothése ci-dessus mentionnée,
d'aprés laquelle les corpuscules sont supposés polarisés
tout d’abord et ne sont orientés que par les forces qui
agissent sur eux, on peut aussi considérer comme
valables les résultats de la premiére hypothése, sil'on
admet en outre que, lors de la déviation des particules

de leurs positions primitives irréguliéres, il se produit

une réaction élastique proportionnelle & la déviation, et
si, en outre, on admet que, méme dans le cas des forces
agissantes les plus fortes qui puissent se présenter, les
déviations qui se produisent restent toujours trés petites
par rapport & celles qui devraient se produire pour que
les particules fussent orientées d’une maniére entiérement
réguliere. Il faudrait effectuer le calcul mathématique
d'une maniere un peu différente, si, au contraire, dans
cette seconde hypothése, on voulait admetire que la
résistance que présente la cohésion 4 la rotation des
particules, n’est que de la nature d'un fort frottement,
de sorte qu’il ne peut en résulter aucune force rotative
en sense inverse, et que, par suite, la seule force, qui tende
a ramener les particules dans les positions irréguliéres,
est celle qui est déterminée par l'action électrique réci-
proque des particules électriques polarisées.

Mosotti, qui a également fait un travail mathéma-
tique sur la maniére dont se comporte un milieu
diélectrique (Memorie di Mat. e di Fis. della Soc. ital.
delle Scienze in Modena, T. XXIV, p. 49), est parti
d'un autre point de vue encore. Il imagine chaque molé-
cule du milieu diélectrique entourée d'une atmosphére
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d’éther, ou DTéther tient lieu dun flaide électrique.
Cette atmosphére d’éther change de forme et de
position sous linfluence des forces électriques étran-
géres, et produit par 1a la polarité électrique de la
molécule.

L'hypothése susmentionnée, que j'ai adoptée pour le
calcul mathématique, est la méme que celle que Poisson
et Green ont choisie pour traiter mathématiquement le
magnétisme, et nous pouvons par suite utiliser pour nos
déterminations les équations fondamentales développées
par ces mathématiciens, en appliquant tout ce qui est
dit du fluide magnétique nord et sud 2 Iélectricité
positive et négative. Il nest done pas inutile de pré-
senter ici briévement la partie essentielle de ces dévelop-
pements.

§ 4.

Recherche des équaticns fondamentales de Poisson.

La fonction potentielle extérieure dun des corpus-
cules conducteurs, que nous admettons se trouver dans
Iintérieur du diélectrique et que nous considérons
comme trés petits, peut étre déterminée de 1a maniére
suivante, lorsqu’on les suppose devenus électriques par
influence, de sorte que leur surface est couverte d'une
couche électrique en partie positive, en partie négative.

Soit un point p de coordonnées z, ¥, %z dans l'intérieur
du corpuscule, par exemple, le centre de gravité de
Pespace quil occupe, et soient +& 40 2+
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les coordonnées d’un point de sa surface. Considérons
ensuite un point p' de coordonnées @'y, & alextérieur
du corpuscule ; désignons par » sa distance au point p
et par », sa distance au point de la surface; en négli-
-geant les termes d’ordre supérieur, nous pouvons poser :

1 1 1
d= 0= J =
1_1 o 7 »
7,_.1"—* ‘f“‘dzg“é‘f‘%/i—f—

r 9y 7

Prenons maintenant an point de la surface un élé-
ment dw, et désignons par Zde la quantité délectricité
qui se trouve sur cet élément ; soit « la fonction poten-
tielle du corpuscule et 2 sa valeur au point p'; on
devra poser :

. hdw
U =4 —
7'1
ou lintégration s'étendra & 1a surface entiére du

. ; 1 .
corpuscule. Subshtuanta; Iexpression précédente, il

. 1
vient :

~ oL o1
. i 1 ” - r
- ;/lzdm + é‘/cﬁdw +T;"f~,,/zdw

ol
" B
—}—~az~fc_hdco.

La premiére intégrale du second membre est nulle,
puisque I'électricité distribuée par influence 4 la surface
d-u corpuscule consiste en électricité positive et néga-
tive, de telle maniére que leur somme est nulle. Nous
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sentent les moments électriques, une notation particu-
liére ; nous écrirons :

a=f'£_hdw; b———fﬂzdw; c=f'g/1dw; (1)

I'équation précédente se transforme alors en :

a% a% a}n o
A T

Prenons maintenant, au lieu ot se trouve le corpuscule
considéré, un élément de volume dr ; nous pourrons en
déterminer comme suit la fonction potentielle. Repré-
sentons par Ndr le nombre de corpuscules conducteurs
renfermés dans d-. Si ceux-ci différent entre eux, quant
4 la grandeur, la forme et 'orientation de leurs dimen-
sions principales, les quantités o, &, ¢ auront des valeurs
différentes pour les divers corpuscules, soient a, b, e
leurs valeurs moyennes. La fonction potentielle de
I'élément de volume est alors :

01 PR P
. 7" <l 7/!

7
Txal+@.b‘+d‘zcl Ndrz
et si I'on pose, pour simplifier :

a=DNa, ; B=Nb; Y =DNec, . (3)

il vient :



%a—l—@ﬁ—kggy dr.

Pour obtenir la fonction potentielle du diélectrique
entier, en état de polarité, il faut intégrer cette expres-
sion par rapport & tout Tespace quil occupe. Nous
choisirons la lettre U pour désigner cette fonction
potentielle, et, si nous appelons U' sa valeur au point
p’ de coordonnées ', y', %, nous aurons I'équation :

or ol oL
U = %a_i—?zjﬁ_i_EY dr. (4)

Il s’agit maintenant en outre de déterminer les quan-
tités «, B, y, ce qui exige que nous considérions les
quantités a, b, ¢, qui représentent les moments élec-
triques d'un des corpuscules. Ces moments sont
produits par la force 4 laquelle le corpuscule est soumis ;
il s’en suit que les composantes de cette force, que nous
désignons par X, Y, Z, doivent se trouver dans une
relation déterminée avec ces moments. Cette relation
dépend de la grandeur, de la forme ot de Porientation
du corpuscule, et il nlest, par suite, pas nécessaire
quelle soit trés simple ; cependant il est facile de
reconnaitre que, si les composantes de la force Crois-
salent toutes trois dans un méme rapport, les quantités
@, b, ¢, devraient croitre dans le méme rapport, d’ou il
" suit que chacune de ces trois grandeurs est une fonction
homogéne du premier degré en X, Y, Z, et quon peut
former ainsi pour la premiére d’entre elles I'équation

@ =eX +[Y + gz,
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dans laquelle les coeflicients e, £, g sont indépendants
de la force. En vertu des équations (3), on peut tirer
aussitot de 1a I'équation suivante :

a=N{X-+ 7Y+ 9,2

dans laquelle e, /,, g,, sont les valeurs moyennes de
¢, [; 9, pour les divers corpuscules qui se trouvent dans
le’voisinage les uns des autres.

Mais on doit admettre que, dans un corps isotrope,
si les corpuscules n’ont pas eux mémes une forme
identique dans toutes les directions, cest-a-dire la
forme sphérique, ils sont au moins orientés si diffé-
remment que, pour chaque corpuscule, chaque direction
est également probable. Il s’en suit que les moments
relatifs & la direction # que peut déterminer dans
les divers corpuscules une force agissant suivant la
direction 7, ont une valeur moyenne nulle, puisque
les moments positifs et les moments négatifs sont
6galement probables, et on doit, par suite, poser: f;=0.
On peut dire la méme chose d’une force agissant suivant
la direction z, d'ou il résulte : g, = 0. Il ne reste donc
dans la parenthése de I'équation précédente que le
premier terme, et si nous introduisons pour le produit

P

Ne, la simple notation », 'équation sera :
o= nX. ®)

D'une maniére absolument semblable, on peut poser,
‘pour un corps isotrope :

B=nY; yv=1Z (54)

En ce qui concerne la force en vertu de laquelle les
corpuscules se polarisent, force dont nous avons désigné
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les composantes par X, Y, Z, elle provient en partie de
I'électricité qui n'appartient pas au diélectrique et qui
se trouve 'n’importe o, et en partie du diélectrique
lui-méme.

Si V représente la fonction potentielle de I'électricité
qui mappartient pas au diélectrique, les composantes
de la premiére partie de la force seront simplement :

ASA A

dw’ oy T dz-

Pour déterminer ensuite les composantes de la
deuxiéme partie de la force. c’est-a-dire les compo-
santes de la force exercée sur le corpuscule par le
diélectrique qui l'environne, nous nous reporterons a la
fonction potentielle du diélectrique que nous avons
considérée plus haut. Puisqu’il s’agit ici de la valeur que
la fonction potentielle a au point (2, ¥, %), nous per-
muterons, dans I'équation (4) qui détermine la fonction
potentielle du diélectrique au point (#', ¥, 3), les
coordonnées avec accent avec les coordonnées sans
accent, en attribuant les coordonnées «'. y, 5' & un é1é-
ment @', et en désignant par z, v, z, les coordonnées du
point pour lequel on détermine la fonction potentielle.
Conformément & cette maniére de faire, nous emploierons
aussi la notation U au lieu de U’ pour la fonction poten-
tielle, et les notations o', 3, 7' au lieu de «, §, y pour les
coefficients qui se trouvent dans le second membre et qui
se rapportent a I'élément d='. L’équation devient ainsi :

Lok
U= WOC'—{—;ZJTB’—{—W Y' dr'. (G)

En ce qui concerne la maniére dont on doit déduire
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de cette fonction potentielle, les composantes de la force
en question, il faut faire une remarque particuliére. Ces
composantes ne peuvent pas étre simplement repré-
sentées par :

_w v _au
dx’  dy' 0z

Quand il est question de la force que subit un cor-
puscule conducteur, et qui cause une distribution inégale
de son électricité, on ne doit pas Yy comprendre la force
exercée par I'électricité méme du corpuscule. On doit,
par suite, retrancher de la fonction potentielle du
diélectrique, la partie qui provient de l'électricité du
corpuscule considéré. L'expression de U ci-dessus étant
une intégrale relative & l'espace, nous pouvons nous
fonder sur la considération suivante. L’espace occupé
par le diélectrique n’est, d’aprés, notre supposition,
rempli que partiellement par les corpuscules conduc-
teurs ; la partie restante consiste en interstices non
conducteurs. Mais on peut toujours simaginer que
l'espace entier est divisé en petits espaces, dont chacun
contient un corpuscule conducteur et peut étre pris
comme cette partie de I'espace entier, qui correspond 4
ce corpuscule. Si maintenant on se figure que le
corpuscule pour lequel on doit déterminer la force est
enlevé, le petit espace qui lui correspond formera une
cavité, et clest la force qui régne dans celle-ci quil
s'agit de déterminer. Pour exprimer les composantes de
la force, nous devrons, au lieu de I'intégrale (6) donnée
pour la fonction potentielle, employer une intégrale qui
ne comprend pas la petite cavité. '

Quant a la forme de cette cavité, on peut se figurer
que pour les divers corpuscules conducteurs, les espaces
correspondants présentent des différences accidentelles,

7



soit quant 4 la forme méme, soit quant & l'orien-
tation de leurs dimensions principales. Des différences
de cette nature entrainent aussi des différences dans la
force pour les diverses cavités. Mais dans notre déter-
mination, qui se rapporte & la force agissant en
moyenne, nous pouvons faire abstraction de ces écarts
accidentels, et nous y arriverons de la facon la plus
simple, en considérant la cavité comme sphérique.
Nous supposerons done, dans le diélectrique, un petit
espace limité par une sphére, et nous formerons la
fonction potentielle du diélectrique extérieur & cet
espace pour un point quelconque (@, ¥, %) se trouvant
dans cet espace. En nommant, comme jusqu'ici, U la
fonction potentielle du diélectrique entier, nous dési-
gnerons par U, la fonction potentielle du -diélectrique
qui se trouve en dehors de la petite sphére. Alors les
composantes de la force en question seront représentées

par

90, _ 90, _ 90,
T O 03/’ 0z °

Pour pouvoir rechercher la relation entre U et U,
employons la notation U, pour désigner la fonction
potentielle du diélectrique contenu dans la petite sphere,
fonction pour la détermination de laquelle nous avons &
effectuer lintégration indiquée dans (6) pour le petit
espace sphérique. Alors nous pourrons poser

U1=U—U0: (7)

et il s'agit simplement encore d’effectuer réellement le
caleul nécessaire & la détermination de U,.

Si T'on doit seulement étendre I'intégration indiquée
dans (6) & lespace sphérique supposé trés petit, on

— 99 —

pourra considérer comme constantes les quantités
a, P, ¥, et leur attribuer les valeurs qui conviennent
au point (», y, z) situé a lintérieur de la sphére
valeurs que nous désignons par «, B, 7. En consé:

quence, nous pouvons faire sortir ces quantités du signe
intégral, et écrire I'équation :

02 E 0z
U0=a Fx—,d‘r—]—ﬁ Wd?—{—'}'fw dT. (8)

Mais maintenantz en vertu de I'équation

r=1@—P+ Yy -y + & — 27,

on doit poser :

et si I'on introduit cette valeur dans la premiére inté-
grale, on peut indiquer en dehors du signe d’intégration
la différentiation par rapport a =, (quantité indépen-
dante de la position de I'élément dv), et poser ainsi :

1
f 07' 0 p,dr
W ==
Pour les deux autres directions des coordonnées, on

a des équations correspondantes ; par la, l'équation (8)
se transforme en :
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L’intégrale qui se présente encore ici se trouve aisé-
ment , et peut méme étre supposée connue, puisquelle
n'est pas autre chose que la fonction potentielle d’'une
sphére homogéne de densité 1 pour un point intérieur.

" Désignons par @,, ¥,, 2, les coordonnées du centre de
la sphére et par », son rayon ; nous obtenons®

dz'

7,.

=21 |7 — i [l@ — 22+ — ol + (2 — 5,7
De 14 résulte ensuite :

d pder 471' d prdr 4m .
d—wf_f:_ = (@ — 2); djf =—?(’£_/—y0),

0 dr -—4—7r{z—z0\,

0z 3
et I'équation (9) se transforme en
. 47
U, ="§‘ [“ (@ — 2, + B (?/—?/0)"}—'}’(3—20)], (10)
en substituant cette valeur dans (7), on obtient :
4
U=U—5[t@—o) +BH—y)+7vE—2)] 11

Comme le rayon », n’entre pas dans cette expression,
il en résulte qu'il n’est pas nécessaire, pour la détermi-
nation de U,, de connaitre la grandeur de lespace
correspondant & un corpuscule conducteur unique.

1. Voir mon ouvrage sur la fonction pdtentie]le, § 34, équation
(125a), dans laquelle on remplace A par r, et Ton fait a == 0.
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En différentiant l'équation précédente, nous obte-
nons :

[ ou, d_U_4_7ra
doo—dx 3
\dU_@E_ff.p (12)

dy oy 3

Revenons maintenant aux équations qui déterminent
les composantes de la force entiére qui agit sur le
corpuscule conducteur, savoir :

et remplacons les derniers coefficients différentiels par
les valeurs données dans (12) ; il vient:

[ (V41U | 4rm

| X=——% T3¢
VU 4
Y———'—dy—‘——*— SQ (13)
g (dV-i—U)_l__'

Nous allons maintenant faire usage de ces expressions
des composantes de la force dans les équations (5) et (5,).
L’équation (5 se transforme en :

Cam (~LTED g

ox
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d’ot I'on tire :

" 0 (V1)

47 dx ’ (14)
1 — —3— 7

o == ——

Nous ferons, pour simplifier :

o S

1—Z°
5 7

Formant alors en méme temps les équations corres-

pondantes pour les deux autres directi
' irections coord
nous obtiendrons : . onnées,

B=_glV+U
dy

J(V+ 1)
0z

(16)

T=—FE

Aprés avoir ainsi détermins les quantités «, g s
b 2 '

nous suk?stltuerons leurs valeurs dans I'équation (4), et
nous obtiendrons : ! ’

—_—_—

1
U,=_fE 0v+1 %  awvay
0w 0w T oy

Q;I Y
LIS =

1
(V4105
T o

|
|
|
|
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Employant ici, pour abréger, le signe sommatoire
introduit au chapitre I, § 11, nous pourrons écrire :

1
: _ E:
U= ’ dr.EY 0—-—(‘70: 9 = (17

Telle est I'équation qui sert & la détermination de la
fonction potentielle U du diélectrique, telle quelle
résulte des recherches de Poisson sur le magnétisme
et des recherches concordantes de Green.

En ce qui concerne la quantité E qui se présente ici,
sa valeur peut varier entre 0 et co suivant la nature du
diélectrique. La valeur O convient aux substances qui
sont absolument non conductrices et qui, par suite, ne
peuvent admettre aucune polarité par influence; la
valeur co convient aux substances tout-a-fait conduc-
trices. Pour des substances telles que celles que nous
avons prises comme diélectriques, c'est-a-dire consti-
tuées en partie de corpuscules conducteurs, en partie
d’interstices non conducteurs, on peut établir une
relation entre les quantités désignées par » et E et
I'espace rempli par les corpuscules conducteurs, tout au
moins pour le cas ou l'on suppose les corpuscules
sphériques. En effet, si cet espace est une fraction g
de T'espace total occupé par le diélectrique, on a pour
n 'équation :

3 .
d’ot résulte, en vertu de (15), I'expression suivante de E:

389
E=Fa—g 1o
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" § 5.
Formes variées de ’équation obtenue.

On peut transformer de différentes maniéres I'équa-
tion (17) obtenue dans le paragraphe précédent.

Sil'on considére d’abord le premier seulement des
termes qui se trouvent dans la parenthése, on peut
poser :

1
d(V+U)di~ d (EJV4+T) 10 [ 0V+D)
E =] - [} . (20)
ox dx  ox ox

7 0x 70w

Cette expression doit étre multipliée par dr, puis
intégrée pour tout 'espace occupé par le diélectrique.
Si on remplace dr par dwdyds, on peut effectuer
Iintégration en o dans le premier des termes du second
membre, et il vient :

SIS G0 avayas— f f](ETED)

E d\V—;’—U; "

ol les indices 1 et 2 expriment que, pour les expres-
sions qui se trouvent dans la parenthese, il faut prendre
les valeurs qui correspondent aux lieux ot une paralléle
aTlaxe des z, et dont les autres coordonnées sont y et z,
coupe la surface qui limite le diélectrique. Si cette

2

;
!
1
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droite coupait la surface plus de deux fois, et elle ne
pourrait en tout cas le faire quun nombre pair de
fois, il faudrait, & raison de ce fait, introduire plus
de termes dans le second membre.

Désignons maintenant par dw, 'T'élément découpé,
dans la surface du diélectrique, par un prisme infini-
ment mince de section dy dz situé le long de la paral-
léle z, au lieu indiqué par I'indice 1 ; on a alors :

dy dz = cos A dw,,

ou 2 est I'angle que fait avec I'axe des z la normale a
I'élément dw, dirigée vers I'intérieur. Mais en désignant
par », la normale, on peut écrire :

o
cosk———m,

Péquation précédente devient parla:

. ._ Oz
dy d» = b"n—l d(‘)l"

Pour le lieu indiqué par I'indice 2, I'équation corres-
pondante est, sil'on remarque que la direction positive
de I'axe des = n’y est pas dirigée vers l'intérieur, mais
bien vers l'extérieur :

. 0z
dy d» —— -572 d&)z.

Par la substitution de ces valeurs, I'équation (21) se

transforme en :

S T4 dosyas - - pRmsvieg,
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o, dans le second membre, I'intégration doit étre effec-
tuée pour la surface totale qui limite le diélectrique.

Si nous revenons maintenant & I'équation (20), qui
doit étre multipliée par dr puis intégrée, nous obtenons
Péquation suivante, en substituant la valeur qui précéde:

5z r  0x On

190 v 41
—J;@(ET) dr-

On a des équations semblables pour les directions
des y et des z. Sion fait la somme de ces trois équa-
tions, et si on change le signe de 'équation ainsi obtenue,
le premier membre est égal a U' en vertu de (17).
Dans le second membre, nous pouvons poser Sous le
premier signe d’intégration :

1
g =
fEa(V-i—U)d_; dr=_f§———d‘V+U)a—99dw

0(V+U)Q_0g+0(V+U)0y GV+U) oz _d(V+T).

G on T T gy om T 9z on o

sous le second signe intégral, nous pouvons indiquer
la. somme par I'emploi du signe sommatoire, et nous
obtenons :

_ (BT, LSO (VT g g
v— [ o+ [ %Zaw(E @ )"

1l résulte de cette équation que Ion peut considérer
]a fonction potentielle du diélectrique comme la. fone-
tion potentielle d'une quantité d’électricité qui se trouve
en partie a la surface du diélectrique, en partie répan-
due d’'une maniére continue dans l'espace quil occupe ;
1a densité superficielle étant : v
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1V + 1)
on

b

et la densité par rapport a Pespace
0 (0 (V+
Z oz (E 0x )) ’

Mais pui ’ '
e s %Iéﬁque, q?.utre part, pour Dlélectricité distri-
& maniere, et dont U est & considérer comme

la fonction potentielle i i
ropriontar e » la densité superficielle peut se

— Lz U
4m d")+o h ((Tn)_ :I
et la densité par rapport 3 l'espace par :

1
4—HAU,

on obtient les équations :

aU) oU
oy _ {9U _ 0
5o (30)y == 4250, g

AU=—4nZ% (EM(MLIJ)). (24)

Si le diélectrique est ho 2
us mogene, et si, par suite
constant, la derniére équation se simplifie et devieﬁteSt

AU — — 02 (VU
4nE Z_sz*)= —47EA (V- U); (25)

o A
0 peut aussi lui donner la forme suivante :
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47TE o
__ _ArtE 25
AU 154527 (25)

Si, en outre, on suppose que l'électricité qui n’appar-
tient pas au diélectrique, et dont V est la fonction
potentielle, se tronve entiérement en dehors du diélec-
trique, on aura partout 4 l'intérieur de celui-ci AV =10

et, par suite, aussi AU = 0. Dans ces hypothéses,
I'équation (22) prend la forme simple suivante :
L o 10V
U —E/;wa. , (26)

Une autre transformation de I'équation (17) peut
s’obtenir en posant -

01

E (D
dv+u)’r 9 r I\ g7
B %_%[E(V—l—U)%]—(V-l-U) o\ oz /-

Si I'on procéde avec cette équation, ainsi qu'on l'a fait
ci-dessus avec I'équation (20), on obtient :

ol 01
U’=J-E(V+U)5:—;dw—l—f(V+U) 3-00—0 Ea% de.

ou, sous une autre forme :

1
J=
U'=J~E(V+U)%dw +fE(V+ U>A,lndf

1
. o= ,
0E
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Or I'intégrale :

fE(v+U)A;dr

peut se déterminer de suite. Si le point (@, ¥, 2), &
partir duquel on mesure la distance » et pour lequel U
a la valeur U, se trouve en dehors du diélectrique, il

. 1 e
vient A = 0, et Pintégrale est également nulle. Si, au

contraire, ce point est 4 lintérieur du diélectrique,
on a:

SEVHUA de= —anE v+ )

ou E' .(V’ + U') doit représenter la valeur de E (V41
au point (oa", ¥', ). Daprés cela, I'équation (27) donne
pour un point situé en dehors du diélectrique :

d;:’l' J 10E
{— 7 !
U - f E(V+TU) dn'd_w + f(v +UN s dr, (29

et pour point situé a I'intérieur :
1

0=

U = —4zE (V' 4 U +fE(V+U)£dw

1
o1
+ f v+ 8 g (esy

) }._Voyez mon livre « La fonction potentielle et le potentiel », 3¢
édition, § 41, équation (149).
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Si le diélectrique est homogéne, et si, par suite, E est
constant, on obtient, pour le cas du point situé & 'exté-
rieur :

91
7
U’=Ef(V+U)%dw 29)
et pour le cas du point situé & l'intérieur :

1
Pl
U=—4zE(V+U)+E {(V + U)d—:: do. (29,)

§ 6.

Application des équations obtenues
aux carreaux de Franklin et aux bouteilles de Leyde.

Dans mon article publié en 1867%, jai fait usage de
l'équation (29) pour déterminer la relation entre les
quantités d’électricité qui se trouvent sur les armatures
d'un carreau de Franklin ou d’une bouteille de Leyde,

et la différence de niveau potentiel qui en résulte ; je.

reproduirai également ici ces calculs.
Pour plus de simplicité, supposons d’abord un carreau
de Franklin muni d’armatures circulaires. Le plateau
~ de verre & faces paralléles qui sépare les deux arma-
tures est le corps & considérer ; il est inutile que nous

1. Voir ma collection de mémoires, t. II, Paris, E. Lacroix,
Addition au Mémoire X.
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envisagions le plateau tout entier, et nous pouvons
nous borner 4 en considérer la partie circulaire qui est
entre les armatures ; car la partie qui dépasse et qui
forme le bord libre, ne subira par la charge des arma-
tures quune modification trés faible de son état
intérieur, et, par conséquent, ne contribuera que trés
peu a changer la valeur de la fonction potentielle U.
La surface 4 laquelle doit s'étendre I'intégration est
done celle d'un cylindre 4 bases circulaires et d’une
faible hauteur.

Le point p', pour lequel nous avons & déterminer
d’abord la valeur de U, désignée par U', sera choisi de 1a
maniére suivante. Imaginons une normale élevée vers
l'extérieur au centre du cercle sur lequel se trouve
Farmature A, placons o' sur cette normale, et tellement
prés du cercle que sa distance & celui-ci soit infiniment
petite relativement aux dimensions du plateau. Le
point p' ainsi déterminé se nommera simplement le
nilieu de 'armature A.

Afin d’effectuer l'intégration indiquée dans I'équation
(9), et relative & la surface du cylindre de verre, nous
pourrons partager cette surface en trois parties : 1° le
cercle qui est recouvert de I'armature A, 2° le cercle
0pposé qui est recouvert par larmature B, 3° la surface
latérale du cylindre.

Pour les deux cercles, lintégration est trés facile a
effectuer, parce que, sur chacune des armatures, la
fonction potentielle totale, représentée par la somme
V -+ U, doit avoir ure valeur constante.

Pour effectuer le calcul relativement au cercle recou-
vert de larmature A, nous supposerons d’abord que le
point 2, au lieu d’étre infiniment voisin de Ia surface,
$0it & une distance arbitraire { de celle-ci, sur la partie
extérieure de la normale élevée au centre. Imaginons
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maintenant, en un autre point quelconque du cercle,
distant du centre d'une quantité p, une normale élevée
a sa surface et pénétrant dans le verre d’'une quantité s.
En représentant par » la distance de 'extrémité de cette
normale au point ', on aura :

r=VFEFTTE

Do résulte :

0(%) _ l+n
[p*+ -+ )3

33
)

Si Pon pose n = 0, comme on doit le faire quand le
coefficient différentiel est relatif 4 la surface du verre,
il viendra :

J ( ) !

=

N

S

(PZ __l__ ll) %

Représentons actuellement par K la valeur constante
qua la somme V 4 U sur ce cercle, et nommons « le
rayon de celui-ci; nous obtiendrons, pour la partie de
Iintégrale relative 4 ce cercle, et que nous distingue-
rons de lintégrale totale en affectant de lindice 1
I'élément de surface dw qui se trouve sous le signe :

7] (7—1") fa lpdp
‘[(V + U) W dwl = — 27K . (P?‘ + lz)

i
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Imaginons maintenant, comme nous l'avons dit plus
haut, que le point #', que nous avons pris a une distance
arbitraire 7 de la surface, se rapproche de celle-ci de
telle sorte que 7 devienne infiniment petit relativement
aux dimensions du plateau ; I'équation précédente
deviendra alors :

(3)
f(V + 1) d:; dw, =— 21K, (30)

- Formons de la méme maniére Ia seconde partie de
Vintégrale, qui est relative au cercle recouvert de
larmature B, et choisissons immédiatement le point
#' infiniment voisin de la surface du premier cercle.
En un point du second, distant du centre de la quantité
p, €levons-lui une normale qui pénétre dans le verre
de la quantité « ; nous aurons, en désignant par » la
distance de I'extrémité de la normale au point ', et par
¢ celle des deux cercles, I'équation :

r= VT,

) emn

[e* -+ (c — n)

d’ou résulte :

™

o

on

37
2

Ou, si nous posons # = 0 dans cette expression, afin
qu'elle se rapporte 4 la surface méme du cercle :

O
on 3

42
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Soit K, la valeur constante qu'a la somme V -+ U sur
ce cercle ; nous obtiendrons, pour la seconde partie de
lintégrale, que nous distinguerons de lintégrale totale
en affectant de I'indice 2 I'élément de, 'expression :

() e
f(v + U g do, = 27K, |

0

e

— 21K, (1 — ﬁﬁ)

Si I'on développe cette expression suivant les puissances
c , 10 , :
de 2 et que l'on néglige les termes d’ordre supérieur,

il vient :

1
f(v 4 U d(gi) do, = 27K, (1 —g) (31)

" Nous avons enfin & considérer encore la surface laté-
rale du cylindre. En un point de cette surface, distant de
la quantité z de la circonférence du premier cercle,
imaginons une normale de longueur 7, élevée vers l'in-
térieur ; la distance » de son extrémité au point p' sera

déterminée par 'équation :

r=1/la — ng+ 2,

d’ou résulte :
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ou, enposant n = ( :

G

(@* + 2%

YD
S
e

ALa valeur de la somme V -+ U pest pas partout la
n’leme sur la surfage du cylindre, mais varie le lon
d une génératrice: Si la distance ¢ des deux cercles egt
faible relativement a leur rayon a, on peut admett:e
avec une grande approximation que la valeur de la
som}:ne V + U varie uniformément le long d’une géné-
zitmce? J;Cd(?t Ton pourra par conséquent poser, pour
qualsli;?é zl:stant de la premiére circonférence de 1a

Vo= HoE,

D'aprés cela, on obtiendra i i

rés cela, » pour la partie de I'intéoral
relative 4 la surface latérale du cylindre, dans la %11:112
nous affecterons dw de I'indice 3 - !

1 ¢
al=
K, —
f(V + 0 g:;) do, = Znaf (K + _1_0_}§z) adz

ol

0 . (a2+zz)
2ra ¢ e
T e— hd a* + 2
Ve [K - +(E, —K) Z__Cc_g]

En développant cette expression suivant les puis-

- o]
sances de - boli ’ éri
e o et négligeant les termes d’ordre supérieur,
elle devient :
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(7)

f(V—i-U)des =W(K+K1)%. (32)

Réunissant les trois parties de l'intégrale données
par les expressions (30 , (3.) et (32), nous obtiendrons :

4
f(V + U) o dw=—2rK —{-—27:K1(»1 — %)+W(K+K1)a’

ou bien :

o(; g ¢
f(v+U)de=27r(Kl~—K)( _%5)' (33)

La valeur de cette intégrale, substituée dans I'équa-
tion (29), donnera :

U — 24 (K, — K)( —lg) (34)

Il sera bon d'introduire ici quelques changements de
notation. Comme nous n’aurons a considérer les fonc-
tions potentielles V et U que pour le milieu des deux
armatures, nous désignerons simplement par V et U les
valeurs des fonctions potentielles pour le milieu de
Parmature A, et par V, et U, leurs valeurs pour le
milieu de 'armature B. Nous aurons donc & poser :

K=V+U9
K1=V1+U1a

et en méme temps, comme le point ' doit se trouver au
milieu de 'armature A :
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U="1.

Par 1a, I'’équation (34) devient :
U = 27E (V, +Ul——-V—U)(1 ;ég). (35)

Afin d’obtenir I'équation correspondante pour le cas
ou le point »' se trouve au milieu de l'armature B, il
suffira d’intervertir les lettres avec ot sans indices dans
I'équation précédente, ce qui donners, :

U, =2:E.V+U—7, —Ul)(l—éac). (36)

En soustrayant ces deux équations I'une de l'autre,
on obtient :
U=l —— 4BV 4+ UV, 1, (1 —1%),
d’olt résulte I'équation qui sert 4 déterminer la différence
de niveau potentiel U — U,, et qui, en négligeant les

termes d’ordre supérieur, peut sécrire sous la forme
suivante :

47nE 1 C
U—Ui=—y + 4nE (1“2(1 +4nE) Zi)(V_VI)' 57)

Nous ferons usage, par la suite, de cette équation.

Nous avons encore une remarque essentielle i faire.
La différence V — V., qui entre dans cette équation, n’a
pas, pour un carreau de Franklin chargé, exactement la,
méme valeur que celle qu'on obtiendrait dans le cas ou
les deux armatures serajent chargées des mémes quan-

 tités d’électricité, mais oi1 le verre naurait acquis aucune
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polarité électrique. Cette polarité produit en effet, sur
les armatures, une disposition de I'électricité un peu
différente de celle qu’elle prendrait sans cette polarité.
Mais cette différence ne peut étre que trés faible.

En effet, dans le cas méme ou le verre agirait sim-
plement comme isolant, l'électricité se répandrait sur
les deux faces d’'une maniére tellement uniforme, qu'a
I'exception des points qui sont dans le voisinage immé-
diat du bord, la densité en un point quelconque ne
différerait de la densité moyenne que d’une quantité

de l'ordre g par rapport 4 la densité totale. Or, la pola-

rité du verre ne peut produire d'autre effet que de
répandre l'électricité sur les armatures plus uniformé-
ment encore que cela n'aurait lieu sans cette polarité ;
les modifications qui en résultent dans la densité ne

c
peuvent donc étre que des quantités de I'ordre o La

modification que ces petits changements de distri-
bution de I'électricité occasionnent dans la différence
de niveau potentiel V — V, ne pourra donc étre qu’une

Y

quantilé du méme ordre, & savoir de l'ordre 2 relati-
vement & sa valeur totale.

Dans les calculs qui précédent, nous avons tenu
compte des termes du premier ordre eng dans les

développements en série, et nous avons négligé les
termes d’ordre supérieur. Mais, si nous nous contentons
d’un moindre degré d’exactitude, et sinous négligeons
également les termes du premier ordre, nous pourrons
regarder la valeur de V— V, dans I'équation ainsi sim-
plifiée comme concordant avec celle que l'on obtiendrait

au moyen des mémes quantités d’électricité, sans pola- _

rité électrique du verre.
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En outre, on peut dire que cette équation, ainsi sim-
plifiée, ne s'applique pas seulement & un carreau de
Franklin 4 armatures circulaires, mais encore & ceux
dont les armatures ont une autre forme, ainsi quaux
bouteilles de Leyde. On voit en effet, par les calculs
précédents, que les termes relatifs & la, circonférence, et
qui dépendent seuls de laforme circulaire quenous avons

admise, sont de 'ordre 5; et I'on peut dire en général
que les termes qui dépendent de la forme des arma-

c
tures sont de 'ordre l—/—_, en représentant pars la super-
S

ficie des armatures. Pour ce qui regarde les termes
qui dépendent de la courbure des faces, ils ne pourront

A 2 c
non plus étre que de I'ordre 7, pourvu que les cour-
S

bures ne soient pas telleinent fortes que les rayons de
courbure deviennent trés petits par rapport 4 /s, 1l
(4]
Vs
on obtient une équation qui est indépendante de la

forme et de la courbure des armatures.
L’équation (37), ainsi simplifiée, prend la forme :

résulte de 13, qu'en négligeant les termes de I'ordre

4rE

R By 5

(V—-v,). (38)

Nous pouvons immédiatement joindre & cette équation
celle qui exprime la différence totale de niveau potentiel
existant réellement entre les deux armatures. La
fonction potentielle totale de toutes les quantités d’élec-
tricité décomposée (aussi bien de celles qui se trouvent
sur les armatures que de celles qui se trouvent sur les
particules de verre polarisées) est, a lintérieur de la
premiére armature, V4 U, et, 4 l'intérieur de la seconde,
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V, + U, ; la différence totale de niveau potentiel entre
les deux armatures sera donc V 4- U — V, — U,. Nous
obtiendrons cette quantité en ajoutant V— V, aux deux
membres de I'équation précédente, ce qui donnera

1

V+U_V1—Ul=m

(V—=V,). (39

Cette équation exprime que la différence- de niveau
potentiel, qui surgit dans la charge d’'un carreau de
Franklin ou d’'une bouteille de Leyde, est plus petite,

1 < ’
[T 452 1, que celle que l'on
obtiendrait en employant les mémes quantités d’élec-
tricité, si le verre n'acquérait aucune polarité, mais

agissait simplement comme isolant.

dans le rapport de

On peut encore transformer les deux équations précé-
dentes en introduisant dans le second membre, au lieu
de V —V,, une des quantités d’électricité considérées.
~ Pour le degré d’exactitude dont nous nous contentons,
nous pouvons regarder les quantités d’électricité qui se
trouvent sur les deux armatures comme égales entre
elles en valeur absolue, et par suite, les représenter
par Q et — Q. Pour déterminer Q- nous emploierons
I’équation suivante, qui correspond & la premiére des
équations (38) du chapitre précédent, si I'on y néglige
d vis-a-vis de 1, ainsi que le terme qui ne renferme pas ¢
au dénominateur :

Q== (V—7,). (40)

Au moyen de cette équation, les deux précédentes se
changent en :
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4me 4R
v-0 T s 1F4zE Q. (41)
47e 1

§ 7.

Equations complétes
pour les deux armatures d’une bouteille de Leyde.

Aprés avoir déterminé dans le paragraphe précédent
la relation entre la différence de niveaun potentiel
V4 U—V, — U, et les quantités d’électricité qui se
trouvent sur les armatures, en négligeant la petite
différence qui existe entre les valeurs absolues de ces
deux quantités délectricité, nous pouvons également
former les expressions complétes des quantités d'élec-
tricité, dans lesquelles en réalité quelques constantes
restent indéterminées, mais qui correspondent entiére-
ment aux expressions que nous avons établies & la
fin du chapitre précédent, dans le cas ou la couche qui
sépare les armatures est considérée comme un simple
isolateur.

Désignons, comme alors, par F et G les valeurs de la
fonction potentielle totale sur l'armature intérieure et
sur l'extérieure, en posant :

V4+U=F et Vi+ U, =6; (43)
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désignons, en outre, par M et N les quantités d’élec-
tricité qui se trouvent sur les deux armatures; entre
les quantités F, G, M et N, doivent en tout cas subsister
les équations (30) obtenues au chapitre précédent :

M=q[F — G)+ oF
(44)
N =a(G—F)+ £G.

Ces équations sont, en effet, valables pour deux corps
conducteurs quelconques, dans le voisinage desquels
peuvent se trouver d’autres corps conducteurs quelcon-
ques, qui sont en communication avec le sol, ou qui,
s’ils sont isolés, ne recoivent pas d’électricité du dehors.
Cette derniére condition de ne recevoir du dehors
‘aucune électricité est remplie pour les corpuscules
conducteurs qui se trouvent dans lintérieur du verre,
et la présence de ces corpuscules ne peut donc détruire
la validité des équations.

Quant aux constantes qui se présentent dans les
équations, la quantité a a 6té représentée dans le
chapitre précédent par I'expression suivante :

s
a=—{1+3,

pour le cas ou un simple isolateur se trouve entre les
armatures ; d est une quantité dont la valeur nest pas
la méme pour toutes les bouteilles, mais qui est en tout
cas toujours trés petite vis & vis de 'unité. Nous devons
maintenant modifier un peu cette expression dans le
cas ou un diélectrique se trouve entre les armatures,
cest-a-dire que nous devons, ainsi quon le reconnait
de suite par I'équation (42) donnée au paragraphe

s s
ypod Lot (14 47E),

précédent, remplacer la quantité Ime
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tandis que nous pouvons conserver simplement ¢ comme

" une quantité indéterminée, mais petite vis-a-vis de

I'unité. L'expression de a prend ainsi la forme ci-apreés :
s ~
a=4—ﬂ—c(1+4nE) (14 9). {45)

Daprés cela, nous obtenons les équations suivantes
pour une bouteille de Leyde :

M=4im(1+4ﬂE)(1+8)(F—G)+aF

(46)

N = (1+47B) (1 +3) (G —F) + B,

au lieu des équations (38), données dans le chapitre
précédent.

On peut répéter ici ce qui a été dit, au § 7 du méme
chapitre, sur la signification des constantes « et B,
c'est-a-dire que celles-ci représentent les quantités
d’électricité, que I'on devrait communiquer aux arma-
tures de la bouteille, s¢ on voulait les charger toutes
deux au niveau potentiel commun 1.

Pour rendre les équations ci-dessus plus commodes
dans l'application, nous introduisons de nouveau une
notation plus simple, comme dans le § 8 du chapitre
précédent. Faisons en effet :

4nc .
(1 +47E) (14 9)’

(47)

B o=

alors ces équations deviendront, comme les équations
(40) du chapitre précédent :
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M=>(F—6) 4 oF
(48)
N=—f:(G—F)+pG.

En outre, pour traiter le cas spécial qui- se présente
trés souvent, ou l'armature extérieure est en commu-
nication conductrice avec le sol et ou, par suite, G = 0,
nous introduirons, outre la lettre grecque ., le caractére
latin %, dont la signification sera déterminée par
I'équation :

(49)

;| @
l
ENEY
+
R

d’ou il résulte :

k= %® _ 4ne . (50)
% 47c
1-—]—0:; (1+41rE)(1+8)+a—?-

Par 14 les équations (48) prennent de mnouveau la
forme (44) du chapitre précédent, savoir :

M=% (F — @)+ o6
' (51)
S
N=(E—a)(G——F)+BGr,

qui deviennent, dans le cas ci-dessus mentionné, ou
G=0:

(52)

On voit ainsi que les équations qui expriment les
relations entre les quantités F, G, M et N ont la méme
forme pour une bouteille de Leyde, dans laquelle un
diélectrique se trouve entre les armatures, que pour une
bouteille de Leyde, dans laquelle elles sont séparées
par un simple isolateur ; la différence réside uniquement
dans les valeurs différentes des constantes qui se
présentent dans les équations.

§ 8.
Théorie des diélectriques, d’aprés Helmholtz et Maxwell.

Quoique les développements qui précéde soient déja
suffisants pour les applications 4 traiter dans le chapitre
suivant, il ne sera pas sans intérét de communiquer,
comme annexe, les extensions dues & Helmholtz et
Maxwell des équations relatives aux diélectriques.

Dans son beau mémoire bien connu « Sus le MOUVEe-
ment de Uélectricité dans des conducteurs au 7epos »,
qui parut' quelques années apres ma note sur les
diélectriques ci-dessus reproduite, Helmholtz a appliqué,

1. Journal de Borchardt, t. 72. 1870.
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tout comme je l'ai fait, aux diélectriques le méme
procédé que celui par lequel Poisson a essayé de
déduire la maniére dont se comportent des corps magné-
tiques sous linfluence de forces magnétiques.

Maxwell a exposé une idée entiérement neuve rela-
tive, non seulement & la maniére dont se comportent
les corps diélectriques, mais aussi & toute l'essence de
I'électricité ; il en avait déja communiqué les points prin-
cipaux dans un mémoire paru en 18657, et il en a donné
le développement complet dans son important ouvrage
publié en 1873 « A Treatise of Electricity and Magne-
tism ».

Maxwell considére lélectricité comme un fluide
incompressible qui remplit tout l'espace. Sil'on se figure
qu'un corps est chargé, en outre, d'une quantité d’élec-
tricité qui lui est communiquée en particulier, 1'élec-
tricité du milieu ambiant est par 1a refoulée vers
Textérieur, de sorte que, dans chaque partie de l'espace,
il existe simplement la méme quantité délectricité
quauparavant, cest-a-dire, que lorsque le corps était
‘encore non électrisé. Mais du refoulement de I'électricité
du milieu résulte une réaction élastique, qui tend a rame-

ner les particules d’électricité dans leurs positions primi-

tives. Maxwell explique, par cette élasticité électrique du
milieu, les forces quexercent les uns sur les autres les
corps électrisés. D’aprés lui, les divers milieux diélec~
triques se distinguent les uns des autres en ce que leurs
coefficients d'élasticilé électrique sont différents.

Malgré cette différence de notion fondamentale, les
équations, auxquelles Maxwell parvient, concordent
cependant tout-a-fait avec celles usitées autrefois, et
cela a lieu spécialement aussi pour les équations

1. Philosophical Transactions for 1863, p. 459.
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relatives aux diélectriques ; on doit seulement attribuer,
aux constantes*qui interviennent dans les équations, les
significations correspondantes & la maniére de voir de
Maxwell.

Il définit une quantité fondamentale, qu’il nomme,
d’apreés Faraday, the Specific Inductive Capacity of the
dielectric medium, et qu’il désigne par K, comme étant
le rapport de la capacité d’'un accumulateur, qui a
comme couche isolante le diélectrique en question, a
celle'd'un accumulateur de méme forme et de méme
grandeur qui a de l'air comme couche isolante. Maxwell
admet, par 14, que la densité de l'air n’a pas d’influence
sensible sur la capacité d'un accumulateur. Si I'on ne
veut pas faire cette hypothése, qui n'est quapproxima-
tivement exacte, et si I'on veut aussi considérer les
petits écarts, qui peuvent étre causés par des densités
différentes de lair, il vaut mieux se figurer que,
dans laccumulateur choisi pour la comparaison,
Iintervalle n’est pas rempli d’air, mais bien quil est
exempt de toute masse pondérable et occupé par
I'éther. Cette quantité K se trouve dans la relation
suivante avec son coefficient d'élasticité électrique
désigné par p :

Pour déduire la relation de cette grandeur K avec la
grandeur E employée dans le paragraphe précédent, il
nous suffira de comparer les résultats des calculs que
nous y avons effectués, avec la définition donnée par
Maxwell. En vertu de (40) et (42), nous devons poser,
pour un carreau de Franklin ou une bouteille de
Leyde :



Q=1 +4nE)4—S15(V +U—V, —U)

La quantit¢ V — V| représente ici la différence de
niveau potentiel, qui aurait lieu entre. les deux arma-
tures chargées des quantités d’électricité + Qet—Q,
si la couche interposée ne contenait aucune matiére
pondérable ; et la quantité V 4- U — V, — U,, la diffé-
rence de niveau potentiel qui se produit avec le con-
cours de la matiére pondérable contenue dans cette
couche. Les facteurs qui se trouvent devani les paren-
théses expriment donc dans les deux cas les capacités
correspondantes de l'accumulateur ; et, en posant le
rapport de ces facteurs égal 4 K, nous obtenons :

K =14 4zE. (63)

Substituant & E l'expression (19) que nous avons
- déduite au § 4 dans certaines hypothéses, il vient :

1429

-

. (54)

Dans la recherche des équations relatives aux
milieux diélectriques, on peut considérer aussi 'espace,
exempt de matiére pondérable et ne contenant que de
I'éther, comme étant un diélectrique, pour lequel la
capacité spécifique inductive de Maxwell a la valeur
particuliére 1, et les quantités E et 9, la valeur 0.

On peut de méme déduire, des équations précédentes,
celles qui ont lieu pour le cas ou I'on donne Plusieurs
diélectriques de nature différente se limitant les uns
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les autres ; nous ferons connaitre aussi les formes que

Helmholtz et Maxwell ont données aux équations dans
ce cas général.

Soient donnés d’abord deux milieux diélectriques se
limitant I'un l'autre, pour lesquels E a les valeurs E, et
E,, et qui se sont polarisés électriquement sous
Iinfluence d’électriciiés données, et en méme temps
sous leur influence réciproque ; il s’agit; de déterminer,
dans ces conditions, les fonctions potentielles U, et U,

~ des deux milieux. Nous utiliserons pour cela les

équations (22), mais nons devrons prendre garde 4
cette circonstance que, outre les électricités données
dont la fonction potentielle est V, chacun des milieux
agit sur l'autre. Nous avons done 3 poser, 4 la place de
V, V+ U, ,lorsqu’il s'agit du premier milieu, et V U,
pour le second. Nous obtenons, d’aprés cela, les deux
équations :

{ A EI d(V+U3+U1)
Ul—f—erwl

5 L CRUES 21

r— (E. d(V+U 11U,
U°_/7 on, do,

1 9 d(V+U,+U2))
3 (e

dans lesquelles les intégrales en w, et 7, se rapportent

a la surface et au volume du premier milieu, et celles

en w, et v, 4 la surface et au volume du second. Si

nous additionnons ces équations et désignons par U la
9
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fonction potentielle des deux milieux pris ensemble,
c’est-a-dire, la somme U, 4 U,, nons obtiendrons :

2

7 (B
+ )3 ) e

En ce qui concerne les intégrales de volume, il ne
résulte de cette équation rien qui ne se tire déja
de I'équation (22) donnée au § 5 et relative 4 un seul
milieu. On peut en effet réunir les deux intégrales
qui renferment d-, et dr,, et qui doivent s’étendre aux
espaces remplis par les deux milieux, en une seule

intégrale :

0(V-+T) E,
v [BOVE,, | B

J(vV41) do.
on, on,

S35 (5

qui s'étend & I'espace total occupé conjointement par les
deux milieux et ou E, qui s’applique aux deux milieux,
est égal 4 E, dans l'un, et & E, dans lautre. Il résulte
de cette forme de l'intégrale que I'équation (24) du § 5,
s'étend aussi & deux milieux, et ajoutons-le tout
de suite, 4 plusieurs milieux quelconques. Nous
écrirons de nouveau cette équation avec cette signifi-
cation généralisée :

AU-————47rZa—i-(E-0—(X0%—I-j—))~ (56)
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Quant aux intégrales de surface qui se présentent
dans (55), il intervient, pour la surface de séparation des
deux milieux, une circonstance dont il n’a pas été parlé
Jusquiici. Puisque cette surface limite les deux milieux,
les deux intégrales superficielles 8’y rapportent. Ainsi,
si nous voulons former I'équation qui correspond &
léquation (23) du § 5 pour cette surface, nous devrons
poser deux termes dans le second membre, notamment -

9U\ _ (0U . I(vV+1U) 0(V+10)
(0n)+ 0 (071)— o T T A on, 4B, on,

On peut ici faire en sorte que la forme du premier
membre se rapporte encore davantage 4 celle du second.
Les notations », et n, représentent les normales & un
méme élément de surface dirigées vers les deux milieux.
Considérant comme positive la normale dirigée vers
le premier milieu, nous pouvons poser :

(), =2, (1) o
onj+o  dn.’ \on)_,= on,’

et I'équation précédente se transforme par la en:

U, oU- OV-LT) IV
571_1+0—722=~4W(E1 on, +E, on, ) 67)

Cette équation a été déduite d’abord pour la surface
de séparation de deux diélectriques. On peut aussi
lui donner une signification plus générale. On peut
notamment traiter, comme un diélectrique dans lequel
E est nul, I'espace exempt de masse pondérable et ne
renfermant que de I'éther. On peut en outre traiter les
corps conducteurs comme des diélectriques dans lesquels
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E est infiniment grand. De cette maniére, on peut
appliquer I'équation précédente a toutes les surfaces
limites qui se présentent.

Les équations (56) et (57) expriment des relations
entre la grandeur U et la somme V 4 U. On peut facile-
ment en tirer des équations qu1 expriment des relations
entre Vet V - T.

Dans ce but, ajoutons et soustrayons AV dans le
premier membre de 'équation (56) ; il vient:

—AV+A(V+U)=—4¢ZB%(E9%1:—@),

cette équation peut se transformer comme suit :

0(V-|—U))

AV —=A(V+TU)+ 4r Z—(%(E =

- X[ e )

0u? 0x

ce que l'on peut encore écrire plus simplement :
0 0(V+1)
AV = Z%[a 1 47E) T] 58)

Introduisant encore pour 1 -4 4rnE la notation K de
Maxwell, il vient:

AV =3 050( Vaz U)) (584)

De méme, dans I'équation (57), ajoutons et soustrayons
I
dans le premier membre g_v -+ ;Z ; puis, opérons

comme précédemment ; nous obtiendrons :
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0(V+1) 0(V410)
dnl + dn £, on, K, on,

- (59)

Nous pouvons encore introduire dans ces équations
les grandeurs qui expriment la densité que posséde, au
lieu considéré, I'électricité dont la fonction potentielle
est V. Désignons, comme précédemment, la densité par
rapport 4 l'espace par % et la densité superficielle a la
surface limite considérée, par % ; nous aurons 4 poser:

AV = — dnk
ov ov av
dn + o on, (dn)+ 0 (01?,)_ o dnh,

et les équations précédentes deviennent par 14 :

de( V+U)-—[—-4ﬂ:k—0 (60)7

dv4u | I(V+1) '
—0—”1'— + K, —— an, +4‘n:h—0 (61)

K,

Telles sont les équations établiespar Helmholtz et
Maxwell. Maxwell a écrit simplement V au lieu de
V + U, en désignant par V la fonction totale, dont les

coefficients différentiels négatifs représentent les com-
posantes de la force totale qui agit dans le diélectrique.



CHAPITRE 1V.

EQUIVALENT MECANIQUE D’UNE DECHARGE ELECTRIQUE.

§ 1.

Effet total d'une décharge.

Il a été question, dans le chapitre précédent, des
charges électriques qui ont lieu dans différentes circon-
stances, et de la maniére correspondante de se com-
porter de la fonction potentielle ;nous devons maintenant
considérer la décharge et les actions qui en résultent ;
nous entendons ici par décharge électrigue, toute modi-
fication dans la distribution de Iélectricité, par laquelle
I'équilibre s'établit en tout ou en partie dans létat
électrique des diverses parties d’un systéme de corps
conducteurs, auquel peut aussi appartenir la terre.

Pendant le changement qui a lieu dans la distribution
de lélectricité et le mouvement des particules d’élec-
tricité qui y est relig, il ¥ a du travail effectué par les
forces électriques. Ce travail effectus par des forces,
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qui sont inversement proportionnelles au carré de la
distance, se détermine d’une maniére trés simple!. 11
est entiérement indépendant de la maniére dont les
mouvements des particules d’électricité ont lieu ; il ne
dépend que de leurs positions initiales et finales, et
méme, il est représenté par lo diminution, qui se produit
dans la décharge, du potentiel de toute Uélectricité sur
elle-méme.

Au moyen de ce travail fait par les forces électriques,
il peut d’abord se produire certains effets, dans
lesquels d’autres forces doivent &tre surmontées, et
dont les plus ordinaires sont les suivants. Des étincelles
jaillissent en un ou plusieurs endroits, ou une couche
d’air, ou un autre corps non conducteur, est percé par
Pélectricité. — Si, 4 un endroit, le courant électrique
traverse un fil trés mince, celui-ci éprouve des modifi-
cations mécaniques qui peuvent varier, depuis de petits
plissements & peine visibles Jjusqu’a une pulvérisation
compléte. — Si le courant traverse des corps électro-
lytiques, il survient des décompositions chimiques. —
Dans des corps, qui se trouvent dans le voisinage des
conducteurs parcourus par le courant, il peut se pro-
duire des courants d’induction ou des actions magné-
tiques, — ete.

Une partie du travail total effectué par les forces
électriques est dépensée pour produire ces divers effets.
La partie restante du travail se transforme en chaleur
dans les conducteurs.

Si nous mesurons la chaleur en unités mécaniques,
c'est-a-dire, par le travail mécanique qui lui correspond,
et si de méme, nous exprimons les actions mentionnées

1. Voyez 4 ce sujet mon livre « La fonction potentielle et le
potentiel, » 4¢ édition, § 65.
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t

ci-dessus par les quantités de travail Y consacrées, nous
pourrons réunir toutes ces quantités dans une somme
algébrique, et désigner simplement celle-ci comme la,
somme de tous les effets produits par la décharge
électrigue. Relativement & cette derniére, nous aurons
alors, d’apres ce qui précede, le simple théoréme
suivant, que nous prendrons comme principe fonda-
mental dans les développements ultérieurs :

La somme de tous les effets produits par une décharge
électrique est égale & la diminulion qui est survenue

dans le potentiel de la quantité totale d’électricité sur
elle-méme.

§ 2.
Potentiel d’une bouteille de Leyde ou d’une batterie chargée.

Choisissons maintenant la houteille de Leyde comme
exemple d’'un systéme de corps, qui peut étre chargé
d’électricité, puis déchargé ; il s'agira, pour une bouteille
de Leyde chargée, de déterminer le potentiel de I'élec-
tricité totale sur elle-méme, en comprenant - dans
Iélectricité totale, non seulement les quantités qui se

_trouvent sur les deux armatures, mais aussi toutes les
petites quantités d'électricité qui se trouvent dans
lintérieur du verre sur les corpuscules polarisés élec-
triquement.

Soient dg et dg' deux éléments quelconques d’élec-
tricité, et » leur distance mutuelle ; le potentie] de toute
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Lélectricité sur elle-méme, que nous désignerons par W,

2

sera déterminé par I'équation suivante :

v

dans laquelle les deux intégrations indiquées sont &
effectuer pour toutes les quantités données d’électricité,
en partie positives, en partie négatives. Puisque main-
tenant; en -désignant d’autre part par V la fonction
potentielle de toutes les quantités données d’électricité
au point (z, y, z), ol se trouve 'élément dg, on a
l'équation :

-,

on pourra aussi écrire I'équation précédente comme
suit :

W=1 f vdg. )

Mais, dans le cas actuel, il est utile de donner & cette
derniere équation une forme un peu différente, en
séparant la fonction potentielle des quantités d'élec-
tricité, qui se trouvent sur les armatures de la
bouteille, de celle des quantités d’électricité se trouvant
dans l'intérieur du verre sur les corpuscules polarisés,
puis en représentant chacune d’elles par une notation

“spéciale. Nous désignerons la premiére par V et la

seconde par U, de sorte que la fonction potentielle
de toutes les électricités, auxquelles il faut avoir égard,
sera représentée par V + U. Alors I'équation ci-dessus
prend la forme suivante :
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ou l'intégration est a effectuer pour toutes les quantités
d’électricité se trouvant sur les armatures et les parti-
cules de verre polarisées.

L'intégration s'effectue trés rapidement, en ce qui
concerne d’abord les quantités d’électricité qui sont sur
les particules polarisées du verre. Si une particule
conductrice du verre est devenue polarisée électrique-
ment par influence jusqua I'état d’équilibre, le niveau
potentiel est constant dans son intérieur. Puisque,
ensuite, les électricités décomposées qui se trouvent sur
la particule se composent de quantités égales d’électricité
positive et négative, la partie de lintégrale qui se
rapporte a ces deux quantités d’électricité est nulle. La
méme chose est applicable, de la méme maniére, 4 toutes
les particules conductrices du verre, et I'on peut, par

suite, sans entrer dans plus de détails, égaler & zéro la
- partie entiére de lintégrale relative aux électricités
décomposées qui se trouvent sur les particules conduc-
“trices du verre.

Ensuite, en ce qui concerne les quantités d’électricité
se trouvant sur les armatures, on peut aussi introduire
une simplification, puisque le niveau potentiel de chaque
armature est constant. Désignons, comme au § 7 du
chapitre précédent, par F la valeur du niveau potentiel
sur I'armature intérieure, et par G, sur larmature
‘extérieure. Appelons, de méme, M la quantité d’élec-
tricité se trouvant sur l'armature intérieure, et N
celle qui est sur 'armature extérieure ; 'équation (4) se
transforme en :

W = LFM - 1GN. (5)
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Si I'on substitue ici, pour M et N, les valeurs données
dans les équations (48) ou (51) du chapitre précédent,
on obtient W exprimé en fonction de F et G. De méme,
on peut exprimer W en fonction de M et N, ou de

- deux quelconques des quatre quantités F, G, M et N.

Si l'on suppose que larmature extérieure de la
bouteille est en communication conductrice avec la
terre, on a a poser G = 0. Alors (5) devient
simplement :

W = {FM. (6)

On peut ici, & laide de I'équation (52) donnée au
chapitre précédent,

M=XF, (7)

]' 23
W = 5% sk (8)
kM2
W=z )

S8i, au lieu d’une seule bouteille de Leyde, on donne
une batterie de » bouteilles égales, on peut aisément
déduire, des équations précédentes, celles qui se
rapportent & cette batterie. Si T'on réunit toutes les
armatures intérieures et toutes les armatures exté-
rieures, aprés que les n bouteilles sont séparément
également chargées, il ne se produira, par la, aucune
modification dans les valeurs de la fonction potentielle
sur les armatures (pour autant qu’on néglige la petite
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influence de lélectricité qui se trouve sur les piéces
de jonction). Les. quantités délectricité se trouvant
sur l'armature intérieure et sur l'armature extérieure
de la batterie entiére sont, au contraire, naturel-
lement n fois aussi grandes que celles qui se trouvent
sur les armatures d'une seule bouteille. Ceci peut
s'exprimer simplement dans I'équation donnée sous le
n° 7, et qui se rapporte au cas o l'armature extérieure
est en communication conductrice avec le sol, en
remplacant la surface de larmature intérieure d’une
bouteille, qui est désignée par s, par la surface totale
de l'armature intérieure de la batterie entiére, que
nous appellerons S, et en écrivant :

F. (10)

Si, a laide de cette équation, on élimine M ou F de
I'équation (6), on obtient :

W = = SF. (11)
kM2
W5 (12)
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§ 3.

Diminution du potentiel lors de la décharge, et résidu.

Si nous considérons, d’aprés cela, comme connu le
potentiel d'une bouteille de Leyde ou d’une batterie
chargée, la diminution quil éprouvera, lors de la
décharge, pourra aisément aussi se déterminer. Sila
batterie se décharge complétement, de sorte que la
valeur finale du potentiel est nulle, la diminution de ce
potentiel sera simplement égale & W. Mais si une
décharge partielle seulement a lieu, de sorte qu’aprés
la décharge il subsiste encore un potentiel W, on a 3
former la différence W — W',

Si, dans une batterie dont l'armature extérieure est
en communication conductrice avec le sol, on produit la
décharge en mettant cette armature en communication
conductrice avec l'armature intérieure, et en laissant
subsister cette communication un certain temps, il y
aura une décharge compléte. Si, au contraire, on
n'établit la communication que momentanément et
qu'on I'enleve aussitdt, la décharge n’a pas lieu complé-
tement, comme on le sait, mais il reste encore un résidu,
qui, aprés quelque temps, rend possible une seconde
décharge plus faible, lors de laquelle il reste de nouveau
un résidu d'importance moindre, qui peut alors donner
une troisiéme décharge, et ainsi de suite.

La formation du résidu s’explique sans aucun doute
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par ce fait, que le verre ne perd pas de suite complete-
ment, au moment de la décharge, l'état de polarité
électrique qu’il a pris sous l'influence des quantités
d’électricité se trouvant sur les armatures, mais qu'une
partie de cette polarité intérieure continue & subsister
d’abord, et que par la une partie de l'électricité est
retenue sur les armatures. Cette polarité intérieure
encore existante immédiatement aprés la décharge se
perd ensuite en peu de temps, jusqua ce quil reste
encore une polarité d'intensité telle, quelle corresponde
aux quantités d’électricité qui se trouvent encore
actuellement sur les armatures, et qu'elle puisse éire
maintenue par ces quantités. Cette polarité plus faible
n'est naturellement pas suffisante pour retenir les
électricités se trouvant sur les armatures, quand on
rétablit une communication conductrice entre ces
derniéres ; ¢’est pourquoi il se produit de nouveau une
décharge, lors de laquelle il reste derechef une
partie de la derniére polarité existante: par suite
un certain reste d’électricité beaucoup plus petit est
retenu sur les armatures, et ainsi de suite.

On ignore encore comment il se fait que la polarité
intérieure disparait en partie, en un temps presque
incommensurablement court, pendant la décharge,
c’est-a-dire simultanément avec la force qui la
engendrée, tandis quen partie, elle ne se perd au
contraire qu'a la fin petit & petit. Boltzmann a comparé
cette modification, qui se produit ensuite dans 1'état
électrique intérieur, & la rémanence élastique’, et
cette comparaison a beaucoup en sa faveur, quoi-
quelle puisse encore donner lieu & diverses interpré-
tations quant au véritable fondement du phénoméne.

1. Sitzungsberichte der Wiener Academie ; t. 68, juillet 1873.
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. Pouxj Jjuger plus exactement de I'état de la batterie
immeédiatement aprés la décharge et des quantités quis’y
rapportent, il est nécessaire de passer encore par
quelques considérations spéciales.

§ 4.

Examen du cas ol les niveaux potentiels
des deux armatures sont égaux,
tandis qu’il subsiste encore une polarité intérieure.

Si l'on réunit entre elles, pour un temps trés court et
/fi’une maniére conductrice, les armatures d’une batterie
il s’écoule de l'une a lautre assez délectricité poul”
qu’elles aient toutes deux un méme niveau potentiel
.ql}e 10ous pouvons poser simplement égal & zéro, exi
négligeant un petit écart qui pourrait exister. Il g’agit
de savoir combien il doit encore rester d’électricité sur
les-armatures lors de cette égalisation des niveaux

potentiels, si la polarité intérieure du verre subsiste
partiellement. '

St nous désignons par « et %, les niveaux potentiels
que les armatures auraient seulement 3 cause de Ia
polarité intérieure du verre encore existante, les quan-
tités d'électricité doivent étre assez grandes pour que
par elles seules, elles aménent les armatures au};
niveaux potentiels — u et — #,. Nous pouvons appli-
quer, a la détermination des quantités d’électricits
nécessaires & cet effet, les équations (38) du chapitre II,
dans -lesquelles nous avons a remplacer F et G par
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— u et, — u, et en outre, s par S, si nous considérons
une batterie d'un nombre quelconque de bouteilles au
lieu d’une seule de celles-ci. En négligeant également
ici des différences relativement petites et laissant, par
“suite, de coté la quantité o et les termes affectés des
coefficients « et (3, nous obtenons, pour les deux arma-
tures, des quantités d’électricité égales et contraires,
que nous pourrons désigner par 7 et — m, m étant
déterminé par l'équation suivante:

m = — (u; — u). (13)

Pour pouvoir ensuite appliquer, & la détermination du
potentiel relatif & cet état de la batterie, nos équations
antérieures relatives & létat d’équilibre, nous intro-
duirons encore, & c¢oté de la grandeur 7, la grandeur
p, qui aura la signification suivante ; p et — p sont
les quantités d’électricité qui devraient se trouver sur
‘les deux armatures, pour amener et maintenir la
polarité intérieure dont il a été parlé précédemment,
et qui existe encore immédiatement aprés la décharge.
Cette grandeur p se trouve avec la différence u — u,
dans le méme rapport que celui qui est exprimé dans
I'équation (41) du chapitre précédent entre Q et U —TU,
et nous pouvons, par suite, écrire:

8 144rE
# = 4nc ~ 4zE

(1, — ). (14)

Si, aprés la décharge, les quantités d’électricité
i et — p se trouvaient sur les deux armatures au lieu
des quantités m et — /m, nous aurions un état d’équilibre
de méme nature que celui auquel se rapportent les

1
£
%
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équations (46) du chapitre précédent. Nommons f et g
les ni.veaux potentiels totaux qui se produiraient, dans
ces mrconstanqes, sur les armatures ; nous obtiendrons
en vertu de ces équations, en négligeant la quantité
d et les termes affectés des coefficients « et f :

S
# = 1 (1 -+ 42B) (F— g), (15)

et si nous remplacons p par l'expression donnée dans
(14), il vient:

U —u
r—g=40 (16)

.Le pojgentiel de toute l'électricité sur elle-méme, qui
existerait dans ces circonstances, et que nous désigne-
pee)

. rons par {, se tire de I'équation (5), en
| , ¥ changeant
"FetGen/fetg, et Met Nenu et — p; ce qui dobnne:

Q=3u(f—g) (17)

Remplagant p et /' — g, par les expressio
et (16), il vient : p ns (14)

S
Snc

S

U, — 1 2 .
(1 + 47E) (—171?]43—) . 18

Pour passer de ce potentiel & celui que nous cher-
chor}s, imaginons-nous la grandeur p divisée en deux
parties p m et m, et ensuite toutes les quantités
d’électricité, que nous avons considérées ci-dessus et
dont le potentiel est Q, décomposées en deux systémes.
Le premier systéme S, comprend seulement les deux
quantités d’électricité (x — m) et — (. — m). Le second

A T
systéme S' comprendra, par contre, les quantités

10
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m et — m, et, de plus toutes les quantités d’électricité
se trouvant sur les particules polarisées du verre
(cest-a-dire précisément ces quantités d'électricité,
qui sont présentes immédiatement aprés la décharge).
“Ainsi le potentiel Q se compose des trois parties
constitutives suivantes : '

1o Le potentiel du systéme S, sur lui-méme, que
nous appellerons W .

2° Le potentiel du systéme S' sur lui-méme, que nous
nommerons W'

3° Le potentiel du systéme S, sur le systéme S, qui
g'appellera W',.

Draprés cela, on peut poser :

Q=W,+W+W.

La valeur du dernier potentiel W', du second
membre, peut se déterminer immédiatement. Nous
I'obtenons en multipliant chacun des éléments d’élec-
tricité qui appartiennent & I'un des systémes par la
fonction potentielle de lautre systeme pour le point
considéré, puis en effectuant Iintégration. Mais tous
les éléments d'électricité appartenant au premier
systéme se trouvent sur les armatures, et la fonction
potentielle du second systéme est précisément nulle sur
ces derniéres ; en conséquence, lintégration conduit a
une valeur nulle, et nous obtenons :

W, =0.
Par 14, I'équation précédente devient :

Q=W1+W':

— 147 —
équation que nous écrirons sous la forme suivante
W=0—W,. (19)

Des deux quantités du second membre, la premiére
?st déterminée par I'équation (18). Pour déterminer
l.autre quantité W, il est 4 remarquer que si les quan-
’mt{zs délectricité (x — m) et — (x — m) étaient seules
px.‘esentes, elles détermineraient sur les armatures les
niveaux potentiels /" et g, puisque toutes les autres
qt.lantltés d’électricité donnent & ces armatures des
niveaux potentiels nuls. D’ou il suit :

W, = é(l* —m)(f—g).
Draprés (13) et (14), on peut ici poser :

S u, —u
—_— N e ———
¢ 4ne 47E

et pour f— g, on peut employer la valeur donnée par
(16) ; on obtient par 1a: - :

8 fu, — u\®
Wl_é?c( 47E ) ? (20)
En utilisant cette valeur, (19) se transforme en :

S (u, —up
- . 1
W=gm m 1)

équation qu’on peut aussi écrire en vertu de (13):

W= T 22)

~
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Le potentiel cherché de toute I'électricité sur elle-
méme, existant immédiatement aprés la décharge, est
déterminé par ces équations.

Quand il sest écoulé un certain temps aprés la
décharge, et que la polarité intérieure a décrd, jusqu'a
ce quil n’enreste plus que la partie qui peut étre main-
tenue par les quantités d’électricité m et —m se trouvant
sur les armatures, il existe de nouveau un état d’équi-
libre de méme nature que celui auquel se rapportent
les équations (5) & (12). On obtient le potentiel de toute
T'électricité sur elle-méme, qui correspond a cet état et
que nous désignerons par W', en posant simplement
au lieu de M dans I'équation (12), ou, de nouveau, on

peut remplacer % par , eu égard au degré

Te
) 1+ 4nE
d’exactitude qui est suffisant pour le résidu; on a
ainsi : :

2ne me

" T
W=iTim 5§ (23]
Substithant ici & m sa valeur (13), il vient :
1t S (ul - u)z (24)

"~ 8nc (L 4nE)
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§ 5.

Travail des forces électriques
pendant la décharge et aprés celle-ci.

Aprés avoir déterminé, dans les paragraphes précé-
dents, le potentiel de toute l'électricité sur elle-méme
dans les divers états a4 considérer, il est facile d’expri-
mer aussi le travail que les forces électriques ont

effectué pendant la décharge et aprés celle-ci.

Imaginons que la décharge soit obtenue en appro-

chant, d'un endroit reli¢ d’'une maniére conductrice

avec larmature intérieure, lautre extrémité dun

.conducteur partant de larmature extérieure, et en

établissant le contact pendant un temps trés court.
Nous avons ainsi, avant la décharge, 'état dans lequel
le potentiel est W, et, immédiatement apres la décharge,
I'état dans lequel le potentiel est W'. ‘Pendant la
décharge il sest ainsi effectué le travail :

W — W',
Quand il s’est écoulé quelque temps aprés la décharge,
il a surgi un état, dans lequel le potentiel est W', et,
jusqua ce que cet état se soit établi, les forces’ élec-

triques ont encore effectué, aprés la décharge, le travail:

W — W
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Si on laisse maintenant s'effectuer de nouveau une
décharge, on obtiendra les deux mémes phénoménes
avec des proportions réduites, et ainsi de suite.

Pour pouvoir mieux indiquer les quantités de travail
-dans leur rapport avec lo potentiel total primitivement
existant, on doit savoir comment W' et W" se comportent
vis-a-vis de W, et, pour cela, on doit connaitre
la relation entre la différence u; — u et la différence
F — G. On obtient tout de suite pour %, — % une
valeur limite, qui ne peut certes pas étre dépassée,
par ce fait que la polarits du verre, aprés la décharge,
ne peut pas étre plus grande que ce qu’elle était pendant
la charge. Par suite, si, comme dans le chapitre
précédent, nous désignons par U et U, les niveaux
potentiels que la polarité du verre, existant pendant
la charge, aménerait & elle seule sur les armatures,
¥, — u ne peut en aucun cas étre plus grand que
U, — U. Mais on ne peut indiquer d’une maniére précise
de combien il est plus petit. Cependant on peut toujours
admettre sans aucun doute que, dans une batterie
déterminée, u, — % croit avee U, — U, et puisquil
n'est pas question d’upe grande exactitude, dans
les quantités relatives an résidu, qui ne sont pas
importantes, il est permis de considérer les différences
%, — u comme proportionnelles U, — U, et par
suite, de poser :

Uy —u=p (UI — ), (25)

ol p représente un coefficient dont la valeur est
comprise entre O et 1 et qui dépend de la nature
des bouteilles formant Ia batterie. En ce qui concerne
maintenant la différence U, — U,on déduit d’abord

— 151 —
de Téquation (39) du chapitre précédent I'équation:
U, —U=42E(V + U—Vv, —1U),

et si nous y posons pour V 4+ U et V., + T, les
notations F et ¢ introduites postérieurement, il vient :

U —U=42E F—G); (26)
'équation (25) se transforme parlaen:
U, — u=p .47E (F — G). (27)

De cette équation, on peut déduire la suivante 3
laide de T'équation (46) du chapitre précédent et de
I'équation (13) de ce chapitre :

47E 28
m = p . m M. (~ )
Revenant maintenant aux équations (22) et 23)
établies pour les potentiels W' et W, et remplacant
m par 'expression précédente, il vient :

47K M2
- I L N 20
=2 TR S (9)
. (@dmEE M2 5
W= 2nrcp g_l—_4 EP g (30)

k .
Nous pouvons encore remplacer par 5 le produit 2n¢

qui se présente dans ces deux équations, puisque nous
avons négligé jusqu’ici, en traitant des quantités relatives
au résidu, la petite différence existant entre % et 4.

Nous pouvons maintenant utiliser ces expressions
de W' et W pour la recherche du travail, en déter-
minant W au moyen des équations développées au § 2.
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Pour effectuer le calcul dans un cas particulier, nous

" choisirons celui ou Parmature extérieure de la batterie

se trouve en communication conducirice avec la terre,
et ou léquation (12) est applicable & W. Alors nous
obtenous :

k 47E M2
— {—— e e} .
w—w—g(1—p <1+4nE>2) 5 ©l
2
W =g ATE M (32)

s A 4mEr © S

Dans ce qui précede, nous avons supposé que la
décharge a lieu de telle sorte que les extrémités de
I'arc de fermeture ne sont mises en contact 'une avece
Fautre que pendant un temps trés court. Si, au
contraire, on met en communication conductrice
permanente I'armature extérieure reliée au sol avec
Yarmature intérieure, il y 2 décharge compléte.
Dans ce cas, cependant, il se produit aussi cette circon-
stance, que la décharge totale ne gachéve pas au
moment méme ot la liaison s'établit, mais qu'une partie
de cette décharge ne s'accomplit quaprés quun certain
temps s'est écoulé. On peut, par suite, distinguer
aussi deux parties dans le travail qui est représenté
en tout par W, savoir la partie W — W' qui seffectue
aussitot aprés V'établissement de la liaison, et la partie
W', qui ne s'effectue que petit & petit pendant que cette
liaison subsiste.
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§ 6.

Effets de la décharge.

Si nous examinons maintenant les effets produits
par la décharge, ils peuvent, comme nous Tavons déja
mentionné ci-dessus au § 1, étre de nature trés diverse:
En toute rigueur, il faut, aux effets indiqués, en ajouter
encore un autre qui a lieu déja avant la. décharge
proprement dite. Ainsi, pendant que lextrémité de
Tarc de fermeture partant de l'armature extérieure
se rapproche de l'endroit relié d’une maniére conduc-
trice & l'armature intérieure, il y a déja une petite
action de la part de I'électricité, puisque les extrémités
de T'arc de fermeture s'attirent en vertu de l'électricité
qui 8’y trouve, ce qui facilite le rapprochement. Mais
cet effet est tellement faible dans ce cas-ci, ou la plus
grande partie de électricité est fixée sur les armatures
et ne peut contribuer a cette attraction, que nous
pouvons le négliger sans scrup ule.

De plus, nous exclurons, pour le moment, de notre
recherche, pour plus de simplicité, la production de
courants d’induction ou de magnétisme en dehors du
systéme de corps considéré, ainsi que toutes les modi-
fications persistantes de nature mécanique, chimique
ou magnétique & lintérieur de ce systéme ; et nous
admettrons que le travail qui est dépensé auw lieux
ow le circuit est interrompu et ot dotl jaillir une étin-
celle, ainsi que la chaleur engendrée dans t0ut le
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systéme soient les seuls effets qui se présentent. Alors,
en vertu du théoréme fondamental, lo somme de ces
deux effets doit étre égale & la diminutior du potentiel.

Ce résultat théorique doit étre maintenant comparé
avec l'expérience. A cet effet, la série des essais que
Riess a exécutés avec beaucoup de soin, de circonspection
et de. jugement nous présente particuliérement des
données aussi abondantes que sures, et la comparaison
avec la théorie est encore considérablement facilitée
par cette circonstance, que Riess lui-méme a déduit,
des faits quil a observés, des lois formulées d'une
maniére trés précise.

Supposons d’abord que, dans une série d’expériences,
la grandeur de la décharge, cest-a-dire, la diminution
du potentiel, reste lo méme, mais que l'on change le
circuit de fermeture ; alors la somme des deuxw effels
devra rester constante.

En ce qui concerne la production de chaleur, Riess
a donné, sur sa dépendance vis-a-vis du circuit, ces
deux théorémes trés importants® :

1° Les quantités de chaleur produites par une méme
décharge dans deux fils continus différents, faisant
partie du circuit de fermeture, sont entre elles comme
les longueurs réduites de ces fils ; en entendant par

s . . A .
longueur réduite la quantité — =, ou 4 est la longueur

réelle, p le rayon, et & une quantité dépendant de la
nature du fil, a laquelle Riess a douné le nom de force
rétardatrice, et qui est inversement proportionnelle &
la conductibilité.

20 8%, les autres circonstances restant les mémes, on

1. Ann. de Poge., t. XLIII et XLV.
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allonge le circuil en y intercalant un fil de longueur
réduite 1, Uéchaujfement dun autre fil faisant partie du
circuit est dimiuué dans le rapporide 1 + bl a 1, b
étant une constante & déterminer par Uexpérience.

Ces deux théorémes peuvent s'exprimer par l'équa-
tion suivante’ :

ll

C=ixm®

(33)

ou I' est la longueur réduite du fil considéré, C la
chaleur qui y est engendrée, tandis que & et ! ont la
signification indiquée ci-dessus, et que A représente
une quantité dépendant de la grandeur de la décharge,
quantité qui est constante pour le cas actuel, ou nous
n'avons affaire qu'a des décharges égales.

Cette équation confirme la conclusion que nous avons
donnée précédemment. Le fil  intercalé est naturellement
aussi échauffé par la décharge, et, d’aprés I'équation
précédente, la quantité de chaleur quwil recoit est

S A. Pour que la somme des effets reste constante,

il faudra donc que les autres effets éprouvent une diminu-
tion, et celle-ci est en effet démontrée par le second théo-
réme de Riess et par I'équation. Nous devons nous
contenter pour le moment de cette concordance générale.
Il me parait impossible, sans nouvelles données expéri-
mentales, de rechercher si le décroissement de tous les
autres effets réunis est réellement égal & cette quantité

!
T
Vorsselman de Heer déduit de cette équation (33) un

de chaleur exprimée par

1. Ann. de PogG., t. XLV, p. 23.
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théoreme général qu'on pourrait regarder, au premier
abord, comme une confirmation compléte de mnotre
résultat. Daprés lui, la chaleur totale qui est produite
dans tout le circuil de fermeture par une décharge
électrique, serait indépendante de la nature du circuit’.
Helmholtz donne aussi ce théoréme comme concordant
en effet avec la théorie® ; cependant, je ne puis admettre
cette concordance, parce que le théoréme renferme
plusieurs inexactitudes.

D’abord, Vorsselman de Heer ne considére expres-
sément que « I'arc qui relie les deux armatures de la
batterie »°. Mais la production de chaleur gétend
aussi aux autres corps du systéme; une partie de
celle-ci est engendrée a lintérieur de la batterie
elle-méme ; une autre partie, pour le cas ou la batterie
et le circuit ne sont pas isolés, mais sont mis en commu-
nication avec la terre, sera produite dans ce fil
conducteur et dans la terre elle-méme. Cette derniére
partie sera, en général, insignifiante, parce quil n’y a
que l'excés de l'une ou lautre électricité qui s'écoule
dans la terre, et que cet excés est faible, relativement
a la quantité totale d’électricité ; on pourrait peut-étre
méme admettre quil en est ainsi de la premiére partie,
a condition que le circuit ait une longueur réduite
considérable. Mais il n’en serait plus de méme pour un
circuit trés court, et nous devons jusqu'a présent, en
général, considérer cette partie comme inconnue.

Ensuite, il n’a pas pris en considération les endroits

1. Ann. de PoGe., t. XLVII, p. 298.

2. Ueber die Brhaitung der Kraft, p. 44 (trad. en francais par
L. PERARD, professeur 4 l'université de Liege).

3. Ann. de Poea., t. XLVIII, p. 297..
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ol le circuit de fermeture est interrompu et ou jaillit
une étincelle. En ces lieux, il se produit un effet
mécanique extérieur que lon doit commencer par

retrancher de leffet total, comme travail consommé,

pour obtenir la partie qui est réellement transformée
en chaleur, a l'intérieur du systéme de corps considéré.

‘En ce qui concerne la grandeur de cette consommation
de travail et son influence sur la production .de
chaleur, jindiquerai d’abord une nouvelle conﬁrmg’uon
de la théorie par l'expérience. Il est en effet évident

" que le travail consommé dépend de la résistance

quoppose la couche mon conductrice, qui form-e
l'interruption, et qu’il sera par conséquent plus, consl-
dérable, si les extrémités du circuit sont séparges par
un corps solide non conducteur, que si de lawr seul
est interposé entre elles. Il résulte de 14 qu'un thermo-
métre électrique & air qui se trouve en un autre
endroit du ecircuit, doit s'échauffer moins dans le
premier cas que dans le dernier, et c'est ce que cpnﬁr;me,
en effet, 1a série d’expériences entreprises par Riess .

Au point d'interruption, il y avait, soijc deux petits
disques, soit deux spheres, soit deux pointes en.face
I'une de l'autre, chaque fois & la distance de 0,2 ligne.
On iniercalait entre elles successivement les corps
énumérés dans la premiére colonne du tableau suivant ;
et dans des circonstances identiques, on a ob§eere
dans le thermomeétre a air les échauffements indlq‘ues
dans les colonnes suivantes. Dans les cas ou Riess
donne plusieurs nombres, j'en ai pris la moyenne.

1. Ann. de PoeG., t. XLIII, p. 82.
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ECHAUFFEMENTS
CORPS DANS LE THERMOMETRE A AIR,
. suivant que I’étincelle jaillissait entre
INTERCALES ]
W LES POXNTES,

Couche d'air. . ........ 15,9 15,4 15,1
Unecarte........... 11,7 12,0 11,6

Deux cartes séparées par

une couche de tain. . .. 9,7 9,3 » —
Deuxcartes.......... 8,0 8,8 10,4
Feuille de mica. ....... 6,8 4.7 4,8

Dans ce tableau, on voit clairement ressortir I'influence
de la solidité du corps intercalé qui doit étre traversé
par létincelle. Le cas seul, ou deux cartes étaient
séparées par une couche de tain, parait d’abord former
une exception, puisque ces trois corps ont exercé un effet
moindre que les deux cartes seules. D’aprés cela, on doit
admettre que le tain, quoiquil ait été percé également,
n’a pas augmenté la consommation de travail, mais I'a
au contraire diminué, ce qui parait impliquer une
-contradiction. Je crois cependant que, quoiqu’on ne
puisse pas expliquer pour le moment ce fait, on ne doit

pasprécisémentle considérer comme contradictoire ; car, .

relativement & la consommation de travail, il ne s'agit
pas seulement de savoir quels corps sont traversés,
mals aussi comment ils le sont, et un corps conducteur
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intercalé produit en tout cas une modification sous ce
rapport. On voit en méme temps, par la grande diffé-
rence des autres nombres de la table, combien le travail
consommé par I'étincelle peut devenir considérable dans
des circonstances défavorables. Mais on ne pourrait
pas encore déduire de la une mesure exacte de ce
travail, et il me semble que, jusqua présent, nous ne
possédons pas encore une telle mesure, méme pour le
cas le plus simple et le plus important, celui ol I'étin-
celle jaillit & travers l'air seul.

Au premier abord, on pourrait peut-étre croire que,
pour une égale densité de Uair, ce travail devrait étre
sumplement proportionnel & Uépaisseur de la couche
d'air traversée. Toutefois, si, sans changer la distance
des corps entre lesquels jaillit I'étincelle, on modifie la
charge de la batterie ou la nature du circuit, il se
présente dans les étincelles de si grandes différences,
déja reconnaissables 4 lintensité de la lumiére et de la
crépitation, quil est impossible de regarder ces étin-
celles comme égales entre elles, relativement au travail
qu’elles consomment.

Ensuite, on pourrait vouloir tirer de quelques

-expériences de Riess' la conclusion que le travail

consommeé par une étincelle qui jaillit & travers Uair est
en général si faible, qu'on peut le négliger. Riess a en
effet disposé ses expériences sur les petits disques et les
sphéres, de telle sorte quil mettait d’abord ceux-ci
en contact, puis a différentes distances I'un de 'autre ;
dans le premier cas, I'électricité passait sans étincelles,
dans le second, avec étincelles ; et il a observé dans les
deux cas la chaleur produite dans le circuit, quand les

1. Ann, de Poge., t. XLIIL, p. 78.



— 160 —

autres circonstances restaient identiques. En général,
lors de 'écartement, cette chaleur ne s’est guere montrée
moindre que lors du contact, et méme, dans quelques
cas, elle a été un peu plus grande. Je crois cependant
que ces observations ne justifient pas encore la
conclusion précédente.

Outre les étincelles que 'on produisait & volonté en.
éloignant les disques ou les sphéres, nous devons en
effet encore examiner celles qui tenaient déja au
mode de décharge. Afin de rendre les décharges aussi
réguliéres que possible, Riess les produisait au moyen
d’'un appareil construit expres® et disposé de telle sorte
quil jaillissait chaque fois deuw étincelles. Il résulte
d’autres expériences de Riess® qu'une interruption
apportée dans le circuit amoindrit la distance explosive
en un autre endroit : et, par suite, dans le cas actuel,
en méme temps que la nouvelle étincelle jaillit entre
les disques ou les spheéres, les deux autres doivent étre
raccourcies dans l'excitateur, d’oi1 I'on peut conclure a
une compensation partielle de la consommation de

travail. Dans certains cas méme, les. deux derniéres-

étincelles disparaissaient completement, et «la décharge
navait lieu quau contact des sphéres de Iexcitateur » °.
1l s'était produit wunme nouvelle étincelle, et deux des
précédentes avaient disparu, d’'oit Ton peut s'attendre a
une diminution du travail consommé, et par conséquent,
4 un aceroissement de la chaleur produite ; et en effet,
ce sont précisément ces cas dans lesquels Riess a
observé une chaleur plus considérable dans le circuit.
On voit done quil n’est pas nécessaire, pour expliquer
ces phénoménes, d’admettre que la grandeur du travail

1. Ann. de Pogéa., t. XL, p. 339.
2. 1d., t. LIII, p. 11.
3. 1d., t. XLIII, p- 79.
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consomme par une étincelle est trés faible ; au reste
b

les exp.érlences. ne me semblent pas permettre une
conclusion certaine sur cette grandeur.

Sl est impossible, & cause des inco i
présentent dans l'effet total, de prouver 1an2:>1§zo$n§:
gufmz\z’mtz’vement exacte de l'équation (33) avec le
théoréme fondamental, on pourrait peut-étre essayer, en
les z}dmettant et les combinant ensemble, de détermi’ner
c’c?s Inconnues ou du moins leur somme, et la forme de
lequafaon (33) établie par Riess semble y engager. Mais
on doit remarquer que, comme elle est empirique, on ne
peut pas lui accorder une exactitude absolue c’omme
le montrent du reste les nombres obtenus p;u- Riess
D.ans. deux séries d’expériences, il a intercalé dans l(;
cu’.cult des fils de longueur et d’épaisseur différentes, ce
ql}l ne changeait que la quantité I qui se trouve’au
del}ommateur dans le second membre de I'équation (33);
et il a chaque fois déterminé la constante & au moyeI;
de ‘l’échauﬁ"ement observé. Les valeurs ainsi trouvées
varient dans la premiére série entre 0,01358 et 0,01101
et dans.la seconde entre 0,00000926 et 0,000()0’8401 ;
et quoique ces différences puissent étre regardée;
comme peu importantes & cause de la grande variété
des fils intercalés et de la difficulté des expériences
elles méritent cependant qu’on y ait quelque éO"ard,
parce quelles ont lieu avec une certaine ré@uerité’
En effet, dans les deux séries les valeurs de & dibminuené

en général lorsque la longueur réduite I du Al
augmente.

1. Ann, de PoGé., t. XLIII, pp. 68 et 73. L i
, 1. . Pp- - La grande différence
entre les nombres de la premiére et de la sec éri
: S 0T ond > i
d’un choix différent des unités. © serie provient

11
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§ 7.
Comparaison dans Ihypothése de charges diverses.

Nous passons au second point de comparaison entre
la théorie et lexpérience, cest-a-dire au cas ou
le circuil reste le méme, mais ou la grondeur de lo
batterie et de lo quantité délectricité quiy est accu~
mulde, varie.

Ici encore se reproduit l'inconvénient dont nous
venons de parler. Comme il y a une partie des effets
de la décharge que nous ne connaissons pas, nous ne
pouvons pas déterminer de quelle maniére cette partie
~ varie avec la grandeur de la batterie et la quantité
délectricité, et par suite nous ne pouvons pas encore
conclure avec assurance de leffet observé a un endroit
du circuit & leffet fotal. Seulement, relativement & la
chaleur engendrée dans les parties continues du cireuit,
nous pouvons admettre comme certain que toute
modification observée dans une partie aura lieu
proportionnellement dans les autres.

Mais si le circuit a une grande longueur réduite, on
" pourra admettre que la plus grande partie de Teffet
total est employée & l'échauffer, et, dans ce cas, si
méme les autres effets sécartent de cette propor-

tionnalité, les différences qui en résulteront seront

relativement faibles, de sorte que l'on pourra regarder
avec assez dexactitude les échauffements observés a
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un certain endroit comme proportionnels & 1’
correspondant. P a leffet total

‘Or, d'aprés l'équation (12), leffet total pour une
décharge compléte est exprimé par

2

Eco t
S nst.,

et c’egt 13 précisément I'expression que Riess a trouvée

experlmentalement pour I'échauffement dans le circuit
12 : ) 7

puisque I'équation (33) est sous sa forme compléte *:

C = al' M2
14808 (334)

ou & désigne une constante >.

§ 8.
Décharge 'incompléte.

'Les cas considérés jusquici se rapportent a la
décharge Cf)mplete. Nous examirerons maintenant le
cas de la décharge incompléte.

1. Ann. de PoGé., t. XLV, p. 23.
,‘2. I'{glmholtz cite également cette confirmation de la théori g
1§xper1enfze (v.p. 43 de son ouvrage), mais je ne compr'endes s
bien le deve}f)ppement de sa formule, parce qu'il y introduit §a's
grfm_nde.urAqu il appelle Ableitungsgrisse (valeur de déductio e
quil qm étre proportionnelle a la surface de Iarmature (? ) ‘]31C
batteme,. mais sans s'expliquer davantage sur sa significati oot
sur la raison de cette proportionnalité. ° on et
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Nous possédons aussi, sous ce rapport, des expériences
de mesure de Riess!, qui déchargeait partiellement
une batterie chargée, en reliant par deux circuits
ses deux armatures aux armatures correspondantes
d'une autre batterie non chargée, de sorte que les
quantités d’électricité, qui étaient d’abord accumulées
sur la premiére batterie, se répandaient sur toutes les
deux. Il variait les expériences en composant les
batteries de différents nombres de bouteilles, et
observait chaque fois l'échauffement soit dans l'un,
soit dans les deux circuits. Les bouteilles de chaque
batterie étaient naturellement égales entre elles, mais
malheureusement les bouteilles de I'une n'étaient pas
égales a celles de lautre. Il trouve comme résultat de
ses expériences que « la formule suivante représente
parfaitement les échauffements observés & un endroit
constant du circuit tant intérieur quextérieur?® ».

aM?
C= ;

(n n ;S—)ns.

n s

(34)

Tai seulement un peu changé les lettres de cette
formule pour pouvoir la comparer plus aisément avec
les miennes. C y représente la chaleur observée, M la
quantité délectricité employée, s la superficie de
Parmature intérieure d'une bouteille de la premiére
batterie, et # le nombre de ses bouteilles, s’ et 7' les
quantités correspondantes pour la seconde batterie, et
enfin ¢ une constante qui devait étre prise un peu plus
grande pour le circuit intérieur que pour lextérieur,

1. Ann. de PoGa., t. LXXX, p. 214.
2. Id., p. 217.

S

— 1656 —

ce qui s'explique par ce fait qu’il se trouvait un peu
plus d’électricité sur l'armature intérieure que sur
Textérieure.

Comparons maintenant cet échauffement & la dimi-
nution du potentiel. :

L'équation (12) donne l'expression suivante pour le
potentiel de la premiére batterie avant la décharge, en
désignant par M la quantité d’électricité, et remplacant
la superficie totale S par sa valeur ns :

W= !

W &
&

(35)

Pour déterminer maintenant de quelle maniére la
quantité totale d’électricité M se répand sur les deux
batteries par la décharge, on a la condition que sur les
armatures reliées entre elles, la fonction potentielle
doit avoir des valeurs égales. Soient, aprés la décharge,
F, et I, les valeurs de la fonction potentielle sur les
armatures intérieures, M, et M', les quantités d’élec-
tricité cherchées qui sont répandues sur elles ; on aura
d’apres (10) : -

F, =M
ns .
!
Fl'zk'NrIlyv
s

ou X' représente, pour les bouteilles de la seconde
batterie, la méme quantité que représente % pour celles
de la premiére. En égalant entre elles ces deux
expressions, et observant que :

l\Il + le = M’
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on aura :

ns

M, = Lu

ns L ns

E E

(36)
r
M’l = _'k—rrM
ns , ns
E k'

On déduira de 13, en représentant par W, le potentiel
total des deux batteries aprés la décharge :

e
ns , n's'’
ETE

Wl = % (M,F, + MIIFII) = 387

et l'on obtiendra ainsi, pour la diminution du potentiel :
L B s
R s

W W=
(n’+y':§)n$

. (38)

2 .é"
S Eest constante pour toute la série
des expériences, et 'on peut donc écrire :

La quantité

A M2
(RS

W—-W, = (39)

Si Ton compare cette expression avec celle (34)
que Riess a donnée pour l'échauffement, on voit que,
pour les rendre proportionnelles entre elles, il suffit
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d’admetire que, pour les bouteilles des deux batteries,
quoiqu'elles ne fussent pas égales, les quantités
% et k&' avaient 4 peu prés les mémes valeurs; on est
d’autant plus fondé 4 I'admettre que Riess déclare plus
bas! avoir trouvé, par des mesures directes, quen faisant
communiquer les deux batteries, I'électricité se répan-
dait dans le rapport de leurs surfaces, ce qui ne pouvait
avoir lieu, d’aprés les équations (24), que si & était
égal & & *.

Riess a varié également ses expériences en allongeant
le circuit, et il a observé le décroissement de chaleur
qui se produisait & un endroit déterminé. Les résultats
de ces expériences concordent en général avec ceux
que nous avons donnés plus haut, et nous ne nous y
ariéterons pas, non plus qua quelques aulres expé-
riences mentionnées dans le méme travail.

1. Loc. ¢it., p. 220.

2. Comme les quantités % et %' dépendent surtout, d’aprés ce qui
précde, des épaisseurs de verre des deux batteries, il m’a paru
intéessant de connaitre ces épaisseurs, et pendant I'impression,
dan: les Ann. de PoGa., du travail dans lequel j’ai donné ces dévelop-
penents, j'avais déja prié M. Riess de vouloir bien les mesurer;
il a»u la bonté de me faire la communication suivante. Dansles
peties bouteilles (celles de la seconde batterie) I'épaisseur varie
consdérablement, et est en moyenne de 1% ligne de Paris. Les
grardes bouteilles (celles de la premiére batterie) n'ont pu étre
mesirées parce quelles sont fermées par le haut; mais il en a
mesiré deux de la méme espéce quon avait fabriquées en surcroit
en néme temps que celles qui étalent en usage; I'épaisseur de
vere y est & peu prés uniforme et égal & 1% ligne. Comme on ne
peutpas attendre une égalité absolue des épaisseurs de verre dans
les crconstances que mentionne M. Riess, et quelle n'est du reste
pas 1écessairement exigée pour I'égalité supposée de % et de &', qui
dépmdent en outre, quoiqu’a un degré moindre, de la forme et de la
graideur des bouteilles, qui sont différentes dans les deux batteries,
je «ois qu'on peut regarder comme satisfaisante la concordance
desnombres 14 et 14.
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$9.

Equations applicables a Ia batterie a cascade.

Nous considérerons maintenant la batferie & cascade
de Franklin ou pile de bouteilles. Elle consiste en un
certain nombre de bouteilles ou de batteries, qui soat

isolées et ensuite réunies entre elles de telle sorte que

larmature extérieure de la premiére est en communi-
cation conductrice avec lintérieure de la seconde,
lextérieure de celle-ci avec l'intérieure de la troisiéne,
et ainsi de suite. L’armature intérieure de la premisre
batterie et l'armature extérieure de la derniére ont
libres, et sont traitées pendant la charge comme cdles
d'une batterie unique.

La charge ayant eu lieu, désignons les quanfités
d’électricité qui se trouvent sur les deux armaturesdes
différentes batteries, ainsi que les valeurs corresfon-
dantes de la fonction potentielle, suivant leur oidre
respectif, par:

M, N, ; M,, N,; M,, N,; ete.
(40)
¥, G ; F,, G,; Fy, G;; ete.

Puisque, quand de l'électricité positive est transnise
“par un conducteur a 'armature intérieure de la premiére
batterie, larmature extérieure de celle-ci ne jeut
recevoir d’électricité négative que de l'armature irté-
rieure de la seconde, qui se trouve ainsi chagée
positivement, on aura :

i
.
%

.
5
;
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N, =—M,;

comme en outre, dans deux corps reliés par un
conducteur la fonction potentielle doit avoir des valeurs
égales, on a, pour ces mémes armatures :

G, =F,;

pour tout autre couple de deux armatures reliées, on
aura deux équations analogues, ce qui donnera la série
d’équations :

‘ N1=_M2;N2:_M3;N3:—M4;etc'

) (41)
[ G,=F,; G,=TF,; G, =F,; ete.

En outre, pour chacune des batteries, les quantités
M, N, F et G sont dans une relation telle que deux
quelconques d’entre elles sont déterminées par les deux
autres. On peut notamment, en vertu des équations (51)
du chapitre précédent, poser, pour une batterie qui se
compose de n bouteilles égales :

M=n%(F—G)+nocG,

(42)
N=n (%-—a) (G — F) + 28G.

Au moyen des systémes d’équations (41) et (42), on
peut, aussitot que deux des quantités (40) sont données,
déterminer les autres, et calculer ensuite par la le
potentiel de toute I'électricité sur elle-méme.
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Pour comparer la théorie avec l'expérience, nous
possédons également des essais de mesure de Riess.
Les essais comportent deux séries. Dans la premiére, le
nombre des bouteilles était le méme dans toutes les
batteries reliées entre elles, mais le nombre de ces
derniéres variait: dans la seconde, le nombre des
batteries employées était toujours de deww, mais le
nombre des bouteilles variait dans chacune de ces
batteries.

§ 10.

Batterie a cascade de deux éléments inégaux.

Nous considérerons d’abord la seconde des séries
- d’essais et nous la comparerons avec la théorie.

Les expériences étaient disposées de telle sorte que
les deux batteries étaient isolées, et que l'armature
intérieure de la premiére communiquait avec la machine
électrique, l'armature extérieure de la seconde avec
une bouteille de mesure de Lane. De cette maniére, la
quantité d’électricité de la seconde armature extérieure
était donnée par le nombre des étincelles de la bouteille
de mesure ; et en méme temps, on peut considérer
comme égale & zéro la fonction potentielle sur cette
armature, apres chaque étincelle de la bouteille de
mesure, puisquon ne néglige ainsi que la fonction
potentielle du résidu qui reste dans la bouteille de
mesure aprés chaque décharge.
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Nous connaissons donc, comme cela est exigé plus
haut, deux des quantités (40) ; et, pour en déduire les
autres, nous pouvons successivement passer de la
seconde armature extérieure a4 la seconde intérieure,
puis & la premiére extérieure, et enfin 4 la premiére
intérieure. Si l'on désigne par — Q la quantité
d’électricité déterminée au moyen de la bouteille de
mesure, par n, et n, les nombres des bouteilles des
deux batteries, toutes les bouteilles étant supposées
égales; et si l'on néglige tous les termes dun ordre
supérieur au premier par rapport & %, on obtiendra la
série des expressions suivantes :

=0,

N,=—4q,

e e
M, = (1+a§)Q,
oimret) A

i
N1=_ l+d§>Q7
_; ’n"l ] nl k _1_ l E
Fl—21+————nl+nizaﬂa+@)ﬁj§ (r+i)ze
A n, 14k
N[).=§1 + [2“ 4=+ B 7‘{}} Q.

Sil'on forme maintenant, pour déterminer le potentiel
de toute la batterie composée, I'équation :
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W= % (F,\M, + &N, + F,M, + GeNz)a

et si I'on y substitue les expressions précédentes, on
obtient :

14 220 [2a+(a+@) jﬂ

n,-+n,

k
B

W ==

1, 1\& .,
(7—,;1 +n—)2—SQ . (43)
Si I'on se contente d’'un degré d’exactitude moindre, en
négligeant une quantité de l'ordre % par rapport &
la valeur totale, on peut écrire :

1 %2 .,
W= (a + 7—1;) é_S Q2. (43a)

Comme le potentiel est nul aprés la décharge, W sera
la diminution du potentiel qui a lieu par cette décharge ;
et si nous admettons comme précédemment que, dans
des circonstances semblables, l'échauffement en un
point déterminé du circuit est proportionnel a l'effet
total, nous pourrons écrire :

1 1)@ »

o=s (i) e
ou C désigne la chaleur produite, et A une constante.
Si nous comparons cette formule avec les résultats
de I'expérience, nous verrons d’abord quici, comme
dans tous les autres cas, la proportionnalité de la
chaleur produite au carré de la quantité d’électricité
employée, se trouve confirmée. En outre, en ce qui
concerne la dépendance qui existe entre la chaleur
et les nombres de bouteilles #, et #,, la concordance
résulte des tables suivantes.
La premiére fois, 7, a été laissé constant tandis que
n, variait, de telle sorte que :

une autre fois, 7, a été laissé constant et », a varié de
sorte que:

n, =N, = 2N, = 31, et = 4n L

Afin de pouvoir mieux comparer les résultats, j'ai pris
pour unité, dans les deux cas, I'’échauffement observé
dans la premiére expérience ou n, était égal & n,, et
jy ai réduit les autres échauffements. Jai pris la
moyenne des deux valeurs que Riess donne comme
résultats de chacune de ses expériences.

(I.) #, VARIABLE, %, CONSTANT.

ECHAUFFEMENTS
7y
CALCULES. OBSERVES.
N 1 1
2 My 0,15 0,76
3 N, 0,67 0,69
4 n, 0,63 0,66

4. Ann. de PoGé., t. LXXX, p. 356.
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(II.) #, VARIABLE, %, CONSTANT.

ECHAUFFEMENTS
Po —
CALCULES. OBSERVES.
7y 1 1
2 1y 0,73 0,78
3 n, 0,67 0,72
4 7y 0,63 0,68

On voit que, dans le premier tableau, il y a une
concordance satisfaisante entre les nombres de la
deuxiéme et de la troisiéme colonne. Dans le second
tableau, les différences sont, a la vérité, plus considé-
rables ; mais si l'on réfléchit combien il serait difficile
de réaliser complétement les conditions supposées dans
la formule théorique, surtout celle d'une isolation
parfaite, et quen outre, dans ce cas méme, la formule
n’est quapproximativement exacte, on trouvera que ces
différences ne sont pas telles qu'elles doivent faire
douter de la théorie.

|
|
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§ 11.

Batterie & cascade de plusieurs éléments égaux.

Passons maintenant & la seconde série d'essais
indiquée plus haut, dans laquelle les éléments reliés
en batterie & cascade (bouteilles isolées ou batteries
se composant de quelques bouteilles) étaient égaux
entre eux, tandis que leur nombre variait. Dove et
Riess ont employé comme éléments trois ou quatre
bouteilles ou batteries égales, qui, dans la charge,
étaient toujours réunis en batterie a cascade; la
décharge, au contraire, se faisait soit pour la premiére
seule, soit pour les deux premiéres ensemble, soit pour
les trois premiéres ensemble, etc... Lors de chaque
décharge, on observait I'échauffement dans le circuit
de fermeture.

Pour déterminer, dans une batterie a4 cascade, com-
posée d’'un nombre quelconque d’éléments égaux, les
niveaux potentiels des diverses armatures, ainsi que
les quantités d’électricité qui se trouvent sur celles-ci,
lorsqu’on connait deux de ces quantités, nous pouvons
utiliser de nouveau les systémes d’équations (41) et (42).
Nous nous contenterons ici du degré d’exactitude moindre
que I'on atteint, quand on ne considére que le premier
terme dans chacune des expressions M ou N. Alors
on peut considérer comme égales en valeur absolue les
quantités d'électricité sur toutes les armatures ; d’aprés
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cela, si nous désignons par — Q celle qui se trouve sur la
derniére armature extérieure, nous pourrons représenter
ces quantités par la série — Q, + Q, — Q, 4 Q, ete.
Si le niveau potentiel de la derniére armature extérieure
est nul, nous obtenons la série suivante des valeurs des
niveaux potentiels :

Q Q Q Q
O,kg, k—s—, 2k§, 2k§, 3k

wlo

, ete.

ou S est égal & ns.

En ce qui concerne le potentiel de toute I'électricité
sur elle méme pour une batterie & cascade d’'un nombre
quelconque d’éléments, il est & remarquer que, pour le
degré d’exactitude dont nous nous sommes contenté, les
potentiels des bouteilles seules ou des batteries utilisées
comme éléments sont égaux entre eux, chacun d’eux

étant représenté par Si I'on emploie un seul

28"
élément, ou une réunion de deux, trois, ete., éléments,
on obtient comme valeurs des potentiels :

2
. —Q— ete.

QZ ‘)k Q2
< S 5

S*'“2° 8§’

[y

(&)

Ce sont ces valeurs, procédant suivant les rapports
des nombres entiers 1, 2, 3, etc., qui représentent les
quantités de travail effectuées par les forces électriques

dans les décharges faites par Dove et Riess; on doit,

par suite, y comparer les échauffements observés.

Mais, dans cette série d’essais, on ne doit pas
s'attendre & une aussi grande concordance que dans la
précédente, parce qu’ici se présentent quelques inconvé-
nients dont les expériences antérieures n’étaient pas tout
a fait dépourvues, mais qui ne pouvaient pas y exercer

.
0
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une influence aussi considérable. L'un de ceux qui
méritent une mention plus particuliére consiste en ce
que chaque batterie nouvelle, ajoutée pour la décharge,
allonge aussi le circuit. En effet, dans la premiére
série d’expériences, lorsquon augmentait le nombre des
bouteilles d'une batterie, les nouvelles bouteilles étajent
introduites & cdsé des autres ; et, si le systéme de COTpS

soumis & l'action de I'électricité était augments de ces

bouteilles et de leurs fils conducteurs, cette augmen-
tation ne devait pas compter, toutefois, comme un
allongement du circuit lui-méme ; cest pourquoi jai
négligé plus haut cette circonstance, de méme que la
circonstance analogue, quis'est présentée antérieurement
dans l'accroissement du nombre des bouteilles d’une
seule batterie. Dans la série d’expériences actuelle,
au contraire, chaque batterie ajoutée est placée @
la suite des autres, de sorte que son fil conducteur et
ses deux armatures font alors partie intégrante du
circuit.

Il résulte de 13 que I'hypothése que nous avons faite
dans le cas dun circuit comsfant, & savoir, que la
production de chaleur, en un lieu déterminé, est propor-
tionnelle 3 leffet total, ne peut plus étre admise dans le
cas ou cet effet est augmenté par I'accroissement des
éléments d’'une batterie 4 cascade, mais que, dans ce
dernier cas, le rapport des productions de chaleur
observées doit étre un peu moindre. Or, comme les
équations précédentes font voir que leffet total, ou la
diminution du potentiel, est proportionnel au nombre des
éléments déchargés simultanément, on devra s’attendre
a ce que, quand le nombre des éléments augmentera
progressivement, les indications dun thermométre
électrique, placé dans le circuit, restent un peu au
dessous des nombres entiers successifs correspondants.

‘ 12
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Les expériences de Riess' montrent aussi en réa.lité
“un écart assez notable, puisque, pour quatre bat.terleg
les nombres, au lieu de croitre de 1 & 4, ne vont jamais
que de 1 a3, et pour trois batteries de 1 & 2,5 seulement,
“au lieu de croltre de 1 4 3. On ne peut naturel\lement
pas énoncer de loi déterminée relativement & cette
série de mnombres, puisquelle doit dépendre de la
constitution des batteries employées, ainsi que de celle
des conducteurs qui les relient entre elles.

L’exactitude de 'hypothése faite précédemmenﬁc, ,q?e
chaque liaison entre deux éléments d01_t ét?e conSIde?ee
comme une partie intégrante du circuit, se Yémﬁe
du reste encore spécialement en ce que, d’aprés .les
observations des deux physiciens, 'échauffement a lieu,
dans ces fils intermédiaires, & peu prés comme dans’ le
circuit principal, et en ce que l’intf"o_ductlon' fiun
mauvais conducteur dans I'une de ces liaisons dm.amu_e
I'échauffement, en un point quelcongue du cuzcu%t
principal, presque autant que si ce conducteur était
introduit dans celui-ci méme. . .

~ On ne doit pas perdre de vue cette dermere- circon-
‘stance, sil'on veut se rendre compte de l’a}ccr01§sem§nt
de la quantité totale de chaleur engendrée, qui a .1161‘1
lors de l'augmentation des éléments d’une:, batterie a
cascade. Silon a, par exemple, une batterie & cascade .de
quatre éléments, il existe, dans celle-ci, guatre pr?u"tle's
distinctes du circuit de fermeture, savo.lr:, }e cu'fzmt
principal qui relie la premiére armatqre mte}mgqre a la}
derniére extérieure, et les trois parties mtermec%mre.s qui
relient une armature extérieure & 'armature intérieure
suivante. Puisqu'on peut intercaler dans chacun de ces

\

circuits un thermométre électrique a air, et quon

1. Ann. de Poge., t. LXXX, p. 351.
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obtient chaque fois une quantité de chaleur qui se
rapproche au moins du quadruple de celle qu'un seul
élément y edt produite, on pourrait peut-étre, comme
cela est en effet arrivé, en tirer la conclusion que 'on
obtiendrait une quantité de chaleur seize fois plus
grande en intercalant simultanément des thermométres
électriques & air dans tous les quatre circuits. Mais il
ne faut pas oublier que, si I'on wintroduit qu'un seul
thermométre, dont le fil a une longueur réduite
importante, presque toute I'action de 1a décharge sy
concentrera ; si I'on introduit quatre thermométres,
leffet se répartira sur les quatre, et deviendra moindre,
dans chacun, d'une maniére correspondante. La produc-
tion totale de chaleur ne peut pas étre plus grande que
la diminution du potentiel qui a lieu pendant la
décharge, et d’aprés ce qui précéde, cette diminution,
est, non pas seize fois, mais seulement quatre fois plus

grande dans une batterie de quatre éléments que dans
un élément unique.

En jetant un coup d’ceil d’ensemble sur le résultat de
toutes les expériences faites jusqu’d présent, nous
verrons que la plupart des cas sont, en général, trop
compliqués pour se préter 4 une comparaison rigoureuse
avec la théorie ; mais, pour autant que cette comparaison
fit possible, elle a toujours été a l'avantage du
théoréme fondamental, et je mne connais aucun fait
expérimental bien établi qui le contredise. Je pense
donc que l'on peut regarder ce théoréme comme
confirmé par I'expérience, si tant est que cette confir-

mation soit encore nécessaire 4 coté de son fondement
théorique.



CHAPITRE V.

PRODUCTION DE TRAVAIL ET DE CHALEUR
DANS UN COURANT ELECTRIQUE STATIONNAIRE.

§ 1.

Caractére distinelif du cas 3 considérer.

Dans le chapitre précédent, nous avons considéré
les effets du mouvement de lélectricité, dans un cas
particuliérement simple sous un certain rapport. Nous
avons supposé, en effet, que I'état initial de I'électricite,
aussi bien que I'état final, était un état de repos. Dans
ce cas, il n’est absolument pas besoin d’examiner la loi
du mouvement par lequel I'électricité passe d’un état
a lautre ; il suffit de counnaitre le potentiel de toute
Pélectricité sur elle-méme pour les deux états de repos ;
le travail effectué par les forces électriques pendant le
passage est représenté par la différence des deux
potentiels. Nous considérerons maintenant, au contraire,
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I'électricité dans son mouvement méme, mais en faisant
d’autres hypothéses pour simplifier la recherche. Nous
supposerons que le mouvement est stationnaire ; nous
entendons par 14, qu'il est tel, que I'état de mouvement
du systéme considéré reste toujours le méme dans
la suite du temps, ou tout au moins -quil n’éprouve
que des modifications dont la durée est si petite,
relativement aux intervalles de temps que I'on considére
dans I'observation, qu'on n’a affaire dans celle-ci qua un
état de mouvement moyen, qui est invariable. Un
tel mouvement stationnaire a lien dans un courant
galvanique ou thermoélectrique, et nous nous occuperons
maintenant de courants de cette nature. Mais nous
introduirons encore une restriction. Nous ne consi-
dérerons pas tout d’abord le circuit entier, y compris
les points ou les forces électromotrices agissent, et les
phénomenes engendrant ces forces, mais nous restrein-
drons notre examen & une portion de conducteur dans
laquelle aucune force électromotrice wa son siége, et
qui néprouve pas de modifications chimiques ou
meécaniques. Nous supposerons aussi quil n’y a pas
d’actions d’induction entre le conducteur considérs et
d’autres conducteurs ou aimants.

Dans ce cas, I'échauffement du conducteur est le
seul effet produit par le courant électrique. Les
lois de cette production de chaleur ont été constatées
expérimentalement par Joule!, Lenz? et Becquerel ?,
pour le cas le plus simple, ot le conducteur est.un £l ;
ils ont trouvé que la chaleur, engendrée pendant I'unité
de temps dans un fil, est proportionnelle 4 sa résistance

1. Phil. Mag., S. 3, t. 19, p. 264 et Sér. 4, 1. 3, p. 486.
" 2. Ann. de PoGé., t. 61, p. 44.
3. Ann. de chim. et de phys., S. 3, t. 9, p. 21.
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& la conductibilité et au carré de Iintensité. Il s'agit
maintenant de considérer, & un point de vue théorique
général, le travail fait dans le conducteur par les forces
électriques, et la chaleur engendrée qui s'ensuit, et de
les rattacher aux effets considérés dans le chapitre
précédent.

S 2.
La loi d’0hm, et son interprétation par Kirchhoff.

La loi d’'Ohm, en tant quelle est relative aux
phénoménes qui se passent & l'intérieur d’'un conducteur
homogéne, peut s’énoncer d’une maniére générale sous
la forme suivante. Soit de un élément de surface 3
I'intérieur du conducteur, N la normale & cet élément

et idw la quantité d'électricité qui le traverse pendant

Funité de temps, ¢ étant positif ou négatif, suivant
que lélectricité se meut, relativement a N, du coté
négatif au c6té positif, ou wice-versd ; on aura
Iéquation :

. ov

_ou % désigne le pouvoir conducteur du corps, et V une
fonction qui ne dépend que des coordonnées, du
moment ou le courant est arrivé & I'état stationnaire.
En effet, en chaque point du conducteur parcouru
par le courant, doit agir une force qui maintient
I'électricité en mouvement, malgré la résistance qu'elle

S

s
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a continuellement & vaincre ; et le coefficient diﬁé—f '

rentiel négatif — g—f\; représente évidemment la com--

posante de cette force estimée suivant la direction de:
la normale N. Mais, & part ce point, la signification:
physique de la fonction V était auparavant douteuse,
Ohm nomme la quantité représentée par cette fonction
la force électroscopique, et il la définit la, densité de
lélectricité au point considéré du conducteur!. Mais
Kirchhoff* a objecté avec raison que cette maniére de
voir est en contradiction avec un théoréme connu
d’électrostatique. Daprés elle, en effet, Pélectricité
devrait rester en repos dans un conducteur, si elle était
répandue, dans tout son volume, avec la méme densité >
tandis quil est bien connu que I'électricité libre dun
corps (c’est-d-dire celle qui n’est pas liée & une égale.
quantité d’électricité contraire), la seule dont il puisse
étre ici question, puisqu’elle est la seule qui exerce une
action, que cette électricité, disons-nous, & létat de
repos, west répandue que sur la surface du COorps.

Cette objection pourrait peut-étre faire naitre des
doutes sur l'exactitude théorique de la loi d’0Ohm ;
toutefois Kirchhoff lui-méme a démontré que cette loi
peut parfaitement se mettre en harmonie avec les
principes de I'électrostatique, et il a fait voir quelle est
la signification que I'on doit attribuer, dans ce but, a
la fonection V.

r

Comme nous I'avons dit, — ?N représente la compo-

sante, estimée suivant la direction de la normale N, de

1. Die gawanische Eette, mathematisch bearbeitet von Dr
G. S. Ohm, p. 95 et autres.
2. Ann. de PoGG., t. LXXVIIL, p. 506.
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la force agissant, au point considéré, sur une unité
d’électricité quon y suppose concentrée ; de méme, les

composantes de cette force suivant les trois axes seront
v v av

T o’ 9y’ oz’
Cela indique que cette force provient d’attractions et de
répulsions exercées par des points fixes, et dont 'inten-
sité ne peut étre fonction que de la disiance, et non de
la direction dans laquelle se trouve le point agissant;
mais la loi de cette action reste encore arbitraire. Cette
loi peut se déduire d’autres considérations, puisque ces
attractions et répulsions ne peuvent étre exercées, dans
le cas qui nous occupe, que par l'électricité elle-méme;
et que, pour celle-ci, les attractions et les répulsions
sont inversement proportionnelles auw carré de la
distance. De la il résulte que la fonction V doit étre
simplement considérée comme la fonction polentielle de
la quantité totale d'électricité libre*.

L’objection mentionnée plus haut est donc levée;
car, au moyen de cette signification de la fonction V,
I'équation V = const., qui exprime, en vertu de (1),
quil 'y a pas de courant, est la méme que I'équation
de condition que donne l'électrostatique pour I'état
d’équilibre.

naturellement représentées pa

1. C'est pourquoi .j'ai représenté cette fonction, que Ohm et
Kirchhoff désignent par u, par la lettre V, que j'ai déja employée
dans mes recherches antérieures sur la fonction potentielle.

.
.
;
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§ 3.

Distribution de Pélectricité décomposée
et état électrique dans Fintérieur du conducteur.

Au moyen de la signification donnée ci-dessus & V,
il est facile, comme Kirchhoff Ya montré, de déterminer
ou se trouve I'électricité libre dans le cas d'un courant
stationnaire. En effet, pour que le courant soit station-
naire, il faut que la quantité d’électricité contenue dans
chaque élément de volume soit constante ; et, par suite,
la quantité d’électricité, qui entre dans un élément
de volume pendant un certain temps, doit étre égale
4 celle qui sort de cet élément pendant le méme
temps. Si nous considérons un élément dadydz en un
point (#, ¥, 2), nous aurons, d’aprés I'équation (1),
pour la quantité d’électricité qui entre dans cet element
par la premiére des deux faces dydz :

— kdydz g_v

et pour la quantité qui sort par Tautre face :
ov | 0%V _ Y.
—_ kdydz (%‘ + 0—x2 dx) »

I'excés de la seconde sur la premiére sera donc :
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v

kdxdyds Py

Pour les deux faces dxdz on obtiendra de méme exeés :
02V
kdodydz Pk

et pour les deux faces dady :

hAv
Rdxdydz ,752—- .

La somme de ces trois expressions donne Iexcés de
toute la quantité d’électricité qui sort de I'élément sur
celle qui y entre ; et comme cet excés doit étre nul, on
aura :

FV BV | BV 5
R R @

Or, d’aprés un théoréme connu sur la fonction poten-
tielle, cette équation prouve que le point (x, v, .z) est
extérieur 3 la masse dont V est la fonction potentielle ;

et comme ce résultat Sapplique & tous les points du

conducteur, il s’ensuit que 'électricité libre ne peut pas
se trouver & lintérieur de celui-ci, et que, dans un
courant stationnaire, comme dans I'état d’équilibre, elle
est accumulée 4 la surface.

La circonstance que I’électricité en mouvement dans

Iintérieur du conducteur n’exerce ni attraction ni
répulsion, doit s'expliquer différemment, spivant qq’on
suppose quil existe deux électricités ou qu’il n’en ex1st.e
gwune seule. Dans la premiére hypothése, on doit
admettre quil se trouve & chaque instant, dans chaque
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élément de volume & I'intérieur du conducteur, 1a méme
quantité des deux électricités. Dans I'autre hypothése
On suppose, comme on sait, qu'un élément de volume
d’'un corps, qui renferme une certaine quantité normale
d’électricité, n’exerce aucune action sur une autre
particule d'électricité, parce que la répulsion de
Pélectricité est compensée par une certaine autre
force, et, d’un autre cOté, quil ne se présente de
répulsion ou d’attraction effective que quand I'élément
de volume renferme trop ou trop peu d’électricité ; dans
cette hypothése, on doit admettre, pour le cas d'un
courant stationnaire, que chaque élément de volume
a lintérieur du conducteur renferme constamment la
quantité d’électricité normale.

Dans la premiére hypothése, cest-a-dire dans celle
des deux électricités, on peut encore faire différentes
suppositions relativement 3 la maniére dont elles se
comportent. Si I'on considére les deux électricités comme
également mobiles, on doit en conclure qu'elles se
meuvent avec des vitesses égales dans des sens OppOSés.
On peut aussi, comme C. Neumann I'a fait, admettre
quune seule des deux électricités, la positive, par
exemple, est mobile de telle sorte quwelle peut se mouvoir
dans les conducteurs solides, et que I'électricité négative
est reliée invariablement aux atomes pondérables.
Cette hypothése concorde avec Tautre, c’est-a-dire avec
celle d’'une seule électricité, en ce que le courant
galvanique ne consiste quen un simple mouvement,
celui de Iélectricité positive ; mais elle est, quant au
reste, plus commode pour la théorie mathématique, en
ce que les forces exercées par I'slectricité fixe €n repos.
se laissent exprimer d’une maniére mieux déterminée
et plus simple.

Nous admettrons toujours, dans ce qui suit, quil n’y a
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quune électricité en mouvement. Pour traduire toutes
les considérations, qui se présenteront ici, dans I'autre
hypothése, ou les deux électricités sont également
mobiles, on n'aura, au lieu d’admettre un seul courant,
- qui transporte pendant I'unité de temps & travers une
surface donnée la quantité d’électricité Q dans une seule
direction, qu’a admettre deux courants qui transportent
les quantités d’électricité 3 Q et — 3 Q en sens contraires,
et 4 appliquer & ces deux courants séparément les
résultats qui se rapportent ici an courant unique.

En outre, il faut encore signaler ici une autre
circonstance. Dans ce qui précéde, nous ne nous
sommes occupé, en parlant des forces que I'électricité
mobile subit, que de celles que l'on considére ordi-
nairement, et que les particules d'électricité exercent
les unes sur les autres indépendamment de leur
mouvement. Mais les particules électriques. mobiles
exercent aussi, les unes sur les autres, des forces qui
naissent de leur mouvement et que nous nommerons
simplement forces électrodynamigues. Il y a lieu de se
derhander si une particule électrique, se mouvant dans
le conducteur, éprouve, de la part de toutes les autres
particules en mouvement, une force électrodynamique,
qui, en Sajoutant 4 la force dont il a été parlé jusquici,
modifie les lois ci-dessus mentionnées.

Sous ce rapport jindiquerai d’abord provisoirement,
comme résultat d’'une recherche qui sera faite dans
un chapitre ultérieur, que la force électrodynamique
qu'une particule d’électricité en mouvement éprouve
de la part d’un courant fermé, au repos, et constant, ne
peut avoir qu'une direction perpendiculaire & la direction
de son mouvement, et que, par conséquent, pendant
que celui-ci a lieu, elle ne peut effectuer aucun travail.

D’aprés cela, nous pouvons faire entiérement abstraction
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de la force électrodynamique dans la détermination du
travail ici considéré et de la production de chaleur qui
en dépend.

Mais, dans la question de savoir o se trouve
I'électricité décomposée, et comment elle est distribuée,
la force électrodynamique doit étre prise, en tout cas,
en considération. On peut, en effet, se représenter,
sl une telle force existe, qu'outre I'électricité décom-
posée, dont la fonction potentielle est V, il existe
encore une autre électricité décomposée, dont la force
tient en équilibre la force électrodynamique. La
discussion plus précise de ce point ne seralt pas i sa
place ici, puisquil n’a pas encore été question de la
force électrodynamique, et cest pourquoi je me
contenterai d’indiquer, par une distinction dans la
terminologie, que je ne veux pas anticiper sur cette
discussion par ce que je dirai ici. Je nommerai V, non .
pas simplement la fonction potentielle de I'électricité
décomposée, mais bien la fonction potentielle de
Yélectricité décomposée motrice ; par la, je veux
exprimer qu'outre cette électricité décomposée, il en
existe encore une autre, qui n'agit pas comme motrice,
parce que la composante de la force gu’elle exerce
suivant la direction de la trajectoire est nulle.
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§ 4.

Détermination du travail effectué dans le conducteur.

Cherchons maintenant & déterminer le travail effectué
par la force qui agit, & lintérieur du conducteur, dans
le mouvement de 1'électricité.

Considérons, pour cela, un élément d'électricité dg,
se mouvant sur le chemin s. La composante de la force
. agit sur une unité d’électricité qui, suivant la direction
de la trajectoire, sera représentée, en chaque point de

cette derniére, par — %z—r, et la force qui agit sur
Iélément dg sera — dg . %—Z Il faut remarquer que

I'élément d’électricité se meut dans la direction dans
laquelle agit la force, et que, par suite, la composante
de la force dans la direction de la trajectoire est en
méme temps la force totale. Si nous imaginons main-
tenant comme donnée la trajectoire de I'élément
d’électricité dg, nous pouvons regarder V simplement

comme une fonction de la longueur s du chemin, et

o LAV e 46 OV
nous pouvons, par Slllte, ecrire aussy EST au lieu de E )

et représenter, en conséquence, la force ci-dessus
par — dg . 00% Le travail effectué par la force, dans

le mouvement le long de 1'élément de chemin ds, est,
par suite :
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av

-—dq.zg

ds,

et le travail effectué ainsi sur le trajet de s, a s, :

oV, et V, sont les valeurs de V correspondantes a
s, et s,

On voit d'abord par 14 que ce travail est compléte-
ment déterminé par les valeurs de la fonction potenticlle
qui répondent aux points initial et final de la portion
de trajectoire, sans quil soit nécessaire de connaitre le
chemin parcouru entre ces deux points. En outre, le
produit V. dg est le potentiel de I'électricité décomposée
motrice sur 'élément dg, de sorte que I'expression précé-
dente représente la diminution qua subie ce potentiel
depuis s, jusqud s, ; et, comme cette méme expression
s'applique & tout autre élément d’électricité, et peut
s'étendre, par suite, & une quantité finie d’électricits,
on aura le théoréme suivant :

Le trovaeil effectué pendant un mouvement déterminé
d'une quantité délectricité, par la force qui agit dans
le conducteur, est égal a la diminution qu'a subie,
pendant ce mouvement, le potentiel de cette quantité
d'électricité et de Uélectricité décomposée motrice lune
sur Uautre.

Dans ce qui précéde, nous nous sommes représenté le
mouvement de I'électricité comme si une quantité déter-
minée de celle-ci parcourait tout le chemin considéré ;
mais il peut se faire que ce mouvement affecte un tout
autre caractére. Si l'on suppose, par exemple, que
chaque molécule matérielle soit pourvue d’une certaine
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quantité d’électricité, et si 'on imagine un nombre de
molécules semblables 1, 2, 3, 4, etc., disposées 4 la
suite les unes des autres, le mouvement de I'électricité
pourra se faire de telle sorte quume petite quantité
passe de 1 & 2, qu'une autre quantité égale passe de 2
4 3, une autre égale de 3 & 4, et ainsi de suite. Mais,
pour la validité du théoréme précédent, il est indifférent
que Pon admette I'un ou lautre de ces mouvements,
car il suffit que toutes les parties du chemin soient
parcourues par une quantité égale, mais non néces-
sairement, par la méme quantité d’électricité.

Au moyen de ce théoréme, il sera facile de déterminer
le travail effectué, pendant l'unité de temps, dans une
portion quelconque d'un conducteur parcouru par un
courant stationnaire.

Soit donnée une surface fermée, limitant une partie de
lespace occupé par le conducteur ; il suffira de déter-
miner la diminution du potentiel pour chaque particule
d’électricité qui traverse cet espace fermé pendant
Punité de temps ; ou bien, ce qui revient au méme, on
n'aura qu'a multiplier cette quantité d’électricité parles
valeurs que prend la fonction potentielle aux points
d’entrée et de sortie, et & soustraire ces deux produits
Pun de lautre. La somme de toutes ces différences
donne la quantité de travail cherchée, et I'on peut la
représenter aisément sous la forme suivante. Soient de
un élément de surface de I'espace fermé, et idw la
quantité d'électricité qui le traverse pendant I'unité de
temps, quantité qui sera positive ou négative suivant
- queelle sort de cet espace ou quelle y entre ; enfin,
soit W le travail effectué & I'intérieur de cet espace ;
on aura :

W= f Vido, )
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ou l'intégrale doit s’étendre a toute la surface. Silon y
fait, d’aprés (1) :

. v
= — %,
oN

ot la normale N est comptée comme positive vers
Iextérieur, on pourra écrire cette équation sous la
forme :

oV
“7 [ pe— V . . Ia
kf ax & (Ea)

§ 5.

Détermination de la chaleur engendrée dans le conducteur.

A ces équations se relient immédiatement celles qui
déterminent la chaleur produite 4 l'intérieur de Yespace
fermé.

Le travail effectué dans celui-ci doit, en effet, étre
accompagné d’un égal accroissement de force vive. Ce
travail, estreprésenté complétement, dans le cas actuel,
par l'équation (I) ou (I;), puisque nous avons exclu
tous les autres effets dans lesquels se présente un
travail, comme, par exemple, l'électrolyse. Dans la
force vive, nous devons, a la rigueur, considérer non~
seulement la masse matérielle du conducteur, mais
encore I'électricité. Les particules d’électricité peuvent
&tre, en effet, accélérées ou retardées sur leur trajfec-
toire, car la condition de I'état stationnaire exige

bien que la vitesse soit invariable en chaque lieu du
13
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conducteur, mais non qu'elle soit la méme en différents
lieux. Si, par exemple, le courant parcourt un conduc-
teur présentant des sections trés différentes, le mouve-
ment de Iélectricité peut &tre plus rapide dans les

sections étroites que dans les plus larges, de méme que

Peau dun fleuve coule plus rapidement aux endroits on
son lit se rétrécit.

Il s'agirait donc de décider si I'on doit attribuer de
Tinertie 3 Iélectricité, et, par suite, de la force vive &
celle qui est en mouvement, et comment on doit déter-
miner cette force vive. Sous ce rapport, il faut maintenant
remarquer quon a déja fait tacitement une hypothése
en admettant la loi ¢'Ohm. Car si I'équation (1) :

i=— 2%

oN

est exacte, la vitesse de Iélectricité en un point donné
ne dépend, en grandeur et en direction, que de la force
qui agit en ce point, et par suite I'inertie de I'électricité
doit étre ou nulle ou tellement faible, que la force
nécessaire pour produire les accélérations qui ont lieu
dans le conducteur, est négligeable & coté de celle qui
est nécessaire pour vaincre la résistance 4 la conducti-
bilité. Cest pourquoi nous pouvons faire abstraction de
toute considération de 1a force vive de I'électricité dans
la détermination que nous faisons ici.

Nous n’avons donc & considérer que la force vive de
la masse du conducteur ; et comme, par hypothése, il ne
se produit aucun mouvement appréciable dans sa, masse,
il ne reste que I'accroissement ou la diminution de la
quantité de chaleur. Ce résultat peut s’exprimer briéve-
ment comme suit : tout le travail est employé a vaincre
la résistance 4 la conductibilité, et il 3 pour résultat 1a -
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production d'une quantité de chaleur équivalgnte,
absolument comme le travail qui est employé & vaincre

le frottement. N
Si nous imaginons que 'on-mesure la chaleur en unités

mécaniques, la quantité de chaleur produite QSJF simple-
ment égale au travail fait par les forces élecmq}les, et
les formules données pour W sont également applicables
& cette quantité de chaleur. Si nous Supposons, - au
contraire, quel’'on mesure la chaleur en unités ordmalr(.es,,
et s1 nous nommons E le travail correspondant & I'unité
de chaleur, ou l'équivalent mécanique de la ch_aleur,
nous avons a poser, en désignant par H la quantité de
chaleur engendrée pendant I'unité de temps dansI'espace

limité :

et de méme, d’apres (I) et (I,)

H— % [ vido (1)

kB 0V I
H=—E/Vaﬁdw. (a)
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§ 6.
Examen de cas particuliers.

Les intégrales qui se présentent dans les équations (I),
(1), (IT) et (IL,) se simplifient généralement beaucoup
dans lapplication.

Si la surface qui délimite I'espace considéré est en
partie celle du conducteur, et si nous négligeons la faible
quantité d’électricité que celui-ci céde 4 lair ambiant,
vis a vis de la quantité d'électricité qui le parcourt,
nous n‘aurons pas & tenir compte, dans I'intégration, de
cette partie de la surface. Si le conducteur, comme c’est
ordinairement le cas, est un corps de forme trés
allongée, que l'électricité parcourt dans le sens de sa,
longueur, et si nous considérons, par exemple, wune
partie de ce corps comprise entre deux sections, nous
n'aurons & étendre les intégrales qu'aux surfaces de ces
deux sections.

Si, en outre, le conducteur a une forme approxima-
tivement prismatique ou cylindrique, & V'endroit o se

trouve I'une de ces sections, de sorte quon peut

- admettre que les particules d'électricité se meuvent
toutes parallélement & I'axe, la force motrice devra
avoir cette méme direction. Si I'on choisit donc un
systéme de coordonnées rectangulaires tel que 'axe des 2

soit paralléle & I'axe du conductenr, — glr représentera,
x
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: . . v
toute la force motrice, et g aingi que %E seront nuls.
II' s’ensuit que, si la section est normale & laxe,
V doit étre constant & lintérieur de celle-ci, et lon
peut donc écrire :

‘ /Vz’dw = V/z'dw.

L'intégrale [ idw, prise négativement ou positivement,
suivant que cette section est la premiére ou la seconde
relativement & la direction du courant, représente toute
la quantité délectricité qui traverse cette section
pendant l'unité de temps; cette quantité sappelle
habituellement U'intensité du courant, et nous la repré-
senterons par J, de sorte que l'expression précédente

~deviendra :

+ V.J.
Admettons maintenant que les mémes conditions soient
remplies. pour l'autre section, et désignons respecti-
vement par V, et V| les valeurs de V correspondantes-a

la premiére et a la seconde section ; le travail effectué &
Pintérieur de toute cette portion du conducteur sera :

W= (V,—V).J, (3)
et la chaleur produite :

1
H—z(V,— V). 7. (4

Or, d’aprés la loi 'Ohm :

J=‘_7_0__l_}il, (B)
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ou [ désigne la résistance a la conductibilité de la
portion comprise entre les deux sections ; de sorte que
les detix équations précédentes deviendront -

V=1.J : (6)

- La derniére de ces équations renferme les deux lois,
trouvées par Joule et confirmées par Lenz et Becquerel,
que nous avons mentionnées au début de ce chapitre.

Aprés que, dans un Mémoire publié dans les Annales
de POGGENDORF', jeus déduit cette équation (7), dans
laquelle E est I'équivalent mécanique de la chaleur, en
e basant seulement sur la loi d’0Ohm?, comme je l'ai
fal_t ci-dessus, von Quintus-Icilius en a tiré une déter-
m{natiqn numeérigue de E(*). Par une série de mesures
tres soignées, il est parvenu & la valeur 399,7 ou en
chiffres ronds 400 kilogrammétres; eu égard a la
g;‘ande difficulté des observations & faire, cette valeur
concorde d’'une maniére suffisamment exacte avec la

valeur424, déterminée par Joule au moyendu frottement
de Teau.

1. T. 87, p. 164.
2. Dans une recherche sur ce sujet, (Phil. Moag., Sér. 4, t. 2

P. 551) Thomson a utilisé, outre 1a loi d’Ohm. les loj . .
électromagnétique. , 1es lois de I'induction

3. Ann. de Poga., t. 101, p. 69.
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S 7.

Maniére dont se comportent, dans différents gaz,
des fils échaufiés galvaniquement.

En 1854 ', Grove a fait cette observation, que, si I'on
porte un fil au rouge blanc & l'aide d'un courant galva-
nique, sa lumiére §'éteint brusquement, comme le ferait
la flamme d’'une bougie, si on le plonge dans un vase
contenant de P’hydrogéne. Dans un travail ultérieur?®, il
a examiné plus spécialement ce sujet, pour lequel I'essai
suivant est important. Il intercala, dans le circuit de
fermeture d'une batterie de Volta, deux morceaux
entiérement égaux de fil de platine qui, enroulés en
spirale, étaient enfermés dans deux petits tubes de
verre, dont I'un contenait de l'oxygéne et lautre de
I'hydrogéne ; puis il plaga les tubes ainsi disposés dans
des réservoirs contenant des quantités égales d’eau et
servant de calorimétres. Etablissant la communication
avec la batterie, de sorte que les deux fils étaient
traversés par le méme courant, le fil plongé dans

“Toxygéne passa au rouge blanc, tandis que celui qui se

trouvait dans P’hydrogéne ne rougit pas visiblement. En
méme temps, la température monta d’'une quantité diffé-
rente dans les calorimétres, par suite de la chaleur cédée

. 1. Phil. Mag., Sér. 3, t. 27, p. 445.
2. Phil. Mag., Sér. 8, t. 35, p. 144 et Ann. de PoGé., t.78, p. 366.
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par les fils ; elle monta, de 60°F. jusque 70° dans celai

qui entourait le tube 4 hydrogéne, et de 60° 4 81° dans

celui qui entourait le tube & oxygene.

Dune maniére analogue, Grove compara d’autres gaz
4 Thydrogéne, et il trouva, entre autres, les nombres
suivants, que j'ai réduits pour en faciliter Texamen, de
telle sorte que j’ai toujours pris comme unité la quantité
dc? chaleur observée, dans le méme essai, pour I'hydro-
géne.

Gaz dans lesquels
. se trouvait le fil,

Acide
carbonique.

Gaz
oléfiant,

Azote. Oxygéne. Hydrogéne.

Chaleur cédée. ’ 2,26

2,10 { 1,90 , 1,57 I 1

Alasuite delatraduction d’un Mémoire qui contenaitla
premiére observation ci-dessus mentionnée, Poggendorff
a fait remarquer' que le refroidissement d’un fil,
rougi galvaniquement dans différents milieux, a lieu,

mutatis mutandis, d’aprés les mémes lois que celles .

que Dulong et Petit ont établies pour le refroidissement
d’un corps échauffé de la maniére ordinaire, et d’aprés
lesquelles le gaz hydrogéne a le plus fort pouvoir
refroidissant. Mais lorsque l'essai ultérieur de Grove
avec les deux calorimétres fut publié, J. Miiller
repoussa la maniére de voir de Poggendorff, en disant? :
« Cet essai démontre catégoriquement que, si le fil
rougit plus faiblement dans Thydrogéne pour des

1. Ann. de PoGe., t. 71, p. 197.

2. Bgm‘cht wber dieneuesten Fortschritte der Physik. Braun-
schweig, 1849, p. 397. :
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intensités de courant parfaitement égales, cela ne tient
pas a ce que le gaz hydrogene lui soutire plus rapidement
sa chaleur, sinon P'eau qui entoure le tube & hydrogéne
devrait précisément s'échauffer plus vite. Tout indique
quune production de chaleur moindre a réellement lieu
dans le fil, quand il est entouré d’hydrogéne. » Apres
quelques autres considérations, il termine son expli-
cation par ce propos: « 4 mon avis, le phénoméne
est entiérement isolé et complétement inexpliqué. »

Ces remarques de Miiller me fournirent le motif d'une
considération plus étendue du sujet’, ou, & coté de la
différence du pouvoir refroidissant des différents gaz
mentionnée par Poggendorit, je tins compte encore de la
dépendance de la résistance a la conductibilité vis
4 vis de la température, et de la dépendance de
la. production de chaleur vis & vis de cette résistance.

L’explication que j’ai donnée peut s’exposer briévement
comme suit. Si deux gaz, lair atmosphérique et
I'hydrogéne, par exemple, agissent différemment, de
telle maniére que I'hydrogéne soutire, plus rapidement
que lair, sa chaleur & un corps chaud, le fil de platine
s’échauffera moins dans’hydrogéne que danslair, méme
pour une égale production de chaleur. Mais, en outre,
la résistance & la conductibilité est moindre dans le fil
le plus froid, et par suite, & égale intensité de courant,
il y a moins de chaleur engendrée dans ce fil. De 14
résulte, pour le fil de platine qui se trouve dansI’hydro-
géne, une température encore plus basse que celle qu’on

- obtiendrait pour une égale production de chaleur. De

cette maniére s'expliquent en méme temps, d'une part la
température beaucoup plus basse, et d’autre part, la

1. Ann. de Poeg., t. 87, p. 501.
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quantité moindre de chaleur produite et cédée au
calorimétre.

Pour pouvoir faire également une comparaison
numérique approximative, on établit les calculs de
la. maniere suivante.

La quantité de chaleur H, qui est engendrée dans
le fil par un courant galvanique pendant l'unité de
temps, peut se représenter par I'équation (7) :

H==1J

1
E
La résistance & la conductibilité I qui se présente ici

est déterminée comme fonction de la température par
I'équation :

I1=1,(1+ k2,

dans laquelle 7, estla résistance pour le point de congé-
lation de leau, et ¢ la température en degrés C.
comptée & partir de ce point, tandis que % est une
constante, que nous pouvons prendre égale & 0,00327
pour le platine, d’aprés Arndtsen’. D'aprés cela,
I'équation applicable & H se transforme en :

H=— % 1,32 (1 + ko). (8)

. En ce qui concerne maintenant la quantité de chaleur
H' que le fil perd dans l'unité de temps, en partie
par rayonnement, en partie par contact avec le gaz

1. Dans mon mémoire de 1882, cité ci-dessus, j'ai employé pour 4
la valeur,0,0023, qui était alors la plus probable, d’aprés les essais
de Lenz ; aujourd’hui, je crois devoir y préférer la valeur trouvée
plus tard par Arndtsen.
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environnant, et qu'il céde au calorimétre, nous avons a
appliquer, pour sa détermination, 'équation donnée par
Dulong et Petit. En réalité, je regarde cette équation
comme totalement fautive,.si l'on veut la considérer
comme applicable & toutes les températures; mais
pour lintervalle de température, dans lequel les essais
de Dulong et Petit ont été exécutés, c’est-a-dire de 0° &
300°, on peut bien la considérer comme approxima-
tivement exacte. L’équation est établie pour un corps
dont la surface est d’argent, mais nous admettrons qu'elle
peut sappliquer au platine. Si, pour plus de simplicité,
nous faisons encore, en outre, la supposition que la
température des calorimétres ait été constamment
égale 4 0° (comme c’elit été le cas, si Grove avait
utilisé le calorimétre a glace au lieu du calorimétre a
eau), nous pourrons écrire l'équation de Dulong et
Petit sous la forme suivante :

H =B (@ — 1+ pt), 9

ou B est une constante dépendant de la forme et de la
grandeur du corps employé (dans le cas actuel, le fil
de platine). Dans la parenthése, la difference a® — 1 se
rapporte 4 la chaleur cédée au gaz environnant. Ici &
a, une fois pour toutes, la valeur 1,233, tandis que p
dépend de la nature du gaz, et a les valeurs suivantes,
sous la pression d’une atmosphére, pour les gaz sur
lesquels ont expérimentés Dulong et Petit :

Dans l'acide Dans Fair Dans le gaz Dans
carbonique. | atmosphérique. oléfiant. Thydrogene.
» ‘ 0,0220 0,0227 0,0305 * 0,0784
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Si maintenant, comme c’était le cas dans les essais
de Grove, Vétat stationnaire s’est établi relativement &
la température du fil, I'équation :

H—-H=0

doit étre satisfaite ; et, par la substitution & H et H' des
expressions (8) et (9), et I'emploi de la notation C au

lieu de la fraction _EO_E’ cette équation prend la forme
suivante : '

CU+ k) —al+ 1 —pt? = 0. (10)

On peut calculer, & Taide de cette équation, les
températures que le fil prend, pour une intensité de
courant déterminée, dans les divers gaz, et cela, en
utilisant, pour une valeur invariable de la grandeur C,
les diverses valeurs de p indiquées dans la table. La
quantité C, qui dépend de lintensité du courant, doit
avoir ici une valeur telle, quaucune des températures
ne soit plus élevée que 300°, parce que, sans cela,
I'équation (9), et par suite aussi I'équation (10), ne
seralent plus applicables.

Jai effectué un calcul de cette nature pour Iair
atmosphérique et I'hydrogéne, en admettant que
Pintensité du courant soit choisie de telle sorte que le fil
prenne, dans lair atmosphérique, précisément Ila
température

£, = 300°;

J'al calculé alors la température #, quil prendrait, pour
la méme intensité, dans I'hydrogéne. Pour déterminer
d’abord la valeur de C correspondant & lintensité
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choisie, on pose, dans (10), pour ¢ la valeur 300 et pour
p la valeur 0,0227 se rapportant & l'air atmosphérique.
L’équation qui en résulte donne a C la valeur 17,52.
Introduisant cette valeur de C dans I'équation (10), et
prenant maintenant pour p la valeur 0,0784 applicable
au cas de I'hydrogéne, on peut calculer, a l'aide de
cette équation, la température ¢,, que prend le fil dans
I'hydrogéne, pour la méme intensité de courant; on
obtient :

£, = 97°.

On voit par 14 quen réalité le fil doit prendre dans
I'hydrogene une température beaucoup plus basse que
dans l'air atmosphérique.

Aprés avoir déterminé les températures ¢, et Z,, on
peut aussi calculer aisément le rapport des quantités
de chaleur H, et H,, qui sont engendrées dans le fil
pendant I'unité de temps et cédées au calorimétre. On
n’a pour cela qua poser danms l'équation (8) successi-
vement pour ¢les valeurs 300 et 97 ; on obtient par 14 :

H, :H,=191:1317=15: 1

Ainsi, le résultat du calcul concorde aussi, sous ce
rapport, avec I'observation de Grove, en ce sens que la
quantité de chaleur produite par le courant, et cédée au
calorimétre, se trouve étre moindre pour le fil qui se
trouve dans I'hydrogéne que pour celui qui est dans
T'air atmosphérique.

Une comparaison exacte des nombres n'est, en tout
cas, pas possible, parce que, vu la validité restreinte
des formules empiriques, nous devons borner nos
calculs & des limites de température beaucoup plus
petites que celles qui se sont présentées dans les essais
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de Grove, ou le fil qui se trouvait dans l'air a passé au
rouge blanc. Puisque, cependant, pour ces limités
restreintes de température, I'explication répond d’une
maniére non douteuse & l'expérience, on whésitera pas
4 laccepter comme exacte pour des limites de tempé-
ratures plus étendues. Cela faisant, on peut inversement
employer les observations de Grove a rechercher si la
formule donnée par Dulong et Petit peut encore étre
considérée comme admissible pour des températures
allant jusqu'au rouge blanc. Je ne veux pas entrer ici
dans ces considérations, et je renverrai, sur ce sujet, &
mon Mémoire cité plus haut.

Pour terminer, je ferai encore remarquer que tout
autre moyen, par lequel la chaleur cédée par le fil peut
étre modifiée, doit avoir essentiellement comme consé-
quence les mémes phénoménes que I'emploi de divers
gaz. Un moyen trés simple de cette espéce consiste a
modifier la grandeur de la surface du fil. Si 'on prend,
par exemple, deux fils de méme substance, ayant méme
longueur et méme section, et différant seulement l'un
de l'autre en ce que l'un est cylindrique et lautre
aplati, le dernier posséde une plus grande surface, et,
par suite, céde plus vite sa chaleur que le premier.
Ces deux fils se comporteront, dans un seul et méme
gaz, comme deux fils égaux dans divers gaz, le fil plat
s'échauffant moins et donnant lieu & une moindre
production de chaleur.
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S 8.

Accroissement de la résistance a la conductibilité des métaux
simples solides avec la température.

La résistance a la conductibilité électrique des
métaux varie, comme on sait, avec la température.
Dans des alliages de deux ou plusieurs métaux, cette
variation est trés diverse; dans les métaux simples
solides, au contraire, l'accroissement proportionnel de
la résistance est approximativement le méme. Cette
derniére concordance se montre d’une fagon particu-
liérement claire dans une recherche pleine de mérite,
publiée en 1858 et due & Arndtsen® ; il Iindique 4 la
fin de son Mémoire, sans cependant mettre en relation
la grandeur de cette action de la chaleur, exercée sur
les propriétés électriques des métaux, avec les autres
actions de la chaleur.

Lorsque je lus cette indication, il me vint & Pesprit
que, si I'accroissement proportionnel de la résistance 3
la conductibilité est indépendant de la nature de la
substance, et ne dépend que de l'accroissement de
la température, il devait étre nécessairement dans un
rapport simple avec la température absolue. Jen
trouvai, en effet, la confirmation par une comparaison
des nombres. Si I'on désigne par ¢ la température en
degrés C. comptée & partir du point de congélation de

1. Ann. de PoGG., t. 104, p. 1.
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leau, la température absolue croit, comme on le sait,
~dans le rapport de 1 + 0,003665¢ a l'unité. L'accrois-
sement de la résistance 4 la conductibilité des métaux
simples solides se comporte absolument de méme avec
la température. Pour cing métaux (platine, aluminium,
argent, cuivre et plomb) Arndtsen put représenter cet
accroissement par une formule linéaire relativement a la
température ; pour le fer seulement il dut ajouter un
terme du second degré, qui toutefois, dans les limites

de température de ses essais, est insignifiant vis-a-vis du -

terme linéaire. Les coefficients de ¢ (en prenant pour
chaque métal la résistance & 0° pour unité) se trouvent
compris, pour les six métaux, entre 0,00327 et 0,00413,
et leur valeur moyenne est 0,00366. Les essals, exécutés
un an auparavant par Matthiessen® sur le potassium et
le sodium, avaient donné des accroissements de la
résistance a la conductibilité tombant entre les mémes
limites. - A

Ceci me détermina, dans une courte notice publiée
dans les Annales de Poaca. *, & appeler I'attention sur ce
fait, que la dépendance de la résistance & la conduc-
tibilité des métaux simples solides vis a vis de la tempé-
rature peut s'exprimer avec une certaine approximation
par cette proposition simple : la résistance & la conducti-
bilité est proportionnelle i la température absolue.Si cette
proposition n’est qwapproximativement exacte (comme le
sont aussi la plupart des autres propositions physiques)
elle m’a paru propre & servir de point de départ & des
recherches ultérieures sur la résistance & la conduc-
tibilité électrique, et, en ce sens, & présenter quelque
intérét.

1. Ann. de PoGa., t. 100, p. 178.
2. T. 104, p. 650.
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§ 9.

Rapport qui existe
entre I'action chimique qui a lieu dans une pile voltaique,
et les effets produits par le courant.

Dans les considérations développées, en ce chapitre,
sur le travail effectué et la chaleur engendrée pendant
un courant stationnaire, il n’a été question que de
conducteurs homogénes, et il a été admis que le
courant qui a lieu dans ceux-ci n'exerce vers l'extérieur
aucune action et n'en subit aucune. Mais il ne sera
peut étre pas inutile, pour terminer, de jeter un coup
&’ceil sur la chaine galvanique dans son ensemble, et
de voir comment les forces chimiques, qui déterminent
le courant, doivent entrer en ligne de compte dans la
considération de l'équivalence de la chaleur et du
travail, et ce qui se passe, si le courant effectue un
travail en dehors du conducteur, et éprouve la réaction
correspondante.

. Lorsqu'un courant électrique est produit par une pile
voltaique, il se passe dans celle-ci une action chimique,
qui ne développe pas immédiatement la chaleur quelle
pourrait développer, si elle avait lieu dans d’autres
circonstances. Nommons simplement fravail consommé
celui qui est effectué dans cette action par les forces
moléculaires, et qu, au lieu de produire immédiatement

14
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de la chaleur, engendre le courant électrique. Le
courant, de son c¢6té, en surmontant la résistance a la
conductibilité, engendre de la chalewsr dans les condue-
teurs. Pour autant quwil ne produise pas d'effets
extérieurs, la chaleur produite est équivalente au
travail consommeé.

Si, au contraire, le courant doit produire un effet
extérieur, comme, par exemple, mettre en mouvement
une machine électro-magnétique, 'intensité du courant
décroit, et par la, d'un coté laction chimique et la
consommation de travail qui y est liée, d’'un autre c6té
la chaleur produite en surmontant la résistance a la
conductibilité, deviennent moindres. Il s'agit de savoir
quel est le rapport de ces deux quantités entre elles, et
si la chaleur produite est encore équivalente au travai}
consommé, ou bien si, en appliquant les lois de
Pélectricité, on peut démontrer qu’il y a dans la pile un
excés de travail consommé, qui peut étre considéré
comme équivalent des effets extérieurs produits.

On peut répondre trés briévement a la question de
la maniére suivante. Si lintensité du courant décroit
dans un certain rapport, tandis qu’il effectue un travail
extérieur, l'action chimique décroit suivant la simple
puissance, et la chaleur produite, suivant le carré de
ce rapport. Par conséquent, la chaleur produite doit
devenir moindre que le travail consommé. Il reste
donc dans la pile un exces de travail consommé, qui
est 'équivalent du travail extérieur effectusd.

. Ce fait deviendra encore plus clair au moyen de
quelques formules simples.

Soit @ la quantité de zinc qui est dissoute, pendant

I'unité de temps, dans un élément galvanique, par un

courant d’une intensité égale a l'unité. Si Z représente.

la quantité de zinc qui est dissoute, pendant l'unité de
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temps, dans une pile de » éléments, par un courant
d’intensité I, nous aurons I'équation :

Z=qnI. : {11)

Les autres actions chimiques, qui accompagnent la
dissolution du zinc, sont différentes dans les différents
élements galvaniques, et il en est par suite de méme
du travail consommé dans ces éléments. Soit e la quantité
de travail consommée par unité de poids du zine, quan-
tité qui différe d’aprés les éléments; et qui est plus
grande, par exemple, dans un élément de Grove que
dans un élément de Daniell. Soit, de plus, W le travail
qui est consommé pendant I'unité de temps dans toute
la pile, lorsque le courant a lintensité I; on aura
Téquation :

W =el =aenl. (12)

La quantité de chaleur H, qui est produite par le
méme courant tandis quil surmonte la résistance 3 la
conductibilité, est déterminée par I'équation :

H=%}ZIZ, (13)

ou / représente la résistance du circuit, et E Véqui-
valent mécanique de la chaleur, & supposer que
lintensité du courant et la résistance soient mesurées
en unités mécaniques.

St un circuit, qui renferme une pile galvanique, se
trouve-dans des circonstances telles qu’il n’exerce ni ne
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subisse aucune action extérieure, le courant prendra
de lui-méme l'intensité nécessaire pour que la chaleur
produite soit équivalente au travail consommé. Si done
W, et H, sont les valeurs particuliéres de W et H qui
"répondent a ce cas, on aura :

1
H =z Wy (14)

équation qui sert & déterminer I'intensité I, du courant
qui nait dans ces circonstances. En effet, elle devient,
au moyen des équations (12) et (13):

%le = % aenl,, (15)
d’out il résulte :
I = a—‘fﬁ (16)

La quantité aern qui entre dans cette équation est ce
que I'on nomme habituellement la force électro-motrice
de la pile.

Supposons maintenant que le courant effectue un
travail extérieur, et que, par 13, son intensité décroisse
de 7. Pour plus de simplicité nous admettons que ce
décroissement soit constant, car, sl était variable,
nous devrions, au lieu de l'unité de temps, n’en consi-
dérer qu'un élément. L'intensité actuelle du courant est
donc : '
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I—=1, —i.

En substituant cette valeur dans les équations (12) et
(13), I'on obtient :

W = aen I, — 2. : (17)
H— % 1, — e (18)
_lun g —g—u@ —a)
_E[ 1(1— ) 1 .

Si, dans cette derniére équation, on remplace la premiére
des quantités I, qui y entrent, par sa valeur tirée de (16),

on pourra écrire

;—] [aen (I, — &) — Ui I, — 3,

H B
et ensuite, en vertu de (17) :

H=o[W— ([, —2. (19)

= -

On voit, par cette équation, que la chaleur produite
est trop petite pour étre équivolente au travail
consommeé. L'exceés de ce dernier, & savow la quantie

i {1, — 1,

représente la consommation qui répond av travail
eaxtérieur effectué.
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On trouve de méme que, dans le cas ou lintensité du
courant est accrue par une influence extérieure, la
chaleur produite surpasse le travail consommé dans la
pile. Il suffit, pour ce cas, de donner le signe plus 3 la
quantité 7, et 'on obtiendra ainsi au lieu de (19) :

H=[W + & (I, + 4. (20)

=~

Si le circuit, dans lequel le courant ¢ est induit, ne
renferme pas de source de courant propre, on devra

poser W = 0et I, = 0, ce qui changera la derniére
équation en :

1,
H=—
g

f%guatign qui est, pour un courant induit, la méme que
I'équation (13) pour un courant quelconque.

CHAPITRE VL

CONDUCTIBILITE ELECTRIQUE DANS LES ELECTROLYTES.

§ 1.

Travail effectué
et chaleur produite dans un conducteur électrolytique.

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié les
effets d’'un courant galvanique 4 I'intérieur d’'un conduc-
teur de la premiére classe (cest-a-dire qui conduit
I'électricité sans électrolyse), sans avoir égard au mode
de production du courant. Il est résulté de cette étude
que les lois, d’aprés lesquelles la production de chaleur
a lieu dans ces conducteurs, sont une conséquence immé-
diate de la loi d’Ohm et du principe de l'équivalence
de la chaleur et du travail. Si I'on considére en lui-méme,
abstraction faite des autres parties de la chaine, un
conducteur de la seconde classe, qui conduit par
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électrolyse, on pourra déduire, d’'une maniére analogue,
des conséquences, en partie rigoureusement fondées,
en partie au moins probables, qui ine semblent intéres-
santes et que je donmerai ici, talles que je les ai
développées dans un Mémoire paru dans les Annales de
POGGENDORFF'.

Drabord, en ce qui concerne les lois du travail effectué,
les conclusions du chapitre précédent peuvent s'étendre,
sans aucune modification, aux conducteurs de la seconde
classe, si 'on admet que la loi d’Ohm leur est appli-
cable. Pour maintenir lélectricité en mouvement,
malgré la résistance & la conductibilité, il faut qu'en
chaque lieu du conducteur agisse une force qui tende
4 mouvoir, dans une direction déterminée, 1'électricité
qui I'occupe, ou qui, dans le cas ou l'on admet deux
électricités, tende a mouvoir Iélectricité positive dans
un sens, et la négative, avec la méme intensité,
dans le sens opposé. Cette force est exercée par
de lélectricité libre qui se trouve, comme Kirchhoff
7 l'a démontré, non & lintérieur du conducteur, mais
seulement & sa surface, ou & la surface de séparation
de deux conducteurs différents, tandis que, dans l'inté-
rieur d’'un conducteur homogéne, on peut admettre que
les particules électriques positives et négatives sont
mélées si réguliérement, que I'on peut considérer chaque
espace appréciable comme mnon électrique Le travail
effectué par cetle force motrice peut se déterrainer
par les mémes formules que celles qui sont développées
dans le chapitre précédent.

St Ton voulait actuellement déterminer la chaleur
produite par le courant, il pourrait sembler, au premier
abord, quil doit y avoir sous ce rapport une différence

1. T. 101, p. 338.
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entre les conducteurs de la premiére classe et ceux de
la seconde. Dans ceux de la premiére, les molécules
matérielles restent invariablement dans leur position,
et 'électricité seule est en mouvement ; dans ceux de
la seconde, au contraire, les parties constituantes des
molécules matérielles sont aussi mises en mouvement,
et il se produit des décompositions et des recomposi-
tions dans lesquelles, sans aucun doute, les forces
moléculaires, que les parties constituantes exercent
les unes sur les autres, développent une activité
considérable. Mais, en examinant le phénomene de plus
prés, on se convaincra toutefois aisément que, dans la
détermination de la chaleur produite, on n’a pas a
tenir compte des quantités de travail effectuées par les
forces moléculaires, quelquimportantes qu’elles puissent
étre isolément, parce qu'elles se compensent mutuel-
lement.

Si, tandis que le conducteur est parcouru par un
courant stationnaire, on examine, au commencement
et & la fin d’'une unité de temps, T'état de la portion
considérée, limitée par une surface fermée, on verra
quil n’a subi, pendant ce temps, aucune modification
essentielle. A la vérité, les parties constituantes électro-
positives d'un grand nombre de molécules se sont
séparées des électro-négatives avec lesquelles elles
étaient combinées, mais, en revanche, elles se sont
combinées avec d’autres parties entiérement semblables,
et le travail que les forces moléculaires effectuent dans
cette combinaison est indubitablement aussi grand que
celui quelles subissent (ou qu'elles effectuent négati-
vement) dans la décomposition. De méme, autant il est
sorti d’'un c6té de particules matérielles de cet espace,
autant il en est entré de l'autre, de sorte que toute la
masse qui se trouve, 4 la fin de cette unité de temps,
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dans l'espace considéré, a la méme densité, la méme
composition et la méme disposition moléculaires quau
commencement. Sans connaitre les quantttés de travail
effectuées par les forces moléculaires dans chacun des
phénomeénes particuliers, on peut donc conclure avec
certitude que la somme algébrique de ces quantités est
nuile. Il ne reste donc que le travail effectué par la
force motrice de I'électricité pour vainere la résistance
4 la conductibilité, travail qui doit s'étre transformé
en force vive, puisquil ne sest produit aucune
modification persistante dans le conducteur, et par
conséquent en chaleur, puisqu’il ne se présente pas
d’autre force vive dans le phénoméne.

Etat électrique des molécules partielles.

Etudions maintenant plus particuliérement la maniére
dont on doit se représenter la conductibilité électrique
& lintérieur d'un électrolyte.

Les molécules de I'dlectrolyte sont décomposées par
le courant en deux parties constituantes, qui peuvent
étre, ou des atémes simples, ou méme aussi des
molécules composées de plusieurs atdmes ; c’est ainsi
que, dans le sulfate de cuivre, l'une des parties
constituantes Cu est simple, tandis que l'autre SO, est
composée. Je nommerai ces parties constituantes,
quelles se composent d'un ou plusieurs atémes,
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molécules partielles, et une molécule entiére de 1'élec-
trolyte, dans le cas ou la distinction sera nécessaire,
molécule totale.

De la maniére dont la décomposition de I'électrolyte
est liée a la conductibilité, on doit conclure que les
deux molécules partielles ont, dans leur combinaison en
une molécule totale, des états électriques opposés qui
persistent aprés leur séparation. Si I'on part de I'hypo-
theése de deux électricités, on doit donc admettre que
l'une des molécules partielles a un excés d’électricité
positive, et 'autre un excés égal d’électricité négative ;
en partant, au contraire, de I'nypothése d'une seule
électricité, on devra admettre que l'une des molécules
partielles a plus, et lautre, moins d'électricité qu'a I'état
neutre.

On imagine aisément que deux molécules de nature
différente puissent prendre, au contact, des états élec-
triques opposés. De méme, il n’y a aucune difficulté a
imaginer’ que les états persistent aprés la séparation,
pourvu que l'on admette qu'en aucun lieu, & lintérieur
du conducteur, il n’y ait une accumulation de molécules
partielles positives ou négatives séparées, mais quau
contraire les deux espéces de molécules soient répandues
uniformément, de sorte qu’il en existe un nombre égal
des deux espéces dans tout volume appréciable. Dans
ce cas, en effet, les actions que la quantité d’électricité
inhérente & une molécule partielle éprouve de la part
des quantités d’électricité des molécules partielles qui
I'environnent, ne peuvent, a4 cause des effets opposés
des molécules partielles positives et négatives, avoir
une résultante capable de mouvoir cette premiére
quantité d’électricité dans un sens déterminé, et, par
suite, de la séparer de sa molécule, sile mouvement de
celle-ci était empéché.
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Si, au contraire, il y avait, dans un certain volume,
un grand nombre de molécules qui fussent toutes
chargées de la méme électricité, la quantité d’électricité
de I'une d’entre ces molécules serait repoussée par les
quantités d’électricité de toutes les autres, et ces forces,

s 1a molécule m'était pas précisément au centre de la

masse, pourraient, par leur réunion, produire une force
considérable, agissant de lintérieur vers l'extérieur.
Comme les quantités d’électricité inhérentes aux autres
molécules seraient soumises & des effets tout & fait
analogues, puisque chacune d'elles serait poussée vers
I'extérieur par laction totale de toutes les autres, ily
aurait, dans I'état électrique de toute la masse, une
tension qui ne pourrait rester invariable, que si cette
masse n'était absolument pas conductrice. Mais, si elle
I'était, l'électricité libre de toutes les molécules se
répandrait avec plus ou moins de rapidité vers
lextérieur, suivant le degré de conductibilité, d’abord
a la surface de la masse, et de 13, si la masse n’était
pas complétement isolée, dans les corps environnants.

§ 3.
Condition que Fon doit supposer satisfaite.

Considérons maintenant le phénoméne de la décom-
position lui-méme, tel quil a lieu dans le liquide qui
sert d’électrolyte ou qui renferme celui-ci en dissolution ;
on peut d’abord regarder comme établi, que ce ne sont
pas les molécules partielles devenues libres a I'une des

électrodes qui se meuvent jusqua l'autre a travers le
liquide, mais que, dans toute la masse de liquide qui
se trouve entre les deux électrodes, ily a partout des
décompositions et de nouvelles combinaisons, de sorte
que les molécules partielles positives qui arrivent & la
cathode pendant I'unité de temps, sont bien égales en
nombre 4 celles qui partent de I'anode, mais ne sont
pas les mémes ; il en est ainsi également des molécules
partielles négatives qui arrivent & 'anode.

Mais il faut encore déterminer d'une facon plus
précise la maniére dont les décompositions, qui ont lieu
dans les différentes couches du liquide, sont reliées entre
elles ; et, tout d’abord, nous avons, en particulier, &
exclure une explication qui semble assez naturelle, mais
qui est complétement inexacte.

On pourrait, en effet, imaginer que la décomposition
part de lune des électrodes, de lanode par exemple ;
que les molécules partielles négatives des molécules
totales décomposées y sont retenues, que les positives
au contraire passent a la couche voisine de liquide et
y opérent une nouvelle décomposition, en se combinant
avec les molécules partielles négatives de cette couche,
ot rendant les positives libres ; que ces derniéres passent
ensuite & la couche suivante, ou elles produisent de
nouveau le méme effet, et ainsi de suite. D'apreés cela,
la. décomposition dune couche serait la cause de la
décomposition de la’ couche suivante, et l'effet de la
force motrice qui existe dans le conducteur se bornerait
d'abord 4 mouvoir les molécules partielles positives,
devenues libres, d’une couche & la suivante, et ensuite
& faciliter la décomposition, en poussant en avant les
molécules partielles positives de cette couche. '

Mais linexactitude de cette maniére de voir résulte
immédiatement de ce que, d’aprés elle, il y aurait a
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T'intérieur du liquide, pendant toute la durée du courant,
un excés de molécules partielles positives, et par suite
aussi d’électricité positive libre, ce qui est, comme nous
Tavons déja dit, tout aussi inadmissible pour un courant
‘stationnaire que pour l'état d’équilibre, en vertu des
lois de la distribution de I'électricité libre. On trouverait
de méme, si Uon admettait que les décompositions se
propagent de cetie maniére en sens opposé, de la
cathode a l'anode, un excés de molécules partielles
négatives a l'intérieur du liquide, ce qui est également
inadmissible.

Nous devons admetire, comme condition fonda-
mentale de toutes les considérations suivantes, qua
Uintérieur de tout volume appréciable du liguide, il
existe un nombre égal de molécules partielles positives
et négatives, que celles-ci soient combinées deux a deux
comme molécules totales, ou guun certain nombre
d’'entre elles solent répandues, sans étre combinées,
parmi les molécules totales.

De 1ail résulte que, dans un liquide électrolytique qui
se trouve & I'état naturel, en ce sens quaucune espéce
de molécules partielles n’y prédomine, il peut se
présenter de ces décompositions et recompositions
alternatives, telles qu'elles sont nécessaires pour la
conductibilité électrique, sous la seule influence de la
force qui sert & vaincre Ja résistance 4 la conductibilité*.

L'explication de ce fait présente une difficulté

1. Pour obtenir un cas dans lequel il ne se présente pas d’élec-
trodes, on peut faire I’hypothése suivante. Imaginons un anneau
complet formé d'un conducteur électrolytique. Faisons mouvoir dans
le voisinage de cet anneau conducteur un courant électrique circu-
laire ou un aimant ; approchons-le ou éloignons-le, par exemple. Il se
produira par 1&, dans anneau, un courant d'induction, et I'on aura
ainsi dans 1'électrolyte un courant électrique qui ne se meut pas
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particuliére, qui ne peut, me semble-t-il, étre levée
quen admettant que les liquides se comportent d’une
tout autre maniére quon ne I'a généralement cru
jusqu'a présent. C'estce que je tacherai d’exposer dans
les paragraphes suivants.

§ 4.
Difficulté de Pexplication.

Soit donné un liquide, composé en tout ou en partie
de molécules électrolytiques ; commencons par admettire
que ces molécules, dans I'état naturel du liquide, aient
pris une disposition déterminée, dans laquelle elles
persistent aussi longtemps qu’aucune force étrangére
n’agit sur elles, c’est-a-dire que les différentes molécules
peuvent bien osciller autour de leurs positions d’équi-
libre, mais ne peuvent pas en sortir entiérement ;
Supposons en outre, comme on doit l'admettre pour
toute disposition de cette espéce, que Iattraction des
deux molécules partielles qui forment, par leur combi-
naison, une molécule totale, et qui sont par suite trés
rapprochées l'une de lautre, soit plus grande que
lattraction exercée par la molécule partielle positive
d’une molécule totale sur la molécule partielle négative
d’'une autre. Si, dans l'intérieur de cette masse, agit une

d’une électrode & l'autre, mais qui parcourt en cercle un anneau
homogene, et qui est produit par une force électro-motrice quin’agit

pas seulement en des lieux déterminés de I'anneau, mais dans
toutes ses parties.
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force 6électrique qui tend & mouvoir les molécules
partielles douées d’électricité positive dans un sens; et
celles qui sont douées d'électricité négative en sens
contraire, il s'agit de savoir quelle influence cette force
exercera sur la maniére d’étre des molécules.

Le, premier effet, pour autant que les molécules
soient supposées capables de rotation, consisterait
évidemment a les orienter toutes de la méme maniére,
de sorte que les deux parties constituantes de chaque
molécule totale, qui sont douées d’électricités contraires,
se tourneraient du c6té vers lequel elles sont poussées
par la force motrice.

En outre, cette force tendrait & séparer les deux
molécules partielles qui constituent une molécule totale,
et 4 les mouvoir en sens contraires; puis, lorsque ce
mouvement se produirait, la molécule partielle positive
dune molécule totale irait rencontrer la molécule
partielle négative de la suivante, et se combiner avec
elle. Or, pour séparer les molécules partielles combinées,
il faut que lattraction qu'elles exercent I'une sur lautre
soit vaincue, et pour cela, il faut une force d'une
intensité déterminée ; on est ainsi amené 32 cette
conclusion que, aussi longtemps que la force agissante
ne posséde pas cette intensité, il ne peut y avoir aucUne
décomposition des molécules ; qwau contraire, lorsque
la force aura alteint cetle inlensité, un grand nombre
de molécules devront se décomposer & la fois, puisquelles
sont toutes sous Uinfluence de la méme force, et qu'elles

- occupent & pew prés la méme position les unes par
rapport aux autres. Relativement au courant électrique,
on peut énoncer cette conclusion sous la forme suivante,
en supposant que le conducteur ne puisse conduire que
par électrolyse : Aussi longtemps que la force motrice
qui agit dans le conducteur est au-dessous d'une certaine

limile, elle ne produit pas de courant; mais lorsquelle a
ofteint cette limite, 1l nait tout & coup un courant intense.

Mais cette conclusion est tout & fait en contradiction
avec l'expérience. La moindre force® produit déja un
courant qui se propage par des décompositions et des
recompositions alternatives, et I'intensité de ce courant
croit, d’apréslaloi d’Ohm, proportionnellement & 1a force.

D’aprés cela I'hypothése précédente, consistant en ce
que les molécules partielles d'un électrolyte sont com-
binées d'une maniére stable en molécules totales, et en
ce que celles-ci ont une disposition réguliére déterminée,
doit étre inexacte. On peut encore exprimer ce résultat
d’'une maniére plus générale sous la forme suivante.
Toute hypothése qui consiste en ce que l'état naturel
d’un liquide électrolytique est un état d’équilibre dans
lequel chaque molécule partielle positive est liée d’une
maniére stable &4 une molécule négative, et en ce quen
outre, pour faire passer ce liquide de cet état d’équilibre
4 un autre, qui ne différe du précédent qu'en ce quun
certain nombre de molécules partielles positives sont.
combinées avec des molécules négatives autres que les
primitives, il faut une force d’'une intensité déterminée
agissant sur les molécules qui subissent ce changement,
toute hypothése de cette nature, disons-nous, est en
contradiction avec la loi d’Ohm.

1. Je ferai encore une fois remarquer expressément qu’ici, comme
dans tout ce chapitre, il ne s’agit pas des forces qui agiss’ent aux
électrodes, ol les produits de la décomposition se dégagent et ot la ‘
polarisation doit étre vaincue, mais exclusivement de la force qui
agit a lintérieur de l'électrolyte lui-méme, ot chaque molécule
partielle, séparée de la molécule partielle avec laguelle elle était
combinée jusqu’alors, se recombine aussitét avec une autre molécule
partielle de méme espéce, de sorte que la masse reste invariable
dans son essence, et quwil n’y a & vaincre que la résistance 4 la
conductibilité. '

15
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Mais je pense que I'hypothése suivante, qui ne préte
pas & cette objection, et qui me semble également
conciliable avec les autres faits connus, mérite d’étre.
prise en considération.

§ b.
Autre hypothése sur I'état moléculaire des liquides électrolytiques.

Dans mon Mémoire « sur la nature du mouvement
que nous nommons chaleur’, » jai exprimé l'idée que
les molécules des fluides n'occupent pas des positions
d’équilibre déterminées, autour desquelles elles oscillent,
mais qu'au contraire leurs mouvements sont tellement
rapides, qulelles se rencontrent dans des positions
variant sans cesse et toujours nouvelles, et qu'elles se
meuvent irréguliérement les unes parmi les autres.

En nous basant sur cette maniére de voir, imaginons
quil se trouve dans le liquide électrolytique une
molécule partielle isolée, soit, par exemple, une molécule
électro-positive ;nous supposerons que son état électrique
est encore tout & fait le méme qu'au moment ou elle
sest séparée de la molécule totale. Je pense que,
tandis que cette molécule partielle se meut entre
les molécules totales, parmi toutes les positions qu'elle
peut prendre, il s’en trouve parfois dans lesquelles elle
attire la molécule - partielle négative d’une molécule
totale avec une force plus intense que celle avec

1. Ann. de PoGé., t. 100, p. 353.

— 227 —

laquelle s’attirent en ce moment les deux molécules
partielles qui en constituent une totale, et qui, du
reste, n’occupent pas, I'une par rapport 4 l'autre, une
position tout & fait invariable. Aussitét que la molécule
considérée occupe I'une de ces positions, elle se combine
avec cette molécule partielle négative, et la molécule
partielle positive, qui était combinée jusqu'alorsaveccetie
derpiére, redevient libre. Celle-ci, 4 son tour, se meut
seule, et décompose, aprés un certain temps, de la méme
maniére, une autre molécule totale, et ainsi de suite 4
tous ces mouvements et ces décompositions ont du
reste lieu tout aussi irréguliérement que les mouvements
de la chaleur qui les occasionnent.

Si nous considérons en oufre la maniére dont les
molécules totales se comportent les unes par rapport
aux autres, je pense quici également il arrive parfois
que la molécule partielle positive d'une molécule totale
se trouve dans une position plus favorable vis-a-vis de
la molécule négative d’'une autre molécule totale, que
vis-a-vis de la sienne propre 4 ce méme instant. Alors
ces deux molécules, jusqu'a présent étrangéres I'une &
l'autre, se combineront en une molécule totale, et les
deux molécules partielles rendues libres (la négative
de la premiére et la positive de la seconde), ou se
combineront également entre elles, ou, si le mouvement
de la chaleur les en empéche, elles se méleront aux
autres molécules totales, et y produiront des décompo-
sitions semblables 4 celles que nous avons décrites
plus haut pour une molécule isolée.

La fréquence de ces décompositions mutuelles daps
un liquide dépendra d’abord de la nature de celui-ci, .
de la liaison plus ou moins intime des parties des
molécules totales entre elles, et ensuite de la rapidité du
mouvement moléculaire, c’est-a-dire de la température.



§6.

Nouvelle explication de la conductibilité éiectrolytique.

Considérons actuellement un liquide dont les molé-
cules ont déja d’elles-mémes un semblable mouvement,
dans lequel il s'opére un échange irrégulier de molécules
partielles, et supposons qu'a I'intérieur de ce liquide
agisse une force électrique, qui tende & mouvoir toutes
les molécules partielles positives dans un sens, et les
négatives en sens contraire ; on verra aisément quelle
est la différence que cette force doit apporter dans la
nature du mouvement moléculaire.

Une molécule libre ne suivra plus alors entiérement
les directions irréguliéres et variables dans lesquelles
élle est entrainée par les mouvements de la chaleur,
mais elle changera la direction de son mouvement
dans le sens de la force agissante, de sorte qu'entre les
directions des molécules partielles positives libres, tout
irréguliéres qu’elles sont encore, il y a une certaine
direction prédominante, el que les molécules négatives
se meuvent de méme, d’'une maniére prépondérante,
dans la direction opposée. En outre, dans laction
d’'une molécule partielle sur une molécule totale,
et de deux molécules totales l'une sur lautre, les
décompositions qui permettront aux molécules partielles
d’'obéir également a la force électrique seront facilitées,
et deviendront, par suite, plus fréquentes qu’elles ne le
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seraient sans cette force, de facon que, dans des cas ou
la position des molécules n’est pas encore assez favorable
pour que la décomposition puisse avoir lieu d’elle-méme,
laction de la force électrique peut loccasionner.
Réciproquement, les décompositions, dans lesquelles
les molécules partielles devraient se mouvoir en sens
contraire de la force électrique, sont contrariées par
cette force, et par la deviennent plus rares.

Si l'on considére a 1’1ntemeur de ce liquide, tandis
que la force électrique agit, une petite portion de
surface normale 4 la direction de cette force, elle sera
traversée, pendant Funité de temps, par plus de molé-
cules partielles positives dans le sens positif que dans
le sens négalif, et par plus de molécules. partielles
négatives dans le sens négatif que dans le sens positif.
Or, comme, pour chaque espéce de molécules partielles,
deux passages qui seffectuent en sens inverse se
compensent mutuellement quant & leur effet, et que
nous n'avons par suite & considérer que l'excés des
passages qui seffectuent dans I'une des directions, on
peut donner & l'énoncé précédent cette forme plus
simple : la portion de surface est traversée dans le sens
posttif par un certain nombre de molécules positives,
et dans le sens négatif par un certain nombre de
moléeules négatives. Ces deux nombres ne doivent pas
nécessairement étre égaux, parce quils dépendent
non-seulement de la force électrique, qui a la méme
grandeur pour les molécules partielles positives et
négatives, mais encore du degré de mobilité qui peut
étre différent, pour plusieurs raisons, dans des
molécules d’espéces différentes.

Ces mouvements opposés des deux espéces de
molécules partielles forment le courant galvanique a
lintérieur du fluide. Pour déterminer lintensité du
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courant, il n'est pas nécessaire de connaitre séparément
le nombre des molécules partielles positives qui
traversent la portion de surface dans le sens positif, et
le nombre des molécules partielles négatives qui la
. traversent dans le sens négatif, mais il suffit de connaitre
la somme de ces deux nombres. Que I'on parte en effet
de Thypothése quil existe deux électricités, et ‘qu’une
molécule partielle électro-négative est douée dune
certaine quantité d'élecricité libre négative ; ou que
T'on suppose qu'il n'existe qu'une électricité, et gqu’'une
molécule électro-négative en posséde une quantité
moindre que celle qui convient & I'état neutre, on devra
admettre, dans les deux cas, que l'accroissement d’un
courant galvanique est tout aussi considérable par
suite du mouvement d’'une molécule partielle électro-
positive dans le sens du courant, que par celui d’une
égale molécule partielle électro-négative en sens con-
traire. En conséquence, pour le cas ou le mouvement
moléculaire serait de telle nature, que le mouvement
des molécules partielles positives fiit prépondérant dans
un sens, et qu’il en passat » pendant l'unité de temps
4 travers la portion de surface dans le sens positif, si
nous désignons par C.x lintensité du courant produit
par le mouvement, nous devrons de méme, pour un
mouvement dans lequel il passe simultanément »
molécules partielles positives dans le sens positif
et »' négatives dans le sens négatif, désigner I'intensité
du courant par C (n 4+ »').
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§ 7.

Concordance de la nouvelle explication avec Fexpérience,
et diftérence qu’elle présente avec celle de Grotthuss.

Dans cette maniére de concevoir I'état du liquide, la
difficulté: mentionnée plus haut disparait. On voit
aisément que T'influence, que la force électrique exerce
sur les décompositions et les mouvements de molécules
qui ont déja lieu d’eux-mémes, mais qui sont encore
irréguliers, ne-se fera pas sentir seulement lorsque
cette force aura atteint une certaine intensité, mais que
la moindre force, agissant de la maniére décrite plus
haut, exercera sur eux un effet, et que la grandeur de
celui-ci croitra avec lintensité de cette force. Tout le
phénoméne concorde donc trés bien avec la loi d’Ohm.

On n'a pas encore pu expliquer d’'une maniére
satisfaisante pourquoi le pouvoir conducteur électrique,
qui dépend de la facilité avec laquelle les décompositions:
des molécules ont lieu & lintérieur du liquide, est si
différent dans différents liquides ; pourquoi, par exemple,
les décompositions des molécules du sulfate hydrique
ont lieu beaucoup plus aisément que celles des molécules
d’eau ; ni d’ou provient linfluence considérable que
le délaiement de l'acide sulfurique exerce sur le
degré de conductibilité ; mais je ne vois dans cette
difficulté rien qui puisse étre regardé comme étant
en contradiction avec la théorie précédente.
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Au contraire, cette théorie explique d'une maniére
tres naturelle l'accroissement du pouvoir conducteur
avec la température, dans les conducteurs de la seconde
classe, puisque la rapidité plus grande du mouvement
- intérieur doit contribuer & faciliter les décompositions
mutuelles des molécules.

Comparons 'ancienne théorie de Grotthuss avec celle
que nous venons de développer ; dans celle-13, on admet
que le mouvement n’est produit que par la force
électrique, et n'a lieu que dans deux directions
déterminées, puisque les décompositions se propagent
réguliérement de molécule & molécule ; dans celle-ci,
au contraire, les mouvements déja existants sont seule-
ment modifiés, non de telle sorte quils deviennent
complétement réguliers, mais de maniére que, dans la
grande variété de mouvements qui existe encore, les
deux directions déterminées sont prédominantes.

§ 8.

Relation de Iexplication précédente
avec I'état chimique des substances chmposées.

Lorsque, par mes considérations sur la conductibilité
électrolytique, je me vis obligé d’abandonner l'expli-
cation, jusqualors généralement répandue, quen avait
~donnée Grotthuss, et de la remplacer par I'explication
exposée précédemment, j’étais confirmé dans ma maniére
de voir sur I'état moléculaire des liquides chimiquement
composés, qui lui sert de base, par ce fait qu'elle trouve
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une surprenante confirmation dans un phénoméne connu
déja longtemps auparavant et discuté a plusieurs
reprises par Berthollet. Le phénoméne dont il sagit
est le suivant: si deux combinaisons, ayant deux
éléments électro-positifs et deux éléments électro-négatifs
différents, sont dissoutes dans un liquide, les deux
conmbinaisons primitivement existantes ne peuvent plus
simplement subsister, pas plus qu’il ne se forme une
autre distribution de nature telle qu'un élément électro-
positif soit combiné exclusivement avec 'un des deux
éléments électro-négatifs, et réciproquement ; mais
toutes les quatre combinaisons possibles se forment
dans une certaine proportion, d’ou il suit que, sil'une
quelconque des quatre combinaisons est insoluble, elle
se sépare. Cette propriété s’explique naturellement par
ce fait que les combinaisons de deux molécules partielles
ne sont pas stables, mais variables 4 un certain degré,
et quune molécule partielle positive peut déplacer
non seulement une molécule partielle positive de
méme nature, mais aussi une molécule positive d’autre
nature, d’ou résulte la formation des autres combinaisons
qui n’existaient pas primitivement.

Dans son fravail sur la théorie de la formation de
I’étheri, que je n’ai connu qu'aprés avoir, écrit mon
Mémoire, Williamson a tiré la conclusion que les combi-
naisons des atémes en molécules ne sont pas stables,
mais variables ; il Pa déduite aussi bien des phénoménes
qui ont lieu dans la formation de l'éther que des
phénoménes déjd connus auparavant et discutés par
Berthollet. I1 va méme plus loin que je ne le crois
nécessaire dans la maniére dont il représente cette

1. Annalen der Chemie und Pharmacie, t. 77, p- 37. Lu a la
Bristish Association, 4 Edimbourg.
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mutabilité. Il dit notamment, entre autres®': « nous
sommes ainsi amené & admettre que, dans un agrégat
de molécules de chaque combinaison, il s’effectue un
échange perpétuel entre les éléments qu'elle contient.
- Supposons, par exemple, quun vase, renfermant de
l'acide chlorhydrique, soit rempli d’'un grand nombre
de molécules de la composition CIH ; les considérations
que nous avons exposées nous conduiraient & admettre
que chaque atéme d’hydrogéne ne reste pas en repos dans
sa position par rapport 4 'atdme de chlore avec lequel
il était d’abord combiné, mais quil change perpé-
tuellement de place avec d’autres atdmes d’hydrogéne. »

Jene puis pas me rallier & cette maniére de s’exprimer,
a savoir quun atdme d’hydrogéne échange continuelle-
ment sa place avec d’autres atdmes d’hydrogéne. Je
suis plutét d'avis, qu'en général les atébmes d’hydro-
géne restent avec les atdémes de chlore avec lesquels
ils se sont d’abord combinés, et que, lors des chocs
des molécules, le cas est relativement rare ol un atéme
d’hydrogéne échange sa place avec un autre, et que la
méme chose a lieu pour les molécules partielles d’autres
combinaisons gazeuses et liquides. Puisque le nombre
des chocs entre deux molécules est extraordinairement
grand, le nombre des échanges peut encore étre
suffisamment grand, tout en étant minime par rapport
au nombre des chocs, pour pouvoir servir comme base de
lexplication que j’ai établie pour la conductibilité élec-
trique dans les électrolytes. A part ce point, dans lequel
nos vues exposées ci-dessus concordent entre elles
partiellement, le contenu du Mémoire de Williamson
est entiérement différent de celui du mien, en ce

1. Id. p. 46.
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qu’il se rapporte aux phénoménes purement chimiques,
lesquels n'ont rien & faire avec la conductibilité de
I'électricité.

§ 9.
Conductibilité métallique dans les électrolytes.

On a récemment agité plusieurs fois la question de
savoir si, dans les conducteurs de la seconde classe, a
coté de la conductibilité par électrolyse, il y en a
encore une de la méme nature que celle qui existe dans
les conducteurs de la premiére classe.

Au point de vue théorique, il n’y a rien qui me

paraisse contraire 4 'hypothése que les deux espéces de
conductibilité puissent exister simultanément dans le
méme corps. Mais a cause du manque de faits bien
établis, qui pourraient servir de base a des déductions
théoriques, on devra laisser jusqu'a présent & l'expé-
rience de déterminer quel est le rapport des deux
espéces de conductibilité dans des cas particuliers.
- Pour les corps sur lesquels on a fait des expériences
dans ce sens, et qui sont les plus importants & cause de
la fréquence de leurs applications, il est établi que la
conductibilité sans électrolyse, pour autant quelle
existe, est en tout cas trés faible; ef, par suite, il ne
sera pas nécessaire.de nous arréter & cette espéce de
conductibilité, qui du reste ne nous offrirait rien
d’essentiellement neuf pour la théorie.




CHAPITRE VIL

COURANTS THERMOELECTRIQUES.

§ 1.
Etat électrique 2 la surface de contact de deux substances.

Tandis que nous n’avons traité, dans les deux chapitres
précédents, que des phénomeénes qui ont lieu dans un
conducteur homogéne durant un courant électrique
stationnaire, nous considérerons maintenant une réunion
de plusieurs substances, conduisant sans électrolyse, qui
donnent un courant thermoélectrique lorsqu’elles
forment un circuit fermé et que les points de réunion
sont maintenus & des températures différentes.

On admet généralement que les points de liaison sont
le siége des forces électromotrices qui produisent le
courant thermoélectrique, tandis quwon ne suppose
aucune force électromotrice & lintérieur d’une méme
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substance, méme si ses parties sont & différentes tempé-
ratures. Nous ferons .aussi cette hypothése, qui est la
plus simple, et nous rechercherons & quelles conséquences
elle conduit. La comparaison de ces conséquences avec
lexpérience établira alors d’elle-méme si cette simple
hypothése suffit pour lexplication de tous les faits
observés, ou si elle doit étre modifiée, et de quelle
maniére.

Nous ferons la supposition qwil se produit une diffé-
rence de tension entre deux substances, & leur surface
de contact, I'électricité se partageant inégalement entre
elles. Daprés cela, on doit admettre, pour I'état d’équi-
libre, que la fonction potentielle, constante & l'intérieur
de chaque substance, a des valeurs différentes dans deux
substances en contact® ; et, pour I'état qui correspond &
un courant continu, on devra admettre que la fonction
potentielle varie d’'une maniére continue 4 l'intérieur de
chaque substance, et d'une maniére brusque & la surface
du contact. Si donc nous désignons par V, et Vi les
valeurs de la fonction potentielle & T'intérieur de deux
conducteurs, que nous nommerons ¢ et b, nous aurons’
pour deux points situés respectivement de chaque coté

1. Dans les recherches électrostatiques, on prend généralement
pour base ce théoréme: dans un systéme de conducteurs reliés
entre eux, la fonction potentielle a partout la méme valeur dans
I'état d’éqnilibre ; ce n’est pas a dire que 'on nie les différences
produites par la diversité des substances, on les néglige seulement
4 cause de leur petitesse, parce que dans l'électrostatique on
a habituellement affaire & des différences beaucoup plus consi-
dérables.
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de la surface de contact, trés voisins et vis-a-vis 'un de
Tautre, I'équation

Vy — Va3 = Eay, 1)

ol E,p est une quantité qui dépend de la nature des
deux substances en contact, et que nous nommerons
simplement, par la suite, la différence de niveau
potentiel.

On ne peut naturellement pas regarder cette variation

subite de la fonction potentielle comme étant, dans un

sens rigoureusement mathématique, un saut qui aurait

lieu dans une surface idéale, mais seulement comme

une variation trés rapide dans le voisinage de cette
surface. Pour l'expliquer, on doit admettre, comme on
T'a déja fait plusieurs fois, et comme Helmholtz surtout
l'a exprimé récemment d'une maniére précise’, quil
existe, des deux c6tés de la surface du contact, deux
- couches électriques opposées, c’est-a-dire une disposition
analogue & celle d’'une bouteille de Leyde chargée, ou
d’un carreau de Franklin. Nous donnerons & Iespace,
qui renferme les deux couches électriques ainsi que
Iintervalle et qui forme en tout une couche trés mince,
le nom de couche intermédiaire des deux substances.

1. Ann. de Poge., t. LXXXIX.
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§ 2.

Origine de la différence de niveau potentiel.

Or, puisque ces deux couches ne sont séparées par
aucun corps non conducteur, il s'agit maintenant de
savoir quelle est la force qui les empéche d’équilibrer
leurs états électriques, et qui, méme dans le cas ol
Pélectricité peut s'équilibrer par une autre voie, fait
constamment passer une nouvelle quantité d’électricité
du c6té négatif au coté positif, et donne ainsi naissance
4 un courant continu.

Dans son ouvrage « Sur la conservation de la force »,
Helmholtz s'exprime de la maniére suivante (p. 47):
« En effet, tous les phénoménes qui se passent dans les
conducteurs de la premiére classe (c’est-a-dire dans ceux
ou le courant a lieu sans électrolyse), peuvent évidem-
ment se déduire de I'hypothése que les différentes
substances chimiques exercent des attractions différentes
sur les deux électricités, et que ces attractions n’agissent
qu’a des distances inappréciables, tandis que les deux
électricités agissent aussi I'une sur lautre 4 de plus
grandes distances. D’aprés cela, la force de contact
consisterait dans la différence des attractions que les
particules de métal les plus voisines de la surface de
contact exercent sur les électricités de cette surface, et
I'équilibre s'établirait lorsquune particule électrique
qui passe de I'une 4 l'autre des deux particules métal-
liques, ne perd ni ne gagne de force vive. »
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Les idées de la plupart des autres physiciens concor-
dent, autant que je sache, avec cette explication,
quoiqu’ils s'expriment & ce sujet d'une maniére moins
claire et moins précise ; néanmoins, je crois devoir la
combattre, du moins en partie. Nous pouvons laisser
provisoirement indécise la question de savoir s'il existe
différentes attractions exercées sur I'électricité par
différentes substances chimiques, et produisant une
différence de niveau potentiel de la maniére qui vient
d’étre indiquée ; mais que l'on en puisse déduire, comme
on l'affirme, fous les phénoménes qui se passent dans
les conducteurs de la premiére classe, c’est ce que je
ne puis accorder. Pour Iexplication des courants
thermoélectriques et de la production de chaleur et de
froid occasionnée au contact de deux substances par
un courant électrique, et découverte par Peltier, il ne
suffit pas d’admettre cette hypothése, mais on est
obligé d’adopter la suivante : que la chaleur elle-méme
agit dans la formation et dans la conservation de la
différence de niveau potentiel aw confact, en ce que le
- mouvement moléculaire, que nous nommons chaleur,
pousse Uélectricité dune substance vers Uaulre, et que
son action ne peut élre contre-balancée que par Uaction
contraire des deux couckes électriques ainst produites,
lorsque celles-ct ont afteint une certaine densité.

Pour le démontrer au moyen des courants thermo-
électriques, imaginons une chaine formée de deux
substances  que nous pouvons supposer métalliques.
Si toute la chalne se trouve & la méme température, les
différences de mniveau potentiel, aux deux contacts
opposés, sont égales, et, par suite, la fonction potentielle
peut avoir une valeur constante dans chaque métal,

comme cela doit é&tre pour I'équilibre. Mais si les.

températures sont différentes aux deux contacts, il
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naitra un courant, et I'on doit en conclure quil a surgi
relativement a la distribution de Télectricitg, desj
conditions particuliéres, qui ne peuvent étre remplies
par aucun état d’équilibre.

Ces conditions ne peuvent pas se déduire de
I'hypothése, que les différences de niveau potentiel ne
sont dues qu'aux attractions différentes, exercées sur
Télectricité par des substances chimiquement distinctes.
D'abord il est trés peu probable que ces attractions
varient avec la température : et si ce n’est pas le cas
la distribution de la chaleur ne peut exercer aucune’a
influence sur celle de l'électricité. Mais en laissant
méme de cdté cette objection, et en regardant comme
possible la dépendance entre les attractions et Ia tempé-
rature, on n'y aura rien gagné pour I'explication d’un
mouvement continu de I'électricité ; car, alors, chaque
partie de la chaine attirerait simplement la quantité
d’électricité qui correspond & sa force attractive
actuelle, et la conserverait aussi longtemps que les
températures resteraient les mémes dans la chaine. On
peut également exprimer la méme conclusion de la
maniére suivante. Si une substance exercait différentes
attractions sur 'électricité & différentes températures,
deux parties inégalement chaudes de 1a méme substance
se comporteraient, sous ce rapport, I'une vis-a-vis de
I'autre comme deux substances différentes & la méme
température ; de la sorte, il devrait naitre également
entre elles une différence de niveau potentiel, et cela

‘de telle maniére, qu'une -différence de température

entre les parties d'une chaine thermoélectrique agirait
précisément comme un accroissement de diversité de
substances & la méme température ; cette diversité
peut bien produire une variation dans I'état d’équilibre
électrique, mais jamais un courant électrique persistant.

16
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Il en est autrement, si 'on admet que la chaleur
elle-méme intervient dans la formation des différences
de niveau potentiel aux points de contact. D’apreés cette
hypothése, il est non-seulement possible, mais encore
trés probable, que la grandeur des diffiérences dépende
des températures qui existent aux contacts; et il n’en
résulte cependant, en aucune maniére, quil doive
naitre également des différences de niveau potentiel
correspondantes entre les parties d'une seule et méme
substance, qui auraient des températures différentes.
Cette hypothése présente donc ce caractére particulier
que, d’'un coté, l'inégalité des différences de miveau
potentiel aux deux contacts fait que la fonction
potentielle a nécessairement des valeurs différentes,
dans les différentes parties de chacune des substances,
et que, dun autre cdété, l'état électrique tend 2
s’équilibrer & l'intérieur de chaque substance, de telle
sorte que, dans toutes les parties de celle-ci, la
fonction potentielle prenne la méme valeur. Ces deux
conditions ne peuvent pas étre remplies simultanément
par un état d’équilibre ; au contraire, elles exigent un
courant continu, ce qui est entiérement conforme &
I'expérience.

Abordons maintenant le second des phénoménes
mentionnés plus haut, découvert par Peltier, c’est-a-
dire, la production de chaleur ou de froid occasionnée &
la surface de contact de deux substances par un courant.
électrique. Nous pouvons naturellement dire de cet

. effet, comme nous l'avons dit de la variation de la
fonction potentielle, qu’il ne peut pas étre limité & une
surface mathématique, mais qu’il doit se distribuer dans
le volume de cette couche, que nous avons désignée
ci-dessus sous le nom de couche intermédiaire. Pour
expliquer la production ou la destruction de chaleur

|
|
|
i
|
|
|
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qui a lieu dans cette couche, il fout démontrer qu'el
Y a un travail mécanique correspondant, positif ou
négatif, qui est effectué par une certaine force.

Pour voir comment les deux hypothéses, opposées
l’upe a lautre, se comportent par rapport a cette
exigence, nous partirons d’abord de nouveau de I'hypo-
thése émise par Helmholtz. D’aprés celle-ci, deux forces
différentes agissent sur une particule d’électricité
renfermée dans cet espace : en premier lieu, une force
purement électrique, provenant de ce que la particule
située entre les deux couches électriques est attirée
par 'une, et repoussée par l'autre ; en second lieu, une
force moléculaire, provenant de ce que la particule est
attirée avec une intensité différente par les molécules
de nature différente qui se trouvent des deux c6tés
de la couche intermédiaire. Lorsque I'équilibre s'est
établi, ces deux forces agissent en.sens contraire avec
une méme intensité, de sorte que, dans la transmission
de la particule, I'une subit un travail égal a celui qui
est effectué par l'autre ; par suite, comme Helmholtz le

- ‘déclare lui-méme, il n’y a ni perte ni gain de force

vive. Dans un courant, au contraire, la force électrique
est un peu plus grande ou plus petite que la force
moléculaire, de sorte que la particule d’électricité doit
obéir & lI'une ou a lautre. La maniére la plus simple
d’exprimer ce rapport consiste & regarder comme
invariables les deux forces égales qui agissent dans
I'équilibre, et & y ajouter en outre une troisiéme force
électrique, dirigée dans I'un ou dans l'autre sens, et
précisément capable de vaincre la résistance a la
conductibilité dans la couche intermédiaire, et 3
maintenir ainsi I'électricité en mouvement. Cette force
est identique & celle qui doit exister dans chaque couche
d'un conducteur homogene doué de la méme résistance,
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dans le cas d’'une égale intensité du courant; et par
conséquent, le travail effectué par cette force, et la
chaleur produite, ne peuvent pas étre différents de ceux
qui ont lieu dans cette couche homogéne, et que nous
pouvons négliger ici a cause de la faiblesse de la
résistance d'une couche aussi mince. Le phénoméne
particulier qui a lieu au contact, et qui a été observé
par Peltier, reste donc inexpliqué dans cette hypothése.

Partons maintenant de l'autre hypothése, dapreés
laquelle c’est la chaleur qui tend a faire passer 1'élec-
tricité d'un c6té a lautre de la couche intermédiaire;
et qui agit ainsi en sens contraire de la force électrique.
Dans l'état d’équilibre, cette tendance est exactement
compensée par la force électrique ; dans un courant, au
contraire, cette derniére, comme nous l'avons dit plus
haut, est un peu augmentée ou diminuée, ce qui produit
la. transmission d’électricité dans I'un ou l'autre sens.
La force électrique effectue ou subit alors un certain
travail, qui ne peut pas étre compensé par le travail
d'une autre force, puisque, par hypothése, il n'existe
pas de seconde force, et que les effets que Helmholtz
croyait devoir lui attribuer sont produits par la chaleur,
c'est-a-dire par un mouvement. D'aprés cela, tout le
travail doit avoir pour conséquence une augmentation
ou une diminution équivalente de la force vive, et nous
obtenons ainsi la production de chaleur ou de froid

constatée par Peltier, puisque la force vive ne se‘

manifeste icl que sous forme de chaleur.
Je crois pouvoir comparer I'état de la couche

intermédiaire avec celui d'une certaine quantité de.

gaz, maintenu, par une pression extérieure, dans une
enveloppe extensible que le mouvement calorifique de ses
molécules cherche & dilater. Si la force extérieure,
qui faisait précisément équilibre 4 la tension produite

|
|

par la chaleur, devient un peu plus forte ou plus faible,
elle comprime le gaz ou le laisse se dilater ; elle effectue
ou subit alors un certain travail, et en méme temps une
quantité de chaleur équivalente est produite ou anéantie
dans le gaz.

Si I'on veut employer, relativement au travail, la
maniére de s'exprimer qui est usitée dans la théorie
mécanique de la chaleur, cest-a-dire, si l'on veut
désigner comme travail gagné celui qui résulte de ce
que la chaleur surmonte une force, et comme travail
consommé, celul fait par la force méme, on peut dire :

_ quand I'électricilé se meut, sous I'influence de la chaleur,

dans le sens opposé & la force électrique, il y a du
travail gagné, et une quantité de chaleur consommée
qui y correspond. Si, au contraire, le mouvement de
électricité a lieu dans le sens de la force électrique,
il y a du travail consommé, et, par suite, de la chaleur
gagnée, précisément comme quand un gaz se détend et
surmonte la contrepression, il y a du travail gagné et
de la chaleur consommée, tandis que dans la compres-
sion du gaz, il y a du travail consommé et de la chaleur
gagnée.
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Distinction a faire
entre la différence de niveau potentiel ici admise el une autre.

Nous avons donc trouvé que sil'on admet, au contact
de deux substances, une différence de niveau potentiel
produite par la chaleur, il en résultera nécessairement
une production de chaleur ou de froid, selon la direction
du courant. Nous pourrons donc réciproquement consi-
dérer ce dernier phénoméne comme une preuve de
lexistence, et en méme temps comme une mesure de
cette différence de niveau. Mais il y a un autre fait qui
parait étre en contradiction avec cette hypothése. Car,
comme c’est entre le bismuth et l'antimoine qua lieu
la plus grande production de chaleur ou de froid, on
doit en conclure que cest aussi entre ces métaux que
la différence de niveau potentiel est la plus grande ;
mais des expériences électroscopiques constatent de
plus grandes différences entre d’autres métaux, par
exemple le cuivre et le zine, qu'entre le bismuth et
l'antimoine. Cette contradiction peut sexpliquer de
deux maniéres différentes.

En premier lieu, on peut admettre qu'outre la
différence de niveau occasionnée par la chaleur, il en
existe simultanément une autre, qui, dans 'explication
de Helmbholtz, ne serait produite que par la différence
des attractions moléculaires, et que cette derniére
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différence de niveau, quoiqu'elle n'exerce aucune
influence sur les phénoménes thermoélectriques, a son
plein effet dans les phénoménes électroscopiques, et s'y
montre méme, en général, la plus considérable des
deux. En second lieu, on peut admettre que la différence
observée dans les expériences électroscopiques, ne
résulte pas du contact immédiat des deux substances,
le cuivre et le zinc par exemple, et n'appartient méme
pas, en général, au nombre des phénoménes qui ont
lieu au contact de conducteurs de la premiére classe
seulement, mais, au contraire, au nombre de ceux qui
sont dus & l'action de conducteurs de la seconde classe
(cest-d-dire de ceux qui conduisent l'électricité par
¢lectrolyse). Sous ce rapport, on peut remarquer que,
dans une expérience électroscopique, méme lorsque les
métaux que l'on y soumet ne sont en contact avec
aucun corps étranger, comme la main, mais seulement
entre eux, l'action de substances étrangéres ne peut
cependant pas étre complétement exclue ; car les
métaux mémes sont couverts 4 leur surface d'une couche
de gaz comprimés, et peut-&fre aussi de vapeurs
condensées, qui empéche le contact métallique réel
entre des piéces quine sont pas soudées, mais seulement
pressées l'une contre l'autre, et qui modifie essentiel-
lement, par son interposition, les phénoménes électrosco-
piques. '

Nous ne rechercherons pas ici laquelle de ces deux
explications est a préférer, parce que cest indifférent
dans I'étude des courants thermoélectriques et de leurs
offets. Pour ceux-ci, il suffit que l'on admette, confor-
mément & la conclusion précédente, {'existence d'une
différence de niveau potentiel occasionnée par la
chaleur ; car ce mnest quwa celle-ci que nous avons
affaire ; et quand, par la suite, il sera simplement
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question de la différence de niveau potentiel, c'est
toujours de celle-1a gu'il s'agira, quil en existe du reste
une autre 4 coté d’elle, ou non.

§ 4.

Intensité du courant dans une chaine thermoélectrique
formée de deux substances.

Considérons maintenant la chaine thermoélectrique
dans son ensemble, et, & cet effet, choisissons-en d’abord
une qui se compose de deux substances. Nous ferons
la supposition qu'elle nexerce ni ne subit aucune action-
inductrice extérieure, et qu'elle est simplement aban-
donnée 4 elle-méme.

Appelons, pour simplifier, a et b les deux conducteurs
supposés linéaires, p' et p" leurs points de contact,
et désignons par T' et T" les températures absolues
qui régnent en ces points. Considérons comme positive
une direction déterminée pour le courant, aussi bien
que pour la force électromotrice ; et choisissons
pour cela la ‘direction p'a, p"5, p'. Désignons par V, la
fonction potentielle dans le conducteur a, et par
V'y et V", ses valeurs-limites aux points p' et o' de
méme, soit en général V, la fonction potentielle dans
le conducteur &, et soient V'y et V', ses valeurs-limites.
Les différences de niveau potentiel existant aux lieux
de contact, prises dans le sens du courant positif,
seront désignées par E',, en p", et par E'y, en '; nous
avons ainsi a poser :
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E”ab —_ V”b — V"a,

©

Elva = Viy — V',
Pour déterminer Iintensité du courant causée par
ces différences de niveau potentiel, nous formerons

d’abord les deux équations suivantes :

Vi, — v,

Intensité en ¢ = —2——— 2
la
no___
Intensité en & — ——————V bl Vb,
. b

en désignant par £, et 7, les résistances a la conductibilité
dans les deux conducteurs « et b.

Ces deux intensités doivent &tre égales enire elles,
et nous désignerons par J leur valeur commune, que
nous nommerons simplement Iintensité du courant de
la chaine thermoélectrique. En égalant 4 J les deux
fractions précédentes, et en multipliant par [, et 7, les
équations qui en résultent, nous obtenons :

Jlpy =V, — V.
Il = V' — V',
L’addition de ces deux équations donne :
I lla 4 bp) = Vy — V') +V" — TVh.
Si nous introduisons ici, en vertu de (2), les notations
Eryy et By, et sinous désignons par L la somme 7, + Ly

qui représente la résistance totale de la chaine, il vient :

JL = E"3p + E'pa,
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ou :

" !
J= Eab_It—Eba‘ (3)

Il résulte de cette équation, d’aprés la loi d’Ohm, que
la somme des deux différences de niveau potentiel,
qui forme le numérateur de la fraction, est la force
électromotrice totale de la chaine thermoélectrique.
Si nous désignons celle-ci par F, nous pourrons poser :

F =E"ap + Eba. (4)

§ 5.

Travail effectué et chaleur produite
dans la chaine thermoélectrique.

Puisque chaque particule d’électricité, circulant dans
la chaine, passe successivement en des lieux de niveaux
potentiels différents, les forces électriques effectuent
un travail qui est positif en certains lieux, et négatif
en d’autres.

Sinous considérons d’abord une couche intermédiaire,
par exemple celle qui se trouve en p", chaque particule
d'électricité dg passe du niveau potentiel V" au niveau
V", en se mouvant au travers de cette couche.
Le travail ainsi effectué par les forces électriques,
étant représenté par la diminution du potentiel

Travail dans les deux couches intermédiaires = —

— 251 —

de l'électricité libre, présente sur la particule dg, est
égal & (V'3 — V%) dg ou & — E'adg. Si nous
appliquons ceciatoute I'électricité qui traverse la couche
dans I'unité de temps, et dont la quantité est égale & J,
nous obtenons l'expression — E“;,J pour le travail
effectué par les forces électriques, dans cette couche
intermédiaire, pendant I'unité de temps. Nous obtenons
de méme l'expression — E'y,J pour le travail effectusé,
dans la couche intermédiaire, en p'. Substituant a J,
dans ces expressions, sa valeur (3), nous obtenons :

. i i
Travail dans la couche intermédiaire en p" = — E'yy, E‘@ .
i/ !
Travail de la couche intermédiaire en p' = — E'y, %%E-E‘? .

Ces quantités de travail sont négatives ou positives
suivant que l'électricité qui traverse la couche passe
d'un niveau potentiel moindre & un niveau plus élevé,
ou inversement.

SiT'on réunit les deux expressions, on obtient :

’ L

Cette expression est, dans tous les cas, négative,
et le passage de I'électricité & travers les deux couches
intermédiaires, prises ensemble, a donc lieu 4 I'encontre
des forces électriques; ce quon peut sexpliquer par
la circonstance que les forces électriques sont surmon-
tées par l'action de la chaleur.

Si nous considérons ensuite les conducteurs homo-
génes a et b, les forces électriques y effectuent, lors du

“mouvement de I'électricité, le travail qui est nécessaire

(B, + Bol?

()
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pour surmonter la résistance 4 la conductibilité. En vertu
de l'équation (6) du chapitre V, ce travail est ézal
3 0:J* dans le conducteur a et & {3J* dans le conducteur 5.
Nous obtenons done, pour I'ensemble des deux conduc-
teurs, 'expression LJ?, en désignant de nouveau par L
la somme ls -+ 15 ; et si nous substituons a J sa valeur (3),

il vient :

(B"ap + E'val®

= )

Travail dans les conducteurs =

- Puisque cette expression est égale et de signe contraire
a I'expression (6), donnée pour le travail effectué dans
Pensemble des deux couches intermédiaires, il en
résulte que la somme de toutes les quantités de travail,
effectuées par les forces électriques dans la chaine
thermoélectrique, est égale & zéro. Ceci est aussi évident
a priori. Si les forces électriques devaient, pendant
un temps donné, effectuer ou subir un travail &
lintérieur de la chaine thermoélectrique prise dans
son ensemble, cela ne pourrait avoir lieu que par une
modification dans la distribution de I'électricité, et une
telle modification est exclue par I'hypothése que le
courant est stationnaire.

Au travail, en partie positif, en partie négatif, dont

il vient d’étre question, et qui est effectué par les forces
électriques, se rapporte aussi une production et une
consommation de chaleur. Dans les couches intermé-

_diaires, il y a de la chaleur produite ou consommée,

suivant que le mouvement de D'électricité a lieu dans
le sens de la force électrique ou dans le sens opposé.
Pour l'ensemble des deux couches intermédiaires,
il y a consommation de chaleur, parce que, d’aprés
ce-qui précéde, la somme des quantités de travail qui

E*
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y sont effectuées est négative. Dans les conducteurs
homogenes, ou les forces électriques ont 4 vaincre
la résistance & la conductibilité, il y a production
de chaleur. Quant aux quantités de chaleur produite
et de chaleur consommée, elles sont équivalentes aux
quantités de travail ci-dessus déterminées, dans I'hypo-
thése faite par nous, que la chaine thermoélectrique est
uniquement abandonnée & elle-méme, sans exercer ou
subir aucune action extérieure, et qua co6té des
modifications calorifiques, il n’y a en elle aucune autre
modification de nature mécanique ou chimique. Si nous
supposons que la chaleur soit mesurée en unités méea-

nigues, les quantités de chaleur seront représentées

simplement par les mémes expressions que les quantités
de travail, et il n'est pas nécessaire de nous y arréter
davantage. Il nous suffira seulement encore de signaler
que la somme algébrique de toutes les quantités de
chaleur produites dans la chaine thermoélectrique
(en comptant négativement les quantités de chaleur
consommeées) est nulle, aussi.bien que la somme de
toutes les quantilés de travail effectuées par les forces
électriques.

Ces parties de la chaine thermoélectrique, dans
lesquelles la chaleur agit elle-méme, soit en imprimant
a l'électricité un mouvement dans un certain sens, soit
en s'opposant & son mouvemnzent, c’est-a-dire, dans le cas
simple actuel, les deux couches intermédiaires en p et 4/,
peuvent étre comparées & une machine parfaite, mue
par la chaleur. De méme, par exemple, que la machine
souléve un poids, c’est-a-dire le meut en sens contraire
de la pesanteur, auquel cas la pesanteur subit un
travail, de méme ici, I'électricité est forcée & se mouvoir

en sens contraire de la force électrique, de sorte

que celle-ci subit aussi un travail. De méme aussi
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qu'on peut laisser retomber le poids en I'abandonnant
a l'action de la pesanteur, auquel cas celle-ci effectue
un travail précisément égal a celui qulelle a subi,
travail qu'on peut utiliser a la production de différents
effets, de méme ici Pélectricité retourne au point de
départ, en obéissant, 4 lintérieur des conducteurs
homogénes, a la force électrique, et le travail, que
celle-ci effectue dans ce cas, peut, de méme, étre
employé & la production de différents effets, puisque
les courants électriques peuvent produire  une force
motrice mécanique. Si, pour rendre la concordance
encore plus parfaite, nous introduisons dans la machine
des conditions limitatives analogues a celles auxquelles
nous avons soumis plus haut les effets du courant,
nous devrons admettre que tout le travail de la machine
n'est utilisé qu'a vaincre du frottement. Dans ce cas,
le frottement engendre précisément autant de chaleur
que la machine en consomme ; et si, pour avoir un
systéme comparable a la chaine compléte, nous
regardons les corps frottants comme = faisant partie
de la machine, il 1’y aura, dans ce systéme, ni gain
ni perte de chaleur.
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§ 6.

Existence d’une transmission de chaleur
par Pintermédiaire de la chaine thermoéiectrigue.

En comparant ci-dessus les parties-de la chaine
thermoélectrique, ol la chaleur méme est active, c’est-
a-dire les deux couches intermédiaires, 4 une machine
thermodynamique, nous n’avons porté notre attention
que sur la consommation et la production de chaleur.
Mais, dans une machine thermodynamique, outre la
modification de la chaleur totale existante, il y a
un passage de chaleur d'un corps chaud & un corps
froid, qui est déterminé d'une maniére plus précise par
le second principe de la théorie mécanique de la
chaleur; c’est pourquol nous devons aussi examiner
la chaine thermoélectrique a ce point de vue.

Recherchons d’abord, d’'une maniére générale, sl
existe féellement, dans la chaine, une transmission
de chaleur d’'un corps chaud a4 un corps froid. Consi-
dérons, comme nous l'avons fait jusqua présent, une
chaine composée de deux substances homogénes
seulement, et ou la chaleur n’agit que dans les deux
couches intermédiaires. Nous avons montré plus
haut que lexpression de la chaleur engendrée dans
I'ensemble des deux couches est négative; on ne peut
pas conclure de 14 qu’il en est de méme dans chaque



couche prise isolément, mais on doit plutét, du moins
pour de faibles différences de température, admettre
comme régle que les deux expressions sont de signes
contraires. En effet, & températures égales, les
- différences de niveau sont, aux deux contacts, égales
et “contraires ; si la température varie dans I'un d'eux,
la différence de niveau variera aussi, et comme cette
variation a lieu d’une maniére continue, elle ne peut
du moins pas produire tout d’abord un changement
de signe; et aussi longtemps que ceci n'aura pas lieu,
les différences de niveau conserveront des signes
contraires, de méme que les quantités correspondantes
de travail et de chaleur. Nous supposerons quil en est
ainsi dans notre chaine, et nous reviendrons plus tard

sur les exceptions qui peuvent se présenter pour de’

grandes différences de température. Comme, par hypo-
thése, I'état de la chaine entiére doit étre stationnaire,
et que, par suite, les températures des deux contacts,
que nous appellerons T' et T, doivent étre constantes,
imaginons que ceci soit dd 4 ce que les deux contacts
sont mis en communication avec deux corps maintenus
aux températures T' et T, et dont I'un restitue & I'un
des contacts la chaleur détruite, tandis que le second
absorbe celle qui est engendrée 4 lautre. De cette
maniére, l'un des corps éprouve une perte, 'autre un
gain de chaleur, et nous obtenons ainsi une transmission
réelle de chaleur, effectuée par la chaine, d'un corps
4 un autre.

Il gagit 'de savoir si cette transmission satisfait
également & la condition de seffectuer d'un COTrps
chaud & un corps froid, ou si elle ne suit peut-étre pas
la. voie inverse. Considérons sous ce rapport les deux
substances dont on a le plus étudié les effets thermo-
¢lectriques, et qui, par suite, laissent le moins de prise

au doute, c’est-a-dire le bismuth et I'antimoine; c’est, en *

effet, dans le premier sens que s’effectue la transmission,
car, dans une chaine composée de ces deux substances,
le courant va, au contact le plus chaud, du bismuth
4 lantimoine, et, au plus froid, de T'antimoine au
bismuth ; et, d'un autre c¢dté, l'on sait quun courant
qui traverse les lieux de contact dans le premier sens
consomme de la chaleur, et que celui qui les traverse
en sens inverse en produit. Il en résulte, comme cela
doit étre, que le corps le plus chaud éprouve une
perte, et le plus froid un gain de chaleur; et les autres
substances sur lesquelles on a fait des expériences
conduisent également au méme résultat. On voit
aisément combien ceci rend plus parfaite encore
Panalogie que nous avons établie plus haut entre une
chaine thermoélectrique et une machine mue par
la chaleur, par exemple, une machine & vapeur;
car, évidemment, le contact maintenu chaud correspond
4 la chaudiére, et celui qui est maintenu froid, au
condenseur de la machine a vapeur.

17
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§7.

Application du second principe fondamental
de la théorie mécanique de la chaleur.

Apres avoir ainsi démontré Texistence du passage
de chaleur, nous y appliquerons le second principe de
la théorie mécanique de la chaleur. On obiient une
forme trés simple de ce théoréme, si I'on considére
comme infiniment peu différentes les températures
des deux corps, qui cédent et absorbent la chaleur.
Nous désignerons simplement par T la température
en p", que nous supposerons la plus élevée et
que nous avons désignée jusquici par T", et nous
poserons égale & T — dT la température qui régne
en p', et que nous avons désignée jusquici par T'.
Pour le cycle complet, dans lequel une -certaine
quantité de chaleur est transformée en travail, ou,
comme on peut le dire aussi, consommée par du
travail, et ot uneautre quantité de chaleur passe d'un
corps plus chaud & un corps plus froid, nous aurons
alors I'équation :

Chaleur consommée . d_@ )
Chaleur transmise T

Pour déterminer maintenant les quantités de chaleur
se trouvant au numérateur et au dénominateur dans
le premier membre de cette équation, nous devons
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utiliser les équations (5), qui sont relatives aux de}lx
couches intermédiaires, et qui ont été d’abOI.’d etz'xbhes
pour les quantités de travail y effectuées, mals qui .sont v
aussi valables pour les quantités de chaleur produ_ltes;
nous avons seulement & y substituer aux no@atlons,
représentant les différences de niveau potc?njuel, les
valeurs qui se rapportent & notre cas. Ngus de&gnerops
simplement par E la diﬁ’érenee\de niveau potentiel
en p", de sorte que nous avons a pOSer :

E”a,b == E -

En ce qui concerne la différence de niveau potentiel
El, en o, il faut d’abord remarquer quelle a un signe
contraire & cause du renversement de la suite des corps

‘@ et b; ensuite que sa valeur absolue difféere de la précé-

dente de la quantité correspondante & l'abaissement de
température dT. On doit donc poser :

dE
Evba=—(E _'d_rl"dT)‘
De la combinaison de ces deux équations il résulte :

. dE -
E”ab + E ba =™ ﬁ dT.

Substituant ces valeurs dans les équations (5),
il vient :

jo en " — — & O dT.
Chaleur engendrée en p" = — = (é)
(’ -
E dE 1 (dE\®
( Chaleur engendrée en p' = T ar ar — I (ﬁ dTe,
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d’ou 1l résulte ensuite :
. 2

Chaleur engendrée en 9" et " = — I% (g%) dT. (10)

Puisqueld derniére expression est négative, il s’ensuit
comme nous 'avons dit plus haut, que, pour l’ense:nble;
des deux couches intermédiaires, il Y a une conson-
maotion de chaleur: la valeur absolue de l'expression
représente la quantité de chaleur consommeée, c’est-g-
dire, la quantité qui forme le numérateur de Ia
fraction du premier membre de Iéquation (8).

En ce qui concerne en outre la quantité de chaleur
transmise, qui figure au dénominateur , il faut
considérer comme telle la quantité de chaleur produite
en p' et qui est déterminéde par la seconde des
équations (9); et il est encore a remarquer que
nous pouvons négliger, dans cetlte expression, le
terme du second ordre en dT, vis-a-vis du terme lindaire.
L'équation (8) se transforme ainsi en :

1 (dEye |
L (dT) T
E dE
T a7 ar

arT

T

.

cette équation se réduit & la suivante :

dE 4T

d’ott il résulte par lintégration :
E =T, (12)

ou ¢ est une constante dépendant de la nature des
substances en contact.
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Nous sommes ainsi parvenu, en ¢e qui concerne la
maniere dont varie, avec la température, la différence
de niveau potentiel qui se présente entre deux substances
différentes, a cette loi simple, que la différence de
niveau potentiel est proportionnelle & la température
absolue. Mais il est & observer que l'équation (12),
exprimant la loi sous cette forme simple dans
laquelle = est constant, ne peut étre considérée comme
valable que pour autant que soit exacte I'hypothese
prise pour base de notre développement ci-dessus,
savoir : quaucune force électromotrice ne se produit
a lintérieur des substances isolées.

Appliquant cette expression obtenue pour E a une
chaine thermoélectrique, ou les points de contact p'
et p" ont des températures quelconques T' et T”, nous
avons a poser :

E”a ——
E'ba = EbaT’ = e EabT’-

Par 13, I'équation (4), qui donne la force électro-
motrice totale de la chaine, se transforme en :

F =g (T" — T'). (13)

Au lieu de la chaine thermoélectrique composée de
deux substances, imaginons-en une qui se compose
d’'un nombre quelconque » de substances conductrices,
que nous nommerons «, b, ¢... 2. En partant de Yorigine
du conducteur a, désignons par p', p", p",... p(*) les
lieux de contact, de sorte que p” est le lieu de contact
entre a et b, p" celui entre b et ¢, et enfin p' celui
entre % et a. Appelons Ky, E'e,... B, les différences
de niveau potentiel en ces points. Comme pour



A 1
Péquation (4), nous aurons a poser, pour déterminer

la force électromotrice de la chaine thermoélec-
trique : 7

F = E'y + E"¢ + ... - Epa. (14)

Si nous désignons, en outre, respectivement par
€ab, €bc,... Eha, les facteurs constants qui se présentent
dan.s les expressions des différences de niveau potentiel
et sl 10US DOmmons T, T, T",... T ("), les tempéra’cures,
des lieux de contact, en partant de celui que forme

lorigine du conducteur «, Péquation ci-dessus se
transforme en :

F =T + T + . . & g, T". (15)

Conco g i ri
rdance enire le résultat ci-dessus et expérience.

Si 'on compare le résultat des développements précé-
dents, exprimé dans I'équation (12),
on trouve une concordance non
rapports.

avec l'expérience,
douteuse sous plusieurs

Le ’premler. point que je veux faire remarquer, c’est
q1}16}1 expression donnée (12) satisfait & une eXi:Tence
gener:ale. ’Si , dans une chaine thermoé]ec;ique
formée d’'un nombre quelconque de substances
a4, b, ¢,... h, tous les lienx de contact ont une seule
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et méme température T, il n’en résulte aucun courant,
et la force électromotrice de la chaine doit, par suite,
8tre nulle. En vertu de (14), on devra donc & poser
pour ce cas :

Eab+Ebc+"'+Eha=O;

et les différences de niveau potentiel doivent satisfaire
4 cette équation pour foute valeur gquelcongue de la
température commune T. Si l'on substitue aux différences
de niveau potentiel leurs expressions (12), en leur
appliquant a toutes la méme température T, I'équation

ci-dessus se transforme en :

Eap + b0 + oo F ena) T=0,

et il résulte immédiatement de la forme de cette équation
que, si les constantes ont des valeurs telles quelles
satisfassent 4 I'équation pour une température donnée,
elles y satisferont pour toutes les températures.
Nous comparerons maintenant avec l'expérience

.quelques conséquences particuliéres qui résultent de (12).

1° Daprés (12) les différences de niveaw potentiel
croissent avec la tempérolure et ne décroissent pas.
Pour vérifier l'exactitude de cette conclusion, rappe-
Ions-nous que le courant prend toujours la direction
suivant laquelle la somme des différences de niveau est
positive, et par suite, dans le cas ol il n'y a que deux
différences, la direction suivant laquelle la plus grande
des deux est positive. Pour prouver que c’est au contact
le plus chaud que la différence de niveau est la plus
grande, il suffit donc de montrer quelle ést positive
relativement a la direction du courant; et c’est ce
que nous avons vu plus haut, puisque l'expérience
prouve quau contact le plus chaud il y a consommation
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de chaleur, ce qui correspond a un travail négatif,
et, par suite, 4 un accroissement du niveau potentiei
dans le sens du courant.

2° p’apwés (12), les variations de chaque différence
de niveau sont proportionnelles aux variations de
température correspondantes. Il en résulte, comme
on le voit aisément par (13), que, dans toute chaine
composée de deux substances homogénes, la force
électromotrice ! doit étre proportionnelle & la différence
de température qui a lien entre les-'deux contacts ;
ce que l'on peut regarder en général comme la ré@le’
dans le cas ou les différences de température ne si)n’g
pas trop considérables.

3° Daprés (12), les différences de niveauy qui croissent
le plus rapidement avec lg température doivent aussi
étre (_;elles dont la valeur totule est Iy Pplus considérable.
Considérons notamment deux combinaisons quelconques
de deux substances quelconques, soit a et b, cetd;
nous avons & poser : 7

Eap = e T et Eeq = geaT,
d’ott résulte -

AEap AEq
d’;‘ = tap’ et drfxl = tcq;

et de ces équations résulte la proportion :

dEab . dEcd“
T -d—T—..Eab : Eeq.

1. Qn ne pggrrait_pgs remplacer simplement ici Ia force électro-
motr.*lce par llpt.en51te du courant, parce que cette derniére dépend
aussi de la résistance & Ia conductibilité, laquelle varie avec

la température.
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Cette conclusion est également confirmée par 'expérience;
les combinaisons de substances qui donnent les plus forts

courants, pour une différence de température déterminée,
comme la combinaison du bismuth et de l'antimoine,
présentent en effet aussi ce caractére qu'un courant qui
passe par leurs contacts y engendre ou y détruit plus
de chaleur; la premiére de ces propriétés conduit
a une valeur considérable du coefficient différentiel CCZZ_E]

la seconde & une valeur considérable de la fonction B
elle-méme.

Ecarts du résultat ci-dessus d’avec Pexpérience
et leur explication.

Ces confirmations ne permettent pas de douter que
lexpression donnée dans I'équation (12) n'offre pas tout
simplement, comme le ferait une formule empirique, entre
certaines limites, une ressemblance extérieure peut-étre
accidentelle avec la loi que suivent les différences de
niveau, mais quelle est fondée sur la nature méme
des choses. Néanmoins, a elle seule, elle ne représente
pas encore les phénoménes avec une exactitude
compléte ; en analysant ceux-ci, surtout dans les cas
ou il se présente de hautes températures, on trouve en
effet, des écarts notables, qui montrent que, dans la
production de ces phénoménes, il y a des circonstances
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accessoires qui agissent, et dont il n'a pas été tenu
compte dans la déduction de cette expression. Ce fait
se manifeste surtout dans une chaine composée -de
fer et de cuivre : on sait que, lorsqu’on échauffe progres-
sivement l'un des contacts, lintensité du courant,
au lieu daugmenter constamment, décroit & partir

d’'une certaine température, et qu'a la chaleur rouge

il y & méme un renversement du courant.

Ces écarts font conclure que Thypothése prise
comme base de nos développements ci-dessus, savoir
que les forces électromotrices, qui se présentent dans
une chaine thermoélectrique, n'ont leur siége quaux
lieux de contact des différentes substances, tandis que
dans lintérienr d’'une méme substance, méme quand
ses parties ont des températures différentes, il ne se
présente pas de forces électromotrices, que cette
hypothése, disons-nous, doit étre inexacte. Si lon
voulait, par exemple, expliquer la production du courant
dans la chaine fer-cuivre au moyen des seules diffé-
rences de niveau qui ont lieu aux contacts, on devrait
conclure qua la température a laquelle seffectue le
renversement du courant, la différence de niveau au
contact le plus chaud serait redevenue précisément

Iy

égale a celle qui existe & lautre contact, et se

trouverait ainsi & un point ou elle passe d'une valeur

plus grande & une plus petite ou wvice versd. Dans ce
changement de valeur, elle garderait évidemment tout
d’abord son signe, et par suite, dans le renversement
‘du courant, les effets thermiques de celui-ci aux deux
contacts devraient également se renverser, de telle
sorte que, si d’abord la chaleur passait d'un corps chaud
a un corps froid, ce serait actuellement la transmission
inverse qui aurait lieu, résultat qui est en contra-
diction manifeste avec le second principe de la théorie
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mécanique de la chaleur. On est donc obligé d’admettre
que, dans lintérieur des deux métaux réunis dans la
chaine, ou de I'un d’entre eux, il a surgi des différences
de niveau qui concourent comme forces électromotrices
4 la production du courant; et la condition que le
second principe de la théorie mécanique de la chaleur
doit toujours se vérifier, fournit en méme temps un
moyen de tirer du moins une certaine conclusion sur
le rapport qui doit exister entre ces diverses différences
de niveau.

Mais cela ne veut pas dire que toute différence de
température, par cela seul quelle existe, doie étre
nécessairement accompagnée dune différence de niveau ;
je pense, au contraire, que, pour expliquer les écarts
observés jusqu’aujourd’hui, il suffit de considérer la
différence’ de mniveau, qui a lieu dans Pintérieur d’un
métal, comme étant seulement un effet secondaire de
la différence de température, qui se produit lorsque
le changement de température d'une de ses parties
occasionne un changement dans Uétat moléculaire de
celle-ci, de sorte que cette derniére partie du métal,
et celle qui n’a pas subi le changement, se comportent,
P'une par rapport a l'autre, comme des métaux différents.
Cela a naturellement lieu aussi, quand les deux parties
ont changé leur état moléculaire, et que les chan-
gements ne sont pas égaux.

Dans plusieurs cas, on peut prouver avec assez de
certitude qu’il se présente des modifications de ce genre
dans une mesure considérable; nous citerons comme
exemple Tacier, dans lequel les effets de la chaleur
sont particuliérement remarquables. L’acier trempé
et l'acier doux se comportent, dans leurs propriétés les
plus importantes, telles que la dureté, I'élasticilé et la
fragilité, comme deux métaux tout & fait différents;
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et I'on sait qu'a Ieur contact il se produit une différence
de niveau, puisqu'on peut en composer une chaine
thermoélectrique, et méme, par une multiplication
convenable, une pile thermique assez puissante.
Or, comme toute la différence qui existe entre eux
I'a pour cause que la rapidité plus ou moins grande du
reiroidissement, on doit admetire que la combinaison
du fer avec le carbone, qui a lieu a une température
élevée, et I'état moléculaire corrélatif de toute la masse,
tendent a se modifier pendant le refroidissement, mais

que cette modification a besoin d'un certain temps,

et que, par suite, elle peut étre arrétée en tout ou en
partie par la rapidité du refroidissement, tandis quelle
seffectue par un refroidissement lent. Conformément
a ce résultat, on peut conciure de la différence observéc
entre lacier refroidi lentement et Iacier refroidi brus-
quement, & une différence correspondante entre l'acier
- refroidi lentement et lacier chaud; et, en effet,
Seebeck a tiré cette conclusion de ses expériences
. thermoélectriques. *

Au reste, tous les courants thermoélectriques que 'on
obtient par Iemploi d’un seul métal, en en échauffant
des parties isolées, témoignent de la fréquence ainsi
que de linfluence électrique de ces différences dans
Iétat moléculaire. Elles sont surtout considérables
dans des métaux qui offrent une texture cristalline bien
caractérisée. C'est ainsi que Seebeck?® a observé quun
anneau d’antimoine, fondu d’'une piéce, se comportait
comme §il était formé de deux métaux différents,
dont les limites pouvaient se déterminer exactement

1. Ueber die magnetische Polarisation der Metalle und Erz,
durch Temperatur-Differenz, von Dt T.-J. Seebeck. Mém. de
PAcad. de Berlin pour 1822 et 1823 ; et Ann. de Poga., t. VI, § 47.

2. Loc. cit., § 46.
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Lorsquil fut brisé, on constata que l'une des parties
avait une structure stelliforme, tdndis que lautre était
formée d'un grain fin, et une recherche subséquente
assigna comme cause de cette différence linégale
rapidité de leur refroidissement. Des expériences faites
avec beaucoup de soin par Magnus' sur les métaux
ductiles Tont également conduit & ce résultat, que les
courants qui naissent dans un seul métal ont pour
cause une différence dans I'état de ses parties, et surtout
<lans Ieur dureté. Or, si la maniére dont on traite les
différentes parties d'un métal peut occasionner, d’une
facon permanente, une différence ‘d’état telle que ces
parties se comportent comme des métaux différents
quant & la formation des courants thermoélectriques,
on pourra admettre comme une hypothése assez prohable
quune différence de température peut aussi produire,
d’une maniére passagere, une différence d’état analogue.

Supposons que ce cas se présente dans une chaine
thermoélectrique, c'est-a-dire qu’une partie de I'un des
métaux change d’état moléculaire; il surgira d’abord,
comme nous venons de le dire, entre cette partie et
celle qui n'a pas changé d’état, une différence de niveaun
qui ne se présentait pas- précédemment; en outre,
au lieu ou cette partié est en contact avec un autre
métal, la différence de niveau qui existe déja éprouvera
une variation qui n'est pas comprise dans I'équation (12),
et que l'on devra introduire en outre dans le calcul ;
or ces deux circonstances se réunissent dans leur action
sur le courant. Pour rester d’accord avec le second
principe de la théorie mécanique de la chaleur dans
des cas semblables, on n’aura qu’a décomposer en deux

1. Mém. de l'Acad. de Berlin pour 1851, et Ann. de Poge.,
t. UXXXIIL, p. 469.
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parties les effets électriques produits par la ch'aleur
dans la chaine : les effets immédiats, et ceux qui sont
occasionnés par des changements dans l'état m.qlé-
culaire ; on traitera ces derniers comme s’ils étaient
dus a des différences réelles de substances ; quant a.ux
premiers, I'équation (12) y est applicable sans mochf?—
cation ; et il suffira de lappliquer également alaf’es
chaque modification de létat moléculaire & la chaine
dans son état varié, de la méme maniére quon l'a
appliquée précédemment & la chaine dans son é?at
primitif. Que le changement dans I'état molecu.lallre
se fasse subitement & une température déterminée,
ou quil y ait un passage continu d'un état & lautre,
cela n'occasionnera aucune différence essentielle ; dans
ce dernier cas, en effet, au lieu d’une différence de
niveau finie, on n’aura qua admettre une série infinie

de différences infiniment petites.
§ 10.
Extension de la théorie.

Jal exposé la théorie ci-dessus des courants thermo-
électriques dans un Mémoire publié d’abord en 1_853
et réimprimé plus tard; a la fin de ce Mémoire,
jal donné, pour les écarts existant encore entre les
résultats et lexpérience, Vexplication contenue dans
le paragraphe précédent, et jai indiqué en méme
temps comment il faudrait étendre les développemen?s

|
&
|
.
.
.
%,
.
.
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ci-dessus pour établir une concordance compléte avec
lexpérience. M. Budde a repris le méme sujet et effectué
cette extension dans un beau Mémoire publié en 1874 °.
J’en donnerai ici la partie essentielle, en renvoyant au
Mémoire méme, en ce qui concerne une exposition plus
détaillée.

Les différences de I'état moléculaire ou de la structure,
dont il a été question dans le paragraphe précédent,
qui se présentent dans une substance de méme nature
chimique et peuvent alors agir de telle sorte que deux
parties de cette substance se comportent, I'une par
rapport & lautre, au point de vue thermoélectrique,
comme deux substances distinctes; ces différences,
disons-nous, peuvent dépendre, de deux maniéres diffé-
rentes, de la température.

Il 'y a des cas, ou une modification de la structure
de la substance est déterminée par un changement de
température, mais ou la température et la structure
ne se trouvent pas dans une relation déterminée l'une
avec l'autre, de sorte que la substance ne reprend pas
nécessairement aussi sa structure primitive, lorsqu'elle
revient & sa température primitive. Il est, par exemple,
connu que des corps, qui peuvent cristalliser de diffé-
rentes manieres, éprouvent parfois une modification
de texture cristalline par une élévation de température,
sans que la texture cristalline primitive se rétahlisse
par le refroidissement ultérieur. De méme, on sait que
lacier peut éprouver une notable modification de
dureté, quand on I'échauffe et quon le refroidit ensuite
a la température primitive. Il serait difficile de repré-
senter par des équations générales la maniére dont se
comportent des substances de cette espéce dans la chaine

1. Ann. de PoGa., t. 153, p. 243.
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thermoélectrique ; nous dirons seulement qu'on n'a quja
faire entrer en ligne de compte, pour chaque partie
d’une telle substance, les propriétés thermoéleciriques
correspondant a la structure quelle a au moment
considéré.

Mais il existe aussi des substances, dont la
structure se modifie avec la température de telle
sorte quune méme structure, au moins approxizna—
tivement, se représente aussi toujours.a la méme
température. Silon considére comme réeliement exacte
cette réapparition de la méme structure, on peut, pour
de telles substances, considérer les quantités dépendantes
de la structure comme des fonctions de la température,
¢e qui est important quand on étudie la-maniére dont
ces substances se comportent au point de vue thermo-
électrique. Les développements eﬁ’ectués\par Budde
se rapportent &4 des substances de cette espéce.

§ 11.

Expression généralisée de la force électromotrice.

La différence de niveau potentiel E qui a lieu au
contact de deux substances a été déterminée au § 7,
par I'équation (12) :

E =T,

dans laquelle ¢ a été considéré comme une constante
dépendant de la nature des substances en contact.

Si la structure des substances change avec la tempé-
rature, il n’est plus nécessaire que ¢ s50it une quantité
constante, mais elle doit étre considérée comme une
fonction de la température. Si, en outre, des parties
différentes d’'une seule et méme substance sont diffé-
remment chaudes, et si, par 13, des différences se sont
produites dans leur structure, il peut aussi régner entre
elles des différences de niveau potentiel.

Pour pouvoir représenter commodément 1a différence
de niveau potentiel entre deux substances quelconques
ou entre deux pariies quelconques d'une substance,

- ous comparerons dabord toutes les substances avec

une substance, pour laquelle nous admetirons quelle
& une structure toujours et partout uniforme et aussi
invariable par les changements de‘température, de sorte
qu’il ne peut exister de différences de niveau potentiel
entre deux parties diffSremment chaudes de cette
substance. Il est sans importance, pour la validité de
ce qui suit, de savoir si une telle substance invariable
existe réellement, puisqu'elle doit uniquement nous
servir & posséder, pour la détermination de tous
les niveaux potentiels, une origine commune dont la
position n'influe pas sur les équations relatives aux
chaines thermoélectriques, dans lesquelles il ne s’agit
que des différences- des niveaux potentiels existants.
Nous désignerons par  cette substance hypothétique
de comparaison. Considérant maintenant une autre
substance quelconque a, imaginons qu'elle soit mise
en contact avec », et formons, conformément 3 (12),
I'équation : '

Erg = €47, (16)

donnant la différence de niveau potentiel' E,, régnant
au lieu de contact a la température T.
18
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D'une maniére entiérement correspondante, nous
avons alors aussi & former pour une autre substance b,
I'équation :

Bry = el (160)
et de ces deux équations il suit :
Eap = Erb‘ — Era = T (0 — &ra)- (17)
Comme, dautre part, en vértu de (12), on peut
poser :
Eap = e T
il vient :

Eqp = Erdp — Era, (18)

équation par laquelle la fonction de température eg,
qui dépend de la nature des deux substances a et 0,
est ramenée a deux fonctions de la température, dont
chacune ne dépend que de la nature d’'une de ces deux
substances. Pour obienir une simplification dans la
notation, de telle sorte que nous n’ayons pas toujours
besoin d’écrire la lettre » relative a la substance
de comparaison, nous poserons, en introduisant la
nouvelle notation » :

tra == 7Na €1 & = W, (19)

de sorte que nous pouvons écrire I'équation ci-dessus
comme suit :

Cap = Mp — Na- (20)
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L’équation (17) se transforme alors par-13 en :
Eap =T (np — 74). (21)

Considérons maintenant une chaine thermoélectrique
formée de deux conducteurs linéaires a et &, dont les
points de contact ont les températures T' et Tv.

Déterminons d’abord, pour le conducteur «, dont
la température varie de T' jusque T" en allant de
Porigine vers l'extrémité, comment se comportent entre
eux les niveaux potentiels en ses différents points, lors
du circuit ouvert. S'il régne en deux points du conducteur
infiniment voisins I'un de lautre les températures T
et T + dT, les deux valeurs correspondantes de #,
dn,
aT
des niveaux potentiels, régnant aux deux points, est :

N

différeront de dT, et la différence correspondante

AWVa o B .
par =T Zear. (22)
Dot il suit :
™ d
Ay
V', Va—J T2 dr, (23)

si nous désignons par V', et V", les valeurs initiales
et finales de V,.

Sile circuit est fermé, et que, par suite, un courant
électrique continu traverse le conducteur a, il régne
naturellement, sur ce conducteur, d’autres niveaux
potentiels, qu’en circuit ouvert. Mais les différences de
niveau potentiel régnant, en circuit ouvert, suffisent
pour la détermination des forces électromotrices.
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Entre deux lieux, dont les températures sont T et
T + dT, agit une force électromotrice représentée par

d dng
Al a’T ou par T —=— 5T = dT, et par suite, I'expression (23) :

donne la somme de toutes les forces électromotrices
agissant a lintérieur du conducteur ¢. Par la forme
de cette expression, on voit de suite que sa valeur
dépend seulement de la température de lorigine et de
celle de lextrémité du conducteur, et non de la maniére,
dont les températures intermédiaires sont distribuées
sur ce conducteur.

D’une maniére correspondante, pour le conducteur 5,
qui a & son origine la température T" et & son extrémité
la température T', la somme des forces électromotrices
agissant en lui est représentée par I'expression :

fT Do .

o

St nous considérons maintenant la chaine thermo-
électrique entiére, outre les forces électromotrices
ci-dessus déterminées, agissent encore celles qui
regnent aux lieux de contact p' et p". Désignant par
g et vy et 1", 1" les valeurs des quantités n,, My AUX
températures T' et T, les forces électromotrices
agissant aux lieux de jonction sont :

T (" — W'a) et T (W — ).
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En réunissant les quatre expressions ci-dessus,
nous obtenons, pour la force électromotrice entiére

de la chaine, l'équation :

A ds
_fT @l g it ity — ) +fT &% g

bl

+ T (g — 7). (24)
En effectuant lintégration partielle, on peut poser :

™ i

f T d—%‘ AT = T, — Ty, —f 7gdT

T

/ T == dr"’ AT = Ty — Ty — / v dT.
n

Alors la plupart des termes disparaissent et il reste :

F— fT ”/)adT — f ndT, (25)

T ™

ou autrement :

™"

T
F=/[f (i —n,) dT = [ exdT. (254)
/ /

T

Si l'on fait, dans cette équation, I'hypothese parti-
culiére que ¢, est constant, elle se transforme en

Péquation (13) :

F=c¢m (T” — T').
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Si, au contraire, on considére €4 COmme une fonction
de la ’?empérature encore & déterminer, on peut par
un ghom convenable de la forme de cette fon(;tion
exp'hquer trés bien, 4 laide de cette équation, les obser:
vatl.ons. qui, pour différentes chaines, s’écarte’nt de la loi
ordinaire en ce qui concerne la dépendance entre
la force électromotrice et la température.
' Les équations (24) et (25) peuvent étre facilement
étendues, de telle sorte qu'elles soient valables pour une
chaine thermoélectrique formée d’un nombre quelconque
de substances. Si » conducteurs a,b,ec.. h constitu%nt
%a cl%aine et si les températures de lem:s lieux de
Jonction sont respectivement T, T, ™" ... T® 3 partir
;

de Toried . .
) snlt o.rlgme du conducteur a, les équations généralisées

T

an T
F=f TZ24dT A T (" — o dny
/5 b=+ ST
(26)
!

T
+ TNI m_o s ) dﬂ
(", nb)+...+T(/deT’3 AT + T' (1, — ).

T T T

= — [ 0T — — ;
rh/ a T AT —/ mdT.  (27)

R o)

§ 12.

Chaleur consommée et chaleur produite dans la chaine
thermoélectrique.

Aprés avoir exprimé les forces électromotrices qui
se présentent dans la chaine thermoélectrique, nous
pouvons aussi déterminer aisément la disparition
et la production de chaleur dans ses différentes parties.

Ainsi que nous I'avons déja exposé au §5, il y a lieu,
en cela, de considérer deux phénoménes: d'abord,
celui dans lequel la chaleur est active, en produisant
des forces électromotrices qui ont lieu, en certaines
places, dans le sens du courant et, en d’autres, en sens
opposé; ce qui entraine alors une consommation ou
une production de chaleur ; ensuite, le phénomeéne
qui consiste a vaincre la résistance 4 la conductibilité,
dans lequel il y a de la chaleur engendrée tout comme
quand on surmonte un frottement. Dans le cas simple
précédemment considéré, ou les forces électromotrices
nont leur siége quaux surfaces de contact, les deux
phénoménes étaient distincts, dans I'espace. Mais si des
forces électromotrices se présentent aussi a l'intérieur
des diverses substances, les deux phénoménes ont lieu
3 c6té Tun de lautre dans le méme espace. Malgré cela
on peut les séparer I'un de I'autre pour les considérer.

Iis se distinguent essentiellement en ceci : que l'un
éprouve un renversement par un renversement du
courant, la consommation de chaleur et sa production
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se remplagant réciproquement, tandis que l'autre ne
change pas lors du renversement du courant, parce
que, pour Jui, il ne peut toujours y avoir quune
production de chaleur. Il devient par la possible
de déterminer séparément, par I'observation, les quan-
tités de chaleur engendrées par les deux phénoménes
(les quantités de chaleur consommeée étant comptées
comme des quantités négatives de chaleur engendrée).
Aprés qu'on a observé la quantité totale de chaleur
engendrée, dans la partie considérée, par le courant
produit par les forces thermoélectromotrices, on fait
parcourir la chaine par un courant de méme intensité,
mais de sens opposé, produit par des forces électro-
motrices étrangéres, et I'on observe alors de nouveau
la chaleur totale engendrée dans cette partie. Si l'on
ajoute les deux quantités de chaleur, la moitié
de la somme représentera la quantité de chaleur
produite par le courant thermoélectrique en surmontant
la résistance a la conductibilité. Si, au contraire,
on retranche la quantité de chaleur engendrée, dans
" la partie considérée, par le second courant, de celle
qui y est engendrée par le premier, la moitié de la
différence représentera la quantité de chaleur, engendrée
par le courant thermoélectrique, qui correspond 2
l'action exercée par la chaleur elle-méme.

Ces deux quantités de chaleur peuvent aussi s'ex-
primer mathématiquement pour un conducteur linéaire.
La quantité de chaleur engendrée dans une partie
.quelconque du conducteur, qui correspond 4 leffet
de la chaleur active par elle-méme, et dou dépend
par suite la production des forces électromotrices,
est représentée par le produit, pris négativement,
de la force électromotrice agissant dans cette partie
du conducteur et de lintensité du courant. Par contre,
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la chaleur engendrée par le courant en surmontant la
résistance a la conductibilité est représentée par
le produit de la résistance de la partie considérée
et du carré de l'intensité.

Considérons maintenant d’abord la chaine thermo-
électrique dans son ensemble, et nommons F la force
électromotrice totale, L la résistance totale a- la
conductibilité et J l'intensité du courant qui 8’y produit;
la quantité totale de chaleur engendrée dans la chaine
par le premier phénoméne est :

—FJ,
et celle qui y est engendrée par le second :

LJe.
Posant :

les deux expressions se transforment en :

Ll et Ii:

L L’
Elles sont donc de signes opposés (la chaleur étant
consommée dans l'un des phénomenes et engendrée

dans lautre), et égales en valeur absolue, de 'sorte.

que leur somme algébrique est nulle, ainsi que cela
doit étre en vertu du premier principe de la théorie
mécanique de la chaleur.

Pour examiner ensuite §'il est satisfait au second
principe de la théorie mécanique de la chaleur, nous
avons & porter notre attention sur les quantités
de chaleur qui sont engendrées par le premier phéno-

méne, dans lequel la chaleur agit par elle-méme.
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Divisant les quantités de chaleur que produit ce
phénomene, dans les différentes parties de la chaine,
par les températures absolues de ces parties, et formant
la somme des quotients ainsi oblenus, cette somme
doit étre nulle en vertu du second principe de
la thermodynamique.

Considérons d’abord le conducteur o, et prenons en
une partie infiniment petite, dont le point initial
a la température T et le point final la température
T + dT. La force électromotrice agissant dans cette

a

. d
partie est T 2 a1, et par suite la quantité de

dr
chaleur\‘d qui y est engendrée dans I'unité de temps :
—JT E,% dT. Cette quantité divisée par T donmne
Ay

—J i dT. Imaginons que l'on forme ces expres-

sions pour tous les éléments du conducteur @, dont
le point d'origine a une température T et le point
final une température T", et que I'on prenne la somme
de toutes ces expressions, laquelle sera dans ce cas
une intégrale, on obtiendra :

T

Ay ,
——Ji[ﬁd’l———-lf(na——n"a).

Nous obtiendrons de méme successivement pour les
conducteurs suivants b, ¢, d, ... %, les expressions :

(@)
I —o"y), « . . L J (n — )
h R

Nous avons ensuite a considérer les points de liaison
des différents conducteurs. La force électromotrice
qui a lieu au point de liaison des conducteurs @ et b
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est T" (v, — #",), et par suite la quantité de chaleur
qui y est engendrée est 4 JT" (", — '3); la division
par T" donne :

"5 (1 — 7"3).

Nous obtenons de méme, successivement pour
les autres points de contact, les expressions :

»

J ('ﬂmb —_ Tl"'c), S (W’h - 71’12)‘ -

Si nous formons maintenant la somme de toutes
les expressions applicables aux » conducteurs et aux =
points de contact, les sommes sentredétruisent et
on obtient une somme nulle. Il est donc satisfait
au second principe de la théorie mécanique de
la chaleur, et on ne peut par suite, en partant de cette
théorie, rien objecter contre les équations posées.

Budde les a également soumises & une vérification
expérimentale, en choisissant pour cela un cas parti-
culier, qui se rapporte & la chaine fer-cuivre. Comme
nous l'avons déja dit, la force électromotrice de cette
chaine ne croit pas quand on augmente continuellement
la température de la soudure chaude, mais elle atteint
un maximum & partir duquel elle décroit. Si I'on
considére en particulier la température ou la force
électromotrice a son maximum, on trouve pour celle-ci
une particularité caractéristique. Différentiant 'équation
(25,) par rapport & T”, il vient :

dF

—— g,
dT” abs

ol €', est la valeur de e, correspondante a la tempé-
rature T". De 14 résulte, en vertu de I'équation Eyp=r¢zT
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et en désignant par By, la valeur de B, correspon-
dante ala température T" :

Pour la valeur de la température a laquelle F est un
et il en résulte que la différence de niveau potentiel
B, est nulle. Si, d’aprés cela, a cette température,
il n'existe aucune différence de niveau potentiel a
la soudure du fer et du cuivre, le phénoméne de Peltier
(la consommation ou la production de chaleur lors
du passage du courant) ne peut y avoir lieu & cette
température. Budde a essayé de prouver expérimen-
talement ce résultat de la théorie et I'a trouvé confirmé,
pour autant que les difficultés des essais ont permis
de décider la question.

Pour terminer, je feral encore remarquer que
W. Thomson et F. Kohlransch ont émis, sur le fonds
méme de la production de la force électromotrice d’'une
chaine thermoélectrique, des vues Qui s’écartent de mon
explication. Je les discuterai en détail dans le dernier
chapitre de ce volume.

maximum, le coetficient différentiel doit étre nul,

CHAPITRE VIII.

FORCES PONDEROMOTRICES ET ELECTROMOTRICES
ENTRE COURANTS LINEAIRES ET CONDUCTEURS.

vZ7g]
—

Les formules fondamentales d’Ampére.

Ampére a, comme on le sait, commencé le dévelop-
pement de sa théorie des forces pondéromotrices ,
en déduisant une formule pour 'action mutuelle de deux
éléments de courants. Pour cela, il est parti de certains
faits établis expérimentalement, mais il a en outre
fait I'hypothése que les forces exercées par deux
éléments de courant l'un sur lautre, ne peuwveni
consister gquen wune attraction ou une répulsion
mutuelle. ,

Il a donné & la formule déduite de cette maniére
différentes formes, dont tant6t l'une , tantét lautre,
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est plus commode, suivant les calculs que l'on veut
effectuer avec son aide. Soient ds et ds' les deux
éléments de courant, ¢ et 7 leurs intensités, » la distance
des deux éléments lI'un de lautre, et (ss') l'angle
compris entre leurs directions; la force que ces éléments
exercent l'un sur lautre est, d’aprées Ampére, une
attraction dont lintensité est:

.1

.. , . 7
ki’ dsds — -+ 7 dsos' />

ol %k est une constante positive. Une valeur négative
de cette formule représente naturellement une répulsion,
celle-ci pouvant étre considérée comme une attraction
négative.

Si Yon veut déduire de 1a la force que I'élément
“de courant ds éprouve de la part d'un courant fini s', on
doit considérer les composantes de la force dans des
directions déterminées, et alors on peut, pour ces
composantes, effectuer lintégration. Choisissons pour
cela un systéme de coordonnées rectangulaires, dans
lequel les deux éléments de courant ont les coordonnées
xz,Y, %, eta, y, 7. Les composantes suivant les axes
des coordonnées de la force quéprouve l'élément ds
de la part de ds', seront désignées par & ds ds', nds ds',
¢ ds ds'; alors il résulte de la formule d’attraction
ci-dessus :
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quon peut écrire :
)1 51
=kid [-ﬁn cos (ss') + (&' — ) Fg;—,] R @

et de méme pour les deux autres directions des
coordonnées

[0;1‘ ()2; 1
n =k"’ 7 r ! togh . .
“ Ly €08 (s8') 4 ' — ¥) 7==5 | .
- (1a)
[ 0 1 az} ]
vy 7 , o 7
C=Fk7i 57 ©0s (ss) + (2 2) Fry v

Désignons maintenant les trois composantes de la
force quéprouve I'élément ds’, de la part d’un courant
fini §', par = ds, H ds, Z ds, nous aurons pour =

Iéquation :
== f Eds'.
Pour lintégration qui est indiquée ici, il est utile

de transformer l'expression (1) donnée pour £ dans
son équivalente :

o1 N el
E=kid gggcos(ss')— A (x'—x)l S (2)

0s 0s° 05 ds

Dans celle-ci, le dernier terme peut étre immédiate-
ment intégré relativement a s', et donne simplement
la différence des valeurs que prend Il'expression
qui se trouve dans la parenthése carrée, pour les deux
valeurs-limites de s’, que nous nommerons s', et s';;
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nous désignerons ces valeurs en posant les indices

0 et 14 coté de lexpression. Nous obtenons ainsi
I'équation :

i nous admettons, que le courant s’ soit un courant
fermé,les valeurs-limites s, ets', du circuit se rap portent
5 un seul et méme point de lespace, et les deux
valeurs, dont la différence se présente dans I'éguation
précédente, sont égales entre elles et sentredétruisent.
Il reste donc seulement le terme qui contient l'inté-
grale non encore effectuée. Ce que nous avons dit
de la quantité = est naturellement applicable aux
quantités H et Z, et on obtient par suite, pour déter-
miner les trois composantes de la force exercée par
un courant fermé sur un élément de courant, les

équations :
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Quapt au degré de certitude des formules ci-dessus
on doit dire que les formules qui se rapportent a 1:::
force exercée par un élément de courant sur un autre
sqnt entachées d’une incertitude notable. L’hypothése;
falte pour les déduire, savoir que la force ne peut
etr_e qu'une attraction ou une répulsion, et doit par suite
agir dans la direction de la ligne de jonction des deux
éléments, cette hypothése n’est justifiée par rien, ainsi
que H Grassmann l'a déja fait ressortir, en 1845’ dans
son beau Mémoire'. Pour deux points, on peut e’n tout
cas, admettre d’avance que les forces qu’ils :axercent
I'un sur lautre, indépendamment de leurs mouvements
poss.ibles, ne peuvent avoir que la direction de la ligne
de jonction puisque, pour deux points, si I'on ?ait
abstraction de leurs mouvements, il n’existe aucune
autre direction marquée. Au contraire, pour deux
éléments de courant, les directions des deux élément‘s
§0nt également des directions marquées, et il n’estJ guere
a pf'évoir pourquoi les directions des forces doiven?c étre
indépendantes des directions des éléments de courant

p’est pourquoi on ne peut considérer comme démon-—
trée I'exactitude des équations (1) et (1,) qui déterminent
l’a ’force exercée par un élément de courant sur un autre
ele.ment. La méme chose est applicable & I'équation (3)
qui se rapporte & la force exercée sur un élément
de (}ourant par un courant non fermé. Au contraire
les équations (4), qui déterminent la force exercée par"
un courant fermé sur un élément de courant sont
?,ccessibles a la vérification expérimentale, et peuvent
e,tre ,re_zgardées comme suffisamment con,ﬁrmées par
lfaxpenenoe, pour étre considérées comme certaines
Cest pourquol nous les prendrons comme base deé

' développements suivants.

1. Ann. de PoGG., t. 64, p. 1.



— 290 —

§ 2.
Transformation des équations précédentes.

On peut encore dommer auXx équations (4), d’autres
formes commodes- pour les applications ultérieures.
Nous avons les expressions suivantes pour cos (ss)

1
o7
et_d_; 0 dy 0 0z 0
y o 0% 0x' ’ 5 02’
GOS(SS):'{%%"’;;%%“"@}?
1 1 1 1
0 Oraw , Oray Tros
s Ox 08 y 0s ' 0z 0S

Si T'on substitue ces expressions dans les équations (4),
deux termes Sentredétruisent dans chacune d’elles sous
le signe d’intégration, et les autres peuvent se grouper
comme suit :

1 1 1 1
= — hid %y /67' Qi'__(.)_f.g_x_' ds' _9%z 7 Q_ﬁ_?ﬁg_z_'>
E=ntt] 5s5) \dz 0s 0y 0s os ) \ Jz d9s ox 0s'
-l 4) 1 rl ot 1
s [ Orog _rov g0 Q%_Q@>
H=FRit) 55 ) \dy ds' 0z 08 9s,) \Jdw 0s 0y 08’
1 1 N 1
R Y PR Q%-Q%)
= os 0z 05 0% 08’ J \ 9y 0s 3 0s

1
.
|
1
.
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Dans les six intégrales qui se présentent ici, il y a

tr()}ls fois deux d’entre elles qui sont égales, de sorte
gg }’GneA leste. que t'I‘OIS intégrales différentes. Pour
réger, nous introduirons; d’aprés Ampére, des nota

, -

. . . z . . .

en posant :
| /()1 1
A—_—ki’f&l.@i.—_?ﬁ@.’. ds'
dy 0s'  dz ds'
1 1
d‘ ' .
B =kz’f<_7'_d;”._d_¢dz' ' (6)
J\T=o wmas /)
? ]; 1
C-—=kz’j _r(?_;y’_d_f_-dw' !
dx ds' oy os' @
Puisque maintenant en vertu de I'équation:
r=V@—2F +y—yF+ rz—2
on doit poser :
1
0 o !
” — r
d_—=—$—-3i;._f=_t_y'- o7 z=z
@ 7 oy ™ 9z -
on peut aussi écrire les équations précédentes :
/ — B (z—z’ % y—y 97 r
/ r®  0s 73 d—s')dS’ -
' B — kit (m—m’ﬁg’_z-—z’ do! ‘
/ 73 g’ 73 778_) s’ (6al

L C =ki'f(?/—?/'9£' _m—a oy

7‘3 dsv 7.3 5'—3',‘) dS -
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Par lintroduction de ces notations, les équations (5
prennent la forme simple suivante : -

— (% %)
L:Z(C‘a_s‘—'Bos

| <, 0% afI?) "
‘H=Z(A—a§'—c%’ ()

§ 3.
Réduction des trois quantités A, B, C, & une méme quantité.

Dans I'hypothése que nous avons fa}te, les tt‘(?l.s'
guantités A, B et C peuvent se ramener 2 une guan’gtle
unique, dont elles sont les cotefﬁments dlfferent.lei
partiels en @, ¥ et z, pris négat%v,ement. On parvien
le plu‘s‘ aisément & cette .quantlte, en vutlhslant }tm.e
équation de transfox‘ma’glon connue en geome I‘l:
analytique, équation qu(fG je me démontreral pas, mal

ie citerai simplement.
qug(fii cg[:nﬁéé ulr)le ‘surface limitée par une cqurbe
fermée. Soit ds un élément de la courbe et }so’lt dw
un 8lément de la surface. Désignons par dn un element
de la mnormale élevée sur 'é1ément (}e surface do,
dn étant compté comme positif dfun coté, et comrge
négatif de Iautre c6t6 de la surface. Le sens de
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la normale, dans lequel nous comptons d» comme positif,
dépend.de la direction de circulation relative a la coutbe
fermée, dans laquelle nous comptons ds comme positif;
de telle sorte qu'une circulation, ayant lieu dans la courbe
dans le sens positif, étant observée du c6té positif de
la normale, apparail comme une rotation positive,
c’est-a-dire apparait de la méme maniére que dans
le plan des ay, lorsqu'on observe du c6té s positif,
une rotation allant de I'axe « positif vers 'axe y positif.
Pour fixer plus complétement les idées, nous ferons
encore une hypothése sur le sens positif des axes
des coordonnées; nous les choisirons de telle sorte
que la rotation ci-dessus mentionnée du plan des xy
allant de l'axe @« positif vers 'axe y positif et vue des z
positifs, apparaisse comme une rotation a gauche,
laquelle est opposée a la rotation de l'aiguille d'une
montre. Représentons ensuite par L, M et N ftrois

fonctions de @, y, z; alors nous aurons I'équation
suivante :

f@%+M%+Ngws' ®)

‘T(ON O0M\dx , (0L ON\dy , [OM JL\0z
= Gr7) 5+ (7)o (T 7,

ol la premiére intégrale s'étend a la courbe fermée
entiére, et la deuxiéme & la surface limitée par
la courbe.

Nous appliquerons maintenant cette équation
& la transformation des intégrales (6,), en imaginant
une surface quelconque menée par la courbe de
courant s'. Puisque, dans (6,), les quantités relatives
au circuit s' sont désignées par les lettres avec accents,
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il est utile de faire de méme pour les quantités qui
se rapportent 4 la surface menée par s'; nous placerons
donc des accents & toutes les quantités qui se présentent
dans I'équation (8). Pour appliquer d'abord I'équation
ainsi modifiée & la premiére des équations (6a), posons:

v—o;nw =25 v = -5
par 14, (8) devient :
2 =20 Y=Y 9%\ 4u
SR -5 o)

4

—f ‘:_0'.1/'( 73 )_02'( 73 ) on' (}‘w’( ] on'

0 (2 — 3\ 03
+ 57 (——,,3 ) I

Le second membre de cette équation devient lorsquon
a effectué les différentiations indigquées :

dw' .

73 73

(@ — a')? 1\ 0x' (@ —2)ly —y) 0y
‘/‘[(3 ) o +3 75 on

~
~

(x— ) 1z — 2) 03 ,
+3 , 70 W}d‘”’

ce qu'on peut aussi écrire:

";Qw_'+"r@_'_ T o L
— V\ 9%z 3 T 9@y aw T wor om ) %

ou enfin :

1

d._.
0 7o
— d—w'f-a-ﬁdb).
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On obtient des expressions correspondantes, si l'on
applique l'équation (8) aux deux derniéres des équa-
tions (6a). Si lon substitue ces expressions aux
intégrales contenues dans (6a), il vient:

[ 1
i g -
—_— ;! d __l: '
A== ki >7) T dw
1
d_
gm0 T (10)
B=—F% W f S dw
1
51
— i L L
\\ C=—Fki = o7 dw'.
1
d_

- Draprés ceci, A7 S de' est la quantité mentionnée

au commencement de ce paragraphe, dont les coeffi-
cients différentiels partiels pris négativement repré-
sentent les quantités A, B et C.
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)
b

La force magnétique et la fonction potentielle magnétique
d’un courant fermsé.

Nous n'avons déduit jusqu'ici que les expressions
mathématiques des quantités A, B et C; nous y relierons
maintenant une certaine maniére de voir, qui est trés
commode pour des études de physique.

Imaginons que A, B et C soient les composantes
d’une force exercée au point (o, y, z) par le courant
fermé s'; puisqu'une force agit sur quelque chose, nous
nous figurerons que la force est exercée sur l'unité d’un
certain agent qui se trouve au point (x, y, z);
nous nommerons cet agent : du magnétisme, en ne dési-
gnant préalablement sous ce nom que quelque chose
d’hypothétique commode pour nos considérations, mais
qui n’a pas besoin d’exister réellement. En introduisant
cet agent, nous pouvons nommer la force dont les
composantes sont A, B et C la force magnétique
du courant fermé s'.

Ensuite 'expression, qui se préseunte dans les équations
(10) et dont les coefficients différentiels négatifs repré-
sentent les composantes A, B et C de la force, est

I'intégrale du coefficient différentiel de ! parrapport an';
~

— 297 —

cette circonstance permet de remplacer le courant
fermé exercant la force par une conception caracté-
ristique, déterminée seulement pour les considérations
mathématiques. ~ :

Nous imaginerons qu’il y ait, comme pour I'électricité,
deux espéces différentes de l'agent, que nous avons
nommé magnétisme, qui se comportent de telle sorte
que deux quantités d’'une méme espéce se repoussent,
et que deux quantités d’espéces différentes s'attirent.
En concordance avec la dénomination employée pour
I'électricité, on peut nommer les deux espéces de
magnétisme : magnétisme positif et magnétisme
négatif, ou encore, conformément a l'usage provenant
d’autres raisons: magnétisme Nord et magnétisme Sud.
Nous admettons que la force avec laquelle deux
quantités se repoussent ou sattirent est inversement
proportionnelle au carré de la distance, et, quant
a la grandeur de la force, nous admettrons que % soit
la force avec laquelle deux unités de magnétisme positif
se repoussent a l'unité de distance. 7

Revenons maintenant 4 la surface considérée au
paragraphe précédent et menée par la courbe fermée
du courant, et imaginons encore 4 c¢6té d’elle, du c6té
ou la normale est comptée comme positive, une seconde
surface paralléle, qui n'en soit éloignée que d’une
distance infiniment petite ¢. Nous imaginons que la
premiére surface est couverte de magnétisme négatif
et la seconde de magnétisme positif et ce, de la maniére
suivante. Sur la premiére, la densité superficielle est

. . v o s

constante et égale & — -, de sorte que la quantité
7 ’E’ .
— dw’ se trouve sur l'élément de surface dw'. Consi-

dérant maintenant I'élément de la seconde surface situé
normalement en face de celui-1a, il se trouvera sur cet
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slément une-quantité égale de magnétisme positif, et la
méme chose a lieu pour deux autres éléments quel-
conques situés normalement en face l'un de Tautre,
de sorte que la seconde surface renferme tout autant
de magnétisme positif que la premiére de négatif’.
Considérons maintenant d’abord les deux quantités
de magnétisme infiniment petites, qui se trouvent sur
I'élément de surface do' et sur I'élément situe normale-
ment en face sur lautre surface, savoir les quantités

Y gw et + % de'. Formons la fonction potentielle au
€

€
point (@, ¥, z) pour ces deux quantités. Conformément
4 pos notations antérieures, » représente la distance
de lélément de' au point (=, v, ), et soit », la distance
de T'élément en face au méme point. Alors la fonection
potentielle des deux quantités de magnétisme est :

R, kA,
—r L A
ou .
1
(} _l)ﬁdw"
7’1 » €

Mais, puisque le second élément est distant du premier
de ¢ dans la direction n, on peut poser :

d

nl

-

|

€-

7

+

1

1
p

D

N

par 13, lexpression précédente devient

1

7

ki — do'.

on'

1. Note du Traducteur. — Une telle disposition est habituel-
lement désignée sous le nom de feuillet magnetique-
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SiTon intégre cette expression pour toute la premiere
surface, cest-a-dire, si 'on forme I'expression:

s 1
L9
ke _di—z’dw’
celle-ci représentera la fonction potentielle, au point
(@, ¥, z), de toutes les quantités de magnétisme se
trouvant sur les deux surfaces. Il s’en suit en outre, que
les composantes de la force que ces deux quantités

de magnétisme exercent sur une unité de magnétisme
supposée au point (xz, y, z), sont représentées par :

a1 1 _

J 0

- d r ’ . d Ve
— kU = ki L ’.
¢ ()72"9 on’ do”; ke dy_[dn' do’;

1

d -
- d o
—kza;f%—,dw-

Ce sont 1a les mémes expressions que celles qui ont
été données en (10) pour les composantes A, B, C de la
force que le courant fermé s' exerce sur lunité de
magnélisme. D'aprés cela, par rapport a la force
magnétique exercée, les deux surfaces magnétiques
et le courant peuvent se remplacer mutuellement,
et on peut rapporter au courant la fonction potentielle
déterminée ci-dessus pour les deux surfaces magné-
tiques, de sorte que nous la nommerons la fonction
potentielle magnétique du courant fermé.

Comme cette fonction peut étre souvent utilisée, il est
utile, d’introduire pour elle une notation simple, et nous
poserons :

[
P =kz’Jde’. (11)
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Alors nous - pouvons écrire briévement les équa-
tions (10) :

P

_ e o
o,

A= dy’ C=_—’0_z_‘

B = (12)

Si T'on substitue ces valeurs de A, B et C dans les
équations (7), il vient :

(-, (ap 0z P dy,)

Ainsi, la détermination de la force exercée par un
courant fermé sur un élément de courant est ramenée
4 la fonction potentielle magnétique du courant.
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§ 5.

Introduction de surfaces magnétiques
pour le courant éprouvant I'action.

Supposons maintenant, que le courant s qui subit
l'action soit aussi fermé, et quil s’agisse de déterminer
quelle action totale les forces pondéromotrices agissant
sur tous ses éléments exercent sur le courant entier,
le conducteur étant considéré comme rigide.

Cette action totale peut se décomposer en deux
actions relatives au courant entier; I'une tend a déplacer
un point quelconque relié invariablement au conducteur,
et comme tel nous pouvons choisir I'origine des coor-
données, tandis que l'autre tend a produire une rotation
autour de ce point; il s’agit donc de déterminer
les trois composantes de la force de translation suivant
les axes coordonnés et les moments de rotation autour
des mémes axes.

La composante de la force de translation dans

la direction « est / Eds, et en vertu de (13), nous
avons :
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Pour pouvoir transformer l'intégrale du second membre
de cette équation en une intégrale de surface, imaginons
qu'elle soit d’abord écrite sous la forme :

9% o N Z&) ds,
/(L03+M05T 0s s

en attribuant aux lettres L, M et N, qui se présentent
ici, les significations suivantes :

opP oP

L=0;1\I=—5E’N—@’

puis appliquons, a cette intégrale, 'équation de transfor-
mation (8). Nous obtenons ainsi :

—_ . op  op\dx 0P dy Jp _0_z} do
/ =ils = f {(3‘1/.?+—0—z;)5_7; 9z 0y On  Oxdzonl

équation a laquelle mous pouvons donner la forme
suivante :

[P 0P dz_P_)Qg
./&“=”/[b;‘*aﬁ*‘wzon
_(gzﬁ@ P Oy _032.23_)]01&), (15)
Ot On dx 0y on Ox 0z On

La quantité P qui se présente ici est la fonction
potentielle dont il a 6té parlé dans le parag}ra}phe
précédent et qui est celle des quantités de magnétisme
qui se trouvent sur la surface délimitée par le courant s
et celle qui lui est infiniment voisine et paralléle.
Imaginons maintenant que la surface, dont I'él16ment dw
ge présente dans I'équation précédente, soit placée

i
|
E
|
z
|
|
.
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de telle sorte qu’elle ne coupe pas les deux surfaces
ci-dessus, ce qui est toujours possible, si les courbes
s et s' ne sont pas entrelacées I'une avec lautre ;
alors pour tous les éléments de surface dw qui se
présentent dans l'intégrale, nous avons I'équation :

0P 0P  0%p
P

= 0.

Ensuite on peut écrire :

#Pdx | 0P dy _ P 0z 0 (ap)‘

0wt on "+ dmoy on | 0moxon  on \om

Par 13 'équation (15) se transforme en :

[=as - if% (gg) do. (16)

On a naturellement des équations correspondantes
pour les deux autres direction des coordonnées.

En ce qui concerne maintenant' les moments, celul
qui est relatif & 'axe x est représenté parf (yZ—=zH)ds,
et d’aprés (13), on a I'équation : ‘

i . opP 0 0P 0
f(yZ——zH)ds———z‘/‘[y(;v—d—Z——P —0%)

dy
OP Odx P 0z
—455*@7ﬂ“<m

Pour pouvoir transformer de nouveau lintégrale
du second membre en une -intégrale de surface,
nous l'écrirons sous la forme :

[l et
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en attribuant maintenant a4 chacune des lettres L, M et N
les significations suivantes :

opP JP\ s P _op

Si nous appliquons alors I'équation de transformation
(8), et si nous transformons I’équation qui en résulte
dune maniére analogue 4 celle ci-dessus, nous obtenons:

f(yZ——zH) ds:i/‘g% (; %—yi—ﬁ) dw. (18

On obtient naturellement des équations correspondantes
pour les moments par rapport aux deux autres axes
coordonnés.

On obtient les mémes expressions que celles qui sont
données par les équations (16) et (18) pour la composante
suivant I'axe des « de la force de transiation et pour
le moment autour du méme axe, si I'on introduit aussi
pour le courant s, deux surfaces magnétiques, en pro-
cédant absolument comme cela a lieu au para@raphe
précédent pour le courant s'.

On imaginera pour cela a coté de la surface passant
par le courant s et dont 'élément est dwo, une seconde
surface paralléle et en éloignée d’une longueur infiniment
petite «; on supposera que la premiére surface est
couverte de magnétisme négatif et la seconde de
magnétisme positif. Sur 1'élément dw de la premiére

se trouvera la quantité de magnétisme — - do et sur
€

T'élément situé en face dans la seconde une toute aussi
grande quantité de magnétisme positif, en valeur absolue.
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La quantité — - dm qul se trouve sur de, subit une

force dont la composante suivant l'axe des # a pour
expression :

i 0P
s o 0

et dont le moment par rapport au méme axe est
représenté par :

™ |
—_——~—~
i U
x|
R
<
3
S

La quantité de magnétisme Edco située sur 1'élément

en face du premier a la dlstance e de celui-ci dans
la direction n, subit une force dont la composante

suivant I'axe des « et le moment par rapport au méme
axe ont les expressions suivantes :

_ipe o o
E[dm+0n( )]dm

_ i, _ 9P O ( oP op
£ l:?/ d? dy —d; (,?/ dz 755:;)5] do.

Pour l'ensemble des deux éléments de surface ,
la composante de la force suivant l'axe des % est donc

représentée par :
.0 (0P
o (5)

20
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et son moment par rapport au méme axe sera :

. g+ OP 0_P)d
Zr)—ﬂf(y?)? Y 5z

Par l'intégration de ces deux expressions on obtient
exactement les expressions (16) et (18), et il en résulﬁe
quau point de vue de la force pondéromotrlce’ quil
éprouve, le courant fermé s peut étre remplaceé par
_un couple de surfaces magnétiques, tout comme
le courant §', au point de vue de la force qu'il exerce.

§ 6.

Le potentiel magnétique de deux courants -
fermés 'un sur autre.

L’action totale que .subit le feuillet magnétiquejl
représentant le courant s, de la part d}l feuillet magné-
tique s', se détermine le plus commodgment en fcirmant
d’abord le potentiel de Yun des feuillets sur ,l autre,
et en recherchant ensuite la variation quéprouve
ce potentiel lorsque le feuillet représentant le courant s
fait un mouvement infiniment petit quelcongue. .

On déduit trés facilement ce potentiel de la fonction
potentielle P, déja déterminée, du feuillet représentant

1. N. duw T. On désigne habituellement sous le nom de fez.cillet
ma:(]nétique un couple de surfaces magnétiqu_es tel que celul que
nous avons rencontré jusqu'ici dans cette théorie.

i

s .
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le courant s'. Le potentiel de ce feuillet sur la surface
magnétique négative appartenant 4 I'autre feuillet est -

~/P§dw,

et le potentiel sur la surface magnétique positive :

/(P —+ Z—E u); dw.

De 14, il résulte pour le potentiel de I'ensemble des deux
surfaces, potentiel que nous nommerons Q :

Q=1 S dw. (19)4

Substituant & P la valeur (11), il vient :

_ 1
Q = hii | do 2. ’F deo'
T on) on

ou, autrement :

1
Q = iz f J S o dw (20)

Cette quantité, qui représente, d’aprés la maniére dont
elle a été déduite, le potentiel des deux feuillets I'un sur
Pautre, peut étre appelée le potentiel magnétique
des deux courants fermés lun sur Tautre, puisgue
les feuillets peuvent, par leurs actions mutuelles,

remplacer les actions mutuelles des deux courants
fermés.




— 308 —

On peut encore donner a ce potentiel d'autres formes,
dans lesquelles les intégrations se rapportent directement
aux deux circuits.

_“Nous partirons pour cela de I'expression suivante :

0x Ox' dydj d7dz)
L (ag 5 o5 0 T 75 o9) B

4 laquelle nous appliquerons deux fois de suite Iéguation
de transformation (8), pour transformer les intégrales
relatives & des hgnes en mtecrrales relatives a des

surfaces.
D’abord, nous I'écrirons sous la forme :

dx dx 19y Oy , 193 dz)
/d/ 5! s+7‘09 08+7'd$'.08 as,

et nous obtiendrons, en vertu de (8) :

1 1 1 1
(|72 0z _Oroy Yoo, [ row _rod oy
J# | \Gy 9§ 9z 05 Jon "\ 9z 05 9 5/ on
/5L 1
| TRy om0z,
dx ds'  dy 0s" / on

Donnons maintenant & cette expression la forme
suivante :

LTl L
de d_rd_y_ “roz ) 0x rdz wa Jy'
. 0z on ~ 0y on /) 0s' o on dzdn os”
1
N w950 )02 ]
dy on  dxon / 0s' '
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et appliquons une seconde fois I'équation de transfor-
mation (8) ; nous obtenons ainsi :

P 1 21 o 1
jd“’f 7()70 r ooy rdz+ 7 dx |ox'
Oyody on  dwoy on~ ox0z dn ' 0z 0z dy ) on’

1 .1 1 1

(dr()y P70 T o drdy 01

+ ~ A A 7 + J
\JYs 03 on  dydz on oy de on " dxdx dn Jon’

1 1 ! )
1 > 0z 75 oz > oy P 9z os
0w oz on~ dz0x' on dzdy on T 9 yoy on /) on' do’.

- Cette expression peut étre considérablement sim-

plifiée.
Nogs porterons d’abord notre attention sur le facteur

dx .
de =7 » Que mous pouvons écrire comme suit, en ajoutant

o1
"7 o

d0xox' on

1 1 1
Tr T T Ve
dzdx' ' dydy' " 0z07 ) on

1 1 1-
2 -
~<_"__o_w+i_é¢+i;d_\

dxox dn = dxoy' on ' Jzdz dn J

et retranchant le terme

Maintenant il est & remarquer que, dans la quantité
—, les coordonnées z, y, 2z, @, y', 7 se présentent

seulement dans les combinaisongs #— &', y —y et 2—2',



et que, par suite, on [peut remplacer tout coefficient et lintégrale double totale ci-dessus prend par suite

différentiel relatif & une des quantités avec accent la forme :
par le coeflicient différentiel relatif & la quantité
correspondante sans accent, pris en signe contraire, ‘
‘et réciproquement, de sorte quon peut, par exemple,
écrire : o f doc’ (}n' dy dn dn
1 1 1
027; o 0 .
waw — e © dmoy — dway 9 ; ;’

Dapres cela, on peut donner & l'expression ci-dessus
la forme suivante : qui peut s’écrire simplement :

1 1 1 \
‘ 7_ 7 7_ r Oy r 0z
—\ =T o2 + 0”" dn 0z’ 0 dn +0x oy ot ooz on f fd . )
non’

X
Des deux termes de cette expression, le premier est nul )
et le second peut s'écrire : ‘i

1 1 1 %
o %o NI i rdy Ords | *
T 0x'\ dwon ' dy on Toon )¢ e dn do dw'.

ce qui revient 4 :
1
i
on
oy’ dz’

De méme, on peut metire les facteurs de o t%

0ou encore :

Par suite, comme résultat de la transformation
entreprise, nous obtenons I'équation :

SIS 2+ 29 i [ [ L

sous les formes simples correspondantes :
En appliquant cette équation & (20), il vient :

(@)

_ 0w iz | dy dy 0z 03'
Q= — kv’ .//1"(03 ds s os T35 63) dsds'. (1)
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Or, si l'on désigne par (ss’) l'angle compris entre les
deux éléments de courants ds et ds’, ona:

N Oxdx | dydy | 0303
008 (s8) = ds 0s' ds 0s' T % s 0s'

de plus I'équation
= — P+ Yy —yP+(z—2P
donne :

02y _ (dm O | Oy dy , Oz 0~’)
950 ds 0s' ' 0s0s ' Os 0s

et Ton peut, par suite, mettre l'équation (1) sous
les formes suivantes :

——mf [ Cosfs') ds ds’, 2l,)
Q———kzzf/ 00, . 21y)

Si I'on pose dans la derniére :

102(ry 20r0r  _ Or

70s0s 7 Os O0s asas

en faisant attention que lintégrale du dernier terme
est nulle pour des courants fermés, on obtient :

. 1 0r or o9
Q-—_k“‘/‘/;’-é;%dd (22)

|
3\%
t,
|
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Si l'on désigne ensuite par (rs) et (rs’) les angles
compris entre la direction de », comptée positivement
dans le sens de ds' vers ds, et les directions de ds et ds’,
ona:

cos (rs) = g—z el cos (1§} = — o5
ce qui permet de domner & l'équation (22) la forme
suivante :

Q— — ku’/f cos (rs\:os (78" ds ds'. 22,

Les expressions (21), (21,), (21y), (22) et (22,) sont
celles que F. Neumann a c¢tablies pour le potentiel
magnétique de deux courants fermés I'un sur l'autre.

Comme il sera utile, par la suite, de pouvoir
désigner briévement le facteur qui, dans l'expression
du potentiel, est indépendant des intensités des courants,
et qui, sauf la quantité %, dépend seulement de la
configuration des deux conducleurs, nous introduirons
la notation

w_kffc"“ ds ds'. (23)

Alors nous pourrons écrire trés simplement I'équation
qui sert a la détermination du potentiel magnétique :

Q = — w'w. (24)

Si I'on imagine maintenant que le courant s fasse
un mouvement quelconque sous l'influence des forces
pondéromotrices que ses éléments subissent de la part
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du courant s', ces forces pondéromotrices feront par la
un travail, qui peut se représenter par la diminution
du potentiel magnétique. Cela a aussi lieu dans le cas
inverse, ot le courant s’ se meut sous linfluence des
forces exercées sur ses éléments par le courant s,
et de méme pour le cas plus général, ou les deux
courants se meuvent sous I'influence des forces pondéro-
motrices qu'ils exercent mutuellement l'un sur Iautre.
Ici, on doit entendre par diminution du potentiel
uniquement celle qui est causée par les changements
de position des conducteurs, et non celle qui aurait
lieu en méme temps, comme cela est possible ,
par le changement des intensités de courant. Si nous
désignons donc par A, le travail fait par les forces
pondéromotrices, et par dA, laccroissement de ce
travail qui a lieu pendant un élément de temps dt,
1OUS ne pouvons pas poser généralement ;

dA.p = -— CJQ,
mais nous avons & former I'équation suivante :

dA, = ii'dw. (25)
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§ 7.

Uinduction et le potentiel électrodynamique
de deux courants fermés I'un sur autre.

L'induction a été, comme on sait, traitée d’une
maniére trés compléte par F. Neumann'; nous nous
bornerons ici a4 la discussion du cas ou les deux
conducteurs sont fermés, parce que la loi posée par
Neumann, pour ce cas, peut étre considérée sans aucun
doute comme exacte. _ ,

Imaginons donc deux conducteurs fermés s et s,
et supposons qu'un courant d’intensité ¢ circule dans s'.
Si maintenant les deux conducteurs que nous considé-
rerons, pour plus de simplicité, comme rigides, se
meuvent d’une fagon quelconque, et si, en méme temps,
I'intensité ¢ se modifie, on peut se demander quelle -est
la force électromotrice induite dans s. Nous pourrons
appliquer ici la loi suivante de Neumann : La force
électromotrice induile dans le conducteur s est égale
au coefficient différentiel, pris par rapport au temyps,
du potentiel magnétique du courant i, circulant dans
le conducteur s', sur un courant fictif dans le
conducteur s, courant d'une certaine intensité provi-
soirement nommée c.

1. Abhdndllunyen der Berliner Akademie, 1845 et 1847.
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Cette constante ¢, laissée provisoirement indéterminée,
est nommée la constante dinduction.

Le potentiel magnétique des courants ¢ et ¢ I'an sur
Pautre est représenté par — ci'w, d’apres I'équation (24).
En vertu de la loi précédente, en désignant par E
la force électromotrice induite dans s, on aura donc:

E="—07t—- (26)

Si maintenant le conducteur s, pour lequel, dans
ce qui précéde, on considére seulement un courant
fictif d’intensité donnée ¢, est aussi parcouru par un
courant réel, qui peut étre variable avec le temps,
il y aura, dans le conducteur s, une force électro-
motrice induite, que nous désignerons par E’, et qui sera
de méme représentée par :

E = —C d—gzﬂ . i27)

La force électromotrice induite étant déterminée,
le travail fait par cette force dans I'élément de temps d¢
peut é&tre facilement exprimé. Il suffit pour cela
de multiplier la force électromotrice induite, d’abord
par l'intensité du courant dans le conducteur en question,
puis par 'élément de temps ; ainsi nous avons aformer
pour le conducteur s le produit Eid¢, et pour le conduc-
teur s' le produit E'¢'d¢, produits dans lesquels on peut
substituer & E et E’ leurs valeurs. En désignant par dA.
le travail fait, pendant le temps df, par les forces
électromotrices dans 'ensemble des deux conducteurs,
on obtient ainsi '’équation :

dGw) ,, . dEw)
dAe-— — 1c ai dt—’lc-—d—t—— df,
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ou plus simplement :
dAe = — ¢ [id (¢w) + 7'd (110)] (28)

On peut aussi donner a I'expression qui se trouve dans
la parenthése carrée une forme telle qu'un de ses termes
soit une différentielle exacte, savoir :

dAe = — ¢ [d (ti'w) 4 i'dw]. (29)

Nous ferons encore la somme de ce travail effectué
par les forces électromotrices, et de celui qui est fait
par les forces pondéromotrices et qui est déterminé
par (25). Appelons simplement A le travail total,
de sorte que : '

dAp + dAe = dA ;
alors il vient :
dA = 'dw — ¢ [d (#2"w) + i dw],
ou autrement :
dA = — c¢d (i7w) + (1 — ¢)id'dw. (30)

Si nous admettons maintenant que le principe
de la conservation de I'énergie est applicable aux
courants électriques et au travail quils effectuent,
il faudra que le travail fait, pendant 'élément de temps
par les forces pondéromotrices et électromotrices
ensemble, puisse se représenter par la différentielle d'une
certaine quantité qui ne dépend que de l'état actuel
des courants, c'est-a-dire, de leurs positions et de
leurs intensités. Conformément au procédé employé
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dans I'électrostatique et dans le magnétisme, nous choi-
sirons une dénomination et une notation particuliéres
pour cette quantité dont la différentielle négafive
représente le travail. Nous appellerons cette quantité
le potentiel électrodynamique des deux courants l'un
sur 'autre, et nous la représenterons par W, de sorte
que nOUS pOSerons :

AdA = — dW. (31

Comparant cette équation avec I'équation (30), nous
voyons que, dans le second membre de la derniére,
le dernier terme, savoir (1 — ¢) i/dw, quin'est pas
une différentielle exacte, doit disparaitre ; d’ot il suit
que la constante d'induction doit avoir la valeur 1 dans
nos équations, ou nous employons la mesure mécanigue
pour les intensités de courant. Le terme qui reste alors
seul dans le second membre de (30) doit donc concorder
avec — dW, et nous obtenons par suite, pour déterminer
le potentiel électrodynamique des deux courants l'un
sur lautre, I'équation :

W = 22'w. (32)

Ainsi, le potentiel électrodynamique des deux courants
I'un sur lautre est égal et de signe contraire au
potentiel magnétigue des deux courants I'un sur Fautre,

celui qui est désigné ci-dessus par Q et qui est

déterminé par I'équation (24).

CHAPITRE IX.

DEDUCTION D’UN NOUVEAU PRINCIPE
D’ELECTRODYNAMIQUE.

un
—

Généralisation de la loi des actions électriques
et différentes manieres de voir sur Pélectricité dynamique.

Les forces pondéromotrices et électromotrices, dont
il a été question dans le chapitre précédent, dépendent
du mouvement de I'électricité, et 'on doit en conclure
que des particules électriques en mouvement agissent
autrement les unes sur les autres que des particules
au repos. La. question est de savoir si I'on peut établir,
pour les forces quexercent l'une sur lautre deux
particules d’électricité en mouvement, une loi générale,
qui explique toutes les actions électrostatiques et
¢lectrodynamiques, sans quelle soit en contradiction
avec aucun phénomeéne connu.
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Le premier qui ait considéré les actious él.ectriques
4 ce point de vue général est W. Weber qui, comme
on sait, a établi, pour les forces que deux par:ucules
électriques en ‘mouvement exercent l'une sur l’aut.re,
une loi fondamentale qui doit suffire a l'explication
de toutes les actions électriques. Soient e)ket e deux
particules d’électricité supposées concentrées chacune
en un point, et » leur distance mutuelle au tem,ps t;
I'action exercée par ces particules I'une sur lautre
consiste, d'aprés Weber, en une répulsion mesurée
par l'expression :

ee' 1 /dr\* 2 axr ’
ﬁ[l_c_z(zl_t} = e

dans laquelle ¢ représente une constante. .

Pour la déduction de cette formule, Weber est partl
de cette idée que, dans un cou}"ant g?u‘lvamgl%ez
des quantités égales d’électricité posmvg et d’électricité
négative se meuvent en sens contraires, avec des
vitesses égales, dans chaque élémentﬂf:onducteur.
Cette idée est si compliquée, que déja beaucoup
de physiciens l'ont rejetée. Aussi %ongtemps’, en eff\et,
quiln’y a pas de motifs impérieux d accepter ] pypc?these
de ce double mouvement, il n’est pas permis dab'an—
doﬁner cette idée plus simple, qu'un courar.lt consiste
dans le mouvement d’un seul fluide, et I'on doit chercher
4 en déduire lexplication des effets du courant
galvanique. .
) Cette idée, qui a déja été exprimée souvent et depuis
longtemps, a re¢u récemment, de M. C. Neumann .

1. Berichte der k. sichsischen Gesellschaft der Wiss.,Math.-phys.
Classe, 1871 ; p. 394 et 417.

une forme plus déterminée; ce dernier ajoute, a ce sujet,
que ses réflexions concordent complétement avec celles
que Riemann a déja exprimées en 1854, dans la
trente et uniéme réunion des naturalistes allemands.
M. Neumann admet quun conducteur métallique
renferme, 4 la vérité, dans chaque élément de volume,
de lélectricité positive et de l'électricité négative,
mais que la premiére seule est mobile, en ce sens
qu'elle peut-produire un courant dans le conducteur,
tandis que la derniére est invariablement liée aux
atomes pondérables.

Quant au point de savoir s'il est absolument néces-
saire d’admetire, a coté de lélectricité positive mobile,
une électricité négative liée aux atomes pondérables,
ou bien si les forces attribuées a cette derniére élec-
tricité peuvent s'expliquer d'une autre maniére ,
il y aurait encore peut-étre différentes considérations
a faire valoir. Toutefois, en traitant le sujet au ‘point
de vue mathématique, puisque les forces sexercent
absolument de la méme maniére quelles le feraient
1l y avait une électricité négative lise aux atomes,
on peut admetire quil en est ainsi, sans pour cela
rien décider quant a son existence réelle. Cest dans
ce sens que je prendrai pour hase des développements
suivants cette maniére de voir, telle qu'elle a été
formulée par M. Neumann.



Contradiction entre le principe de Weber
et 'hypothése d’une seule électricité mobile
dans un conducteur fixe.

Posons-nous d’abord la question de.sa.voir sile 1’).1*11’1-
cipe de Weber n'est pas en .cpr}traQ1ct19n ave(i llde'i
quil 0’y a qu'une seule électl‘lmtg qui puisse par 001%1‘1
un conducteur fixe. Nous choisirons, a .cette ‘ n,,
le fait expérimental gu'un courant galvanique f(iyme
_et constant, qui Se trouve doms. uUn condz’t'ctguﬂ . allzf
repos, wexerce aucune force mota.ﬂzce sur c_le lele%té'z%zei
en repos, ¢t nous rechercherons §1.le principe de’ e
conduit encore & cette px'opos1thq, ’lorsque Ton .lne
considére que l'une des deux électricités comme mob;-f:

Imaginons, au point @, y, z,. L'I'nf%’ certz.n%le’ quail_ ité
d’électricité, par exemple, une unitéd ele(':tm?lte posi 1ve%
et au point 2, ¥, 2’ un élément ds ' c’1~u{1’ C?[u.m.?,
galvanique. Désignons par A'ds' la gugnhte d’élec rl(?ﬁ
positive en mouvement dans celm:m. (?efctie quantité
exerce, d’aprés Weber, sur I'unité d’électricité au repos,
une répulsion qui est exprimée par :-

— = - T =55
e e \dt ¢ dr

BT L (%) 2 5]

expression qui, pour une valeur négative, indique
naturellement une attraction. Dans le cas actuel,
ou la quantité » ne varie que par le mouvement
de I'électricité qui se trouve dans I'élément de conduc-
teur, nous pourrons poser

dr _ Or ds’
dt — 9s di’

izf o (d_ﬁ )2 or s’
A 95z \dt os di’

et, dans cette derniére formule, nous devrons faire,

a2s’ .
peur un courant constant, 7 i 0, si nous supposons
le conducteur du courant homogéne et partout de
méme section, de sorte que 2" a, pour toutes ses
parties, une seule et méme valeur. De cette maniére,
Pexpression de la répulsion devient :

sty = - (ﬁ)+ 2 .‘)27’] (%)
| c? 93 0s? J\ dt | (

Sil'on admet d’abord, avec Weber, que, dans I'élément
de conducteur ds', il se meut une aussi grande quantité
d’électricité négative en sens contraire, avec la méme
vitesse, on devra, pour obtenir Iz, répulsion que celle-ci
exercerait sur l'unité d’électricité au repos, affecter
du signe moins toute I'expression précédente, et en outre

. . . ., ds :
changer le signe du coefficient différentiel a7 - Mals,

comme ce coefficient différentiel n’entre qu'au carré,
son chamgement de signe n'apportera aucune modifi-
cation dans l'expression. L’action exercée par lélec-
tricité négative serait donc égale et de signe contraire



a celle qui est exercée par l'électricité positive, de sorte
que ces deux forces se détruisent, et que I'élément
de courant n’exercerait aucune action sur lunité
d’électricité au repos. Il en résulte donc que le principe
“de Weber, combiné avec I'idée de Weber sur le deuble
mouvement de I'électricité, concorde avec la proposition
expérimentale énoncée plus haut, puisque la force
est nulle, non seulement pour un courant fermé,
mals encore pour tout élément de celui-ci en particulier.
Adoptons maintenant lautre hypothése, & savoir
que l'électricité négative, qui se trouve dans le conduc-
teur, ne s'écoule pas, mais soit invariablement fixée
aux atomes pondérables. Alors laclion qu’elle exerce
sur l'unité d’électricité au repos est simplement repré-

T i

sentée par l'expression — —;-, donnée enélectrostatigne.

11 s’ensuit que les deux forces ne se défruisent pas dans
ce cas, mais quil reste une répulsion donnée par

T'expression :
el () v )0

On trouvera la composante de cette force, suivant
!
€T —

I'axe des &, en multipliant cetle expression par ,
et il en résulte I'équation suivante, si I'on représente

cette composante par -ZZZ— ds' :
ax , . R {ds\*z—z | 0 ) o d
=3 =" [ \gg) 2" gz |- U

On doit intégrer ceite équation, relativement a s,

dans -toute I'étendue du courant fermé, pour obtenir
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la quantité x, cest-a-dire la composante, suivant 'axe
des z, de l'action que le courant tout entier exerce
sur I'électricité au repos.

A cet effet, nous opérerons quelques transformations
dans le second membre de cette équation. On peut poser:

20— S .2 2 2y o
6 — 0[,78 1[_(07A 9'07J=4(3[/7.

7
ds' / 0s" 0s'?

L’équation (1) devient ainsi :

dx ., _8h'[ds ()[/7 0* l/r
s = (dz) B

Dans celle-ci, on peut de plus poser :

O FPLE_ 0 OVEIVE) oy iy
T 0¢ )—

o Os'? Oz ds' ds' 0s' dx
=_f7_(0’/’_"d'/’7_)..li (di/Fz
o'\ dzx  ds 20 Os' ) !

ce qui transforme I'équation (2) en :

dx ., Sh/[ds" 5 (0[/7 d[/y 10 01/7r\* ) ,
ax 4 WV Y :
ds' § == 'C" < dt) e o5 ‘ o s ) 5 o ( 5 /> 5dS . (3)

Si l'on intégre cette équation pour un circuit fermé,

‘le premier terme de la parenthése, qui est un coefficient

différentiel, par rapport & s’, donnera une valeur nulle.
Le second terme, qui est un coefficient différenticl
par rapport & , peut étre intégré sous le signe
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de la différentiation, puisque la variable « est indépen-
dante de la variable s'; on trouvera ainsi :

PO 40 <d8')2 = /‘(0 L )

__" ds)“i/ (d'“) ds'. ()
(dt 0. 0s'

On aura des expressions analogues pour les composantes

de la force, suivant les axes des y et des z.

On voit immédiatement que lintégrale qui entre
dans ces expressions n'est pas nulle, et qu'en général
ses coefficients différentiels, par rapport & =, v, 3,
ne seront pas nuls non plus. D’aprés cela, un courant
fermé et constant, dans un conducteur au repos,
devrait exercer une action sur de I'électricité au repos;
et cette action aurait un ergal, puisque ses composantes
suivant les axes seraient représentées, en vertu de
I'équation précédente, par les coefficients différentiels
négatifs d'une quanitité qui dépend des coordonnées
de l'unité d’électricité au repos considérée. Le courant
galvanique devrait done, & la facon dun corps chargé
d'un excés d’électricité positive ou négative, produire
une modification de la distribution de Délectricité,
dans tout corps conducteur qui se trouve dans son voi-
sinage'. Si l'on explique le magnétisme par des courants
moléculaires électriques, on trouvera qu'un aimant
exerce des actions analogues sur les corps conducteurs
qui I'environnent.

1. La méme conclusion a déja été tirée par M. Riecke en 1873
rAnnales de Gotiingue, 5juillet 1873). Je ne connaissais pas cette
circonstance lorsque j'ai écrit mon travail, et ne l'ai appris que
pendant Vimpression de celui-ci dans le Jowrnal de Borchardt,

par un nouveau Mémoire de M. Riecke, qui parut précisément

alors (Annales de Gittingue, 28 juin 1876), et dans lequel le
Mémoire précédent était cité.
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Or de semblables actions n’ort jamais été observées,
malgré les nombreuses occasions que l'on aurait eues
de le faire, et, par conséquent, on doit reconnaitre
comme une proposition expérimentale bien établie
la proposition précédente qui exprime qu'elles n'ont
pas lieu ; et puisque le résultat exprimé dans I'équa-
tion (4) est contradictoire avec cette proposition,
on en déduit cette conclusion que le principe de Weber
est incompatible avec U'idée que U'dlectricité positive seule
se meul dans un courant galvanique qui circule dans
un conducteur fixre.

§ 3.

Discussion d’une loi posée par Riemann relativement 2 la force,
et envisagée au point de vue précédent.

Tout récemment, aprés que ma premiére communi-
cation sur le principe que jal posé avait été publiée,
ilaparu un ouvrage!® dans lequel on expose une autre loi
électro-dynamique donnée par Riemann dans ses Legons ;
il sera utile, comme suite a ce qui précéde, de considérer
cette loi au méme point de vue, cest-a-dire de recher-
cher si elle est compatible avec I'hypothése d’'une seule
¢lectricité mobile dans le conducteur fixe.

L. Schwere, Electricitit und Magnetismus. Nachden Vorlesungen

von Bernhardt Riemann bearbeitet von Karl Hatterdorff; Hanno-
ver, 1876,



X

ee 1 or [(dx d.)o) (di/ d«/) <d~ dz/ﬂ.

Solent, comme plus haut, ¢ et ¢ deux particules
d’électricité supposées concentrées chacune en un point;
@, Y, z et &', y', 5" leurs coordonnées rectangulaires
au temps 7; la composante suivant l'axe des x de
la force qui s’exerce sur e est, suivant Riemann (p. 327),
exprimée par :

d I‘g (dx . dx')
ee or + e¢ " \r\dt " di
¢ dx c? dt

@ 7 ox \df T dl ac — dt dt — at) |’
et les composantes suivant les autres axes sont données
par des expressions analogues. *

Nous allons encore déterminer, au moyen de cette
équation, laction quun courant galvanique fermé
exerce sur une unité d'électricité au repos. Posons

done :

. dx__dy__dz_
e=let m="0 —=—=0

En outre, pour déterminer dabord laction exercée
par I'électricité positive en mouvement dans I'élément
du conducteur ds', remplacons ¢’ par 'ds’. L’expression
précédente deviendra :

A1 d(;ﬁ)
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.\ \ ds'\?
La derniere parenthése peut se remplacer par (%) ;

et, dans le second terme de l'expression, on peut consi-
dérer o' et » comme fonctions de ¢, et s' comme fonction

2al
de ¢; cela fait, on devra poser Cczl—; = 0, puisque le
courant est constant, et l'on aura :
%)
]Z'[[S'[iﬁf_l___y. ds' @ 2_}___1__1.071 (@2
Clrrdr & s ( di ) et o \dt) |

Partons d'abord de I'hypothése que, dans I'élément
du conducteur ds', une méme quantité d’électricité
négative circule, avec la méme vitesse, en sens
contraire ; pour trouver la composante, suivant l'axe
des iz, de la force exercée par cette quantité d’électricité
sur l'unité d'électricité au repos, nous n’aurons qu’'a
prendre lexpression précédente en signe contraire.
Les deux forces se détruiront done; et il en résulte que,
dans I'hypothése de deux électricités qui se meuvent
dans le conducteur, la loi de Riemann est d’accord
avec notre proposition expérimentale.

Partons au contraire de I'hypothése que I'électricité
négative qui se trouve dansI'édlément de conducteur ds'
est au repos : la composante, suivant laxe des &,
de I'action qu'elle exerce sur I'unité d’électricité au repos,
sera représentée par :

or -

R |
_]ldsﬁﬂ1

. . dx
et nous aurons, par suite, en représentant par e ds
S

la composante, suivant l'axe des z, de laction que



I'élément de courant ds' exerce sur l'unité d'électricité
au repos :

(?@)
dx L, D ds'ye 7 ds’ 1 or .
w% = (@) |~ tra| o

Si nous intégrons cette équation pour un courant fermé,
le premier terme du second membre donnera une valeur
nulle, et il viendra :

ou bhien :

- L L

On obtiendrait naturellement des expressions analogues
pour les composantes suivant les deux autres axes.
L'intégrale précédente n'est pas nulle, et ses coeffi-
cients différentiels ne le sont généralement pas non plus.
La loi de Riemann nous conduit donc au méme résultat
que celle de Weber, a savoir qu'un courant galvanique
fermé, de méme qu'un aimant, devrait exercer une action
analogue a l'influence électrostatique, sur tout corps
conducteur situé dans son voisinage. Et, comme ce
résultat est en contradiction avec notre proposition
expérimentale, nous pouvons dire également de la loi
de Riemann qu'elle est incompatible avec Chypothese
Pune seule électricité mobile dans un conducteur fize.

S 4.

Kdmissibilité de certaines présuppositions
lsrs de la détermination des forces.

Si maintenant nous voulons essayer de trouver
un autre principe fondamental, exempt de la contradic-
tion expérimentale ci-dessus mentionnée, nous devrons
d’abord nous convaincre s’il est admissible, et jusqu'a
quel point, de faire certaines présuppositions relative-
ment & la direction et 4 la grandeur des forces.

Weber a considéré comme évident en soi que
les forces qu'exercent l'un sur lautre deux parties
d’électricité supposées concenirées en des points,
ne peuvent consister qu'en des attractions ou des répul-
sions réciproques; qu’elles sont donc égales et opposées
et quelles doivent agir dans la direction de la ligne
de jonction des deux points. Sous ce rapport, je dois
revenir sur ce que jai dit déja, au § 1 du chapitre
précédent, au sujet des forces exercées par deux éléments
de courants l'un sur l'autrs.

SiNewton a considéré, sans entrer dans plus de détails,
les forces que deux points matériels exercent I'un sur
l'autre indépendamment du mouvement quwils peuvent
avoir comme étant une attraction mutuelle, et si l'on
admet de méme, que les forces quexercent l'une sur
l'autre deux particules d’électricité au repos ne pouvent



consister qu'en une attraction ou répulsion réciproque,
cela est parfaitement justifié ; car on ne peut certaine-
ment attribuer & deux points au repos aucune force,
qui s'écarte latéralement de la ligne de jonction,
puisqu’il ne se présente aucune circonstance qui distingue
une direction latérale d’une autre. Mais lorsqu’il s’agit,
au contraire, des forces que deux particules d’électricité
exercent I'une sur l'autre & cause de leurs mouvements,
il en est tout autrement. En effet, dans ce cas, outre
la ligne de jonction des particules, il existe d’autres
directions prédominantes, notamment les deux directions
des mouvements des particules, et l'on peut trés bien
concevoir que ces directions exercent une influence sur
les directions des forces. Si Newton avait dd poser
une loi pour de telles forces qui sont causées par
les mouvements des points, il n'aurait pas certes admis

& priori, vu la précaution avec laquelle il évitait

des hypothéses non justifiées, que les forces doivent
avoir une direction déterminée indépendante des direc-
tions des mouvements.

Je ne puis, par suite, reconnaitre comme un avantage
lasimplicité qu'asous ce rapport laloi de force de Weber,
parce que cette simplicité ne correspond pas & la nature
de la chose, mais a é1é introduite arbitrairement par
une supposition étrangere 4 la question.

Aussi Riemann, en recherchant sa loi de force,
ne s'est-il pas astreint 4 la condition que les directions
des forces étaient celles de la ligne de jonction des
deux points. Mais il a pourtant maintenu cette autre
condition que les deux forces quexercent les deux points
I'un sur lautre, sont égales et opposées. Parla, il arrive
a ceci, que les deux forces ont une résultante nulle
si on les suppose transportées en un méme point d’appli-
cation, ce qui concorde avec la maniére de se comporter
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des forces que l'on considérait habituellement autrefois,
lesquelles sont indépendantes du mouvement. Mais je
crois qu'on ne gagne pas grand chose par la, car, siles
deux forces mne donnent pas aussi une résultante
agissant suivant une direction déterminée, elles donnent
pourtant un moment de rotation, ce qui constitue un écart
essentiel avec la maniére dont se comportent les forces
indépendantes du mouvement. Si cependant un tel écart
essentiel peut étre admis sous un certain rapport, iln’y a
aucune raison, d’aprés ma maniére de voir, pour
considérer comme impossible I'écart correspondant sous
un autre rapport.

Cest pourquoi dans la suite nous ne ferons tout
d’abord aucune hypothése sur la direction et la grandeur
des forces que deux particules d’électricité en mouve-
ment exercent l'une sur Tautre; nous essalerons
seulement de parvenir & la détermination des forces
par un raisonnement basé sur des faits expérimentaux.

un
ot

Expressions des composantes de la force dans un sysiéme
particulier de coordonnées.

Conformément & I'hypothése que cette force dépend
de la position mutuelle des particules, ainsi que des
conditions de mouvement déterminées par les compo-
santes de leur vitesse et de leur accélération, formons,
pour chacune des trois composantes suivant les axes,



une expression générale qui dépende des coordonnées
relatives de I'une des particules par rapport a l'autre,
et des coefficients différentiels du premier et du second
ordre, par rapport au temps, des coordonnées des
deux particules. Nous ferons entrer provisoirement
dans cette expression tous les termes possibles jusqu'au
second ordre inclusivement, en entendant par la tous
ceux qui proviennent d'une double différentiation par
rapport au temps, et qui renferment comme facteurs,
ou un coefficient dffférentiel du second ordre, ou deux
coefficients différentiels du premier ordre.-

Choisissons un systéme particulier de coordonnées.
Soit prise, pour l'un des axes, la droite qui unit les
deux points ou se trouvent les particules d'électricité

au temps ¢, comptée comme positive dans le sens de ¢
vers e. Solent [ et ['les coordonnées, suivant cet axe,

des deux particules Les deux autres axes peuvent étre
pris arbitrairement, pourvu quils soient perpendi-
culaires entre eux et au premier. Si l'on représente
par m, n, m', n' les coordonnées des deux particules
suivant ces axes, on devra poser, au temps ¢,

M= = m = n = .

Daprés cela, les coordonnées relatives, suivant
ces deux axes, m — m' et » — »', sont aussi nulles
au temps f¢, et l'ordonnée relative suivant la premiére
direction, { — ', a seule une valeur assignable, qui
est égale 4 la distance mutuelle des deux particules,
et peut étre, par suite, représentée par », conformément
a la notation précédente. Il résulte de la que, dans
ce systéme de coordonnées, les fonctions des coordonnées
relatives, qui entrent dans les expressions des compo-
santes de la force, ne peuvent étre fonctions que de s-.
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Ce systéme de coordonnées offre encore Iavantage
d’autres simplifications; on voit immédiatement, en effet,
parla maniére dontles coefficients différentiels entreront
dans les termes de l'expression, que certains termes
ne peuvent avoir aucune influence sur la .composante
cherchée, et que certains couples de termes doivent avoir
une influence égale.

Commencons par chercher la composante suivant 'axe
des /; représentons-la par Lee' et formons I'expression
qui détermine la quantité L.

Cette expression doit d’abord renfermer un terme
qui est indépendant des mouvements des particules,
et qui représente la force électrostatique. Ce terme est

. o1
parfaitement connu: c’est ol

Parmi les autres, considérons d'abord ceux qui ne
renferment que des coefficients différentiels des coor-
données de la particule e.

Ceux qui ne renferment quun seul coefficient
différentiel du premier ordre seront en général
de la forme :

dl ,dm . dn
CTZ b A- 7‘,[6_ kl A ,‘% k)

A
ou A, A’, A" représentent des fonctions de #; mais,
relativementaux deux derniers, nous poavons tirer immé-

diatement 'une des conclusions annoncées plus haut :
dm . dm

car le terme A’ T change de signe avec T Or, la

direction positive de I'axe des m se comporte, relative-

ment & un point situé sur l'axe des [, absolument

de la méme maniére que la direction négative ;

et, par suite, dans le cas actuel, ou les deux points

se trouvent sur l'axe des [, il n'y a pas de raison
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pour qu'un mouvement dans un sens ait pour consé-
quence suivant laxe des {, une autre force quun
mouvement dans l'autre sens. IVaprés cela, ce terme
doit disparaitre de l'expression, ¢’est-a-dire quon doit
avoir A’ = 0. On peut conclure de méme que A= 0.

Des trois termes précédents, il ne reste donc que A e
La méme chose peut se dire des trois termes :

dzl dbn d*n

"

Y

A

dont les deux derniers doivent -aussi disparaitre,
de sorte que le premier reste seul.

Enfin, en ce qui concerne les termes qui renferment
comme facteurs les produits de deux coeflicients
différentiels du premier ordre, égaux ou inégauc,
et dans lesquels entre par conséquent l'un des carrés
ou des produits suivants :

(), (L) (), ddn dm dn
%) ’ (W ’ (dt T4t di dt di’ odt di’

on peut appliquer aux termes qui renferment les trois

derniers produits ce qui vient d'étre dit. En effet,

. . dm dn .
ces produits changent de signe avec T et T tandis
que, dans la direction des m ou dans celle des n,
le cOté négatif se comporte, vis-a-vis des deux autres
axes, absolument de la méme maniére que le cdoté
positif. Des termes qui contiendraient ces produits ne
peuventdonc pasentrer dansl'expression. De plus, comme

~la position gécmétrique des axes des m et des n est
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la méme, relativement 3 I'axe des f, les carrés (dm)2

dn \2 .
et (—% ) doivent avoir le méme coefficient. Les termes

considérés donneront donc une somme de la forme

() [ + (@]

que nous transformerons en :

() [ + () + ()

A, remplagant la différence A7, — A,. Mais, si nous
’ LI - e ) ’
désignons par v la vitesse de la particule e,” nous

aurons :
LAY dm\? dn 2-
@) + (%) + () =
de sorte que la somme précédente pourra s'écrire :

ar\:
A, (072) 4 A 0

Si nous composons ensemble tous les termes qui
ne renfeljment que des coefficients différentiels des
coordonnées de la particule e, et que nous en représen-

tions la somme par L, il viendra :

dl Azl /AT |
L =AZ= ity 2
. 7 + A, B + A, (32) 4 A0t (8)

De méme, nous pourrons écrire, si nous désignons

par L, la somme des termes qui ne renferment que

22
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des coefficients différentiels des coordonnées de la
particule ¢,

ar & drye |
L= &, O A S A (Zﬁ) +A0n (9)

Il reste encore & considérer les termes qui renferment
un produit de coefficients différentiels des coordonnées
des deux particules, clest-a-dire un des produits
suivants :

dl di

© dm dm' dn dn
dt di’ dt

dt’ dtdt’

dl dm' dl dm dl dn’ @@_@_ Elﬂflni Cﬁﬁ'ﬂlﬁ
i df’ df df’ di de’ didi’ dt dt’ odi dt

Mais, de cette circonstance que les six dernier's
i dm dm dn dn

produits changent de signe avec Al el T
on peut de nouveau conclure, comme plus haut,
que les termes affectés de ces produits ne peuvent pas
entrer dans lexpression des composantes de la force.
Cette méme conclusion n’est pas applicable au deuxiéme
ni au troisiéme produit, quoique le changement de signe
y ait lien également ; car, quand le coefficient différen-

1iel %1% change de signe, et que, par suite, la particule e

change de direction dans son mouvement estime suiva.nt
I'axe m, le nouveau mouvement se comporte a la vérité
de 1a méme maniére que l'ancien, relativement & l'axe /,
mais il se comporte autrement relativement au mouve-

ment de la particule ¢, estimé suivant l'axe m et
!

_ exprimé par %;% Si ces deux mouvements avaient lieu

d’abord dans le méme sens, ils ont lieu maintenant

S
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en sens contraires, et vice versa. Il n'est done pas
nécessaire que les coefficients de ces deux produits
solent nuls, mais il faut quils soient égaux entre eux,
puisque les directions 7 et » ont la méme position
géométrique par rapport & I'axe /.

Si nous appelons L, la somme des termes qui renfer-
ment des coefficients différentiels des coordonnées

des deux particules, il résulte de ce qui précéde que
NOUS aurons :

g ara dm dm' | dn dn’
L=tig g+ (T T+ T )

Nous allons procéder 4 la transformation de cette
expression d'une maniére analogue & eelle dont nous
avons déja fait usage. Nous écrirons :

dl dl dl dl'  dm dwm' = dndn
L J— - e s - -
s = 4s dt dt+A9(dt dt+ dat di +a’t7737>’

en posant A au lieu de A’y — A,. Or, si¢ désigne I'angle
des directions des deux particules e et ¢, on a:

_cgl_ gl_ dm dm' dn dn’ ,
dt di T dE df U i daf — PYeoss

et 'équation précédente s'écrira, par suite :

dl ar
Ly = Ay =7 27 -+ Ag00 cos s (10)

Nous venons de déterminer les différents groupes
de termes dont la somme forme la quantité tout entiére
L, qui a pour expression :

1
L=5+L +1L, + L. (1)
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Nous pourrons traiter d’'une maniére analogue les
composantes de la force suivant les axes m et #n,
composantes que nous représenterons par Mee' et Nee';
il n'est pas nécessaire que nous entrions de nouveau
dans le détail du procéds, et il suffira d'écrire simplement
les systémes d'équations qui servent & la détermination
de M et N. Ces systémes sont :

am drm dl dm
My =B + B 55+ By g
dam’ 2 al’ dm’
M, =B, Tgr T B e B g O
(12)
dl dm' dai’ dm
M= Bs g7 g B g ar
M =M, + M, + M, ;
. Lan dn dl dn \
Ne=B g+ v B
, an am' ar dn’
No =B 7 + 8 + B 1 .
: (13)
di dn' dal' dn
No =B T T B

N=N, + N, + N,.
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g 6.

Expressions des composantes de la force
dans un systéme quelcongue de coordonnées.

Ayant exprimé les trois composantes de la force dans
un systéme particulier de coordonnées, il nous sera
facile de les exprimer dans un systéme quelconque.

Considérons un systéme d’axes rectangulaires, dans
lequel les deux particules d’électricité ont les coordon-
nées x, v, 5 et &, y', 2'. Représentons par Xee, Yee/,
Zee' les composantes, suivant les axes, de laction que
la particule ¢ exerce sur la particule e; il sagit
de déterminer les quantités X, Y, Z. -

Pour exprimer X, désignons par (lx), (ma), (nx)
les angles que l'axe des w fait avec les axes primitifs .
des I, m, el n; nous aurons :

X = Lcos(lz) + M cos (mx) + N cos (nz). (14)

Mais on peut aussi exprimer les différentes parties
constituantes de X, au moyen des parties correspon-
dantes de L, M et N. Sil'on représente par X, la somme
des termes de X, qui ne renferment que des coeflicients
différentiels des coordonnées de e; par X, la somme
de ceux qui ne renferment que des coefficients diffé-
rentiels des coordonnées de €' ; par X, la somme de ceux
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qui renferment des produits des coefficients différentiels
des coordonnées des deux particules, X, sera donné
par 'équation :

X, = L, cos (lz) 4- M, cos (ma) + N, cos (nx), (15)

et I'on aura des équations analogues pour X, et X,.
Si l'on remplace, dans l'équation précédente, L,

M, et N, par leurs valeurs données dans (8), (12) et (13)

et si lon tient compte, dans l'addition, des relations :

dl am a
77 €08 (lo) 4 (W) cos (mx) -+ a’—;i cos (nx) = %,
. ' (16)
TF ©08 (l) + dt’ * cos () + dt” cos (nw) == (é—g,
il viendra :
_n o a2 dl dx \
A R T a
A dl a2l
+le-Bm e —Bg
+@-—B%ﬂf+Av !
2 T 2\ s ]Cos(x)
Nous substituerons & cos (Iz) sa valeur Z , en

multipliant par - tous les termes de la parenthése

carrée, et laissant @ — %' en facteur commun.

En outre, nous introduirons, au lieu des coefficients
différentiels de [, ceux de ». Nous avons déja dit plus
haut que la distance mutuelle, au temps ¢, des particules
e et ¢ est simplement représentée par la différence I—7,

st \dt
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parce qu'a cet instant les coordonnées-mn, n, m/' et n' sont
nulles. Mais, pour différentier », on doit partir de
I'expression générale :

r=1 {—1IF+m—mp+n—np,

et ce nm'est quaprés la différentiation quon peut faire
m—m' = n—n =0. Il y a encore & observer,
relativement a cette différentiation, que les coordonnées
I, m et » ne varient que par le mouvement de la parti-
cule e; I', m', n' par celui de la particule ¢/, tandis que »
varie par le mouvement des deux particules. On pourra
distinguer les variations de » qui correspondent
4 ces deux mouvements particuliers, en regardant »
comme fonction des deux arcs des trajectoires s et s',
et ceux-ci mémes comme fonctions de #. Les différen-
tiations qui ne se rapportent quau mouvement de la
particule e pourront alors s'effectuer comme suit :

3y

ds 1 al n A / NG
T %[Z—l)dt+(772—7n)70l7+\n_71)705—¢:|’

t s aET T

R

+ = {(Z— Z)Z; —+ (7 —771)626,1—1— (n—n’)%].

s\ or dzs 17 \al y am N A

Posant, dans ces équations, m — m' = n—xn' =0,
I — ' =1, et, en méme temps :

ds\?

dt )]’

(47 + () + () -
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on obtiendra, pour les coefficients différentiels de I,
les expressions suivantes :

ﬂ_drds
dt — ds di’

al [ | 1 (or ds dr d*s
aﬁ—[ﬁgﬁ;(aﬂ ““Mm) T a9

Substituons ces expressions dans (17), en y remplacant

2

d .
¥® par (j;) pour l'uniformité, et désignons, pour

(18)

abréger, par C, C,, C,, C, les fonctions de » qui se
trouvent entre parentheses carrées dans cette équation,
celle-ci deviendra :

dx 0r da ds
=B+ B gm + By 7 a7

o +o o (F) al(g) ] e

1 ds dez

-+

+ C (x — ).

On obtiendra de méme :

dax' 07 dx' ds'
Xy =B, 77 +B 4di’ +B»ds A

+g '»g:fzsﬁ[c Froiay ( ) +6 ](ﬁ) 21)
+05%‘%%/x—x9. |
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Il reste encore & déierminer les quantités X, ;
on devra, pour cela, remplacer, dans 1'équation

X, = L, cos ({z) + M, cos (mx} 4+ N, cos (nx),

L,, M, et N,, par leurs valeurs (10), 12) et (13).
Mais si, dans l'addition, on a égard a la premiére
des équations (16), il viendra :

or da’ ar dw
%o =Ps g5 ar T ar ar

di di
+ [[A; —B; — B,) — TE af -+ A, oo’ cos ¢] cos ({x),

équation qui, conformément & ce qu’on a vu plus haut,
peut s’écrire :

0r dx' ds or dwx ds'
Xe=Bs 55 Zr a7 T By Wi @l
(22)
dr 0 ds ds'
+ (CS % o5 + O COSE) @ - 2) 57 T

Les quantités X, X,, X, étant connues, on ohtiendra
X par I'équation :
xr—

3

X = + X, + X, + X,. (23)

On pourra naturellement représenter de méme les
quantités Y et Z; on n'aura, pour cela, qu'a changer,
dans les équations précédentes, les quantités qui

se rapportent & l'axe des « en celles qui se rapportent
aux axes des y et des z, sans rien modifier a celles qui
se rapportent & ». '
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Il sagit actuellement de déterminer les fonctions
de 7, qui entrent dans les équations (20), (21) et (22),
et qui sont, jusqu’a présent, indéterminées.

7
I~

Détermination des fonctions qui entrent dans X,.

~ Pour déterminer, tout d’abord, partiellement les fonc-

tions qui entrent dans l'expression de X,, nous ferons
usage de la proposition qui a déja été employée
dans les §§ 2 et 3, savoir : quun courant quelconque
fermé et constani dans un conducteur fiwe n’exerce
aucune force motrice sur U'électricité aw repos.

Pour &viter tout malentendu, il ne sera pas inutile
d'ajouter encore quelques commentaires & cette pro-
position.

Lorsque de Délectricité d'une espece, par exemple
de Iélectricité positive, est accumulée quelque part,
elle exerce par influence une action électrostatique sur
tout corps conducteur placé dans son voisinage, et elle
subit par suite la réaction de léleciricité accumulée
par influence sur le conducteur. Ce genre d’action
réciproque a naturellement lieu aussi entre le conduc-
teur d'un courant galvanique et I'électricité présente
considérée comme en repos. Mais cette action est
entiérement indépendante du courant qui circule dans
le conducteur, et c’est pourquoi elle ne doit pas étre
prise en considération.

|
|
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Ensuite, pendant quun courant parcourt un conduc-
teur, il se trouve, a la surface de ce dernier, une
certaine quantité d’électricité décomposée, d’ou provient
la force motrice qui agit sur I'électricité en mouvement
et qui est nécessaire pour surmonter la résistance
a la conductibilité. Cette électricité peut également
exercer une action sur la quantité délectricité pré-
sente considérée comme au repos ; mais nous pouvons
encore ici faire abstraction de cette force, car elle
n'a aucune relation avec la force que nous considérons,
et que I'électricité du couraut exerce & cause de son
mouvement, et elle peut étre séparée- de cette derniére
force, tant dans la théorie que dans lexpérience.
On peut notamment donner au conducteur du courant
galvanique une forme telle que les parties qui sont
le plus électriques positivement se trouvent trés voisines
de celles qui sont le plus électriques négativement ;
par exemple, on peut lui donner la forme d’'une spirale,
comprenant deux rangs de spires enroulées de telle sorte
que les spires du second rang reviennent du cété dont
partent celles du premier rang. Alors la plus grande
partie de la force exercée par lélectricité décomposée
disparait, tandis que celle qui est exercée par I'électricité
du courant demeure. En outre, il est 4 remarquer
que, dans un aimant, dont les courants moléculaires
peuvent, quant & la force quils exercent, étre soumis
4 la méme analyse que des courants galvaniques
fermés, cette électricité décomposée, qui fait mouvoir
I'électricité du courant dans le courant galvanique,
n'existe pas.

Par suite, nous pouvons faire complétement abstrac-
tion de ces actions secondaires, et mous limiter aux
actions exercées par le courant lui-méme.
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Imaginons donc, comme au §2, une unité d’électricité
positive au repos, au point @,y, %, et, au point #', y', &',
un élément de courant ds', qui se compose de la quantité

' ds' d’électricité positive en mouvement, et de la
- quantité — A’ ds' d’électricité négative en repos. Ces deux
quantités d’électricité exercent, sur T'unité d’éleciricité
au repos, des actions dont les composantes, suivant
I'axe des «, sont :

' !
rds' (00——;_3—%— + X, ) et — h’ds’g;—;;—x .

La somme de ces derniéres est la composante,
suivant le méme axe, de l'action exercée par I'élément
du courant sur l'unité d'électricité, composante que

nous représenterons, comme plus haut, par T ds'.
Nous aurons done I'équation :

0—% ds'= Ads' X,
Js :

expression dans laquelle nous devrons remplacer X,
par sa valeur (21). Mais en méme temps, nous ecrirons,
au lieu de

.C_Z.'/{/.: et —_Qx'
dt ar’

les expressions équivalentes

s dr & g\ @ a5 dE’

N 7

do' ds' - | dz ( ds' )2 da' drs’’

et nous pourrons faire

%
g
|
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2ol

d; — 0, a cause de I'hypothése

que le courant est constant. Nous obtiendrons ainsi :

dr o

9% o ds'

as’

a2’ dr da’ >
+ B, — = 24
[B4 75z T B g5 g5 =4

+ (Cj—f +o, (% )2“37) @ “”}(‘%W'/

Cette expression, intégrée pour un courant fermé
quelconque, doit donner ume valeur nulle, d'aprés
la proposition précédente. Mais, si lintégrale de I'ex-
pression compléte doit étre nulle, quelle que soit
I'intensité du éourant, il faut que les intégrales des

' 2

termes multipliés par CZZ;Z et par (@—1 solent nulles

7
séparément. Les expressions entre parentheses, qui
forment ces termes, doivent, d’aprés cela, étre exacte-
ment des coefficients différentiels par rapport & s', sans
quil soit nécessaire d’admettre une relation particuliére
entre » et o',

Pour que la premiére expression soit un coefficient
différentiel par rapport a &', il faut, comme on le voit
immédiatement & l'inspection de sa forme, qu'elle soit
égale 4 :

d . '
— 55 [Bs (@ — 25



X,
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et pour cela, il est-nécessaire que I'équation :

_ dB,
===

" soit vérifiée.

De méme, si T'on considére les termes de la seconde
expression qui renferment des coefficients différentiels
du deuxiéme ordre, on voit immédiatement qu'elle doit
&tre identiquement égale au coefficient différentiel

o ax or ]
s I_4ds+c w)%i',

et, pour que cette condition soit remplie, il faut que
les équations

dB
B5 dy,d 057

dc, 26
Co=" =
C, = /

se vérifient.

De cette maniére, les sept fonctions indéterminées
qui entrent dans I'équation (21) se réduisent & trois,
et cette équation peut s’écrire :

0[B, (x— )] ds' dax' _ ,ﬂ— /c_zl_s_’\“
B T dt+d [ sy T - ge |\ @

do’ dr | dzs
"‘[343%4'05(% )ds]czzfz‘
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§ 8.
Détermination des fonctions qui entrent dans X,.

Pour traiter la quantité X ,» lous pouvons faire usage
d’une proposition expérimentale analocrue ala précé-
dente, savoir : quune quantité d'électricité en repos
wexerce QUCUNE action Sur un courant quelconque
fermé et constant qui se meut dans un conducteur
en repos.

- Les éclaircissements que nous avons donnés sur la
proposition dont il a été fait usage au paragraphe
précédent sont également valables pour celle-ci.

Pour appliquer cette proposition, imaginons au point
2, y', 5, une unité d'électricité en repos, et au point
x, Yy, z un élément de courant ds, qui renferme la quan-
tité d’électricité en mouvement hids, et la quantité
@’électricité en repos — hds. Les composantes, suivant
laxe des x, des actions que ces deux électricités
subissent de la part de I'unité d'électricité au repos,.
sont

&’ ' x—
—}—Xl) et - hdsT.

hds ("”

Dapres cela, la composante de l'action que 1'élément
de courant subit de la part de I'unité d’électricité sera
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représentée par le produit AdsX,, dans lequel nous
aurons & remplacer X, par lexpression (20). Et si,
en méme temps, nous écrivons de nouveau, au lieu de
doe | d*z

%etwv

ds dt ds* \ di ds de’

]

et que nous posions a—‘; — 0, puisque le courant doit

étre constant, cette expression deviendra :

hds [B%—l—C(x—wﬁ% %%
B orde o2 o\ NIAY
1g§+ng3;+kgﬁ44xﬁg)+cqw~wQ(ﬁ)y

De 14 nous pouvons tirer des conclusions tout a fait
analogues 3 celle du paragraphe précédent. En effet,
i 'unité d’électricité ne doit exercer, sur le courant
tout entier, aucune action dirigée dans le sens de Taxe
des o, lintégrale de cette expression, étendue a tout
le courant, doit étre nulle, et I'on en conclut les équa-
tions suivantes, analogues aux équations (25) et (26) qui
précédent :

C=Zl—ﬂ;, 2=(%-+Cn c, = %%, c, =0. (28

En outre, on peut tirer dautres conclusions dans
le cas actuel. La proposition, en effet, ne dit pas
seulement que l'unité d’électricité ne tend a mouvoir
le courant dans aucune direction, mais encore quelle
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ne tend a le faire tourner autour d’aucun axe, et de 13
on peut encore déduire certaines équations. ’

Comme le choix de l'axe est arbitraire, nous pren-
drons pour celui-cila droite menée parle peint o, ¢/, 2/
paralléelement 4 l'axe-des z. Déterminons le rr,xonien’z
de rotation autour de cet axe. L’expression précédente
(%fz lla composante, suivant I'axe des @, de action que
Pélément de courant ds subit de la part de Il'unité

d’électricité, peut, en vertu des équati
b > ) { t
sous la forme - quations (28), se mettre

Jop
hds 2=
L ds 75’

Pétantune quantité déterminée par I'équation
. ds d ' 2
P— By — g 2 dx 2077 fds\®
ooz +[BEree—a L] (%) e

Dg mem’e on a, pour la composante de cette force
suivant I'axe des y, I'expression

0Q

hdsﬁ;’

dans laquelle Q est déterminé par I'équation

— s dy o
Q=B Z/)C‘ﬁ-}—[BI%-f—CI@/—?/')é (g—‘;)z (30)

De lwa resulteZ pour le moment de cette force autour
de I'axe considérs, Iexpression : )

J
e [(x——m.) %——(y —y) %g} ds.
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Or, si I'unité d’électricité en repos ne tend pas a faire
tourner un courant fermé, I'intégrale de cette expression
doit &tre nulle pour tout courant ferme. Mais cette
expression peut s’écrire :

1o [lw—a)a—ly—y)P]ds—h (Q%—P%) ds,
et, comme le premier terme est une différentielle exacte,
qui donnera une valeur nulle par lintégration, il faut
que le second donne aussi une valeur nulle. Celui-ci,
siTon y remplace P et Q par leurs valeurs (29) et (30),
prend la forme :

W[io—a % — =) 5% 8% 1o, 2 (2) as,
ds ds at ds \dt

ot T'on voit immédiatement que cette expression n'est
pas une différentielle exacte, et que, par suite, son
intégrale ne peut étre nulle, pour tout courant fermé,
que si le second facteur entre parenthéses carrées
devient lui-méme nul; mais, pour quil en soit ainsi,
indépendamment de 'intensité du courant, il faut que:

B—0 et C, =0. (31)

Si on combine ces nouvelles équations avec celles
données sous le numéro (28), ces dernieres deviendront :

_ dB,

_ — — —_ '2
B, =71, C,=0, Co—0. (32

C=20,

De cette maniére, les sept fonctions indéterminées

qui entrent dans X, se réduisent & une seule, et I'équa-
tion (20) se transforme en

J /. dx ds\? dx ds
X, =35 &Bl—é_‘[g> (Zﬁ) + B gE (33)

Détermination des fonctions qui entrent dans X,.

’ Pour _déterminer les fonctions qui entrent dans
il ngressmn de X, nous considérerons l'action mutuglle
de I‘eepli)xs.couram’cs qui ont lieu dans des conducteurs
Soient, aux points @, ¥, 2 et &' y', 2/, deux éléments
d’e’ cou.r:ftnt ds. et ds', qui renferment les quantités
d’électricité en mouvement Ads et A'ds’, et les quantité
(}’éle.ctricité en repos — hds et — A'ds’. 7Pour détermi'nei
l'action que I'élément de courant ds' exerce sur I'élément
ds nOus avons a considérer les actions que la quantité
d’électricité hds subit de la part de A'ds' et de — A'ds'
gt celles que la quantité d'électricité — hds subi"c
eg-alement de la part de celles-ci. Les composantes
suivant l'axe des , de ces quatre forces, sont ,

' ’ (U—_a?'
]zhdsds( = +X1+X2—]—X3>,

/ " x—x i
_/z/adsds( 3 _}_Xl),
— mdsas (222 +X.).
i dsds =

8
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Leur somme donne, pour la composante, suivant

e A 7 ” i

I'axe des x, de laction que l'élément de courant ds
exerce sur 'élément ds, le produit

Al dsds'X,

dans lequel X, doit étre remplacé par sa valeur (22).

Mais auparavant, nous donnerons & cette derniére
une forme plus commode pour I'intégration. Nous pou-
vons remplacer la quantité cos s, qui y entre, par
un coefficient différentiel. De I'égalité :

= — &P+ —yP -+ —P

on tire, en effet, par une double différentiation ;

ds ds’ ds as T ds ds

02(r?) ~(\% dof/ | dy dy’ | ds dz’)a (34)

et, comme lexpression entre parenthéses nest autre
" que cos g, il vient : .

P
0s0

Sal—

(35)

[N

cosc = —

©«

Si nous remplacons cog & par cette valeur, et, en méme
o 90 da ds t C—lﬁ d_s' comme dans
A el Tl A i T .

les paragraphes précédénts, I’équation (22) s'écrira :

temps,

ds ds' [B or dx' dr dx

Xe=G ai %0 a5 7 Vo5 ds
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1l s'agit d’en faire disparaitre le produit Cj (;—78 %

Dans ce but, introduisons une fonction de #, liée a G,
par la relation :

E=/7"dr/%dr;

il eh résulte :

1dE _ /Gy d (1dE\ _
M?"./?‘“ et ”’W<;d7)~cs-

Si nous différentions cette fonction E par rapport &
s et ', nous pourrons donner a ses coefficients diffé-
rentiels les formes suivantes :

ds  dr ds 2 dr ods

I

B 1 dE Y | 1 d (1dE\ dr 0(r?)
dsos  2r dr dsds' ' 2 dr (r d_7> ds' 0ds

1 dE 629 & dr
2 dr 0s0s' + G ds 95’

et nous obtiendrons par 14 :

or Or 1 dE 02 0

CSB_S ds T 2 dr dsds' ' Osos

Si I'on substitue cette valeur de C, %%dans léqua-~
tion (36), et que Yon dénote, pour abréger, par E,

Pexpression :

1dE
o (Cg + 5 dr,) ’
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> dt de
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il viendra :
ds ds' -, 07 dx' or do 02(r?) B "
7 a [Bes a5+ B s ds + (2. 5o ) (o] -6

En outre, on peut poser :

08 5 — a2 — 2 [E(x — o) +0E dx' 0B dx
9s0s' ds0s' ds ds'  0s ds’

et si I'on écrit, pour abréger :

dE dE
B6+a7_,.=E27 B7—%=E31
I'équation (37) deviendra :
ds dsi |, 0% (72) or da or dx = 0*[E(x — )]
Ww— T oray T By Gy T Pegy ds T osos - (38)

Nous aurons & multiplier 'expression ainsi transformée
de X, par hA'dsds’, pour obtenir la composante,
suivant Taxe des «, de laction que l'élément de
courant ds' exerce sur I'élément ds.

Si, pour obtenir la composante, suivant cet axe,
de T'action que le courant s' tout entier, supposé ferme,
exerce sur ds, on effectue l'intégration par rapport a s,
il se présentera quelques simplifications. Le dernier
terme de l'expression précédente est, en effet, un coeffi-
cient différentiel par rapport 4 ', T'avant-dernier

renferme le facteur%—g, indépendant de s', et qui peut

étre regardé comme constant dans lintégration, et son

autre facteur E est de nouveau un coefficient diffé-

3 d 1
rentiel par rapport 4 s'. Ces deux termes donnent donc
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une valeur nulle, lorsqu’on intégre relativement 4 un
circuit fermé, et il reste :

ds ds' 0( 03 () or dz’
1 —_
s [ Xds' =t g Gras f [y o—) goi0 + B 0 ds' 39

Si 'on intégre encore cette expression par rapport

a s, on aura la force avec laquelle le courant s’ tend a

- écarter le courantstoutentier dans le sens del'axedesz.
Cette intégration fait de nouveau disparaitre un terme
dans le cas ou le courant s est aussi fermé. Dans

le terme E, or dx, , le facteur ——- est, en effet, indé-
ds ds cZ

pendant de s, et l'autre facteur E, % , étant un coeffi-

cient différentiel exact par rapport & s, donne un
résultat nul, par l'intégration. On a done :

hh//‘}x dsds = hh' Z??t/fE

Nous pouvons comparer ce résultat avec une
conséquence parfaitement établie de la théorie ’Ampére,
puisque cette théorie peut étre considérée comme
tout & fait irréprochable, en tant qu'elle se rapporte
aux actions exercées par des courants fermés les uns
sur les autres. Or, d’aprés cette théorie, la force avec
laquelle un courant fermé s tend & mouvoir un autre
courant fermé s, dans le sens de I'axe des z, est donnée
par l'expression :

i) 2

( ) - dsds’. (40)

- cos: dsds’,
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dans laquelle ¢ et ¢ sont les intensités des deux
courants, et £ une constante. Si T'on remplace, dans

’

ds
cette expression, ¢ et ¢ par /a T et R ar et cos e par

— ; 3 (- = ),, conformément a l'identité (35), elle prendra
la forme :
,ds ds’ d2(r2) ,
L7 dtf/‘)7"3 “) G55 B8

et, en la comparant avec 'expression (40), on voit qu’il
faut que :

k

E =53 (41)

Pour déterminer encore l'autre fonction E,, qui entre
dans (39), nous ferons usage de cette proposition, bien
établie par lexpérience, quun courant galvanique
fermé et constant, qui a liew dans un conducteur
en repos, ne tend pas & modifier, en intensité, un autre
courant galvanique fermé qui a liew dans un conduc-
teur en repos.

L’expression (39), qui, aprés la substitution de la
valeur trouvée pour E,, s'écrit :

,ds das' ') 02(r?) or dx' ,
hl%?ﬁd / T 28 dsds_*_Ez%W} ds',

représente, d'aprés ce que nous avons vu, la composante,
- suivant Uaxe des «, de l'action que le courant fermé s’
exerce sur l'élément de courant ds, clest-a-dire sur
les deux quantités délectricité hds et — Ads qui
se trouvent!dans l'élément de conducteur ds. Or,
la quantité? d'électricité négative — Ads est en repos ;
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et, d’aprés la proposition dontil a été fait usage au §6,
le courant galvanique fermé ne peut exercer aucune
action sur I'électricité en repos. D’aprés cela, l'expres-
sion précédente peut aussi s’entendre en ce sens qu’elle
représente la composante, suivant laxe des ux,
de l'action que le courant fermé s’ exerce sur la quan-
tité  délectricité positive hds qui se trouve dans
lélément de conducteur ds.

Pour pouvoir représenter également, d'une maniére
commode, la composante de cette force qui est dirigée
suivant I'élément ds, et qui tend, par suite, 4 augmenter
l'intensité du courant, nous donnerons une forme un peu
différente 4 notre expression. De I'égalité :

rr=@—2f 4 Y=y P+ )

on tire :
J(ry 5 (o ,
e =2{x—ua) 2
) (42)
e dv |
dpds’ T ds |

Eliminant z — o’ et 5 de I'expression précédente,
. L. 0 (r?
au moyen de ces relations, et en écrivant 5 —0%——)- au

lieu de % » cette expression devient :

IS g [ (R B I iy
2 %Ed/ 9w Geoy — 7 As dnd) %

Pour obtenir maintenant, au lieu de la composante
de la force suivant l'axe arbitraire des @, la composante



— 362 —

dirigée suivant l'élément ds, il suffira de remplacer
lescoefficients différentiels relatifs & «parlescoefficients
correspondants relatifs a s, et 'on aura :

o

ds ds' k o) ERO(rR) 0*(rd)
7 s _______ I S A S A A
” dt dt ds / 73 03 ds 0s' 7 08 dsds]ds'

ou, plus simplement :

a

dsds . ko B\ 0 T .
”mmdsf(?s—;)w[—o;] ds.

Cette expression représente la force qui agit, en
un élément ds, dans le sens de laccroissement
de lintensité du courant. Pour que celle-ci reste
constante, il faut que lintégrale de cette expression,
étendue & tout le circuit fermé s, soit nulle. L’intégrale
relative & s',

EOEN O 00,
SE-2) 5 BT e

qui- entre déja dans Vexpression, et qui multiplie
I'élément ds, doit donc, ou bien étre un coeflicient
différentiel exact par rapport & s, ou bien étre nulle.
Et, comme la premiére de ces conditions ne peut étre
remplie par aucune forme de la fonction E, de r,
on devra déterminer cette derniére de telle sorte que
I'intégrale soit nulle, ce qui exige qu'on ait :

¢ désignant une constante; car ce nest qua cette
condition que la quantité sous le signe intégral

R
" 273 Jsds’
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est une différentielle exacte, et que lintégrale peut,

par suite, étre nulle pour tout circuit fermé.
De cette relation, il résulie

E?.: g_cr;

k
72
mais, comme le terme — ¢r donnerait, dans I'expres-
sion de X,, un terme qui croitrait en méme temps
que 7, et quun pareil terme ne peut entrer dans
I'expression de la composante de la force, la constante ¢

dloit étre nulle, et I'on obtient ainsi.pour E, l'expres-
sion :

E, = (43)

Des quatre fonctions indéterminées de », qui entraient
dans lexpression (38) de X,, il y en a donc deux qui
sont déterminées ; et, si on lesremplace par leurs valeurs
(38), cette expression devient :

__,x’) 02 (7,42)

k or dx’ or do

-+

k or do’ or du P{E(x—z] ) ds ds’
7% 08 ds »+ 295 ds 0s 0s' dt dt -

(44)



— 364 —

10.

un

Application des lois relatives a I'induction.

Jusquwa présent, nous n'avons considéré que des
courants constants dans des conducteurs au repos;
nous allons maintenant laisser de c6té la restriction
relative a la constance du courant, et supposer,en outre,
que le conducteur sest en mouvement.Pour plus de sim-
plicité, nous supposerons toutefois que le conducteur
ne change pas de forme, et quil se meut seulement
parallelement & lui-méme, de sorte que tous ses éléments
parcourent, pendant I'élément de temps df, un méme
élément de chemin de dans une méme direction.

~ Dans ce cas, chaque particule d’électricité positive,
qui se trouve dans le conducteur s, est animée a la fois
de deux mouvements, celui qu'elle a dans le conducteur,

et dont la vitesse est @ et celui du conducteur lui-

di’

. - da , .
méme, dont la vitesse est 7 Il s’ensuit que les coeffi-
cients différentiels, par rapport au temps, qui sont
relatifs au mouvement de cette particule d’électricité,
doivent maintenant étre exprimés autrement qne nous
ne lavons fait plus haut. Au lieu dune expression

de la forme

ds dt’
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dans laquelle U désigne une quantité qui dépend
de la position de la particule d’électricité, nous aurons
a poser

o ds o ds
os dt ds dt’

et, au lieu d'une expression de la forme

0 oUu ds\?2 oU d3s
0% E) 75

dans laquelle V désigne une seconde quantité qui
dépend de la position de la particule d’électricité, nous
devrons poser :

BT[R50 )5S

0J oU\ da\? oU dss U d?c
(VNG VR R

Si nous cherchons & déterminer la composante,
suivant l'axe des #, de I'action que la particule d’élec-
tricité positive 2'ds', qui se trouve en ds’, exerce
sur la particule d’électricité positive Ads, qui se trouve
en ds, nous aurons & former, comme plus haut, pour
exprimer cette composante, I'expression générale :

73

widsds (P2F 4+ %, 4 X, + X}

dans laquelle X, , X, et X, devront étre remplacés par
les expressions (33), (27) et (44), aprés que nous y aurons



— 3606 —

fait les modifications que mnous venons d’indiquer,
ce qui donnera :

J (n 9wy (ds\® 'd( Qiu) g( doc) ds ds |
Xl:a‘s(BIEE)(oﬁ) +{_E§? Bios) Tos\Bioaz) @ we

) [ ow ou dis | 0w dis
+3 (B 97 )(dt)+ 195 ar T P gs ae

7

0B, (@ —x"] ds’ _d_ dx or | (ds
Xem == W Tas| Bias TG ”)a <a’l)

! 07/.
+[B 20+ 0y lo—a) L ]dﬁ 5
{ Blo—a) *®) &k or C_ZQ or d_ﬂ_s
X T 7T 27 dsos T 2 9s ds + B ds' ds

4 PE@—2) } ds ds ;k(x—wv o) | ko dotd

dsos' dé dt 278 gogs’ | 7?05 ds
or dx | O*[E{x— x"] E do ds
T By oe T osds | @ i’

Si nous cherchons, en outre, & déterminer la compo-
sante, suivant l'axe des x, de laction que la particule
d’électricité négative — 7'ds’, qui se trouve en ds',
exerce sur la particule d’électricité positive Ads, qui
se trouve en ds, nous n'aurons qu'a remplacer, dans
Texpression précédente, A'ds' par — h'ds', et & faire

!

en outre CZ;—SZ = 0, puisque l'électricité négative qui se
trouve en ds' est en repos. On trouvera ainsi X, =0
et X, = 0, tandis que X, ne changera pas.

(45)
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L'expression de cette composante se réduit donc a -

— W dsds (‘”;‘” + Xl) .

De 1a résulte 'expression suivante de la composante,

- suivant I'axe des «, de I'action que la quantité d’électri-

cité positive Zds, qui se trouve en ds, subit de la part
del'¢lément de courant ds', c'est-a-dire des deux quantités
d’électricité 2'ds' et — 7'ds' 3 la fois :

hh'dsds (X, + X,).

Si I'on intégre cette expression par rapport a s,
on aura la composante, suivant I'axe des z, de l'action
que la quantité d’électricité positive A ds, qui se trouve
en ds, subit de la part du courant s’ tout entier ;
et, si nous représentons cette composante par £ids,
nous aurons l'égalité :

£ = /z’/(x2 + X,) ds’, (48)

dans laquelle on devra substituer & X, et X, leurs
expressions (46) et (47). Si l'on effectue lintégration,
tous les termes de ces expressions, qui ont la forme
de coefficients différentiels par rapporta ds’, donneront
zéro, et pourront étre supprimés ; on aura ainsi :

! or
f_hdﬂ/[‘*d + C, (w— x)d :‘ds

,ds ds' plo—a %) | 1 dr do'

R [ 2% 9s0s 7 05 d5 }d (49)
e ds” ple—a 0% (Y 1 or do

+ kR dt dt [ 278 dods 0z dS’J ds'
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" On peut transformer cette égalité au moyen des
équations

, or o dx__ o)
PO =TG5 % ds T dwos’

données au paragraphe précédent; elle devient alors

1, ds 0% (r?) Jr d(#?) ds'
3‘=‘5]l?i_t?/[_Bl mas T % Js'] §
1 1
05 22000 07 5
1 ds ds' 7 02(r?) 7 02 (s )1 s’
+2k/7 dt dtj{_% Js s’ + 95 Jzas | ¥ (50)
1 1

d - o d o 2 [1n2
, da ds' ( r 0%(r? T 0 (T)‘l ds'.
+5 P G G f | =0z do05 T 95 dwos 1"

Pour déduire de cette expression, relative a la direc-
tion «,'expression correspondante relative ala direction
de I'élément ds, nous n’aurons de nouvean qua changer
les coefficients différentiels relatifs a « en ceux
relatifs & s. Alors les deux termes qui figurent dans
la seconde intégrale se détruisent, et nous obtenons,
en désignantpar A ds lacomposante, suivantla direction
de I'élément ds, de I'action que la quantité d’électricité
hds subit de la part du courant ', I'égalité

1, des 92(r2) or 0 ‘*)}
& =3h dﬁ/[_B" 1 oc, ds'

0sos 50s 0s

. 1)
i ds’f[ 97 o + fz 02(7”2)} s
+:‘2”E¥ di) " 9s doos " e dsos ’

e B
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Le produit &ds est ce quon appelle la force électro-
motrice induite dans Uélément de conducteur ds, et,
par suite, lintégrale / ®ds est la force électromotrice
induite dans le courant s tout entier. '

- L'intégration, effectuée par rapport a s, fait de

nouveau disparaitre un terme. Considérons en effet
I'intégrale double :

7 02(r?) '
ffds do-dsd s ds

il est & remarquer que la quantité

deos de ds

22 () (ax dw | oy dy | 03 dx
do ds’ do ds’ do ds')

qui peut sécrire — 2 cos (os’), (os') désignant l'angle
compris entre I'élément de chemin do, parcouru par ds,
et l'élément de courant ds', est indépendante de s,
puisque le conducteur s se meut tout entier paralléle-
ment & lui-méme, et que tous ses éléments se meuvent,
par suite, dans la méme direction. On peut donc écrire
Pintégrale précédente sous la forme :

dl

o {
J s 5 7 ds.

L’'intégration relative 4 s g'effectue ici immédiatement,
et donne un résultat nul pour un courant fermé.

24
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Considérons maintenant l'autre intégrale double :

g 1
d— RS A
7 0272 .
ff()o‘ 0s0s' dsds ;

3

9% (r%) .
i i 1ffé iel ———, qui, en vertu
puisque le coefficient différentiel Jsos U
de Yéquation (35), est égal & 2 cose, ne VaI,‘.lle pz;s
pendant le mouvement du conducteur s, et quil est,

par suite, indépendant de ¢, nous pourrons poser :

1
(9;,‘ 0‘12(72) - 0 [l r)z(fz},
Oz 0sd3  d7 |7 0s0s

puisqu’en outre la quantité e, par rappc?rt a laquelle
la différentiation doit étre effectuée, est indépendante
des quantités s et s, par rapport auxquelles nous auronsj
A intégrer toute l'expression, nous Poqrrons eﬁ"}ect}tel
la différentiation en dehors du signe 1ptegral, et écrire,
au lieu de lintégrale double qui précéde:

2 / fl Q:K—), dsds’.
do 7 0508
Nous aurons done, pour déterminer la for'ce électro-
motrice induite dans le conducteur s, 'équation :

\

1,,,dsds 0 1 0%(r9) dsds'.
L )
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Nous allons maintenant appliquer & cette équation
la proposition suivante : si Ze conducteur sarréte dans
une position déterminée, dans le voisinage du conduc-
lewr s', et que Uindensité du courant croisse, dans ce
dernier, depuis zéro Jusqu'e une valewr déterminde,
ow bien si Uintensité du courant en s' a constamment
cette valeur, et que s s'en rapproche jusqi’é, cette méme
posttion, & partir dun point infiniment éloigné, dans
ces deux cas il se produit en s une dgale force
@ induction.

Pour déterminer la force d'induction qui se produit
pendant un certain temps, nous avons & multiplier
par df lexpression de la force électromotrice, et a
intégrer entre les limites de lintervalle de temps donné.
Dans le premier des deux cas énoncés plus haut on a

}7} = 0, de sorte que le second terme de Iexpression (52)

disparait ; dans le premier terme, lintégrale double
est indépendante du temps, et le coefficient différentie]
P

Vi qui entre comme facteur dans ce terme, doit seul
‘ o . o ds!

étre intégré par rapport & ¢, et donne T La force
d'induction qui se produit dans ce cas est done :

Ly as r 02 0rdpm ;
27 EZ//[—B.; gsos T 0 55 —OS—J dsds'.

s .
Dans le second cas on a TE = 0, de sorte que le premier
terme de l'expression disparait ; le second s'intégre

immédiatement par rapport a £, et donne :

1 . , ds’ 1 22(ry )
él"h %/f;md&'d&'
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Ces deux quantités devant etle égales, en vertu de
la proposition précédente, leur différence sera nulle,
et I'on aura, par suite :

{f([k—}—B:" (),—ng—:%(—?)dsds'=0. (53)

Le second terme de la parenthése carrée peut se
transformer comme suit :

ng: ds- r)s[ds /C d]

et, puisque le premier des termes du second membre
donne un résultat nul, lorsquon effectue lintégration
pour un circuit fermé, I'équation précédente devient :

/f[f_f.+34+fcsdr g—i%?,dsds'zo. (54)

Si cette équation doit se vérifier pour deux courants
fermés quelconques, l'expression qui y entre comme
facteur du coefficient différentiel du second ordre doit
atre constante ; nous pourrons donc écrire, a désignant
une constante :

k
;+B4—}—fcsdr=a; (55)

Et, si nous représentons par un seul signe l'intégrale,
diminuée de la constante a, en posant:

G #./Cs dr — a,

OB x—x))ds . 0 kdx' | 0[Glae—a 2
e .. ii&iﬂ“*)
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nous aurons :
E
B4== - (;: + G) s
56
@ (56)
5 T W

No_us avons ainsi ramené & une seule deux des
fonctions indéterminées qui entrent encore dans Yex-
pression de X, , et 'équation (27), qui sert & la détermi-
nation de cette quantité X,, deviendra :

IR R [ (o) e F)

F=(F o) By By ]2,

ou bien :

| rds s’ At
azs’

_Ede | Jl6@—u]
r aE

ds'
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11.

ur

Résumé des résultats obtenus.

Aprés avoir donné, au moyen des considérations
exposées dans les §§ 7 & 10, aux expressions de X,
X,, X;, les formes plus simples (33), (57) et (44), nous
les substituerons dans I'équation (23)

x—x

‘o
X = o

+ X + X, + X

Nous obtiendrons ainsi I'équation suivante, qui déter-
minera la composante, suivant I'axe des x, de l'action
qu’'ane particule d’électricité, qui parcourt le chemin ds’
pendant le temps df, exerce sur une autre particule,
qui parcourt le chemin ds pendant le méme temps :

r—a | 0 dy jdsy? de d’s  0[Bylw—ax)]ds
T (BENZ) "2 E e @

3\ _kdy | dlGl—ao)|(ds\: | _kdw
s | ?—d?—l_ s’ %(dt)—}—; rds T

k ordx’
720s ds’

0sds’

dr dax
535 ds

>

[w—a) )

T 218 dsds dsos’

F[E(w — ]| ds ds’
—osds |\ df df

0[G(x—a) | d?s’

ag

o (B iy
o5 \7 czs'> Z) T rds gE

9
os

X
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On peut effectuer quelques simplifications dans cette
expression. Sil'on tient compte de ce que ' ne dépend

que de s, tandis que » dépend de s et de s', on voit
quon peut écrire :

k dx' dts’ %
™ gs ds di

dt
de sorte que trois des termes précédents se raménent

a un seul. En outre, on peut écrire, pour les mémes
raisons :

d_a_7 as\? dx d3s a dax
(Bl ds) (%) B aE = (Ba?)

Et si I'on pose, pour abréger :

E@_@d?’_dh‘
305" dr s~ s’

et qu'on remplace B, et — B, par les signes plus simples
H et J, I'équation qui détermine X prendra la forme :

rx—ua
= +

73

0J (@ —ax)] ds' | 02[Gw—ax)] [ds'\2
Js' @t Js? (37)

0[G(x— 2] d2s' a do d (1da
%5 Efe‘+m(ﬂm>—ka‘z(mz)

N ; klz—a) 02(r)

i —

0F da

oF PE (@ —a))
273 gdsos + 0s' ds +

08 0s'

| dt di”

k or da’ ds’ ad (} dax’
7 di

__dB, or do ds ds’
dr 0s ds df dt

).

: (38)
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Dans la déduction de cette équation, outre I'hypothese
quil 0’y a quune seule électricité qui se meut dans
un conducteur fixe, nous n'avons appliqué que des pro-
positions relatives a l'action réciproque de deux courants
fermés l'un sur lautre ; et, comme ces propositions
peuvent étre considérées cornme parfaitement certaines,
il est permis d’affirmer que l'expression de X, donnée
dans cette équation, est la seule possible dans I'hypo-
thése d'une seule électricité mobile dans un conducteur
solide.

Il est encore & remarquer que cette formule est
admissible, non seulement dans le cas ou l'on suppose
que, dans le courant, il n’y a qu'une seule électricité
en mouvement, mais dans le cas méme ou I'on admet
que le courant galvanique consiste en deux courants,
I'un délectricité positive, I'autre d’électricité négative,
se mouvant en sens contraire, auquel cas ilest indifférent
que Ion considére ces deux courants comme égaux ou
comme inégaux en intensité.

Si l'on voulait ajouter, aux propositions dont il a été
fait usage ci-dessus, la condition que la loi suivant
laquelle la force dépend de la distance a une forme
unique, on pourrait déduire, de la seule comparaison
des termes qui renferment encore des fonctions indé-
terminées de », avec ceux dans lesquels les fonctions
sont déja déterminées, d’autres conséquences sur la
forme de ces fonctions ; on arriverait, par des considé-
rations de cette nature, 4 ce résultat que les fonctions

E, F, G et H doivent toutes avoir la forme % const.,

de sorte quau lieu de ces fonctions indéterminées il ne
resterait plus que des constantes indéterminées dans
expression de X. Mais nous éviterons, pour le moment,
de tirer des conséquences de cette sorte ; nous allons
plutét faire usage encore d’'une proposition générale.
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12.

un

Application du principe de la conservation de Iénergie.

Nous admettrons maintenant que les actions, que
deux particules d’électricité en mouvement exercent
T'une sur l'autre, satisfont, par elles-mémes, au principe
de la conservation de Iénergie; il faut, pour cela,
que le travail effectué par ces forces dans le mouvement
des particules, pendant 1'élément de temps d¢, puisse
se représenter par la différentielle d'une quantité qui
dépend des positions actuelles et de I'état de mouvement
des particules.

Afin de pouvoir déterminer ce travail, supposons
que T'on forme, & c6té de I'expression de X, les expres-
sions correspondantes de Y et de Z.; supposons de
méme formées les expressions des quantités X', Y', Z'
qui sont relatives a l'action que la particule e exerce
sur la particule €', ce qui n’exige que la permutation
des lettres accentuées et non accentuées. Au moyen
de ces expressions, formons la quantité :

; dx ,
ce (Xd +Za’t+X dt—l—Y’ +z'dt)dt

Pour que le principe de la conservation de I'énergie soit
vérifié, il faut que cette quantité soit une différentielle
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exacte, c'est-a-dire que la somme des six produits
entre parentheses soit le coefficient différentiel, par
rapport & ¢, d’une fonction des coordonnées et des
vitesses composantes des deux particules.
- Comme l'expression (58) de X est un peu longue,
nous allons en considérer les termes, soit isolément,
soit par petits groupes, afin de voir de quelle maniére
la somme des six produits en est formée.
Le premier terme est :

et la somme correspondante des six produits sera, :

1 1 1 1 1L 1
| e, Oray, Ordz Trgwr  Oray  Orax
ox dt ~ dy dt " Jz dt ' Jdx dt 'y’ df ' Iz dt J

on peut la réduire & :

al
_r.
7
Le second terme est
IJ(x— ] ds'
0s' i’
Pour le multiplier par le coefficient différentiel C—é—f,
décomposons ce dernier dans le produit Cé—f %j_—,
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et multiplions sous le signe de la différentiation par

le facteur d , qui est indépendant de s'; ; LOus aurons :

Formons les produits analogues relatifs aux axes
des y et des z, et commencons par ajouter ces trois
produits seulement, en tenant compte de la relation :

Az dy i 02 .
(x—w)d_s "1'“(?/—?/)35—5‘@*") as o5

nous obtiendrons :

or
d( ds) dg d_s
os’ dt dt

Les trois autres produits donneront de méme :

or
(" 5%) as as
ds dt dt

Ces deux expressions sont égales entre elles; car,
sl nous posons :

K — / I dr, (59)

le coefiicient différentiel qui figure comme premier
facteur dans ces expressions, pourra se représenter
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02 . .
parE%, et la somme des six produits prendra, en

conséquence, la forme :

, FE ds ds
~ dsos dt dt’

Le troisieme et le quairiéme terme de (58), savoir :

RG—x"] [ds'\* |, I[Ga@—a)] d2s !
— @) T

pourront se traiter d'une maniére tout a fait analogue.
La somme des trois premiers produits donne :

2 d,
J [G ] ds ds’)“ J [Gr% ds d&s'
ds? - dt (dt s dt di=’
si I'on pose
R— f Grdr, (60)

cette somme pourra s'écrire :

BR ds ds'.

R ds fds’ L ER
( ) dsds” dt dez’

0sds® dt \ dt
et les trois autres produits donneront de méme :

0*R ds' d?s

#BR (ds
( ) Jsds dt di”

ostds \d¢

La somme des six produits sera donc :

( R ds'

R ds\ ds ds' (ds ars’ |, ds' ds )
dsds® dt ' 0si0s dz)

dt dt + 0868 dt de T dt dt*
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cette somme peut se réduire 4 :

a deR)dsds 0?R d(d s ds'
ds 0s' s’ df d_—_d“)

et enfin & :

d (PR dsds
t\ dsos di dz,‘)

Le cinquieme terme

d( de
AN

donne, si l'on effectue d’abord la différentiation et quon

multiplie ensuite par Cé{f

@/@2 do dw
(dz) dt de -’

-cette somme peut aussi s'écrire sous la forme :

1d [ da\* 10ZH(0L90‘o
é?ﬁ[HkﬁJz }““é'&“ )

On obtlendxa de la méme maniére, pour lautre produit
relatif & 'axe des @, mais renfermant " au lieu de @,

1d de\*1 | 148 /do'\*
-é@[ﬂ%‘)]*"éﬁf W)'
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Formant enfin les produits correspondants, relatifs
aux axes des y et des z, on pourra réduire la somme

des six produits & :

@)+ @B @+ G

1
2

Le sixiéme terme

1 1 da
’%(ﬁfzi)

donne, si l'on effectue la différentiation indiquée
, . do
et quon multiplie par T
1

d; do do’ 1 dow d*w

_k—cﬁ af dar T tr T dee

On obtient de la méme maniére, pour l'autre produit,

relatif & laxe des o, mais renfermant x' au lieu de @ :

dl
T de dx 1 dx’ 2z

A i el - o

‘La somme de ces deux produits peut s’écrire :

1
pdAdzdsy_ 7 dw do
7 (1” dt dt dt dt di’
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Formant les produits correspondants, relatifs aux axes
des y et des z, et tenant compte de la relation :

dwdy’ | dy ay' | dz ds 1 9% ds ds’'

A AR T A 2 gsos dit dt’
on obtiendra, pour la somme des six produits :
1

dt |r s ds’ t di 2 dt gsos' dt df’

[

Le septiéme terme :

2 Jdw dsds dt dt’

donne, pour la somme des six produits :

| —

)

0] o
&I <
Q;

s s
s’ di di

Cette expression, et une partie de celle que nous avons
obtenue pour le sixiéme terme, se détruisent: de sorte
que le sixiéme et le septiéme terme réunis donnent
simplement, pour la somme des six produits :

kB d il o %) ds ds

2 dt Lr gsos’ dt di.
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Le huilzéme terme

oF do ds ds
Js ds di dt

.donne, pour la somme des six produits, comme on
le voit aisément :

oF (ds

os’ \dt

ds'\2
08’ )

2 ds’ oF ds /ds’
) @+ 5
Le neuviéeme et dernier terme

*Ew—a) ds ds’
T osos dt dt
peut s’écrire
w5 e—a+ 35 T
ou bien ; |

de _ dods offectiue-
En remplacant encore 7 bar < o> nous

- dx . diffe-
rons la multiplication par =5 Sous le signe de la diffé

rentiation. Si nous formons ensuite les produits cotrres(;
i z o
pondants, rolatifs aux axes des y et des =z, et g

nous fassions la somme de ces trois produits, nous

obtiendrons :

2 ds\2 d
wlw G +51&) &
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et par suite, pour la somme des six produits :

0 1 dE  or\z ds\*ds' = dr dR or\2 ds [ds'\?
3w g 15) +E](%) a Vol ) RIS ().

Réunissant enfin toutes leg expressions trouvées pour
la somme des six produits, dans les différents termes
de (58), nous obtiendrons la somme totale :

1
i o O°K ds ds d(dzR ds ds’)

— ——

at " " 0sos' dt di T di\osgs ar 4z

14 dsy? ds'\e 1 dH [{ds\2 ds'\2
i m @)+ G e + ()|
B el L W on ds i)

2 dt\r 0sos' dt df os'\dt/ dt ' 9s df dt)

0 dE(d7">2 ds)zds' dr dE dr)g ds ds’)‘*’
g2 —_ — == — — —
'ds’[rdr s +E](dt dt+08[¢dr(ds' +E]dl(dt )
Cette somme pourra s'écrire, en réunissant les termes

qui sont des coefficients différentiels par rapport & ¢,
et en ordonnant les autres : '

L (RO ORYdsde 1 Fase  jas,
»F [27’0808' T dsds’] diar Tl [(dt) + (czz) J é

+902K %s‘@ }@{@)3
“dsos'dt di T 2 9s \dz,

a
di

A

os'

+£[”%{%>+E+F+_;H]Ojf<d_s>

d—S}Z—FE—I—F—g_éH](@y@
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Pour que les actions que les deux particules d’élec-
tricité exercent l'une sur lautre satisfassent, par elles-
mémes, au principe de la conservation de l'énergie,
il faut que toute cette expression soit un coefficient
différentiel par rapport & £ Or cette condition est déja
manifestement remplie par la premiére partie de
expression; nous n'avons donc plus qu'a en considérer
la seconde partie, composée de cing termes. Ces termes

sont tous d’un degré supérieur au premier relativement
. - pos . . ds ,ds
aux coefficients différentiels du premier ordre TE et T
tandis que les coefficients différentiels du second ordre
dzs , d°s
e et 5=
dt de®
résulte que ni l'un de ces termes, ni aucun groupe
d’entre eux, ne peut étre un coefficient différentiel
par rapport 4 ¢. La somme de ces cing termes doit done

atre nulle, et il nen peut étre ainsi, pour des valeurs
i

. ds , ds
arbitraires de 7F et P

est nul séparément. Nous obtenons ainsi les cing équa-
tions de condition suivantes :

n'y entrent pas comme facteurs. Il en

que si chacun des cing termes

0K

—d_‘@:?—'= s

%=0’ (61)
LG Frrr g —o

g_s[ %(%}2+E+F+%H]=o,
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La premiére de ces équations, qui peut s’écrire aussi

dK *r | d*K or or
dr 9s0s @ gs g5 O

ne peut Aetre vérifiée, pour des trajectoires arbitraires
des particules d’électricité, que si

La seconde et la troisiéme des équations (61)

0H _ 0H
dS—O et £=o

donnent d’abord :

H = const.

Mai;, comme l'expression (58) de X renferme le terme
.

H - dui, pour le cas ou H aurait une valeur
assignable, représenterait une partie constituante
ge la fto.rc?, indépendante de la distance mutuelle
es particules d’électricité, ce qui ne peut 81

3 ’ a
on doit avoir : ’ P o



X e
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Les deux derniéres des équations (61) s’éql*iYent,
si T'on y fait H= 0, et si I'on effectue les différen-

tiations indiguées :

@\ r  Q(E4F) or
dr! jor\tor gl_}*;@_" o0%r " _o,
<5§) 0s’ 2 dr ds 0s0s’ dr os’
dRE :
d( )07” L dBOr O AEEE)Or
dr  0s (ds ) 2 dr 0s 0s0s’ dr as

Ces éqyuations ne peuvent étre vérifibes, pour des
trajectoires quelconques des particules d’électricite,

que si l'on a:

a8 dr 64
=0 ¢ =0 (64)

équations qui déterminent suffisamment E et F, puisque
leurs coefficients différentiels seulement entrent dans
Péquation (58).

Au moyen de ces déterminations, lexpression du
travail effectué, pendant l'élément de temps di, par
les actions mutuelles des deux particules d’électricité,

prendra cette forme simple :

d k 0 } ds ds' )
I _r [w Jsds’ dsds 7 i |
et I'é6quation (58) deviendra :
/dR 2 —o' dRx — o'
a—ua & (a’r 7 )(d_s) ( >d2
73 - 0s'® at 08’ de (65)
d /A de Ele—ax )62(7"2)@97_3_.
_kd (7' dt) 2r8  Jsds' dt di J
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Cette équation pourra encore s'écrire, plus simple-
ment :

1
0=
- P E 022 ds ds' 1da’ )
X=— 55[1+§osds?z?%] kg (rdt} (66)
0 [0*R /ds R d2s S
+ i 9 (a1) + 5 @)

§ 13.

Le potentiel électrodynamique.

Daprés le résultat auquel notre exposition vient
de nous conduire, le travail effectué, pendant I'élément
de temps df, par les actions que deux particules
d’électricité en mouvement exercent 'une sur l'autre,
est représenté par la différentielle de lexpression
suivante :

1 [k 0(r?) 02R:]ds ds’
27 dsds 0303' dt df

Or, dans la considération des forces électrostatiques,
on sait que la quantité, dont la différentielle négative
représente le travail, s’appelle le pofentiel des deux
particules d'électricité I'une sur l'autre; par analogie,
on pourra donc envisager l'expression précédente,
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abstraction faite du signe —, comme un potentiel,
-dans un sens plus étendu. On pourra, de plus,
considérer isolément la partie de ce potentiel qui se
rapporte aux forces électrostatiques, et celle qui
se rapporte aux forces dépendant du mouvement
ou électrodynamiques, cest-a-dire le potentiel électro-
statique et le potentiel électrodynamigue. Si nous
représentons le premier par U et le second par V,
nous aurons :

4
v=2, (67)
Sy
AR ) 0®R 1 ds ds'
V=—ee [27" asds * ososd af @rc (0%

L'expression du potentiel électrodynamique que
nous donnons ici est la seule possible dans I'hypothése
d'une seule électricité en mouvement dans un conduc-
teur solide.

La fonction indéterminée de #, qui y entre encore,
et qui est désignée par R, ne peut pas se déterminer
au moyen des effets des courants fermés ; par suite,
dans le cas ou lon voudrait la déterminer aussi,
on en serait réduit, pour le moment, & se fonder sur
des probabilités.

Si Ton fait I'hypothése énoncée & la fin. du § 11,
d’aprés laguelle la force dépendrait de la distance sui-
vant une loi unique, on arrive 4 la conclusion que

R =%, (69)

k, désignant une constante. L’équation (68) devient
alors :
ko) | 0% 1ds ds'

57 dsds " "1 gsosdar air "0

V= —c¢¢
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Si I'on cherche, en outre, par la détermination de
la constante %, 4 rendre cette expression aussi simple
que possible, on trouve d’abord deux valeurs qui fixent
particuliérement lattention en ce sens : ce sont les
valeurs %, — 0 et 2, = — %, qui donnent :

T7 A7 (71

ee' or or ds ds'
V=—h %o @ ar 72
Ces deux formules sont, dans leur aspect extérieur,
a peu prés d’une égale simplicité ; mais, si 'on en fait
usage dans le calcul, pour en déduire les composantes
des forces, on trouve que la premiére donne des résultats
beaucoup plus simples que la seconde, et, par suite,

- 81 'on veut obtenir la loi de force qui est la plus simple

possible, tout en satisfaisant aux phénoménes connus
Jusqu'a ce jour, on devra poser k, =0, ou, ce qui revient
au méme, R = (.

Comme l'expression du potentiel électrodynamique
est plus courte et plus facile & embrasser que celles
des composantes des forces, elle est particuliérement
propre a la comparaison des différentes formules fonda-
mentales de I’Electrodynamique posées jusqu'a ce jour
(& Texception de celle de Gauss, qui ne satisfait pas
au principe de la conservation de I'énergie). Nous nous
proposons de faire ici cette comparaison. L’équation
qui sert & la détermination du potentiel électrodyna-
mique est :

1° D’aprés Weber?,

1 ee’ (dr\2
V=—§7(W)’

1. Ann. de Pog&., volume jubilaire, p. 212.
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20 D’aprés Riemann?,

: 1ee| (dx da'\* | [dy dy’)2 (@g_gli" )
V=_E7[(%"EZ)+(TJ£'ZE @~

3° D'aprés l'analyse que je viens de faire :
a) sous la forme la plus générale :

E o | °R | dsds
V=—c¢o| o 5595 T 5505 | dt di’

b) sous une forme plus simple :

P '
V=—eer|:ﬁaz(r2)—|—k d’,Jﬁlffli;

29 0sos' Losos' | dit dt

¢) sous la forme la plus simple et, par suite, la plus
probable :

ee *(r?) ds ds'

V=—"% 0sd8 dt df

On peut aussi mettre la derniére expression sous

la forme :
| doe do' | dy dy dz c_li') —
v=rZ (dt ataa taw) ™
ou bien, si l'on représente par v et v les vitesse.s
des deux particules d'électricité, et par e 'angle compris

entre leurs directions :
V=k§;~vv’ oS €. (74)

1. Schwere, Electricitsit und Magnetismus, nach den Vorlesungen
von Bernh. Riemann, bearbeitet von Hattendorff, Hannover, 1876,
p. 326.

S
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§ 14.
Recherche des composantes de la force au moyen du potentiel.

Pour déduire maintenant, du potentiel électrostatique
et électrodynamique, les composantes de la force,
on aura 4 employer des équations, dans lesquelles
le potentiel électrodynamique intervient de la méme
maniére que la force vive dans les équations fondamen-
tales de la Mécanique, données par Lagrange pour
un systéme quelconque de coordonnées. Pour la compo-
sante, suivant l'axe des x, de l'action subie par la
particule e, nous aurons I'équation :

a (v
Xee' = ):r dt< >

Dans celle-ci, nous devrons remplacer U et V par
leurs expressions (67) et (68). De la premiére de ces
expressions, on tire simplement :

1

o—

ou o
—0.93 = ee d_x . (76)

La seconde devant étre traitée, dans la différentiation,
comme une fonction des six coordonnées et des six
vitesses composantes, nous la transformerons de telle
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sorte que les vitesses composantes y entrent explicite-
ment. Pour plus de facilité, nous décomposerons d’abord
V en deux parties, en posant:

V=V, +V,; (7)

V, et V, représentent les expressions suivantes :

V___kee 02 (r )0_l§gs_ kee' (do do' olyd/_l_d~ dz)
V=T oy Usos dt dt T 7 (dt dt Lal T N T
v ——eel———dzR ds ds
2 dsos' dt dt
PR dodw , IR dedy | O°R dods
dedw' dt -dt dxdy' dt dt ' odx0z di dit
. R dy do 0*R_dy dy' R dy dz
==\ opdi At " dydy df dl  dyoz dt di
+ PR dz do SR dz dy' + 0*R dz d3'
02070 di dt T Ozdy di df U 0z0% df dt’

Nous obtiendrons ainsi, pour la premiére partie :

1
0=
AL do do | dy dy | dz dz
e dx(dt Tt arar T dt)
02X

_ k0o ds ds &

2 dx 0sos' dt dt’
oV, _ kee dv
ddx “r dt’

at

1 da!
at < > — kee dt) (79)

d
di
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et pour la seconde partie :

AR N e gsgzi')
Jx 0w \Qsgs' dt dt ]’
e oo (LR Ay PR by
ddx 0w 0%’ dt 0wy’ dt
dt ,
_ .0 {ORdx"  JRdy
o <dao dar +dJ dt
.0 (JRdS
ee dx(b? dt)’
_@/& _dl
atl 7 55(

ce qui pourra s'écrire :

()

ou bien enfin :

"dt/

K

v, 0| R dsds' | °R
< \ € 5w [dsds’ T adr T ose

0*R t_)l_z_')
da 93’ dt'

z2)]

(@) +

OR d?s

os' dit

].(81)
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Si Ton porte dans I'équation (75) les expressions
(76), (78), (79), (80) et (81), aprés avoir substitué a v,
dans cette équation V, 4- V,, on obtient :

B ) ds dsy_, d (1 de
2 ' dt .(7' dat )
R /ds\® . OR dis

+0x w( ) P dﬁ:!

ce qui est I'équation (66) donnée plus haut.

Le calcul se simplifie évidemment beaucoup, si 'on
attribue & R la valeur zéro, que nous avons regardée
au §13 comme la plus probable. On obtient, dans ce cas:

]. 4
9% k0% ds ds d 1 doy ‘1
=_¥(1-§dsgs?a§ﬁsi)—kd_z(; )
1
05 dwde  dydy . dz d7 d /1 da\) (g2
= 5£[1 k(dazc A X IOl

1 dx) |

J

Cest sous cette forme que jai d’abord donné, dans
une communication du mois de février 1876, I'équation
qui sert & la détermination de la composante de la force
suivant I'un des axes coordonnés, et qui se-forme natu-
rellement dune maniére analogue relativement aux
deux autres axes. »

(1 — Evv'cose) — kﬁdt (¢ 77
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§ 15.

Loi de force pour des éléments de courant.

Si on veut déterminer la composante, suivant 'axe
des @, de laction qu'un élément de courant ds' exerce
sur un élément ds, on devra appliquer I’équation (66)
aux quatre combinaisons suivantes des quantités d’élec-
tricité, prises deux a deux, Ads et A'ds', hds et — A'ds',
— hds et Bds', — hds et — I'ds', en considérant les
quantités hds et h'ds’ comme étant en mouvement, et
— hds et — I'ds' comme étant en repos. On aura
a faire la somme algébrique des quatre expressions
ainsi obtenues. De cette maniére on arrivera a
Pexpression suivante de la composante cherchée :

3 o) P j
' G197 e » da | ds ds'
Al dsds'k 2 Jx 0sds'  0s ds'_jdt dt

ou bhien

dl 0 1
” rdy | ds ds
hivdsds'k\ o e08e— 5o o5 | o ar
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Si I'on représente, pour les deux courants respecti-
vement, par 7 et par ¢ I'intensité du courant, c’est-a-dire
la quantité d’électricité qui traverse, pendant 'unité de
temps, la section normale du conducteur, cette quantité
étant mesurée daprés la méme unité mécanique
que celle qui a été usitée dans toutes les équations
précédentes, on pourra substituer ¢ et ¢ aux produits

ds ds’

n T et A ar et Yon trouvera, pour la composante,

suivant Iaxe des 2, de l'action que I'élément de courant
ds' exerce sur I'élément ds, 'expression :

/52 1
. r o v do’
kil dsds K’M co:z—d—s—ds .

Dans cette expression ne figure pas la fonction
indéterminée R, qui a disparu dans la formation de
la somme mentionnée plus haut. Nous sommes donc
arrivé, pour la composante, suivant une direction
déterminée, de I'action qu'un élément de courant exerce
sur un autre, & une expression entiérement déterminée,
dont nous. pouvons dire quelle est la seule qui soit
compatible avec les deux hypothéses suivantes : qu’il
'y a quwune seule électricité en mouvement dans
un conducteur solide, et que les actions réciproques
des deux particules d’électricité satisfont, par elles-
mémes, au principe de la conservation de I'énergie.

Déja, en 1845 (Ann. de Pogg. t. 64, p. 1), H. Grass-
mann a déduit, par des considérations treés ingénieuses
d’un tout autre ordre, une expression de la'force exercée
par un élément de courant sur un autre, expression
qui concorde parfaitement avec la précédente; c’est une
heureuse confirmation de la théorie que nous avons
développée ci-dessus.

CHAPITRE X.

APPLICATION DU NOUVEAU VPRH"IGIPE DELECTRODYNAMIQUE
AUX FORCES PONDEROMOTRICES ET ELECTROMOTRICES QUI ONT LIEU
ENTRE DES COURANTS LINEAIRES ET DES CONDUGTEURS.

. § 1.

Particularités qui distinguent
le nouveau principe d’élecirodynamique.

Dans le chapitre précédent, nous avons déduit, relati-
vemental’actionréciproque de deux particulesélectriques
en mouvement, un nouveau principe qui se distingue
trés essentiellement des principes exposés antérieure-
ment. Au § 13 de ce chapitre, nous avons déja rendu
cette différence sensible en réunissant les formules
correspondantes du potentiel électrodynamique suivant
les différentes lois ; mais il ne sera pas inutile d’entre-
prendre encore ici cette comparaison & un point de vue
plus particulier.

Quand deux points se meuvent, on peut, comme on
le sait, outre les mouvements absolus des deux points
isolés, considérer encore leur mouvement relatif. Mais
on peut encore se faire deux conceptions essentiellement
différentes du mouvement relatif. Soient w,y, z et ', y', 51
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les coordonnées rectangulaires des deux points, de sorte

dx dy dz dac d’t/ az'

que g g O wr wE dr

santes des vitesses dans les deux mouvements absolus;
-alors :

représentent les compo-

do_dw dy _dy  ds_dd
di dE’  di dat’  di dt’

sont les composantes de la vitesse du mouvement relatif
dans le sens usuel du mot. Mais plusieurs auteurs,
et en particulier W. Weber, n’ont entendu par ces mots
que l'augmentation ou la diminution de la distance
des deux points, en sorte que, si  désigne cette distance,

au temps ¢, la vitesse relative est représentée par sz 7

Pour exprimer cette derniére vitesse relative, en fonction
des composantes des vitesses absolues, on doit différen-
tier I'équation :

r—i =2V +y—yP+G—aF

par rapport a f, et Fon obtient :

d d da’ d ay'
%= ile—a (5 %) ro-v(Z - %)
+e—(E -2

Les trois formules données par Weber, par Riemann,
et par moi, pour exprimer le potentiel électrodynamique
de deux particules électriques en mouvement l'une sur
lautre, ne se distinguent essentiellement les unes des
autres quen ce que 'une ou lautre espéce de vitesse
relative ou les vitesses absolues s’y présentent. .

<
|
.
%
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La formule de Weber ne contient que la vitesse
relative de la seconde espéce, cette formule étant :

v——22(F)

Si 'on remplace Z,—Z par lexpression ci-dessus, cetle
formule devient :

T e (B e )

+i-2)(5—%) [

Dans la formule de Riemann, c’est la vitesse relative
de la premiere espéce qui intervient, car cette formule
est :

- RN E I

Enfin, dans ma formule, se présentent les composantes
des vitesses absolues puisque

da do | dy dy dz dz’
V=rZ (dt @t th + 3 dt) W

On reconnait tout de suite, par la comparaison des
formules (2a), (3) et (4), que la derniére de ces formules
est- de beaucoup la plus simple, quant aux vitesses
absolues, puisqu’elle est homogeéne et du premier degré
doc dy .dz dz' dy' . dz’

VA etdt qu'en et =, tandis

aussi bien en al’ d; di

26
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que les deux premiéres formules contiennent les compo-
santes de la vitesse sous forme quadratique. Cette
circonstance contribue -beaucoup a la simplification
des calculs & effectuer & I'aide du potentiel, et, & coté
de cela il y a cet avantage, que je considére comme
fondamental, que la loi de force exprimée par ma
formule est plus généralement admissible que les deux

autres.

Les lois exposées par Weber et par Riemann ne
peuvent, comme nous l'avons vu au commencement
du chapitre précédent, étre mises en harmonie avec
Texpérience que si l'on fait I'hypothése particuliére
gquun courant galvanique est formé de deux courants
opposés d'électricité positive et négative. Il en est
autrement de la loi que jai posée. Dans la maniére
dont je 'al déduite ci-dessus, j'ai, pour simplifier, fait
aussi une hypothése particuliére sur la nature du mouve-
ment électrique dans les conducteurs, savoir que 1'élec-
tricité positive seule se meut, tandis que la négative
reste fixée aux atomes pondérables. Mais jai déja
montré au § 11 que la formule ainsi obtenue n’est pas
seulement valable pour le cas oU une seule électricité
se meut, mais qu'elle I'est encore lorsqu'on admet que
le courant électrique comprend deux courants d’électri-
cité positive et négative marchant dans des sens opposés,
et il est méme indifférent que ces deux courants aient
des intensités égales ou différentes. En effet, on peut
alsément se convaincre qu'on satisfait encore 4 tous
les faits expérimentaux invoqués dans le chapitre
précédent comme bases du calcul, lorsqu'on applique
Iexpression obtenue pour la force 4 une combhinaison
de deux courants opposés d'électricité positive et néga-
tive dont les intensités sont quelconques.
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Cette généralité plus grande de la validité de ma
formule est trés importante. Silon se rallie notamment,
comme je le fais, & I'hypothése faite par C. Neumann
que l'électricité négative reste fixée aux atomes pondé-
rables, le courant d’électricité négative n’est exclu que
pour les conducteurs qui conduisent I'électricité sans que
les atomes se meuvent en méme temps. Au contraire,
dans les conducteurs électrolytiques, pour lesquels
la conductibilité a lieu par intermédiaire du mouvement
des molécules partielles positives et négatives, on doit
admettre des mouvements dans des sens 0opposés pour
les molécules partielles électrisées aussi d’une maniére
opposée, mouvements qui n’ont pas besoin d’avoir lieu
avec des vitesses égales 4 cause de la mobilité différente
des différentes molécules partielles. Il s’ensuit qu’une loi
de force, dont la validité est liée & une hypothése bien
déterminée sur le mouvement de I'électricité négative
(soit que cette électricité se meuve tout aussi vite que
la positive, ou qu’elle ne se meuve pas), qu'une telle loi,
disons-nous, ne peut étre appliquée & tous les courants
dans les conducteurs métalliques et électrolytiques ;
cela ne peut se faire quavec une loi de force dont
la validité est indépendante de la question de savoir
si I'électricité négative se meut et avec quelle vitesse.

Dans les développements généraux qui suivent, nous
Introduirons par saite non-seulement un courant pour
Pélectricité positive, mais aussi un courant pour la
négative, mais nous laisserons indéterminé le rapport
des vitesses des deux électricités, en introduisant deux
notations différentes pour ces deux vitesses, auxquelles
nous pourrons ultérieurement donner des valeurs
quelconques. De la sorte, nous pouvons,. pour chaque
conducteur électrolytique, admettre un rapport des deux
vitesses tel que le comporte la nature du conducteur,
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et pour les conducteurs métalliques, nous pouvons,
d’aprés la maniére de voir de Neumann, égaler a zéro
la vitesse de l'électricité négative. On pourrait aussi,
silon voulait se rallier a la maniére de voir de Weber,
poser, pour les conducteurs métalliques, la vitesse de
Iélectricité négative égale & celle de la positive.
Les formules que nous obtiendrons de cette maniere
auront donc l'avantage que l'on peut également hien
‘les accomoder aux diverses sortes de conducteurs
et aux diverses manieres de voir sur le mouvement
de l'électricité.

§ 2.

Application du nouveau principe aux électricités se mouvant
dans des conducteurs linéaires en mouvement.

Appliquons maintenant le nouveau principe a déter-
miner les forces pondéromotrices s’exercant entre deux
courants linéaires, et les actions d’induction exercées
par un courant linéaire sur un conducteur linéaire.

Drapres ce principe, si Xee' représente la composante
suivant l'axe des « de la force quéprouve au temps ¢
une particule électrique e mobile, au point @, ¥y, 3,
de la part d'une autre particule ¢’ mobile, au point
x', Yy, &, distant du premier de », on aura I'équation :

1

d— ‘ . ’ '
%% do do _ dy dy d_zd_z]
X‘“%{“@(mﬁz+mzﬁ+mdﬁ

(%),
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Pour pouvoir écrire plus commodément cette équa-
tion ainsi que celles qui suivront, nous introduirons
un signe sommatoire d'une signification spéciale.
Lorsqu'une somme comprendra trois termes se rappor-
tant aux trois axes coordonnés, mais identiques entre
eux pour le reste, nous n'écrirons que le terme relatif
a la direction des @ et nous indignerons lexistence
des autres par le signe sommatoire, ainsi qu’on le voit
dans I'équation suivante :

do dx  dxde | dydy | dzdz
dAdr T @ A A @ d

Par 14, I'équation ci-dessus devient :

1
d_

_ o rf{ do da’ d (1dx N

X = dw(l kZdt dt)—kc%(idt)‘ (5a)

Appliquons maintenant cette équation aux électricités
en mouvement dans deux conducteurs linéaires. Soient
donc donnés deux conducteurs s et s’ parcourus par
des courants galvaniques ; ces conducteurs peuvent
se mouvoir et les intensités des courants peuvent étre
variables. Dans I'élément de conducteur ds, imaginons
deux quantités égales d’électricité positive et négative,
que nous désignerons par Ads et — hds. La vitesse de
circulation de I'électricité positive sera ¢ dans le sens
ou nous considérons I'arc s comme croissant, tandis que
la vitesse de circulation de l'électricité négative sera
— ¢,, dans le sens opposé. De méme, nous désignerons
par A'ds” et — 7/ds’ les quantités d’électricité contenues
dans I'élément de conducteur ds’, et par ¢’ et — ¢’ les
vitesses des courants correspondants.
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~Considérons d’abord deux particules électriques quel-
conques se mouvant dans les deux conducteurs et qul
se trouvent, au temps ¢. aux points z, y, z et 2, ¥, %
4 une distance » l'une de l'autre:; chacune delles a
@abord un mouvement dans le conducteur, gque nous
appellerons simplement mouvement de circulation
et dont la vitesse sera désignée comme ci-dessus, pour
kélectricité positive, par ¢ dans I'un des conducteurs
et par ¢’ dans l'autre ; outre ce mouvement, chacune
de ces particules en posséde un autre du & ce que
le conducteur se meut. Pour distinguer ce qui revient
4 chacun de ces deux mouvements dans la variation
des coordonnées et de la distance, nous introduirons
la notation suivante.

Nous considéererons les coordonnées d'un point fixe
dans un des conducteurs comme étant simplement
des fonctions du temps ¢, tandis que nous imaginerons
que les coordonnées d'une particule électrique circulant
dans s seront représentées par des fonctions de s et de
ou s sera de nouveau considéré comme une fonction de ¢.
De la sorte, la dérivée totale par rapport 4 ¢ de la coor-
donnée z sera :

dax dx 9 ds

@ o T s
ou bien, en mtrodulsant la notation ¢ pour le coefficient

dxﬁexentlel — qul représente la vitesse de circulation :

dr  oJw ¢
A T )

De méme, on aura pour la particule circulant dans
le conducteur's” avec la vitesse ¢ :

da’  ow’ , 0
72 T T ™
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On aura naturellement & former des équations analogues
pour les deux autres directions des coordonnées.

La distance » qui sépare les deux particules électriques
dépend immédiatement de ¢ 4 cause du mouvement des
deux conducteurs ef ensuite de s et de s, et par la
intermédiairement de ¢, & cause du mouvement des par-
ticules dans les conducteurs s et s'. La dérivée totale

de % par rapport a ¢ est donc :

2

di ot +e os +c Js (8)

U
o
3 —
N
N
S
L
Y
o~
—
S
<
N
N~
S

Comume il se présente dans I'équation (5,) une seconde
différentiation par rapport & ¢, nous avons encore. 4 -
examiner de prés les vitesses ¢ et ¢. Dans un courant
galvanique, la vitesse de circulation des électricités peut
varier, avec le temps, en chaque lien du conducteur,
pai‘ce que lintensité du courant peut étre variable,
et ensuite la vitesse peut étre différente en différents
lieux du conducteur, dans le cas ou celui-ci n’est pas
partout identique en seclion et en nature. Si, conformé-
ment a cela, nous traitons comme une fonction de s
et de ¢ la vitesse de circulation dans le conducteur
de la particule électrique que nous avons considérée,
nous aurons 4 poser :

de
@t o
De méme, nous aurons pour la parmcule électrique
se mouvant dans le conducteur s’

dc’ _oc ,oc’

=% T % (10)
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Aprés ces remarques préliminaires sur la maniére
de traiter les quantités auxquelles nous aurons affaire,
nous déterminerons la force, quun élément de courant
ds' exercerait sur une unité délectricité supposde
‘concentrée en un point, st celle-ci circulail avec la
vitesse ¢ dans le conducteur s.

Déterminons d’abord la force exercée, sur cette unité
d’électricité, par la quantité d’électricité positive 7'ds'
contenue dans I'élément ds' et circulant avec la vitesse ¢'.
La composante — x de cette force sera représentée par
le produit 2'ds'X, ol X sera remplacé par 'expression
(B5s), ce qui donne

02
—nasL(1—r Y 22

EZdT) k],d,d(ldx)

dt dé

Examinons de plus prés le dernier terme. La quantité
d 2t
r dl
la forme :

——prend, parla substitution de I'expression (7) de C—fg )

19z’ , 0x'
o+ o )
elle doit étre considérée comme une fonction de £, set s’;

et par suite, la différentiation totale par rapport a ¢
donne :

d(ldxz 0 (1da’ 0 (1ldx .0 (1dx

i (5 dt) ) e 03(7’ dt)+‘ s’ (7' dt)
On aura & multiplier cette équation par 7', et alors
le dernier terme pourra étre transformé comme suit :

W ,_(_)_(l dw'>, 0 (r da:) 1de o c ).

os \r di) = 05 di) — r dt o5
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En méme temps, on aura a considérer dans les différen-
tiations indiquées dans le terme précédent que » seul
dépend de s. Il viendra ainsi :

1
L d(ldo\ 0 (1da ‘7°c_l5_c:
hoTt(rﬁzf—)-hd—t(;‘_?)-{—hw s

Le coefficient différentiel

far
d(zs,c) peut étre remplacé par
un autre. L’élément de conducteur ds’ est limité par
deux sections, qui se trouvent aux points déterminés
par les arcs s' et s' 4+ ds. Par la premiére section
pénétre, dans I'élément, pendant le temps d7, la quantité
d’électricité positive A'c'dé. Par la seconde section,
il en sort la quantité :

(h’ ¢

L’accroissement de la quantité d’électricité positive dans
Télément est donc : :

Iive) ds’) dt
0s' )

a(h'c)

— ds' di.
Js

pendant le temps dt.
Mais cet accroissement est dautre part aussi repré-
senté par :

oh'
e ds' dt,
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et Ton obtient ainsi 'équation :

1
0— , AN '
. d (1 dx L0 {1 dx’ . rdxe 0 [hc dw
hdt(r- dt)_hd—l<97 dt)—l_hcds dt_l—ds’(y' dzf)
1 dx' on
A

On peut ici réunir, en un seul, le premier et le dernier
terme du second membre, ce qui donne :

1

07 Wed
 d {1dx o (h daﬂ) . Yrdx ( ¢ x) 13)
h dt(r dzf) 0’(7 ar) T as aE +os T

En substituant cette valeur dans le dernier ferme

de Texpression ci-dessus de la composante de la force,
celle-ci devient :

o5 do da’ Fy h da
! 7‘ At td . r —_—
'hdST( —k 2T dt) kds[at(r dt).
o1 |
, U rdo h'c'dx')].
+ e g5 dt+ds'(¢ a

. . . dx
Nous avons encore enfin a substituer icl pour T et ¥

!

leurs valeurs (6) et (7), et nous obtenons ainsi I'expression
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suivante de la force exercée par la quantité d’éleciricité
positive 4'ds' :

]
ox\ (dx o0z
G [ — 1 2 (e R) 7+ %))
01
9 K ox | W ,dw ,,dw!)
__kds[dt( dt+ ds)+ s (/ dt+hcd_s'

-
hice oo hie' 0o’
+i5 (7 o+ “a?)] '

Silon veut ensuite exprimer la composante suivante,
l'axe @ de la force exercée par la quantité d’électricité
négative — A'ds’ contenue dans I'élément ds’, sur l'unité
d’électricité supposée située dans le conducteur s, il
suffira de remplacer dans I'expression précédente ' et ¢
par — 7' et — ¢'|, et I'on obtiendra :

o[ X5 o) (e

1
d_

0 Mox | ke ox r 000 o
‘kds[ﬁ(”FaT‘*T‘)ﬂL °% (e
9 (h'c'] oz Nt @_92)1
T\ T )

En ajoutant ces deux expressions, nous obtenons
la composante suivant I'axe o de la force 4 déterminer,
savoir celle que I'élément de courant ds' exercerait sur
une unité d’électricité supposée dans le conducteur s
et circulant avec la vitesse ¢. En faisant cette somme,
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on considérera que la somme A'¢’ 4+ A ¢, représente
lintensité du courant dans s, intensité que nous dési-
gnerons par ¢ et que nous supposerons la méme dans
toutes les parties du conducteur. Si nous représentons
cette composante « par la notation vds’, nous obtenons :

(31 01
7 ox dx\dx Q[P 0x' s do’
r——k[ Z(dt—l_ )78——%(;73_) L os o5
; 0 1o —c, Qﬁ)
Ty (/' dt + 7 ds' )

Les équations qui déterminent les composantes x et y
de la méme force ont naturellement des formes
analogues.

§3.

Force pondéromotrice entre deux éléments de courants.

A Taide de la force ainsi déterminée, qui est celle
quexercerait un élément de courant ds' sur une unité
d’électricité supposée dans le conducteur s, nous pouvons
facilement rechercher les forces que les quantités d’élec-
tricité hdset— hds,réellement contenues dans I'élément
de conducteur ds, éprouvent de la part de I'élément
de courant ds'.
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Pour obtenir la composante suivant l'axe des x de
la force que subit la quantité d’électricité positive A ds,

“dont la vitesse est ¢, il suffit de multiplier 'expression

ci-dessus de T par Adsds', de sorte que cette composante
est représentée par :

1
d r .
w1 EX (52 F -4 (55)
1

Y dr(}x o J (ldw' L ¢ —d o7 - i
rot T r ds')

098 08 o8

Pour obtenir ensuite la composante x de la force
que subit la quantité d'électricité négative — A ds,
nous n'avons qua remplacer dans I'expression précé-
dente 7 et ¢ par — % et — ¢, et nous obtenons :

1
0 Vs
a3 o )2 02
oL
.’_7"(_@'_., d 1 0x c'-—~c o
o 0s 0s ds’ (7” ot r s )]

La somme de ces deux expressions donne la compo-
sante o de la force pondéromotrice que Uélément de
courant ds subit de la part de Uélément ds'. Dans cette
somme, tous les termes ou ¢ et ¢, n’entrent pas comme
facteurs s’entredétruisent, et il reste : ’

d} 01
Y ' A N A
Ehdsds (c—[—ch s 5 o5 =% s
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On peut encore remplacer par ¢ le produit % (¢ 4 ¢,),
qui représente I'intensité du courant dans s. Conformé-
ment & notre notation antérieure, nous égalerons cette
expression & £dsds’ et nous obtiendrons I'équation qui
détermine &, & laquelle nous adjoindrons les équations
correspondantes en » et £; nous aurons :

1 1
£ = Rid Vi iw e oo
o o ds 08 0s 0§
1 1
O rComow Oy (15)

=R\ 5, 2uT5 55— Ts os

=ki?\ — e — = = /"
E=RiU\ 3; 2uTs 95 T T o5 )
On peut encore transformer ces équations en substi-

tuant aux sommes qui y figurent des expressions
équivalentes. De I'équation :

il résulte :

02172 0 0%’ 0?/ 0J 4% 0203y __ V0w oz
dsos (ds 9s Tasos T os ds) = Js ds'

Si Pon désigne ensuite, comme ci-dessus, par (ss) l'angle
des deux directions des éléments ds et ds, il vient -

- dx 0%
cos (s8) = Pr TN
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En vertu de ces deux équations, on peut donner a la
premiére des équations (15) les formes suivantes :

1
d_ d_ '
, R A ) rox
E=—Fkii 20x080s + 55 o8 (16)
o 5
.. P , 7'(906
£E=Fkii 7 cos (88') — s 95 ) (17

et les deux autres équations (15) peuvent naturellement
aussi étre transformées d’'une facon analogue.

En ce qui concerne les \expressions que nous venons
d’obtenir et qui sont celles que nous avons déja déduites,
dans le dernier paragraphe du chapitre précédent, pour
les composantes de la force pondéromotrice que subit
I'élément ds de lapart de I'élément ds', il est & remarquer
quelles ne sont pas influencées par l'une ou l'autre
circonstance suivante, & savoir : que le courant galva-
nique consiste dans le mouvement d’une seule électricité
ou des deux, que les éléments de courants soient
au repos ou en mouvement, et que les intensités
soient constantes ou variables.

Quant & la direction, la force déterminée par ces
expressions se distingue essentiellement de celle admise
par Ampere, car elle n’agit pas suivant la ligne de
jonction des deux éléments de courant.

On peut facilement déterminer géométriquement
la droite passant par le milieu de ds, suivant laquelle
la force agit. D’aprés la forme des expressions ci-dessus,
qui comprennent chacune deux termes, on peuwt décom-
poser la force en deux composantes, dont I'une est une
attraction dont la grandeur est

kit dsds’ COS( S),
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et dont Iautre a la direction de ds' et a pour grandeur :

1 R
07 .1 or
— kit dsds PR kil dsds = Js
Dr la résulte que la ligne d’action de la force ;st dtz;L(rjlrs1
Je plan passant par » et ds'. Da’ns ce p.lanA, fa 11:ezndi—
ost déterminée par ce fait, quelle doit &tre p;n pd -
culaire & T'élément ds. En effet, la COIPOSAN e. e
force suivant la direction ds est représentée par :

024 , 0z
dsds’ (E%—{g—{—na;/‘"i“ég.)’

et si Ton substitue ici pour &, 7, & les expressions (15),
‘en tenant compte de Iéquation :

RS ER SR |
hon Py his 7
dw ds ' oyods ' dzds  0s

tous les termes se détruisent de sorte que l’ex(ipresl:?li(i‘zl
est nulle, et que la force ne peut étre que perpendiciia
) 11?1162111?1’1 point essentiel, dans lequel la }“orce \dedmtse;
du nouveau principe différe de celle dAmperE,die;i_
le suivant. Quand deux élémentg de courant son o
oés de telle sorte quils co‘incxdent aYec 1eurd’ ig e
cde jonction, ils exercent l’un. sur lautre, \ ajgr ’
la f:ormule d’Ampére, une répulsion ou une at’ilac 1@?; é
suivant'que les courants les Parcourent daps edf“;l me
sens ou dans des sens opposés. Au contraire, %as
la formule précédente, la force est nulle dans ce cas.

Je ne pense pas quaucun fait expérimental bien établi
aille & I'encontre de ce résultat. On considére généra-
lement comme une démonstration de Iexactitude du
phénomene déduit de la formule d’Ampére, le mouve-
ment que prend un flotteur métallique posé sur deux
rigoles paralléles remplies de mercure, lors du passage
d'un courant; mais une telle conclusion ne parait pas
fondée, car ce mouvement peut aussi s'expliquer
autrement, notamment par Iaction que Iélectricité
exerce sur les atomes pondérables, lors de son passage
du mercure dans le conducteur et inversement, action
qui a lieu aussi dans les conducteurs cohérents, mais

- qui ne peut alors produire aucun mouvement sensible,

et se transforme en chaleur.
Pour poursuivre la comparaison de la formule ci-
dessus avec celle d’Ampére, on peut se servir de

Péquation (2) du chapitre XIII qui est déduite de cette
derniére: A

1 1 1

d— d— ’ d‘

e e ”r ) # O 0 . »
= kZZ { EECOS(SS)—- EETS'—F% [(m-—-x)-d?] .

Cette équation ne differe de I'équation (17) que par
le dernier terme. Comme celui-ci est un quotient diffé-
rentiel en ', il donne un résultat nul lors de I'intégration
pour un courant fermé s', ou encore pour un systéme
quelconque de courants fermés. De 13 il résulte que,
dans tous les cas ou il s'agit des forces pondéramo-
trices dues & des courants fermés (et par suite aussi
a des aimants), les résultats déduits de la formule
d’Ampére concordent avec ceux qui se déduisent du
nouveau principe.

27
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un
'

Détermination de la force électromotrice induite.

Revenons maintenant & 'équation (14) :

1 } d} :

OnsC (0 | dw\ow 9 (7 dxr> 95 o

L x| o g (V0w _ " row
"=k["%Z(W+°'a§) e —slr 35 ) e

. 0 idw' ¢—c ox
-Z'@(;WJF 7 os') :

- La quantité v déterminée par cette équ%tion est
définie de telle sorte que le prodmt)l‘)ds’ représente la
composante de la force qu’exerf:e 1’el‘ement de courant
ds’ sur une unité délectricité 01rc.ula¥1t dar'ls. le
conducteur s avec la vitesse ¢. Si lon des1g,);ne
les composantes y et 5 de la mémf} forc.e ’par yds’ et
5ds’, les quantités y et z seront Qe}erm}nges par d_eis
équations entierement analogues. Sl len désigne ensul i
par sds’ la composante de la méme forge suivan
la direction du conducteur s, on aura l'équation :

93

dx 0y 95
5=1 55, T35
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Cette quantité, qui, comme on le verra, par la suite,
est indépendante de ¢, est en rapport immédiat avec
une autre, de la détermination de laquelle il va étre
question. Le produit sdsds’ représente en effet la force
électromotrice induite par Uélément de courant ds’ dans
Uélément de conducteur ds. Sil'on désigne par E la force
électromotrice induite par un courant fini s dans un
conducteur fini s, et par suite par ;T;;, dsds' la force
électromotrice induite par Iélément de courant ds'
dans I'élément du conducteur ds, on devra poser :

0*E

8= 5505

L’équation ci-dessus devient donc -

dsds’—:r?s——'_gd'_s_'_g%' (18)

Sil'on remplace t par expression donnée plus haut,
ety et % par les expressions correspondantes, les termes
affectés du facteur ¢ s'entredétruisent, et il reste -

1
PR _k[i,‘)_; 0w 0w’ w9 4 o
dsos' ds Jl 0s s %(77 W)
—p0 (1 92 0’ '—c', NV dw’)
08" \» &=t 95 0F 7 Js ds”

On peut poser :

1
N 0 0a .,2(1 da;dao')_i’- d*xdx’).

Y os a9 oy = Va5 7 2udr 35) — = 3705 05
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puis :
w9’ 0992(5%) S Y A
0005 05 L ds O \r dS’ 0 ds 0s'/’
et léquation ci-dessus devient :
*E 0 (70w 000) +49 (1 di_x_’)
559s = P15 G 2us ow 37 05

§ 0 (Sl dod S nd)
5?( ds 0t r 0s 03') (19)

On peut donner & cette équation une forme un peu
différente. Si do et do' sont les trajectoires infiniment
petites parcourues dans le temps dt par les éléments
de conducteur ds et ds', on peut poser :

d _ dw dr Qﬁ'__d_@@i
—(—j?—_—a:gt— e dt—_do"dt’

en posant :
ds dd

Y=g & Y=g

L’équation (19) se transforme aiusi en :

pe: el o 0"
%%=k[—§z(2: )+ "3( 5 35)
0 0z 0’

— i & Z%f aa: % dgg)l (20)
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Si 'on désigne de nouveau par (ss’) I'angle des deux
directions des deux éléments de conducteur ds et ds’,
et ensuite par (s¢') et (¢s') les angles des directions
de ds et dd' d'une part et de do et ds' d’autre part,
on pourra remplacer les sommes ci-dessus par les cosi-
nus de ces angles, et on obtiendra :

0*E 78')
dsos [ ot (t cosles) ) + ' 55 ({CO:'( - )

iy 0 (Y' cos(sc) L (¢ —¢,) cos (ss’))] .2y

os' » ”

On pourra par l'intégration de I'équation différentielle
exprimée sous les formes (19), (20) et (21), calculer
la force électromotrice induite pour chaque portion du
courant inducteur et pour chaque portion du conducteur
induit.

Si le courant inducteur s” est fermé, le dernier terme
donne une valeur nulle par lintégration en s, et I'on
obtient :

0E g [rieos(ss) , . 0 ycos ,
%_—kﬁf—Tds+kz' / ) as. (22)

Cette équation concorde avec les lois d'induction établies

par Fr. Neumann.
Si le conducteur induit est fermsé, le deuxiéme terme
donne une valeur nulle par l'intégration en s, et il vient:

- /‘z cos(ss)
ds' o dt

. 0 Y ecos(se)  (¢'—¢',) cos(ss) :
~kz'_§?/( = L )ds.(23)
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Eufin si s et s’sont tous deux fermés, les deux derniers
termes disparaissent dans la double intégration ensets’,
et I'on obtient ainsi, pour la force électromotrice induite
par un courant fermé s’ dans un conducteur fermsé s,
Iéquation tres simple :

. 9 ‘ ' cos(ss) ,
E_—k(%f/Tdsds, (24)

dans laquelle on peut aussi, dans lindication de la diffé-
rentiation en ¢, faire usage du d droit au lieu du
0 rond, puisque l'expression & différentier ne dépend
que de ¢. ’

On peut naturellement, d’une maniére analogue & celle
que nous avons développée pour déterminer la force
électromotrice induite dans le conducteur s par le cou-
rant s', déterminer la force électromotrice induite dans
le conducteur s” par le courant s. Si nous appelons E’

R
cette derniére, et (%EE; dsds’, la force électromotrice
induite par I'élément de courant ds’ dans l'élément
de conducteur ds, nous devrons poser :

9 (Ycos(w’)+(c—~01)005(”'))]. (25)

ds 7 »

0s

z

;
.
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§ 5.

Travail des forces pondéromotrices et électromotrices.

Aprés avoir déterminé les forces pondéromotrices
quexercent 'un sur l'autre deux éléments de conduc-
teur ds et ds’ parcourus par des courants électriques,
ainsi que les forces électromotrices qu'ils induisent
réciproquement 'un dans lautre, il est facile de recher-
cher le travail effectué par ces forces.

Les composantes de la force pondéromotrice exercée
par ds’ sur ds étaient représentées par Edsds’, ndsds’
et tdsds’, les quantités &, », ¢ étant déterminées par
les équations (15); si l'on représente de méme par
Edsds', »'dsds' et ¢'dsds' les composantes de la force
pondéromotrice exercée par ds sur ds', on pourra
utiliser, pour déterminer &, #' et ¢/, les mémes équations,
en y permutant les lettres avec et sans accent.

Sil'on veut ensuite déterminer le travail que ces forces
effectuent, dans le temps d¢, par le mouvement des
éléments, on aura a former 'expression suivante :

' oz | 0y | Iz 0x Ly 07
deSdt(Eb?‘*'ﬂ?ﬁ“l"Q—d?—f—E’d—t-l—ll-a?—l—Cdt)-
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Si l'on y substitue & &, », &, &, #, ¢ leurs valeurs,
on obtient :

or E o= b
7 ox o Cr < ox dx r 0% 92
kll'deSdf ()i 08 dS BEZWW—Z‘\—S,' Js dt).

1
0 0% 0’ i( 0 z)zr) 1N 0w o' 1 0z 0*x'
0s 05 ot 0s 0s’ 080t 05’ Js 0s'0t
1 v
5 dwda'=g_<} dxdac) 1§ 02 o
0 &t g5 95 0s ot 08 050t s’
1 N
95 axax'__a_G an_@__x’)_} oz o
0 &md 95 O ~ 0 ds ot 0s 050"

Ensuite, on peut poser :

d’ou il résulte :

d ’
kudsdsdt [d( dwd’o) b_(;‘ —w-@ﬁ)

ot s gs’ ot os
9, Yooz
T os ds ot

et si l'on effectue encore les mémes transformations
que pour (19), on obtient I'expression suivante pour
le travail des forces pondéromotrices effectué pendant
le temps dt entre deux éléments de courant :

ivdsds e 9 5)) — £ (o8ES) 07 eos(sr) e

r r

— 425 —

Pour exprimer le travail effectué, pendant le temps
di, par la force électromotrice induite dans un conduc-
teur, nous avons & multiplier la force électromotrice
par l'intensité du courant dans le conducteur et par
lélément de temps. Appliquant ceci aux deux forces
élémentaires, induites réciproquement par les éléments
ds et ds', il vient :

dsds’dt(z‘ B al )

dsos 7 dsos’

Sil'on substitue ici les expressions (21) et (25), plusieurs
termes se détruisent, et il reste :

V . 0 (7 cos(ss!) 4+ 0 [tcos(ss)
_kdsdsdti dt(——fﬁ)+zdt(——r )

+ i [ds ((c——c.l)rcos (ss’)) ,+ 5% (c’—c’l)rcos (&s’))] } .

Les deux premiers termes de la grande parenthése
peuvent étre remplacés par les suivants :

d%(ii’co; (ss’)) Ny ,;}t (cosy('ss'))’

de sorte que 'on obtient l'expression suivante du travail,
pendant le temps dt, des forces électromotrices induites
que les éléments ds et ds' provoquent lun dans Tautre :

e

0 7

— kdsds'dt

gle=sim g e
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Silon ajoute les deux quantités de travail obtenues,
on obtient l'expression du travail effectué, pendant
le temps dt, par toutes les forces agissant enire les
éléments ds et ds' :

| L 2.0 0 [t cos(ss) . [0 ycoé (s8) , ([e—c¢,)cos(ss)
dedet)(—ﬁ(—-—r—)—‘—u{ag‘( . + 1?/l )

0 Y cos(ss) , (¢—c\)cos(ss)
(Loplerl )

os 7 e -

+

Dans l'intégration de ces expressions en s et en s/,
1l se présente, pour le cas de conducteurs et de courants
fermés, les mémes simplifications que celles ohtenues
pour d’autres expressions dans le paragraphe précédent,
les termes qui sont des coefficients différentiels en s
et en s’ donnant des valeurs nulles lors de lintégra-
tion correspondante, quand le conducteur est fermsé.
Si s et ' sont fermés tous deux, il ne reste que les
intégrales des termes qui renferment des coefficients
différentiels en ¢. Posant alors :

w=rf [ 9937@-) dsds, (26)

et désignant par d.\, le travail des forces pondéromo-
trices, par dA, le travail des forces électromotrices,
et simplement par dA le travail de toutes les forces,
pendant le temps d¢, on a les équations :

dA,= 71 dw 27)
AAp = — d(i3'w) — 34 dww (28)
dA = — d(if'w), (29)

lesquelles concordent avec celles que nous avons données
dans les deux derniers paragraphes du chapitre VIII.
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Le potentiel électrodynamique de deux courants fermés
Pun sur l'autre.

En établissant le nouveau principe, jai formé une
quantité que j'ai nommeée le potentiel électrodynamique
de deux particules électriques en mouvement ¢ et ¢
et que j’ai représentée par :

o (dads | dydy | dsds
7 \dt df dr di cTt’Et‘)’

expression que l'on peut écrire plus briévement

(e s do
7 al dit
En ce qui concerne cette grandeur, jai démontré que
son coefficient différentiel négatif par rapport & # repré-
sente le travail effectué pendant le temps d¢ des forces
quexercent I'une sur l'autre les particules.

Mais puisque, dans des courants fermés, les quantités
d’électricité qui sy trouvent & un certain moment
y restent, on peut, en appliquant I'expression ci-dessus,
former aussi le potentiel élecirodynamique de deux
courants fermés lun sur Uouire; et ce potentiel doit
également satisfaire 4 la condition que son coefficient
différentiel par rapport a ¢ représente le travail effectué,



hR dsds' o oxy {0 , 0

pour hAdset MNds,par k — E \fd? +e 78—) (W +¢c o5
, hA'dsds' ox ox\ (Ja' , 0

o hds s s » —RRE Y (S0 ) (o 5
o hh' dsds' Z ox dx\ [0 oz’

» —hds » h'ds —k pn ('}? (W—FC' Js

o hh dsds' oz o
- —hds »—hdy - IR (o0
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pendant le temps d?, par toutes les forces que les cou-
rants exercent l'un sur l'autre.

Pour exprimer le potentiel, considérons d’abord
deux éléments ds et ds' des deux courants. Ces éléments
renferment les quantités d’électricité Ads, — hds,
A ds' et — W ds'. Les vitesses de ces quantités d’électri-
cité ont été déterminées au § 2, et leurs composantes
suivant la direction 2 sont représentées

pour la quantité A ds par +

dx : dw

hd —hds » W —01%-
' o0x

» hds  » dt + pra
faa 0% ox'
» — h'ds' » —-—dt —C’I_d?,

on aura des expressions correspondantes pour les
directions des autres axes coordonnés. En formant
maintenant les quatre combinaisons de chacune des
quantités d’électricité contenues dans ds et dans ds’,
nous pouvons, pour chaque combinaison, exprimer le
potentiel électrodynamique des deux quantités I'une
sur Fautre. Ces potentiels sont représentés

/_\
<
8
I
28
=
8

¥
3
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La somme de ces quatre expressions représente
le potentiel des deux quantités d’électricité contenues
daps I'un des éléments de courant sur celles contenues
dans lautre ; cette somme est simplement -

hh' dsds’ , . ox 0x'
k—7—(c+c})(c + ) 55 o5

ou encore, en remplacant par ¢ et ¢’ les produits 2 (c--c,)
et A'(c’+c,) qui représentent les intensités et par
cos (ss’) la somme indiquée :

, COS (ss)

kit dsds’.

En intégrant cette expression pour les deux circuits
fermés, nous obtenons le potentiel des deux courants
Pun sur lautre. Désignons ce dernier par W, nous
trouverons

W = kii ffcos ) dsds, (30)

expressién qui peut s’écrire plus simplement en faisant
usage de la notation (26) :

W = ii'w. ‘ (31)

Dans le chapitre VIII, § 6, nous avons mentionné
une quantité introduite par Fr. Neumann, que nous
avons nommeée le potentiel magnétigue de deux courants
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Pun sur lautre et que nous avons désigné par Q;
I'expression de cette quantité est : '

—na [ €288 gy,

— 1w,

ou

en appliquant la notation w.

En comparant cette expression avec celle trouvée
pour W, on voit que le potentiel électrodynamique de
deux courants fermés I'un sur 'autre, déduit du nouveau
principe, est égal en valeur absolue, mais de signe
contraire au potentiel introduit par Neumann.

Si nous considérons enfin I'expression, donnée a la fin
du paragraphe précédent, du travail effectué, pendant
le temps d¢, par toutes les forces que des courants fermés
exercent l'un sur l'autre, nous voyons que ce iravail
est en effet représenté par la différentielle négative
de Jeurpotentiel électrodynamique. L’'expression obtenue
pour le travail des forces pondéromotrices seules ' dw
n’est au contraire que la difiérentielle négative du
potentiel magnétique, si les intensités des courants
sont constantes, ou tout au moins si leur produit
est constant. '

CHAPITRE XL

DISCUSSIONS SUR LA THEORIE MECANIQUE DE LA CHALEUR
ET DE L’ELECTRICITE.

un
—

Objection de Tait,
tirée de la considération des phénoménes thermoélectriques.

A la fin du premier volume de cet ouvrage, il a déja
6té question de ce que Tait a motivé sa maniére d’agir
a4 légard de mes travaux sur la théorie mécanique
de la chaleur, qu’il plagait aprés les travaux correspon-
dants des auteurs anglais malgré leur priorité reconnue
par lui-méme, en prétendant que laxiome établi
par moi, savoir que la chaleur ne peut d’elle-méme
passer d’mn corps froid dans un corps chaud, est faux.
Mais comme nous n'avions pas encore traité alors
des phénoménes électriques, je n’al pu entrer dans
la discussion de son assertion tirée d’arguments relatifs
aux phénoménes thermoéleciriques, et jai réservé
ce point pour le second volume. J'y reviendrai donc ici,
en communiquant la partie essentielle dune réponse
que j’ai publiée antérieurement’.

1. Ann. de PoGa., t. 146, p. 20S.
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Des deux phénoménes que cite Tait pour réfuter
mon axiome, jexaminerai d’abord celui dont il dit qu'il
fournit une preuve notoire de I'inexactitude du principe.
C’est notamment le phénoméne qui consiste en ce qu'une
batterie thermoélectrique, dans laquelle les tempéra-
tures des soudures sont celles du point de fusion et
du point d’ébullition de leau, est en état de porter
au rouge un fil fin.

Pour démontrer l'absence compléte de fondement
de cette objection, je n'ai qu’a rappeler ce que j’ai déja
exposé en 1853 dans mon Mémoire sur les phénoménes
thermoélectriques® et que l'on retrouve dans le cha-
pitre VII de ce volume. J’ai montré alors que 'on peut
comparer un élément thermoélectrique (et naturellement
aussi une batterie thermoélectrique) a une machine
& vapeur, la soudure chaude correspondant a la chau-
diére, et la soudure froide au condenseur. A la soudure
chaude, de la chaleur est soutirée a4 un réservoir dont
nous appellerons ¢, la température, tandis qu'a la sou-
dure froide, de la chaleur est cédée & un autre réservoir
dont £, est la température. La quantité de chaleur cédée
est moindre que la chaleur regue; et nous désignerons
par suite par Q la chaleur recue et par Q + ¢ la chaleur
cédée dans 'unité de temps. L'une des parties ¢ de cette
derniére quantité de chaleur est consommée par le
travail nécessaire a la production du courant électrique,
et l'autre partie Q passe d'un corps de température ¢,
dans un autre de température ¢,,.

Si I'on dépense le travail, qui est effectué par une
machine & vapeur, a vaincre des résistances de frotte-
ment ou d’autres résistances passives, on la retransfor-
mera en chaleur et I'on pourra, dans des circonstances

1. Ann. de PoGa., t. 90, p. 513.

.
i
|
F
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appropriées, engendrer une température hien supérieure
4 celle de la chaudiére a vapeur. De méme, dans
la batterie thermoélectrique, le travail, qui devait étre
effectué pour mettre I'électricité en mouvement, peut
se transformer de nouveau en chaleur par leffet des
résistances a la conductibilité vaincues, et l'on peut
aussi, dans des circonstances appropriées, produire
une fempérature de heaucoup plus élevée que celle
des soudures chaudes. Par exemple, il se peut, comme
le cite M. Tait, quun fil soit échauffé jusqua l'incan-
descence, alors que les soudures chaudes n’ont que
la température de 'eau bouillante.

Si nous désignons par ¢, la température que le fil
prend et qui peut étre maintenue constante pendant
un temps quelconque, nous pouvons dire : une partie
de cette quantité de chaleur ¢, qui est consommée
en travail dans la batterie, réapparait comme chaleur
dans un autre corps de température %. Comme cette
chaleur consommée en travail provient d’un réservoir
detempérature¢;, nous obtenons, comme un des résultats
du cycle, le transport d’une certaine quantité de chalenr
d’un corps de température?; dansun corps de température
plus élevée ..

La question quil s'agit maintenant de trancher est
de savoir, si ce passage de chaleur, d’'une température
plus basse & une température plus élevée, a eu lieu
de lui-méme.

Sous cette courte dénomination: de lui-méme, jentends
comme je I'al souvent expliqué : sans qu'il se produise
en méme temps une autre modification servant de
compensation. Tant que l'on a affaire 4 des cycles
fermés, ily a deux sortes de modifications qui peuvent
servir de compensation, d’abord le passage de
chaleur d’'un corps chaud dans un corps froid, ensuite

28
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la consommation de travail, ou pour étre plus précis,
la transformation de travail en chaleur. o

Si nous considérons & ce point de vue notre batterie
~ thermoélectrique avec le fil fin porié au rouge, nous
voyons que, d’une part, la quantité de chaleur g est
en partie passée de la température ¢, a la température
plus élevée ¢,, mais qw'en méme temps autre quantité
de chaleur Q passe de la température ¢, a la température
plus basse t,. Ce dernier passage de chaleur constitue
la compensation du premier, et nous ne pouvons donc
pas dire que le premier passage aeu lieu delui-méme.

Le cas que nous venons d'examiner est si simple
et si clair, quon pourrait le choisir comme un exemple
bien approprié & lexposition et a la ‘confirmation
de mon axiome, et c’est précisément ce cas que M. Tait
a choisi pour démontrer son inexactitude.

Comme autre cas, qui contredirait mon axiome,
M. Tait cite une chaine thermoélectrique dans laquelle
la soudure chaude a une température qui est supérieure
4 celle du point neutre. Il s'agit donc dune chaine
thermoélectrique, dans laguelle le courant nest pas
continuellement renforcé par I'échauffement croissant
d’une soudure, mais dans laquelle le courant décroit
4 partir d'une certaine température, et change méme
de direction lorsque I'on dépasse encore suffisamment
celle-ci.

Tai également discuté ce phénoméne dans le Mémoire
cité ci-dessus. Jai cherché & lexpliguer par ce fait,
que, dans un des métaux dont une telle chaine se
compose (ou méme dans tous les deux), la modification
de température améne un changement de Pétat molé-
culaire, qui fait que la partie modifiée du métal se
comporte, sous le rapport électrique, avec la partie
‘non modifiée, comme deux métaux différents. ‘Aussitdt
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gu’une modification de cette nature a lieu, des forces
électromotrices agissent, non plus seulement aux points
de contact des différents métaux, mais aussi la ou
des parties différemment constituées d’un méme métal
se touchent. D’aprés cela, de la chaleur est engendrée
ou coynsommée, non seulement aux soudures, mais aussi
en, daut.res places, qui se trouvent 3 lintérieur des
métaux isolés, et, pour déterminer tous les passages
de chaleur existants, nous devons par suite considélzzr
oatre les températures des soudures, les températureé
de ces autres places.

) I?ar 13, la chose devient naturellement plus. compli-
qx)1ee. Bien que lexistence de ces modifications soit
démontrée dans des cas particuliers, nous ne possévdons‘
sur el.les que des connaissances trop restreintes pour
pouvoir examiner isolément tous les phénoménes qui
ont lieu dans une chaine thermoélectrique de cette.
nature’. Cependant, on ne contestera pas quil y a |
d,ans lhypc‘)thése que jai faite, au moins 1a'possibilite’:
d’'une explication des phénoménes en question, et par
lies développements de Budde, que jai cbmm’uniqués
a la' fin du chapitre VII, on reconnait comment cette
explication peut étre conduite de maniére 4 étre entiére-
ment en concordance avec mon axiome. On ne pelit

done t%rer de ces phénoménes aucune objection contre
cet axiome. o

—
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V/2]
0

Objections de F. Kohirausch.

Dans un intéressant mémoire sur la thermoélec-
tricité et la conductibilité électrique et calorifique’,
F. Kohlrausch souléve contre ma théorie des courants
thermoélectriques, une objection sappuyant sur une
contradiction qui semble ressortir de la théorie méca-
nique de la chaleur, et qui exige par suite un examen
approfondi. Comme le passage gui contientcette ohjection
est court, il vaut mieux le citer textuellement.

Aprés avoir dit que la théorie mécanique de la chaleur
n’a pas égard, dans la détermination du travail effectué
par la chaleur, & I'égalisation de celle-ci produite par
la conductibilité, et que si l'on regarde ce procédé
comme permis dans tous les cas, on en déduira une
objection importante contre son hypothése quun cou-
rant de chaleur peut effectuer du travail, Kohlrausch
continue ainsi :

« Mais il se présente dans le domaine de I'électricité
-un autre cas, qui d’aprés ma maniére de voir, ne peut
étre mis en concordance avec les principes de la théorie
mécanique de la chaleur ou, en dautres termes,

1. Gottinger Nachrichten ; fév. 1874 et Ann. de Pogé., t. 156;
p. 601.
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avec l'axiome de Clausius, & savoir ‘que la chaleur
ne passe pas d’elle-méme d’une température moindre
4 une température plus élevée, autrement gu’en attri-
buant & la conductibilité de la chaleur un réle essentiel
dans le phénoméne. Tait avait présenté le dit axiome
comme inexact, parce qu'on peut, au moyen d’une pile
theérmoélectrique de température peu élevée, porter
un fil &4 l'incandescence. Clausius réfute aisément cette
objection, Iélévation de température de la chaleur
développée dans le fil étant accompagnée, d’aprés
Peltier, du passage d’une autre quantité de chaleur
de la soudure chaude & la soudure froide de la pile
thermoélectrique (Ann. de Poga., t. CXLVI, p. 310).
Dans cette réfutation, on suppose cependant que la
température développée dans le fil échauffé a une limite,
ce qui arrive toujours en réalité; si l'on pouvait accroitre
4 volonté cette température, on pourrait, dans la pile
thermoélectrique, par le passage d’une quantité finie
de chaleur d'une température 4 une température plus
basse, mais différant de la premiére d'une quantité finie,
élever une autre quantité finie de chaleur 4 une tempé-
rature aussi haute quon le veut. »

Cest cette élévation d'une quantité finie de chaleur a
une température arbitrairement élevée, que Kohlrausch
regarde comme une contradiction existant dans ma
théorie, et cela I'a porté & faire entrer la conductibilité
de la chaleur dans le champ de ses considérations.
Mais je crois pouvoir démontrer que, par une conception
entierement conforme & I'esprit de la théorie mécanique
dela chaleur, bien que n’ayant pas jusqu’ici été exprimée
d’'une maniére aussi précise, cette contradiction dispa-
rait, méme sans faire entrer en ligne de compte la
conductibilité de la chaleur.
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" Pour mieux juger de la nature du phénoméne en
question, que Kohlrausch a mis en évidence pour 1a pile
thermoélectrique, il ne sera pas inutile de montrer quil
peut aussi se présenter dans d’autres machines thermo-
dynamiques, par exemple, dans la machine & vapeur.
Dans celle-ci, la matiére médiatrice de laction de la
chaleur ('eau) absorbe de la chaleur dans la chaudiére,
dont nons appellerons T, la température absolue ;
elle en céde au condenseur dont T, sera la température
absolue. Mais la quantité de chaleur cédée est moindre
que la quantité regue, et nous pouvons, en faisant
abstraction des pertes causées par les imperfections
des machines, considérer Pexcés de la cbaleur regue
comme transformé en travail. Si nous désignons par
Q + ¢ la quantité de chaleur absorbée dans la chaundiére
et par Q la quantité cédée au condenseur, pendant
Punité de temps, ¢ sera la quantité de chaleur transfor-
mée en travail, tandis que Q sera la quantité de chaleur
qui passe de la température T, & la température T,.
© Si maintenant le travail effectué par la machine
est utilisé & vaincre une résistance de frottement,
il se retransforme en chaleur et la quantité de chaleurg,
qui avait été consommée en travail, réapparait comme
chaleur dans les corps frottants, dont nous désignerons
par T, la température absolue. On peut done dire que
cette quantité de chaleur est passée de la température
T,, & laquelle elle a éié regue par la machine, a la
température T,. Comme la température T, des corps
frottants peut étre arbitrairement €levée, nous parve-
nons également ici & ce résultat que, par le passage
d’une quantité finie de chaleur (Q) & une température
inférieure d'une quantité donnée (de T, & T,), on peut
élever une autre quantité finie de chaleur (g) & une
température arbitrairement élevée (Ts).
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" Pour voir ensuite de quelle maniére la température T,
intervient dans les équations de la théorie mécanique
de. la chaleur, nous avons & former l'expression de
la valeur d’équivalence du passage de la quantité

de chaleur ¢, de la température T, & la température T.,
savoir :

(£—1)
I\ 77T,/

Cette expression représente, si T, > Ty, une quantite
négative dont la valeur absolue croit lorsque T, aug-
mente ; mais cet accroissement n’a pas lieu dune
maniére indéfinie, puisque lexpression tend vers la
valeur finie et déterminée

4
T,’

quand T, croit indéfiniment; cette derniére valeur est
la valeur d’équivalence de la transformation en travail
de la. quantité de chaleur ¢ de température T;.
Ce caractére des formules concorde entiérement avec
cette circonstance qu'une quantité de chaleur transfor-
mée d’abord en travail, peut étre ensuite retransformée
en chaleur de température aussi élevée quon le veut.

Mais ¢il sagit ici de température arbitrairement
élevée, on ne doit pas entendre par 14 une température
infiniment édlevée dans le Sens strictement mathéma-
tique; & cet égard, la nature méme de la chose implique
une limite.

Pour le reconnaitre, et pour nous faire une idée
approchée de lanature des grandeursdont il est question,

imaginons que le travail produit par une machine
a vapeur soit d’abord utilisé & mettre en mouvement
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un corps de masse donnée, par exemple, une unité
de masse, et que ce soit ce mouvement qui doive étre
transformé en chaleur. Alors nous aurons encore ici
_simplement affaire & la transformation d’une espéce
de mouvement en une autre espéce, de sorte que
la conclusion sur I'élévation de la température qui peut
étre atteinte sera simplifiée.

Si I'on entend par température absolue dun corps
la force vive moyenne des diverses particules du corps,
qui se meuvent indépendamment dans le mouvement
désigné comme chaleur, c’est-4-dire des atomes, on peut
énoncer comme suit le principe quun corps ne peut
en échauffer un autre & une température plus élevée
que la sienne : les atomes d’un corps ne peuvent
communiquer aux atomes d’'un autre des mouvements,
dont la force vive est en moyenne supérieure 4 la leur.
Appliquons ce résultat au cas oi une unité de masse,
se mouvantcomme un tout, doit imprimer un mouvement
plus rapide aux parties les plus petites d’un corps,
par exemple, aux molécules d'un gaz, qui en vertu
de la chaleur sont animées d’un mouvement progressif,
et engendrer par la de la chaleur; nous pourrons
dire que la plus haute température développée par
ce moyen serait celle par laquelle une molécule unique
aurait, par son mouvement progressif, une force vive
précisément la méme que celle de T'unité de masse
entiere. Nous parvenons ainsi & une valeur extraordi-
nairement grande, mais pas précisément 4 une valeur
infiniment grande, de méme que la masse d’'une molécule
est excessivement petite vis-a-vis d’une unité de masse,
mais pas précisément infiniment petite.

Naturellement cette considération ne peut pas servir
4 nous donner, une fois pour toutes, une valeur de la
limite de température qui peut étre atteinte, puis quavec

-
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la grandeur du travail;, change aussi la grandeur du
mouvement qui peut étre mis 4 sa place; néanmoins,
on obtient au moins ainsi une 1dee de l'ordre des gran-
‘deurs en question.

La restriction dont il vient d’étre question par rapport
aux températures accessibles n’est pas exprimée dans
les équations de la théorie mécanique de la chaleur.
Comme nous lavons vu-dans les valeurs d’équivalence
considérées ci-dessus, ce sont notamment les valeurs
réciproques des températures qui interviennent dans ces
équations, et les valeurs réciproques de ces hautes tempé-
ratures limites sont négligées 4 cause de leur petitesse.
Il y a naturellement 14 une inexactitude; cependant
on reconnaitra sans doute que, vis-a-vis de I'énorme
élévation de ces températures limites, il 0’y a-1a qu'une
inexactitude analogue 4 celle qui est inhérente & presque
chaque équation de la physique, en tant quil y a peu
d’équations de cette sorte qui, applicables dans les phé-
nomeénes qui se présentent dans la réalité, le soient
encore en toute rigueur jusqu’a linfini.

Avant d’écrire, au sujet des ohjections de Kohlrausch,
les considérations communiquées ci-dessus et publiées
d’abord dans le tome 160 des Ann. de Poga., je m’étais
déja du reste exprimé d’une maniére analogue & une
autre occasion. Dans un mémoire publié en 1865',
lorsque jai parlé de la notion introduite par moi de
la valeur de transformation de la chaleur, il a été
question de la maniére de déterminer la valeur
de transformation d’un mouvement d'une grande masse
pondérable qui se meut d’'une seule piéce. Cette valeur

1. “Ueber verschiedene fiir die Anvendung bequeme Formen der
Hauptgleichungen der mecanischen Warmetheorle Ann.dePoga.,

-1, 125, p. 353, et Théorie mécamque de la chaleur, 1ve éd1t1on

mém. IX; t. I, p. 377.
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de transformation est, eu égard 4 sa petitesse, négligée
dans les formules de la théorie mécanique de la chaleur;
je mai pas dit quelle était nulle, mais je me suis
exprimé comme suit' : « Lorsquune masse, & coté
de laquelle un atome peut étre considéré comme
infiniment petit, se meut d’'une seule piéce, la valeur
de transformation de ce mouvement peut de méme
étre considérée comme infiniment petite relativement
a sa force vive. » De la sorte, je n'indique pas seulément
que la grandeur en question nest pas -infiniment
petite dans le sens strictement mathématique, mais
Tordre de grandeur est fixé d'une maniere bien déter-
minée par la comparaison citée de la masse d’'un atome
avec celle de la masse entiére, du mouvement de
laguelle il g'agit.

§ 3.

Vues de W. Thomson et de F. Kohirausch
sur les phénoménes thermoélectriques.

'W. Thomson & publié plusieurs mémoires trés intéres-
sants, en partie de nature théorique, en partie de nature
expérimentale, sur la maniére dont se comportent,
sous le rapport thermoélectrique, les substances et
spécialement les métaux. Une premiere petite notice

. Ann. de Poga., t. 125, p. 399, et Théorie mécamque de Za
chaleur 1re édition, t. I, p. 420. T O
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parut déja avant mon mémoire publié en 1853, et le
contenu s'en trouve réexposé dans le chapitre VII'.
Au contraire les mémoires plus étendus, qui renferment
le développement de la théorie et qui donnent commu-
nication de séries d’essais trés nombreuses, parurent un
peu plus tard, notamment en 1854 et 1856° Par les
recherches expérimentales, une série des faits relatifs
aux propriétés thermoélectriques des métaux jusqu’alors
connus partiellement et incomplétement, ont été établis
et étudiés en détail, et la grande valeur de ces recher-
ches ne peut naturellement étre influencée d’aucune
maniére par les divergences d’opinions qui peuvent
surgir au sujet des causes des phénoménes en question.
Mais en ce qui concerne les considérations théoriques,
je dois avouer que je ne puis me rallier & quelques-unes
d’entre elles.

Dans Dlétude des phénoménes thermoélectriques,
il s’agit d’abord de la production du courant thermo-
électrique, et sous ce rapport, on peut distinguer
deux choses. En premier lieu, il y a le processus
régulier, dans lequel, une chaine formée de deux métaux
ou autres conducteurs de la premiére classe, donne lieu,
par une différence de température des deux soudures,
a un courant dont l'intensité croit réguliérement avec
la grandeur de cette différence de température. En
second lieu, il y a les anomalies & ce processus régulier,
qui se présentent dans maintes combinaisons de métaux,
particuliérement dans la chaine fer-cuivre, et qui
consistent en ce que le courant ne croit pas toujours
pour une différence de température croissante, mais

1. Proc. of the Edinh. R. Soc., Déc. 1851 et Phil. Mag. Ser. IV.
vol. III, 1852,

2. Transactlons of the Edinb. R. Soc. for 1854 et Phil. Trans.
for 1836. — Continué dans les Phil. Trans. for 1875.
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décroit’ dés qu'une des températures a atteint une
certaine valeur, et peut méme changer de sens lorsque
cette température est trés grande.

Un autre phénomene est lié 4 1a production du courant
thermoélectrique ; outre la quantité de chaleur engen-
drée de ce chef que le courant surmonte la résistance
a la conductibilit¢ dans toute la chaine, quantité
proportionnelle au carré de lintensité du courant,
il disparait & certains endroits de la chaleur, et a
d’autres, il en apparait, et les quantités de chaleur
en question sont simplement proportionnelles & I'inten-
sité. Sl ne s’agit que du processus régulier, on nwa
besoin d’admettre de tels phénomeénes quaux points
de contact des différentes substances, et Cest en cela
que consiste ce quon a I'habitude d’appeler le phéno-
méne de Peltier. Mais si, au contraire, les irrégularités
mentionnées ci-dessus se produisent, on doit admettre
que ces effets dont la grandeur est proportionnelle
a lintensité du courant, ont lieu en différents endroits,
méme dans l'intérieur des métaux séparés.

La théorie de Thomson se rapporte surtout & ces
disparitions et apparitions de chaleur & lintérieur
des métaux séparés. Il essaie de ramener ce phénomeéne
4 une action particuliére de I'électricité, ce quil exprime
en disant que par un courant, lélectricité transporte
de la chaleur o trovers un conducteur inégalement
chaud (carries heat vith it). En particulier, il Sexprime
- comme suit au sujet du fer et du cuivre : Pélectricité

-résineuse transporte de la chaleur dans un conducteur
en fer inégalement chaud, et Uélectricité vitreuse agit
de méme dans un conducteur en cuivre. Par I'expression
ici employée de transport de chaleur dansun conducteur

1. Transactions of the Edimb. R. Soc. Vol. XXI, p. 143.
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inégalement chaud, il faut entendre une chose que
je ne crois pas facile a saisir sans une explication
spéciale; savoir que, dans le cas ou I'électricité circule
d'un endroit plus chaud & un endroit plus froid du
conducteur, il y a de la chaleur développée dans
le conducteur, et inversement quil y a de la chaleur
soutirée au conducteur, dans la circulat.on inverse.

Conjointement & cette maniére de voir, Thomson
introduit une nouvelle grandeur qu’il nomme la chaleur
spécifique de lélectricité et quil définit comme suit' :
si un courant d’intensité infiniment petite ¢ circulant
dans un métal, d'un endroit de température ¢ -+ d¢
vers un endroit de température ¢, développe entre
ces deux points une quantité de chaleur yo df pendant
l'unité de temps, & est la chaleur spécifique de I'électri-
cité dans ce métal. D’aprés Thomson, la quantité ainsi
définie a des valeurs différentes dans différents métaux,
et méme des signes opposés. D’'aprés les conventions
ci-dessus, la chaleur spécifique de I'électricité vitreuse
est positive dans le cuivre; celle de I'électricité résineuse
est positive dans le fer, de sorte que celle de I'électricité
vitreuse y est négative.

Jiignore si ces conventions et définitions ne doivent.
servir qu'a exprimer d'une fagon commode et simple
la maniére dont se comportent les différents métaux
relativement & la production ou la disparition de chaleur
qui y a lieu pendant qu’ils sont traversés par un courant
élecirique, ou si elles sont sensées contenir une explica-
tion réelle des phénomenes. Dans ce dernier cas, je dois
dire que je ne suis pas en état de me faire de cette
explication une représentation physique qui me paraisse
acceptable.

1. Loc. cit., p. 133.
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- De plus, dans ce cas, la production et laconsommation

de chaleur qui ont lieu aux points de contact de diffé-
rentes substances, ¢'est-a-dire, le phénomeéne de Peltier,
serait de tout autre nature que la production et la.
consommation de chaleur & lintérieur dun métal,
et une explication spéciale serait encore nécessaire
pour ce phénomene.

Enfin, en ce qui concerne la production du courant
thermoélectrique, Thomson n'en a, que je sache, donné
aucune explication.

F. Kohlrausch ! a plus récemment exposé une théorie
plus compléte des différents phénomeénes que nous con-
sidérons; cette théorie pose également en principe une
nouvelle propriété de Vélectricité, et en méme temps
une nouvelle propriété correspondante de la chaleur.

Kohlrausch admet notamment, qu'd un courant de
chaleur est relié un courant électrigue dans un rapport
déterminé dépendant de la nature du conducteur,
et quinversement, la chaleur se meut par Ueffet dun
courant électrique. La derniére propriété attribuée par
Kohlrausch & I'électricité, de faire mouvoir la chaleur
par le courant, doit étre entendue autrement que celle
admise par Thomson, savoir celle quil exprime en
disant que Vélectricité transporte la chalewr. D’apres
Thomson, laction du courant, dont il est question, n'a
lieu sur la chaleur existante dans le conducteur que
dans le cas ou il est inégalement chaud, et méme
cette action a liew dans des sens opposés, suivant
que T'électricité circule du chaud au froid, ou du froid
au chaud; il y a dégagement de chaleur dans un cas,
absorption dans l'autre. Au contraire, l'effet admis par
Kohlrausch doit avoir lieu aussi dans un conducteur

1. Gottinger Nachrichten, Février 1874, et Ann. de Poeé., t. 156,
p. 601. . P

— 4 —

uniformément échauffé, et il n’y a pas de renversement
de T'espéce mentionnée en dernier lieu.

A Taide des propriétés quil attribue a I'électricité
et 4 la chaleur, Kohlrausch explique la production
du courant thermoélectrique et 'absorption et la pro-
duction de chaleur aux points de contact de différentes
substances; il montre ensuite comment, & l'aide d'une
hypothése particuliéré accessoire, on peut aussi expli-
quer 'absorption et la production de chaleur & I'intérieur
d'un méme métal. Malgré cela, je ne puis pas me rallier
& ce qui précéde, parce quwil faudrait admettre autant
de nouvelles propriétés de la chaleur et de I'électricité
quil y a de phénoménes a expliquer; lI'une de ces
propriétés, & savoir que la chaleur, peut effectuer
un travail dans le passage qui a lieu par conductibilité
d’'une place chaude & une place froide, est en contra-
diction avec les hypothéses actuelles de la théorie
mécanique de la chaleur; ma théorie, au contraire,
est conforme aux hypothéses faites actuellement dans
la thermodynamique surles circonstances danslesquelles
la chaleur peut effectuer du travail.

En outre, je rappellerai que, dans le deuxiéme para-
graphe de ce chapitre, jai réfuté lobjection que
Kohlrausch a faite & ma théorie et & cause de laquelle
il a cru devoir se prononcer contre elle. Cest pourquoi
je wai aucune raison d’abandonner ma théorie qui rend
compte de tous les phénomenes observés, si on I'étend
de la maniére que j'avais primitivement indiquée, et que
Budde a développée ensuite.
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§ 4.

Objections de Zéllner
contre les considérations d'électrodynamique
contenues dans le chapitre IX,

Zollner a soulevé diverses objections, dont je reléverai
ici les principales, contre les considérations d’électro-
dynamique, contenues dans le chapitre IX, qui m’ont
conduit & formuler le nouveau principe d’électrody-
namique .

Jai montré que le principe de Weber conduit, dans
I'hypothése du mouvement d’'une seule électricité dans
un courant galvanique, a l'existence d’une force exercée
par un courant fermé, au repos et constant, sur de
I'électricité au repos, force quwon n'observe pas enréalité.
Zollner reconnait lexactitude des équations que jai
posées, et qui avaient déja précédemment été &tablies
par Riecke; mais il pense que la force quelles détermi-
nent est si petite, quelle échappe & I'observation.

La composante x de cette force est déterminée par

I'équation (4) du chapitre IX, savoir :

- 4h ds' ,),/7' .
F=—F (dt)da;f( )d

1. Ann. de Poac., t. 160, p. 514, et Ann. de WIED., t. 2,p. 604.

— 449 —

Une particularité caractéristique de cette formule
Y

est que le coefficient différentiel d—;’ qui représente

la vitesse du mouvement ne 8y présente pas en facteur
a la premiére puissance, mais bien au carré. Il résulte
de 1a que, si I'on se donne lintensité du courant,
cest-a-dire la quantité d'électricité qui traverse, pendant

l'unité de temps, une section et qui est exprimée par
!

., . as
le produit A’ 0 la valeur de la formule varie essentiel-

lement avec la maniére dont on considére le courant,
c’est-a-dire suivant que l'on attribue une trés grande
valeur a la quantité d’électricité qui circule et une valeur
minime & sa vitesse, ou que l'on regarde la quantité
d'électricité comme minime et la vitesse comme trés
grande.

Zollner sappuie, dans ses considératiouns, sur les
recherches hien connues de R. Kohlrausch et Weber,
sur la réduction aux unités mécaniques des mesures
d’intensité des courants', d’oi les auteurs ont, entire
autres, tiré la conclusion (p. 281) que la vitesse de
circulation dans les conducteurs électrolytiques est
si faible, que 'on n'obtient quun mouvement progressif
de % mm. par seconde, en faisant certaines hypothéses
sur lintensité du courant et la section du conducteur.
Cest cetie valeur de la vitesse que Zollner utilise, et
il parvient par la & une valeur de ¥ qui n’est plus
appréciable a lobservation, & cause de sa petitesse.
Mais il y a des objections trés sérieuses a faire 4 cette
maniére de procéder.

Si nous ne considérons d’abord que les conducteurs
électrolytiques, la conclusion de Weber et Kohlrausch

1. Abh. der. K. séchs. Ges. der Wiss. III, p. 221.
29
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indiquée ci-dessus se rapporte & la vilesse moyenne
de toutes les molécules partielles contenues dans U'élec-
trolyle, cest-a-dire a celte vitesse que I'on ebtiendrait,
si 'on imaginait que toutes les molécules partielles
positives et négatives contenues dans I'électrolyte se
meuvent de la méme maniére suivant les deux directions
opposées. Sil'on fait, au contraire, d’aprés ma maniére
de voir, I'hypothése beaucoup plus vraisemblable que
relativement peu de molécules partielles exécutent
le mouvement en question par lequel I'électricité est
transportée, et que par suite ces molécules ont par
cela méme des vitesses d’autant plus grandes, on obtient
naturellement aussi de plus grandes valeurs pour X,
qui dépend du carré de la vitesse.

8i, au lieu d'électrolytes, nous considérons ensulte
des conducteurs métalliques, on a pour ceux-ci & tenir
comple de cette autre circonstance que les molécules
ne se meuvent pas avec toules les quantités d’électricités
qui y sont adhérentes, mais quil y a un passage
d'éleciricité de molécule & molécule. Il n'est certes pas
nécessaire d’admetire que toute la quantité d'électricité
appartenant & une molécule abandonne celle-ci et passe
4 la molécule voisine, mais il est beaucoup plus probable
que des parties relativement petites des quantités totales
d’électiricité se iransportent, et c'est ce qui nous conduit
a de beaucoup plus grandes vitesses.

Si donc d'une part, comme Weber et Kohlrausch
I'ont indiqué avec raison, on ne doit pas penser & consi-
dérer comme vitesse du mouvement de I'électricité,
la vitesse prodigieuse de plusieurs centaines de milles,
que Wheastone et d’autres savants ont trouvée dans
la propagation de l'action électrique, on ne doit pas,
d’aulre part, d’aprés ma conviclion, surtout sl s’agit
de conducteurs métalliques, utiliser comme vitesse réelle
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du mouvement de lélectricité, cette valeur minime
1 .
de 3 m. que Weber et Kohlrausch ont calculée comme

étant une certaine vitesse moyenne. Dans ce cas,
la vitesse est probablement plus grande, dans une
proportion trés élevée, de sorte que la démonstration
de Zollner tombe alors complétement. g

La question se présente encore sous un JOIlI‘ plus
défavorable & la démonstration de Zollner, quand l'on
considére les aimants au lieu des courants galvaniques.
On parvient alors 4 un résultat directement opposé
a celui que cet auteur a obienu.

Remarquons d’abord que, pour les courants molécu-
laires, par lesquels on explique d’aprés Ampére le
magnélisme, la double circulation admise par Weber
est encore plus invraisemblable que pour les courants
galvaniques dans des conducteurs solides. Que l'on
imagine que l'électricité positive se meut en tourbillon-
nant autour d’'un noyau électrique négatif, il ny a la
quune idée entiérement conforme aux autres phéno-
ménes mécaniques que nous voyons. Mais que deux
fluides différenis se meuvent continuellement autour
du méme centre et dans deux directions opposées,
cela me parait presque inconcevable.

Dailleurs Weber Jui-méme, qui, pour faire regarder
au moins comme possible la double circulation molécu- |
laire, avait émis l'idée que peut-étre Iun des fluides
décrivait un circuit plus restreint et lautre un circuit
plus étendu, s'est fait plus récemment des courants
moléculaires d’Ampére une autre représentation entiére-

-ment conforme & celle que nous avons des autres

phénoménes mécaniques. Weber admet notamment ?

1. Electrodynamische Maassbestimmungen, inshesondere uber
das Princip dev Erhaltung der Energie. Lelpzm 1871, p. 41:



qu'une particule électrique positive et une autre négative
tout aussi grande font partie d'un atome pondérable.
Quand il considére le mouvement des deux particules
‘@électricité 'une autour de autre, il dit que le rapport
~dans lequel ces deux parties participent au mouvement
dépend du rapport de leurs masses, et que, quand une
particule d’éleciricité adhére & un atome pondérable,
la m’assé de ce dernier doit entrer en ligne de compte
avec celle de la particule électrique. Aprésquil a désigné
par +¢ la particule positive et par — ¢ 1a négative,
il dit expressément : « Clest seulement 3 cette derniére
quadhére un atome pendérahle, de sorte que sa masse
“est tellement augmentée, que la masse de la particule
positive peut &tre considérée comme négligeable vis-a-
vis d’elle. La particule — ¢ peut donc étre considérée
comme au repos, tandis que la particule + ¢ seule est
én mouvement autour de la premiére. »

Dans cette maniére de voir, la double circulation
‘admise autrefois par Weber n’existe pas; il n’y a qu'un
~simple mouvement rotatif de I'électri cité positive autour
-d’un noyau électrique négatif ; et, & cette sorte de mou-
vement, I'équation déduite ci-dessus de la formule

de Weber est applicable. Si lon peut maintenant
démontrer que la force déterminée par cette équation
-est si grande qu'elle ne pourrait échapper a I'observa-
“tion, si elle existait, il faut conclure, du fait que cette
force ne s'observe pas dans la réalité, que le principe
-adopté par Weber est en contradiction avec lexpérience
pour la nature du mouvement admise par lui-méme
“dans les courants moléculaires.

I est d’abord & remarquer que laction électrodyna-
mique totale ordinaire des courants moléculaires d’un
‘almant est si grande que, si l'on voulait remplacer
un aimant. tant soit peu puissant par un solénoide
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Ientourant extérieurement et d’égal effet électrodyna-
mique, on devrait utiliser un courant trés puissant
ou un tres grand nombre de spires.

A cette circonstance favorable pour le cas de I'aimant
sen ajoute encore une autre qui donne ume telle
prédominance & la force, quil devrait exercer sur
de Iélectricité au repos d’aprés le principe de Weber,
que méme celle des plus forts courants dans des
conducteurs de dimensions ordinaires est complétement
négligeable vis-a-vis d’elle. '

Dé la formule obtenue précédemment pour la compo-
sante X, ¢’est-a-dire :

AN A Y J) N\ . ‘
Y=o (ﬁz/' I ﬂw—) wo

il résulte que la force dont il sagit ici se comporte,
sous certain rapport, d'une toute autre maniére que
les forces électrodynamiques que I'on considére ordinai-
rement. Sil'on détermine la force quexerce un trés petit
courant fermé, que nous considérerons comme circulaire
pour la simplicité, sur un autre petit courant fermé
ou sur un pole magnétique, cest-a-dire la force
électrodynamique ordinaire, on la trouve proportion-
nelle & l'azre du circuit. Si I'on détermine, par contre,
la force exercée, d’apres la formule précédente, par le
courant circulaire, sur une unité d’électricité au repos,
on trouve qu'elle est proportionnelle au périmatre du
cercle. Le raisonnement suivant montre combien cette
différence est essentielle.

Construisons, a I'intérieur d’un grand cercle, un trés
grand nombre de petits cercles qui soient si voising
les uns des autres quils remplissent, pour la grande
partie, I'aire totale; imaginons d’'une part le grand cercle
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et d’autre part I'ensemble des petits cercles parcourus
dans le méme sens par des courants d’égale intensité,
et comparons les forces exercées par les deux systémes
de courants. En ce qui concerne la force électrodyna-
mique ordinaire, nous trouverons que la force totale
exercée par tous les petits courants est moindre que celle
exercée par le grand courant, puisque I'ensemble des
aires entourées par tous les petits courants est moindre
que laire entourée par le grand. Si nous faisons,
au contraire, la comparaison en ce qui concerne la force
qui, d’apres la formule, est exercée sur de Iélectricité
au repos, nous trouverons que la force exercée par
Pensemble des petits courants dépasse de beaucoup
celle exercée par le grand, puisque I'ensemble des
longueurs des circuits des premiers dépasse de beaucoup
la longueur du circuit du dernier. Cette prédominance
de la force totale des petits courants sur celle du grand
est d’autant plus forte que les courants sont plus petits
et que, par suite, leur nombre est grand.

Si nous en revenons maintenant 4 considérer un
aimant, et que nousimaginons un solénoide qui I'entoure,
ayant assez de spires et parcouru par un courant dssez
intense-pour que, en tant qu’il soit question de la force
électrodynamique ordinaire, il agisse avec la méme
inténsité” que laimant, c’est-a-dire que lensemble
de tous les courants moléculaires y contenus, cette
égalité d’action n’aura plus lieu, en vertu de la formule
ci-dessus, pour la force exercée sur de I'électricité
au repos; Paction exercée par les courants moléculaires
sera de Dbeaucoup supérieure-a celle exercée par le
solénoide, et cela dans un rapport excessivement grand
acause dunombre des courants moléculaires qui dépasse
toute imagination.
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Tl résulte de ce qui précéde que, si méme on introduit
dans la formule une vitesse de I'électricité aussi petite
que celle que Zollner admet, et qui conduit pour le
solénoide & une force trés petite, on parviendra pourtant
inversement & une force trés grande pour laimant.
Le fait quune telle force ne s'observe ni.pour les
aimants permanents, ni pour les électro-aimants, dans
lesquels on peut produire et faire disparaitre subitement
Paimantation, peut étre considéré comme une preuve
certaine que le principe de Weber est incompatible
avec I'hypothése que, dans les courants moléculaires
des aimants, I'électricité positive seule se. meut.

Dans ses deux écrits, dont nous venons de reproduire
les considérations les plus importantes, qui ont purement
rapport & la question, Zéllner, qui combat ouvertement
et avec une certaine violence mon principe, en arrive
4 un autre endroit & essayer de montrer que ce principe
nest pas, & proprement parler, nouveau, mais quil
concorde dans sa partie essentielle avec celui de Weber,
quelques « simplifications rationnelles » pouvant rame-
ner ma formule du potentiel a celle de Weber.

Sous ce rapport, je me contenterai de rappeler la
comparaison des formules du potentiel données par
Weber, par Riemann et par moi, que jai exposée
dans le premier paragraphe du chapitre précédent
(p. 400). Un simple coup d’eeil jeté sur les trois formules
(2.), (3) et (4) suffit pour démontrer quelles different
essentiellement 'une de lautre, et que les opérations
que Zollner indique comme des simplifications ration-
nelles, pour ramener ma formule & celle de Weber, sont
des transformations complétes de principe.
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Objections de W. Weber.

Dans la deuxiéme partie du second volume des
Mémoires scientifiques de Zollner, paru récemment,
une autre objection a été soulevée conire mon principe
d’électrodynamique. Zollner y dit qu’il est redevable
de la recherche en question & Wilhem Weber, qui Pa
autorisé & la publier en cet endroit. En méme temps,
il annonce quune addition, quil avait faite & son
mémoire précédent et qui contenait également une oljec-
tion &4 mon principe, provenait aussi de Weber.

Dans ces conditions, il faut attribuer une importance
toute particuliére a ces objections, et nous les considére-
rons de prés. D’abord nous porterons notre attention
sur I'addition au mémoire antérieur de Zsllner.

Cette addition contient expressément ce qui suit :

« Clausius, dans sa formule du potentiel,

!
e% (1 + Aov' cos ¢),

désigne par v et o' les vitesses absolues des particules e
et ¢, et par s 'angle de leurs directions. Ces vitesses
peuvent se décomposer en deux autres u égales et direc-
tement opposées, qui font entre elles 'angle ¢ = =, et en
deux autres w égales et de miéme direction qui font
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entre elles 'angle ¢ = 0. Si v = 0, alors v =9’ = w et

e
cos ¢=+ 1; de sorte que le potenticl est = 76 (1 + Zuwe).
Siw=0, v =% =wuetcos s =— 1; alors le potentiel

f
es\ = f;—ﬂe— (1 — ku?). Le premier cas se présente pour

deux particules au repos sur la terre, qui se meuvent
avec celle-ci dans Tespace. Pour de telles particules,
la loi de Iélectrostatique est démontrée expérimentale-
. . ee! .
ment et, d’apres cela, le potentiel est —7» ce qui est
en contradiction avec la loi de Clausius. Dans le second
cas, la vitesse relative des deux particules est 2u et
la loi de Clausius est en concordance parfaite avec celle

de Weber si I'on prend la constante de Clausius % égale

\

4 . . . . .
a = En modifiant la loi de Clausius, conformément

au principe de I'électrostatique, on en tirera celle de
‘Weber comme loi générale. »

Il 'y a, dans ces considérations, deux points & ren-
contrer.

En premier lieu, il y a cette circonstance que deux
particules d’électricité au repos sur la terre se déplacent
avec celle-ci dans l'espace et ont des vitesses égales et
de méme direction, dont Weber désigne par w la gran-

r
deur. Dans ce cas, ma loi donne la formule 3}(1 + kw?)

pour le potentiel, et Weber dit que ceci est en contra-

diction avec la loi expérimentale de I'électrostatique,
14

RN . ee

d’apres laquelle le potentiel est —.
7

Silon examine la chose de plus pres, cette contradic-

tion apparente avecl'expérience disparaitcomplétement.

Désignons par =, y, z et &' 3/, 5’ les coordonngées, par

rapport a un systéme de coordonnées fixe dans I'espace,
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des deux particules électriques e et ¢ au repos sur
la terre; comme on peut, dans le cas de la recherche
expérimentale regarder la vitesse 20 du point de la terre
comme constante en grandeur et direction, ma formule
du potentiel donnera les expressions suivantes pour
les composantes de la force que e’ exerce sur e :

1 1 1

” I Y
—ee L (1—kw?); —ee (1 —kw?); —ee' —(1—Fkw?),

Jx( ) Jx( ) Jz( )

!
tandis que la formule —e—f— du potentiel électrostatique

donnerait les expressions :

1 1 1

Uy e Yy
—eg —; —ee —; e — —.
JL JYy vz

Les expressions obtenues pour ces deux cas ne diffe-
rent par conséquent que par le facteur constant
1 — kw? Ce facteur constant a, sur les formules,
la méme influence que si P'unité avec laquelle on mesure
les quantités d’électricité e et ¢, était un peu modifiée.
Mais puisque nous ne déduisons l'unité, avec laquelle
nous mesurons I'électricité, que de la force qu’elle exerce,
nous ne pouvons remarquer une modification de la force
qui a lien d'une maniére constante, de sorte que cette
contradiction disparait.

En second lieu, Weber dit que, si I'on modifie ma
formule, en raison de cette contradiction (supposée) avec
la loi d’électrostatique, de telle sorte quon ne considére
plus, dans sa formation, les deux vitesses w égales
et de méme direction, et quon ne fasse entrer en ligne

de compte que les vitesses u égales et de directions
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. ‘s - ee .
opposées, ce qui lui donne ainsi la forme — (1 — Au?),
r

cette derniére formule concorde avec sa formule du
potentiel de sorte que, par cette rectification, on tire,
de ma formule, la sienne comme loi générale. Mais ceci

. ' ee! o s
est une méprise, car la formule — (1 — %&u?) n’est pas
"
celle de Weber, mais bien celle de Riemann, puisque

la quantité 2« n'est pas égale a mais représente

7
%7
la vitesse relative, dans le sens ordinaire du mot.

II ne peut naturellement y avoir aucun doute que
cette méprise n’a été causée que par l'examen trop
superficiel du sujet, et, en effet, Weber lui-méme
a complété sa théorie dans un travail publié par Zollner
danslaseconde partie du second volume de ses mémoires.
A la vérité, il ne dit pas que son assertion antérieure,

. ee
d’aprés laquelle la formule — (1 — %u®) concorde avec
r

sa formule du potentiel, est inexacte, mais il entreprend
pourtant la décomposition de la vitesse u, qui est néces-

saire, pour obtenir la quantité 7 qui intervient dans
a

sa formule. Il décompose « en deux composantes, dont
I'une est dirigée suivant la ligne de jonction des deux
particules et qui est égale a —12— ZZZ—Z‘ et dont l'autre est
normale a cette ligne de jonction. Désignons dans la suite
par u, et u, ces deux composantes.

Aprés avoir fait cette décomposition, Weber émet
une autre considération, de laquelle il dédnit une nou-
velle objection contre ma formule du potentiel.

Il forme notamment mon potentiel électrodynamique
aussi bien pour les vitesses totales v et ¢/, que pour
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les composantes séparées de ces vitesses, puis il
compare les derniéres expressions avec la premidre.
Le potentiel électrodynamique relatif aux vitesses totales
- est déterminé par 'équation :

ee
V=% COS-<.
”

Si 'on décompose les vitesses dans les deux compo-
santes w et u, et qu'on désigne par W et U les potentiels
qui s’y rapportent, on a les équations :
ee' ee
W =k — w? = —Fk —ud
7 r

2

Si I'on décompose les vitesses dans les ¢7ois composantes
w, u, et u,, et quon désigne par W, Uy, U,, les poten-
tiels qui 8’y rapportent, on aura :

' ’ !

ee . ee ee
W=F—u; U=—k—u}; Uy=—Fhk—ui.
r 7 7

Weber dit maintenant quon doit s'attendre a ce que,
dans la premiére décomposition, la somme W + U et,
dans la seconde, la somme W + U, + U, soit égale & V;
mais que ceci nest pas le cas, car la quantité vv' cos ¢
n'est pas égale aux sommes algébriques v* — u® et
v* — u] — u3, mais est représentée par une expressmn
beaucoup plus compliquée.

Si cela était réellement vrai, ma formule du potentiel
deviendrait, en effet, par 14 méme invraisemblable.
Mais en considérant la chose de plus prés, on trouve
que cela est inexact, et que l'assertion de Weber n’a été
causée que par un examen trop superflciel du sujet,
puisqu'elle repose sur une simple faute de calcul.
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Des deux sommes algébriques w’—u’ et w* —uj — u3,
nous n‘avons hesoin de considérer en détail que la pre-
miere, puisque la seconde peut étre ramenée a celle-ci,
au moyen de I'équation uf -+ uf = »* qui est évidente
par elle-méme. On peut aisément démontrer (malgré
I'assertion contraire de Weber) que I'équation :

0’ coS & = w® — W, (1)

est exacte.

Pour cela, considérons les composantes suivant
les axes coordonnés de v, ¢/, w et u. Les composantes &

. dx
des vitesses v et o' sont — i et Cfg Z 11 en résulte que

les composantes « des vitesses w, égales et de méme

- . ‘ ll
direction, sont pour les deux particules 5 (réf -+ dt)

et que les composantes x des vitesses %, égales et

1
de directions opposées, sont respectivement 3 (

1/dx  dax N .
5 (d—f - W) pour la premiére et la seconde particule.

On a des expressions analogues pour les autres axes

coordonnés. D’aprés cela, on a pour w et u les equamon%
suivantes :

. dr . dr 2 dz 3'\2
A _ ! I -
v [(clt+ d[) ( + dt ) +(th + dt)_]
1{ de  da'\2 (dy  dy'\? dz  ds 2J
(2 — e X —_— e
=3 (dt a7 ) +((Zl m:) +(dt dt) :

En retranchant la seconde de ces équations de la pre-
miére, on obtient :

dx da'
di dé)

et

o e tdwdz  dydy | dzdd
R AT + dt dt +u dr dt”
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et Pexpression contenue dans le second membre est bien
o' cos ¢, de sorte que I'équation (1) est démontrée.

Au lieu de ce calcul trés simple, Weber en fait un
heaucoup plus compliqué, dont je ne donnerai ici que
ce qui est nécessaire pour wontrer la faute de calcul.
Désignant par ¢ Vangle compris entre la direction de w
et celle d'une des directions u, il forme les équations :

2 = U’ 4+ w* — 2uw cosY
v = u® + w® 4 2uw cosy.
Appelant ensuite « et 8 les angles formés par la

direction w avec les directions » et o', il écrit les
équations :
51

. v . oo
sin v = — Sin 2 = — sin §5;
U U

d’ou il résulte :

weosy =  w—vsintz = | wr—v2sin? B, (3)

Puis Weber dit que, de ces équations, résultent les
suivantes :

u? .
0?2 = u? 4+ w? cos 2« ( 1+ \/wq — snl?a)

\

u?
2 g2 2 9 + - — i
V2= - w cos.,@(’l \/102 sng),

et les valeurs de v et ' déterminées par ces équations
sont celles quil pense devoir substituer dans ma formule

) e¢’ . .
du potentiel k — ' cose, de sorte que celle-ci prendrait

une forme trés compliquée.
En réalité, les équations (4) ne résultent pas des
équations (2) et (3), qui donnent plutdt :

u? .
v? = u? 4 w? (cos 2« + 2cosa \/W—smﬁa)
' I ®)

u? .
V2 =u? 4+ w? (cos 2B 4 2 cospP \/w2 —sin? p) 5
De ces équations, on peut déduire la relation :
v’ cos (@ + B) = w* — v’

en tenant compte encore dune certaine relation qui
existe entre les vitesses u et w et les angles « et 5;
on remarquera-que-la somme des angles « et 3 est bien
Tangle que jai désigné par s. Ainsi, par ce développe-
ment, bien quil soit indirect, on parvient encore
a Téquation (1) contestée par Weber; Tobjection de
ce dernier tombe donc.
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Recherche de Lorberg.

Dans la deuxiéme partie du second volume des
mémoires scientifiques de Zollner, que jai déja citée
au commencement du paragraphe précédent, aunteur
mentionne aussi le mémoire publié par Lorberg dans
le tome 84 du Journal de Borchardt, et il dit que, dans
ce mémoire, on démontre que ma loi est insoutenable
et (sous certaines suppositions évidentes d’elles-mémes)
que la loi de Weber est nécessaire. On verra clairement
ce quil faut retenir de cette affirmation en examinant de
plus prés le résultat obtenu par Lorberg.

Dans son mémoire, Lorberg applique d’abord la loi
de Weber et la mienne & quelques cas particuliers.
Dans cette application, il se présente naturellement
certaines différences dans les forces qui en résultent,
mais toujours seulement dans des cas tels, qu’il n’est pas
possible, par n’importe quelle expérience faite jusqu’ici,
de décider de l'exactitude de I'un ou de lautre des
résultats divergents. Il ne peut donc étre question
de démontrer que ma loi est insoutenable.

Ensuite, Lorberg effectue une recherche semblable
4 celle que jai faite; et il déduit la forme mathématique
du principe en se basant sur certaines propositions.

i
|
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Celles-ci sont, pour autant qu'elles reposent sur des
expériences, essentiellement les mémes que celles que
jai faites; mais il y a en plus une proposition, qui va
expressément & l'encontre des vues que jal exprimees;
cest celle d’aprés laquelle les forces électrodynamiques
ne dépendent que du mouvement relatif des particules
d’électricité et méme du mouvement relatif dans le sens
attribué a ce mot par Weber, c’est-a-dire, celui qui se
rapporte au rapprochement ou & I'éloignement mutuel
des particules.

Jai dit de prime abord que mes développements se
distinguent des autres semblables faits antérieurement
en ce que jy considére, non seulement le mouvement
relatif, mais aussi les mouvements absolus des particules.
Pour montrer comment cette différence se manifeste
dans les résultats, j’ai fait une comparaison des formules
du potentiel données par Weber, par Riemann et par moi,
comparaison que j’ai reproduite dansle§ I du chapitre X;
jai montré, par la, que ces formules se distinguent,
en ce que celle de Weber renferme la vitesse relative
dans le sens lui attribué par cet auteur, en ce que celle
de Riemann renferme la vitesse relative dans le sens
ordinaire, et en ce que la mienne renferme les compo-
santes des vitesses absolues. Quiconque, comme Zollner,
considére comme évidente par elle-méme Ihypothése
que les forces électrodynamiques ne dépendent que du
mouvement relatif, dans le sens attribué & ce mot par
Weber, w’a pas besoin de faire de nouvelles recherches
pour décider entre les trois formules; il peut le faire
immédiatement a la simple lecture.

La recherche de Lorberg est cependant précieuse
pour la clarté du sujet, parce quelle établit dune
maniére plus nette quon ne lavait fait jusque la,
les conséquences qui découlent de certaines hypothéses;

T30
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mais elle ne peut pas étre en contradiction avec ma
recherche, parce quelle repose précisément sur d’autres
hypothéses.
Ce qu’il y a de mieux pour faire voir clairement dans
-quelle relation se trouvent les résultats des deux recher-
ches, c’est de les mettre en regard sous des formes
aussisemblables que possible. Lerésultat de larecherche
de Lorberg peut s’exprimer comme suit : sz lon part de
Uhypothese que seul, le mouvement relatif, dans le sens
pris par Weber, peut avoir une influence sur les forces
électrodynamiques, on parvient o la conclusion que le
principe de Weber est le sewl possible, el que dans un
courant électrigue, les deux électricités doivent circuler
avec des vitesses égales el opposées. Au contraire, le
résultat de ma recherche est le suivant : si lon ne veut
pas foire Uhypothése que, dans les courants galraniques
et dans les autres courants électriques, auxquels les
lozs électrodynamiques sont applicables, les deur élec-
tricités circulent avec des vitesses égales et opposédes,
on ne peut non plus admetire que seul, le mouvement
relatif (dans le sens pris par Weber ou dans le sens
ordinaire) a une influence sur les forces électrodyna-
miques, mais Uon doit aussi altribuer une influence
aux mouvements absolus, et lon parvient alors a mon
principe, qui est le seul possible.
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