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EXISTENCE ET GRANDEUR

DE

LA PRECESSION ET DE LA NUTATION DIURNES

7

DANS

L'HYPOTHESE D'UNE TERRE SOLIDE.

Dans la note intitulée : Sur un criterium astronomique -
certain de Pexistence d’une couche fluide ¢ Pintérieur de
Pécorce terrestre (1), nous avons établi la possibilité de
vérifier expérimentalement I'existence de cette couche, A
I'aide de la grandeur de la précession, et surtout de la
nutation diurne. '

(1) Bulletins de ! Académie royale de Belgique, 5° série, t. Hi, n 1.
Janvier 1882,
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~On va voir que celles-ci, méme si 'intérieur du globe
est solide, sont bien loin d’étre insignifiantes, comme 'a
affirmé Laplace, qui a é1é cra sur parole par Poisson, et
par tous les géométres qui se sont occupés du mouvement
de rotation de la Terre (1).

En refaisant & nouveau le calcul de la précession et de
la nutation diurnes, nous sommes arrivé & intégrer com-
plétement, sous forme finie, les équations différentielles
qui les donnent; et en déterminant, daprés les données les
plus récentes, les constantes qui entrent dans leurs expres-
sions, nous avens lrouvé que, méme daps 'hypothése
d’une Terre solide a I'intérieur, la nutation diurne peut
s'élever, aprés une période d’un quert de jour, d plus de
huil dixiemes de seconde d’arc en ascension droite, pour
Pétoile polaire; et la précession diurne, aprés un huitiéme
jour, & plus d’une demi-seconde d’arce, en ascension droite
également, pour 1 P Qurse; résultat inatlendn, et que les
astronomes n'auront pas de peine a contréler.

Afin de les mettre 3 méme d’en vérifier le calcul, nous
donnerons ci-dessous I'expression de la valeur maxima de
la nutation et de la précession diurnes pour ces périodes,
valeurs qui correspendent respectivement, & la vérité, a
celles de

(1} Une ervenr de signe, qui g'était glissée dans notre premier catcul,
nous avait fait eroive 4 nous-méme que la nutation diurne était insigai-
fiante dans cette hypothése. L'exactilude de la formule actuelle a éie
vérifiée par deux de nos éléves du Doctorat en sciences physiques et
mathématiques, M. I'ingénieur des mines Brédat et M. Thewis, qui ont
eu I'obligeance d’en refaire tous les caleuls.

mais qui ne sont pas considérablement altérées pour une
valeur différente de £2.

Nous comptons, du reste, publier, aprés les vacances,
notre travail complet sur cette importanie question.

En appelant « 'obliquité de I'écliptique;

¢ I'inclinaison moyenne de l'orbite lunaire sur Iéclip-
tigue ;

& 'angle de Ia ligne des équinoxes avec une droite fixe
du plan de Iécliptique;

€2 1a longitude du nceud ascendant de L'orbite lunaive;

O, et L, les longitudes moyennes du Soleil et de la
Lune pendant a période considérée ;

nry et m'y les rapports des moyvens mouvements de ces
astres au mouvement de rotation de la Terre ;

A le rapport de I'action de la Lune & celle du Soleii;

a, & les différences C — A et & — B, du plus grand
moment &inertie C de la Terre avee le plus petit A, et
avec le moyen B ; ,

si nous admettons, pour le caleul numérique, I'égalité
de A et de B, et si nous négligeons les termes qui dépen-
dent de

a b ab
B AV A

lermes dont I'influence n’atteint, dn reste, pas aux mil-
litmes de seconde d’arc, le maximum de la nutation diurne
correspondant & une périade d’un quart de jour, et &
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Catculons d’abord %, que Laplace avait pris égal 4 3 (1), Poisson 4 2.35333 (2), et que nous trou--
verons moins considérable encore, c'est-i-dire égal & 2.1521, d’aprés les denndées les plos récentes,

(1) Mécanique céleste. Premiére partie, livre ¥, no 43,
(2) Mémoire sur lo mouvement de la terve awlour de son centre de gravité, p. 254,
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La quantité ) est égale au rapport

M M M sin*s

D IFE sin’ =

>

si nous désignons par M et D, avec ou sans accent, la
masse et la distance de Ja Lune ou du Soleil ; par = et =
les parallaxes de ces astres, et par M’; le rapport de la
masse de la Lune & celle du Soleil.
Nous adopterons les valeurs suivantes :
- d'aprés Stone:

1
w==8"88; o =5§72".707; M =

555

d’aprés Leverrier :

14
M=
2o M= oo’
]
dot M, — - . le M',— 23575055 — 10.
M =G o =28 0
Si l'on calenle _
sin o' = sin 57'3" 0.295 cos B7'3” et sin 8.58
i = — in e =
= 506265 § 206265

on trouvera, en logarithmes :
M, 2.575085 — 10
sin’s’ 4.659775 — 10
" sin’w 6.901964 — 20

log A = 0.352864 ;

A= 2.1521.

Calculons maintenant I'expression %5 en partant de la
formule de Poisson (1) '

3m*(2C—A—B Se* 5¢” 3¢t
& = ( )[1+%+A(i+a wi)w;-!]cosk

4nd 2

pa

(1) Loc. cit, p. 217.

(9)
ainsi que des valeurs qu’il a adoptées, & I'exception de
celles de ¢ et de A, pour lesquelles nous suivrons Strave,

‘tandis que Poisson a suivi Bessel, et de celle de A, que

nous venons de trouver.

Nous aurons ainst, ¢ élant égal & 50”3798 et 4 2
23°27'54", pour 1808 (1} :

1 50.3798

5
. 2« 0.0027505 X 559.99571
wih 5600 B % Pt X

2¢—A—B 5

ol 2 (0.016814)"
X E [’l -+ 2(00 8i4)
- A(d + % (0.054865) — %(0.08985)2)]

La valeur numérique de la parenthése qui multiplie
B A - .
‘“LT‘?—@ est 3.1361954; on trouvera ensuite aprés quel-

ques simplifications:

1 503798 0.00629
o 220 0,0097505 (1 —

cos h 973000 — 00 :’05(! 360 )

9C—A—B

X 51561954 “E""c—_’

ou, pour abréger I'écriture :

{ 29C—A—B
Dy (1— 0.000017475) :
cos f gy :

En logarithmes, on a:
n, 1.702256

ny 5987666 —

n; 7.456210 —

n, 0.496403 —

cos b 9.962513 —

7.819464% nombre : 0.00659878,

(1) Watsown, Theoretical astronomy.
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Done
2C—A—B
—e == (LO0G59878 {1+ 0.000017475) = 0.0065989;

et, comme on doit admeitre, faote de données plus pré-
cises, que A = B: =2 0.00520943 ; d'ou

[
C— A
C—A  C—A € C—a (C—A)ﬂ
R L Ty S “\c
C

C— A
+ (—G~) == 0.00551037,

valeur que nous preadrons pour %.

Calculons en troisiéme lien les différents termes par
lesguels il faut multiplier%m% sin 2 5’&, pour obtenir Aw,
w élant 'obliquité moyenne pour 1882.0.

En partant de my = 0.0027303 = 0.0748013 m’; (1),
et de o = 23° 27" 16”.6 (2), nous aurons, en logarithmes :

o
cos® - 9981676

1

w
sin? 2 8.816072

2

1— m, 9998813 — 1+ m, 0.001184
b &
1+ 2m,— i 9.996170 — T4 2m, -3 0.000955

0.980645 8.613953
nombres 0 969824 — 0.044111 == 0.928713

k4
cos (m2 E;) =1 — ¢.006009

preduil =0 928704
log  9.967877
cos o 9.962548 —

1.04 235 == nombre; 0.003529

(1) Poisson, loc. cil., pp- 256 et 263 ; LavLace, foc. cif , el Mécanique
céleste, deuxiéme partie, livre V11, acticle 16.
() Naut. alm. et Conn. des temps,

s
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(]
cos? g 9.981676 sin® - 8.616072
1—m, 9.985852 — 1 ok 1, 0.015560
b
{9, — 0.965526 —  i-4 200y — — 002038
*A Iy

0.039298 8. ) 7
nombres 1.67720 —_ 0.03726 == 1.04004
log 0.017017

Fd
cos (m’ET) 9.999822
cos & 9.962548

1.13346 = nombre; 0.034291
T2 sei60m2 —
2 ¢os @ :
08 w 9962348 4~ /1 -
sin: 0.509908 — (§ e0sec w == cot Qm) 0.229170 9 498511

b o i:]:m’z 9.985852 - 0.015369
- 0
2sine o oo, — - 9965526 0.029958

nomhre 0.095217

0.279792 9485484
nombres == 1.90455 — 0.28411
== 1,62044

14+ 1490454
S

b
1+ K 1,00551
produit 1.19437; + 1.62044 =2.81481
log 0.449450 -+
cos m’E% 9.909822 -+

{87 8.054618 -+ 113516 +
0.405800;  nombre == 0.25345 +

B
1 o =4 00351 4
A

2.58992
log 0.578584 +
L 0.332862 -
5.14533 == nombre; 0.711246
-+ 1.01235
+ 1.00165
7.157553 log == 0.834752
b
— 7.310858
A 7 teh
m?, sin2w 4.755902
cot1” 5314425
07,0266 == nombre; 8.424937.
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Les trois quarls de ce nombre donnent 07,020 pour le
maximum de la nutation diuroe. _
Occupons-nous maintenant du caleul pumérique de
'expression que nous avons donnée ponr la précession
diurne.
Nous trouverons, comme ci-dessus :

= T - ,
sinﬂ5 (1+m2—) sm-ﬂ(i-a—mgz]
- =0.04029; o = 0.03855
—_— v ', — —
(1+m2)(1+amﬂ A) () (1-—|— - _A)
%] T <) T
00555 (1 — My ——) cosﬂg (i —my 2)
= =0.96788; - 1.04652
b
{i— mz)f 1—2m,— —) (L= m'y) (1—%@— —)
: A
b (n’ 1 . b
c — [ —] | ==0.92026 (1+—) cosw ==  0.02640
LOF.JCO[1+A‘4 ‘X,:I 1
1.92045 2.00505
0.41403
2.41998
i 8.954618 log 0,583816
cos & 9,962548 A 0332862
V2 0450513 0716678
5 C0SeC &~ cot 2 0.220170 nombre 5.20809
- b -+ 1.92945
14+ —-.. 0.521126 —_—
A 7.15752
0617077 ; nombre=w=0,414051 log 0.833335
‘ mg 4.872420
b
- 7.519858
A

cot 4" 8514425

0”.03633 == nombre; 8560256
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Les trois quarts de ce nombre donnent 07,02725 pour
le maximum de la précession diurne.

Ainsi done, la précession, comme la nutation, comporte,
pendant la fraction de jour qui correspond au maximum,
deux centiemes de seconde d'arc environ, dans Uhypo-
thése d’une Terre non fluide 4 Iintérieur.

Nous avons dit, dans notre précédente note, qu’elles
pourraient étre beaucoup plus considérables dans Fhypo-
thése contraire; mais, en nous réservant de revenir & un

- auire enlroit sur ce sujet, montrons, dés 4 présent, par

deux exemples pris sur des circompolaires, que Ia nutation
et la précession diurnes sonmt parfaitement sensibles 2
I'observation.
On sait que, pour obtenir T'effet de Aw en ascension
droite, il faut multiplier la valeur de Aw par cos « tg 3.
Nous avons donc 4 ajouter les logarithmes qui suivent,
si nous prenons la polaire pour exemple :

Cos « 9976014

a U, min.
tg ¢ 1.657582
% a0 8.424937
cé qui donne 0.058555 nombre 1.0925,

dont les trois quarts sont, & trés-pen prés, 0782,

Pour la précession, choisissons 2 Petite Ourse, et bor-

‘nons-nous au calenl du seul terme important de la formule

da = A (cosw -+ sine sina Lgd).
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Nous trouverons :

£ ap 8560256
sine sine tg & 1.281608

9.841864; nombre == — 0.6948;

dont les trois quarts donnent — 0”52,

Ainst done, si méme la Terre est solide 4 Uintérieur,
I'osecillation apparente, résultant du mouvement diurne de
I'axe du monde, s'éléve, en ascension droite, pour la

polaire, pendant une période d'un quart de jour, 4 plus

de huit diziemes de seconde d’arc, et pour A Petite Ourse,
pendant une période d’en huitiéme de jour, & plus d’une
demi-seconde, dans fe cas du maximam !

Telle est la quantité que tous les géoméires ont erun
pouvoir négliger sur la foi de Laplace, tant est grand le
prestige des hommes de génie !

Ils affirment : on les suit en aveugle ; et leurs commen-
taleurs vont jusqu'd se mettre l'esprit & la torture, pour
démontrer, 4 grands renforts de calculs, leurs assertions
méme les moins établies.

Il est certain cependant, a cause de la forme finie que
nous avons pu donner & nos intégrales, que le résultat
auquel nous sommes parvenu ne saurait étre mis en
question.

Et si notre étude sur les conséquences qui dériveraient,
pour le mouvement de I'axe du globe, de I'existence d’une
partie fluide 4 Iintérieur de celui-ci, ne nous avait condait,
2 examiner de plus prés le probléme de la nutation, certes
nous n’eussions pas songé davantage i nous inscrire en
faux contre 'affirmation de Laplace.

Il ne sera pas inutile de montrer, dés & présent, que les

(15)

discordances entre les valeurs, que les différents annuaires
assignent aux coordonnées des circompolaires, s’expliquent
trés-naturellement par le fait du mouvement diurne de
'axe du monde. ‘

On sait que les variations, en ascension droite et en
déclinaison , sont exprimées, en fonction de Am et de A ¢,
par les formules

Ax = A¢ {€0S® +sinw sine tgd) — Aw cosa tgd.

Ad == Ay 8iD w €08 ¢ + Aw sin a.

II résnlte de 1a que, si les valeurs de A w et de A & ne
sont pas beaucoup plus considérables que celles que nous
venons de trouver, ¢’est-a-dire si la Terre est un ellipsoide
de révolation, solide a Pintérieur,

1° influence de A ¢, dont la valeur maximum ne s’éléve
guére au-deld d'une demi-seconde d’arc, sera surtout
sensible en ascension droite, pour des éloiles Lrés-voisines
da pole, et dont I'ascension droite est pea éloignée de 6* ou
de 18"; mais que, pour ces mémes étoiles, I'influence de
Ao sera presque nulle;

2 la valeur de aw élant guatre fois plus grande, dans
le eas du maximum, que celle de sin way, la variation en
ascension droite aura lien bien plutdt pour les étoiles dont
I'ascension droite est voisine de 0" ou de 12", que pour
celles dont cette ordonnée approche de 6° ou de 18%;

3° la variation la plus sensible en déclinaison sera celle
qui provient de aw, et elle avra lieu surtout pour les
étoiles dont I'ascension droite esl peu différente de 6° ou
de 18"

Ces résultats semblent tous confirmés par le tableau
suivanl, qui donne, d'aprés les annuaires de Greenwick,

- Paris, Washington et Berlin, la position moyenne de quel-
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ques circompolaires pour I'époque 1882. 0 :

AsC. DROITES. DECLINAISONS,
G P W B G P W B
aU.m, {b15m28:28 29.46 30.95 20.01 88040746791 47.2 46.94 4601
51 Cep. G 44 47.04 46.97 45.34 87 1557.09 36.7 537.52
J U.m. 18 10 23.84 25.55 25.29 23.36 86 56 54.28 35.0 54.90 53.31
AU.m. 19 42 6350 5353 383 88 B6 B4.57 B4.H 54.04

On voit, en effet, par ce tableau, .

1° que les différences en ascension droile sont assez
faibles pour 51 Cep. et pour ¢ U.m., dont les & sont voi-
sines de 6" ou de 18%;

2° que ces différences sont trés-considérables, au con-
traire, pour la polaire, dont 'R est peun éloignée de O*;
beaucoup plas considérables surtout que pour les deux
étoiles précédemment citées;

3° que les différences en déclinaison ne sont guére
sensibles que pour ces deux mémes étoiles; -

Quant & 2 U. m. enfin, pour laquelle cos o = 0,431 et
stn « = 0,901, sa varialion en R, résultant de [a préces-
sion et de la nutation duirnes lumisolaires, sera, si nous
négligeons la quantité assez petite cos o &

Ax = — tgd (0.901 sin wag + 0.451 As),

et pourra acquérir une valeur assez considérable: résultat
qui concorde aussi avec les données du tablean précédent.
A la vérité, pour discuter ces données en parfaite con-
naissance de cause, il faudrait connaitre les dates et les
heures dJdes observations sur lesquelles elles ont é1é
établies.
Mais, comme nolre théorie le montre, il suffit que ces
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heures ne soient pas les mémes, pour qu’il se manifeste,
surtout dans les ascensions droiles, des différences sen—
sibles & 'observation.

Et les discordances entre les positions données par les
différents observaloires s'expliquent trés-naturellement,
nous venons de le voir, par le fait de I'existence de la
précession et de la nutation diurnes.

Des observations coucordantes des eircompolaires s'im-
posent donc anjourd’hui & tous les observatoires.

Dans une prochaine note, nous examinerons jusqu’a
guel point cette oscillation apparente des circompolaires
sera amplifiée par suite de la fluidité intérienre du globe.

Si elle I'est, comme nous le présumons, les astronomes
lironi, dans le mouvemenl des étoiles. la conslitution
intime de notre globe; ils y liront également la variaion
de forme de ses méridiens, ainsi que la position do plus
pelit et du plus grand d’entre eux, et ils pourront fournir
4 la géodésie des éléments importants, que ses méthodes
les plus précises auront toujours beaucoup de peine 3
découvrir.



