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Deuxiéme note sur lextension de la notion du rapport
anharmonique; par M. F. Folie, membre de 1'Aca-
démie.

Dans une précédente note ("), nous avons fait voir que,
pour généraliser aisément le rapport anharmonigue du
second ordre, il fallait 'derire, non pas % : &, mais 53
et quon obtieni en effet, en suivant pour le n® ordre
la régle indiquée dans cette derniére forme, I'expression

générale que voicl du rapport anharmonigue du n® ordre :

12.54.56...(n — ) n
nt. 23 45...(91—-2)(11—1)'

(125...2) =

H pourrait étre fort utile d’étudier, pour ce rapport, les
relations qui exisient entre les diverses formes qu’il peut
prendre, par I'inversion des chiffires, comme M, Chasles I'a
fait pour le second ordre (™).

C'est un travail que nous n'avons guére le loisir d'en-
treprendre, et que nous ¢royons, pour celle raisen, devoir
signaler 4 'attention des jeunes géométres.

Ils pourront prendre pour guide, dans cette recherche,
ontre la notation précédente, le passage cité de M. Chasles,
d’on ils déduiront aisément les formnles qui suivent ;

{(*y Bulleting: 2¢série, t. XL1V, ne 11, 1877.
(**) Traité de gdométrie supérieure, p. 24.
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et, de plus, en désignant par

r, v, ¢, 7, ¥,

les rapports successifs
(1254), {1243}, (1542), (1324), (1423), {1452) :

rartel, =1, r+r=1,

1 1 1 1 1

+—=1, —+-—=1, ——=1i

{
r

]

d’ot il résulterait encore

1 1
Pa—=1, =1,
r r
4 1

17 e
T+F———4, ¥ —I—;—;—'l,
1 1
?’m+—-‘=}l, T'"‘l-—::'i
T T

Il ne sera pas inutile, enfin, de noter que

(1214)==1;
de méme que
(1214 16) = — 1,

et ainsi de suite; que

(19 54 15) = — (4954); (12 54 36) = — (1234) X (3614).
1

(4
(12 34 56) = (543612) = (36 12
Il s'agirait de trouver, pour le 3° ordre dabord,

formules analogues a celies que nous venons de rappeler

plus haut.
Mais un autre probléme se présente encore : c’est de
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rattacher directement I'involation du 3¢ ordre au rapport
anharmonique du méme ordre.

Ce probléme ne semble pas aussi directement abordable ;
les recherches que nous avons faites 4 ce sujet nous ont
conduit, toutefois, 4 des résultats assez inléressants, en
ce quils sont susceptibles de généralisation; pent-étre
méme donneront-ils la solution compléte du probléme.

On sait que Vinvolution des trois couples. de poinls
1,2; 1,25 17, 2", qui sexprime par les équations

HA2 7197 17, o
217,92 917 99" 97, 997 " ° (f”’

peut s'écrire également, si 'on se horne i la premiére

égalité ("), et qu'on se rappelle les formules données pius
haut :

(@207 (1222 =1 . . . . . (9

L'involution du 3 ordre, qui s'esprime par I'égalité des
trois rapports

[H’ A2 1F

17,197, 15"] —[ lz[ l’

dont les deux derniers sobtiennent par le changement de
1 en 2 ou en 3 dans le premier, peut, de méme, s’écrire :

(1207 (12/22") (15'25") =1 . . . . (5),

formule dans laquelle on pent changer 1 ou 2 en 3, ce qui
fournit deux autres égalités.

Malheureusement elle ne renferme que des rapports
anharmoniques du second ordre; et il gagirait de les trans-

') Traité de géométrie supdrieure, p. 197.
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former en rapports du 3¢, ce qui fait 'objet essentiel de
notre recherche.

On voit d’abord que cette nouvelle forme de I'involution
du 3¢ ordre est immédiatement applicable aux ordres supé-
rieurs,

Or, en la comparant & celle de involution du 2° ordre,
et en cherchant & généraliser celle-ci direciement pour
arriver an 3¢, on est naturellement amené & poser I'égalité
saivante :

(11°2175177) (12'22752") (15'237'55" ) =1. . (5.

S8i I'on admet que, dans celle expression, 'on peot inter-
vertir les accents, ou les chiffres, ce qui revient au méme,
elle donnera lieu & d'autres égalités de méme forme, telles
que

(1472451 . == 1;  (11"721'51) ... =1, ete.

Or, de la transformation de ces égalités, et de leur com-
paraison entre elles, il résultera qu’elles conduisent 4 ex-
pression précédemment donnée :

(11'207) (12'22") (1525 ) =1. . . . (3),

ou, en d’autres termes, que les égalilés (3'), dans lesquelles
ne figurent que des rapporls anharmoniques do 3° ordre,
expriment linvolution des ternes de points 123, 1’25,
172"3", 1'2"'3'"', absolument comme les égalités (3)
expriment l'involulion des trois premiers parmi ces ternes.

La formule (5'), de méme que la formule (3}, est sus-
ceptible de se généraliser trés-simplement. C’est ainsi que
celle derniére s’écrira immédiatement, pour exprimer I'in-
volution du 4° ordre :

(11'217) (12'22") (18'23") (14’24 ) =1 . . (4},
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formule dans laquelie on peut changer 1, ou bien 2,en3
ou en 4.

Et nons eroyons pouvoir affirmer que Pinvolution des

quaternes de points 1...4, ..., 1v.. 4" s’exprimera par Ia
formule |

(AU2A7BV 4" (12227527427 (L) () =1, (&),

et par celles qui s’en déduisent au moyen de Vinversion
des accents ou des chiffres.

Telles seratent donc les expressions générales de I'in-
volution du »° ordre, tant an moyen de rapporls anhar-
moniques du méme ordre, qu'au moyen de rapports de 2°,
du 3, ete. ordre. '

Ainsi, par exemple, 'involution du 4¢ ordre, pour nous
horner 4 celle-ci, s’exprimerait par les formules :

o
¥ ! E "t ] k)
I;I'(’ll 217) == 1, ot Fon pourra changer la combinaison 12
en 23, 54, 41,15, 24.

.
I Y Rt Al AR F) o .
T (11'21751") =4, ot T'on pourra changer la combinaison

v
125 en 254, 541, 412,

LA .

IL(11724751""41") = 1, ol Pon pourra changer la eombinaison

"
1254 en 2344, 5412, 4195,
Nous engageons les jeunes géométres 2 les vérifier.

Nous énoncerons également une propriété générale, &
laquelle nous sommes arrivé incidemment, en recherchant
les propriéiés du rapport anharmonique da #* ordre,

La voici pour les courbes de la 3¢ classe :

Si1,2,5; 1, 2, 3 désignent les sommets de deux
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trigones conjugués & une courbe de la 3¢ classe (7); 1, 1,
1;, etc. les intersections d’une tangente quelconque avec
les jonctions 11, 1'2, 1'3, elc., on a, enire les segments
déterminés entre ces points, les relations

19;. 95,. 51;  45,. 52;.
14,929, 55, 4,29

=¢'¢ . . (A),

W o
g § g

ainsi que les autres relations analogues.

Ces relations, combinédes avec celle que donne le théo-
réme de Carnot, conduoisent & d’antres propriétés gue nous
croyons nouvelles, méme dans la théorie des coniques
peut-&tre; la relation (A), en effet, exisie pour ces eourbes,
mulatis mutandis. )

Cette méme relation (A) existe pounr les courbes du
3¢ ordre, sans qu’on ait une lettre 4 y changer, & condi-
tion que 1, 2, 3, elc., désignent maintenant les cotés de
deux {rilatéres eonjugués a celte courbe ("); 1), 1., ete,,
les rayons qui joignent un quelconque de ses points aux
inlersections 41, 1'2, ele.; et 12 ete., les sinus des
angles compris entre les directions des cdtés 1 ef 2, ete.

Combinée avec le théoréme corrélatif de celui de Carnot,
elle conduira également 4 des relations nouvelles.

Nous lerminerons cette Note parles énoncés de quelques
théorémes remarquables dus 3 M. C. Le Paige, qut s’'occupe,

(*y Fondemenis dune géométrie supérieure cartdsienne, par F. Folie,
p. 42. Bruxelles. Hayez, 1872,
(**) Ibid., pp. 11, 20 et 21. Bruxelles. Hayez, 1872,
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en méme temps que nous, et avec beaucoup de suceds, de

Pextension des théories de la géoméirie supérieure.

« Soient six points, désignés par les chiffres 1,2,3,4, 5, 6.
Nous représenterons, comme nous l'avons fait jusqu'ici,
‘pa.r A%, le rapport anbarmonique des six droites qui
joignent ces poinls 4 un point fize m, c'est-d-dire la
fonction

sin (1m4) sin (3m6) sin (5m2)
sin (1m2) sin (3m4&) sin (5mb)

.
2

les autres fonctions 3 que nous ereployons ont des signi-
fications analogues.

Cela posé, on a les théorémes snivants :

I. — 8i Pon joint un point quelcongue m d’une cubique
a six points 1, 2,3, 4,5, 6 de la cubique (), il existe entre
les invariants X5z, ¥, une relation

14 a3 + %325"25, =0,

dans loquelle a,, a, sont des constantes, indépendantes de
la position de m.

. — 8§i l'on joint les trois points 1, 3, B, ¢ un point
guelcongque m de la cubique, les droites mi, m3, m5, sont
trois rayons homographigues.

NI — Les neuf droites 12, 14, 16; 32, 34, 56; 52,
54, BB, et la cubique sont coupées par une transversale en
douze points en invelulion.

(") Ces six points ont des positions particuliéres sur lesquelles nous
nous étendrons plus tard. La méme observation s’appliqee aux théorémes
suivants.
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- Ces trois propositions ont pour corrélatives les sui-
vanles ;.
IV. — Une tangente mobile t & une courbe de la troi-
siéme classe est rencontrée par six tangentes fixes en six
points, tels gve Uon a la relation

1+ g, ¥ + 0 Wy = 0.

V. — Une tangente mobile détermine sur Irois lan-
gentes fixes 1, 3, B, trois séries homographiques.
V1. — Les trois tangentes & la courbe, menées par un

point m, et les neuf droites qui joignent ce point qux infer-
sections des tangentes 1, 3, 5, avec les tangentes 2, 4, 6,
sont douze droites en fnvolution.

Ces théorémes subsistent pour les courbes du »™® ordre
et de la n™* classe, mutatis mulandis. .

La notion des points conjugués harmoniques des diffé-
rents ordres conduit & des applications géoméiriques que
nous nous bornerons A indiquer pour les quartigues.

Si une quartique est détinie par 'une ou l'autre dus
relalions suivantes '

Cy== 2Pl =0,
C;EZ?]{IP;‘ = 0,
" nous dirons gque
o PP,...Py=0,

PP,...P, =0,

définissent un penlagone et un hexagone harmoniques,
refatifs 2 la quartique : ces figures harmoniques jouissent
des propriélés suivanles :

VII. — Toute droite passant par un des sommels du
.pentagone harmonique rencontre les trois cdtés, qui n'abou-
‘tissent pas @ ce sommet, en trois poinis, et lo quartique en
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quatre poinis, et ces huil points sont conjuguds harmo-
nigues duw quairiéme ordre.

VI — Toute droite, qui joinl deux sommels opposes
de Uhexagone harmonigue, rencontre les deux autres cotés
en deux points, ef la quartigue en qualre points , el ces huit
points sont conjuguds harmoniques du qualriéme ordre.

Nous avons employé les mols penlagone et hexagone,
bien qu'il edt été préférable de dire quinguélatére et
sélatére, paree que cet emploi ne peut, iei, donner lien &
ancune obscurité.

Nous espérons pouvoir développer et étendre ces no-
tions qui sont générales. »

Application de la bobine de Buhinkorff au téléphone pour
reproduire lo parole aux grandes distances; par M. Ie
lientenant - eclonel d'artillerie en retraite Navez el
M. Louis Navesz, fils.

Le téléphone de M. Graham Bell, tel qu’il est employé,
ne peat meitre en relalion que des stations peu éloignées
"ane de lautre. Les courants d’induction que Fappareil
lance dans le circuit, ne sont pas assez énergiques pour
vaincre la résislance que les grandes Jignes leur opposent.
Il w'est guére probable que le systéme dont nous parlons
puisse étre considérablement amélioré sous le rapport de la
résistance 4 vaincre, parce que la force motrice de la com-
hinaison mécanique ne peut élre reproduite, sous sa pre-
miére forme, qui est la voix humaine, qu’aprés avoir subi
différentes transformations et, par conséquent, éprouvé
des pertes de force vive.



