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Pas treuvé le lien étroit qui unissait la proposition de
Desargues 4 celles de Pascal et de Brianchon,
Cest bien ici le lien d"appliquer ces paroles si profon-
dément vraies de M. Payl Serret (1), et qui, dans le cas
présent, sappliquent plus encore 3 lui-méme qu’ad tout
_autre, puisquiil a renconiré cette propriété sur sep
: _chemin, et quil s’est arrété an moment oit il n’avait plus
qu’un pas-a faire pour la saisiy :
-« Mais il est présumable quit y fandra surtont infini-
> ment de honheur; et cest ¢e que la plus profonde
géoméirie ne donne pas tonjours. » '
Afin de mettre notre énonce S0us une forme aussi con-
ise que possible, nous rappellerons les définitions syi-
vantes, que nous avons données dans nos Fondements
dune géométrie supérieure carlésienne, et dont on trog-
era la justification dans ce Mémoire. Cetle justification
essortira an surplus, 4 I'évidence, des pages qui suivent.
¢« Nous appeilerons polygones conjugués de chtés
> Inserils & une courbe dy 2™ ordre, deax polygones tels
que chaque ebté de I'un passe par 'un des points d’in-
» tersection de chaque cdié de Iantre avec |a courbe,
~» De méme, nous appellerons polygones conjugués de
2'n =~ 1 cotés, inscrils & une courbe du 2™ ordre, deux
“polygones tels que chaque coté de I'un passe par Fun
+des points d’intersection de chaque coté de l'autre,
> un seul excepts, avec la courbe; les ¢dtés opposés dans
ces deux polygones seront ceux qui n’auront pas de
> point commun sur la courbe,
» Ainsi, denx triangles conjugués inscrits & une

Suite i la note précédente sur PEVOLUTION. —- L Synthese
des théorémes de Pascal et de Brianchon. — I Nou-
velles exlensions de ces théorémes. — 111 De EvoLu-
TION dans Uhexagone inscrit ou circonscrit g ie cong-

que; par M. F. Folie, membre de I’Académie.

§ L.

En cherchant & étendre & I’hexagone la propriéié que
nous avons énoncée, sous le nom d’EvoLuTion, relative-
ment & deux triangles, Pun inserit & une conique, I'autre
circonscrit 4 la méme courbe par les sommets da premier,
nous avous da tout d’abord tacher de metire équation de’
ta conique, rapportée 4 Ihexagone, sous une forme ana :
logue A celle que nous avions trouvée en la rapportant
aux deux triangles, et qui nous avait donné l'idée de celte:
propriété, :

Or nous avons é1é étonné de rencontrer, dans le cour
de cetle recherche, une proprielé fort curieuse, et tout i fai
inallendue, en ce sens que nous n’en avions, pas plus queé
nos maitres, prédécessenrs ou contemporains, nul pres-
seniiment, il fant bien le reconnaitre.

Et pourtant, cette propriété appartient, presque dans
ses propres termes, 4 Desargues. :

Pascal, s'il avait pensé & combiner 1a proposition -
Desargues avec I'hexagramme mystique, fat arrivé bie
certainement au théoréme de Brianchon.

Et il est vraiment surprenant que ce dernier surtol
et les grands géomeétres qui lui ont succédé, n'aj

{1} Géométrie de direction, p. 518,
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> conique sonl, par exemple, deux triangles de cotés
» respectifs A, B, C, et a, &, ¢, tels que A passe par I'un
» des denx points d'intersection de b el ¢ avee la conique;
» B par I'autre intersection de ¢ el par une de celles de
» @; et enfin C par anlre intersection de g ot de b; et les
» cOlés opposés, dans ces deux triangles, sont A et a, B
» eth, C el ¢, parce qu'ils ne se coupent pas deux 4 deux
» sur la courbe.

» Pour tracer ces deux triangles, on commencera par
» former le premier au moyen de trois e6tés A, B, C, qui
» coupent chacun la courbe en deux points; le seecond se
» formera en joignant ces points deux i deux par des
» droites distinctes de A, B, C, ce qui pourra se faire de
» huit maniéres différentes.

» Les deux triangles A, B, C, a, b, ¢, forment évidem-
» ment un hexagone inserit; mais on verra que la dénomi-
» nation de triangles conjugués inscrits se préte immé-
» diatement & une généralisation que ne comporte pas
» la dénomination d’hexagone inserit ). »

Cela posé, nons pourrous dire que :

(). Dans denx triangles Conjugués inscrits & une coni-
que, les drodtes de jonction des sommets opposés, pris deux
G deux, concourent en un méme poing; cest-d-dire que
les six sommets, gu’on oblient par les intersections succes-

(1) Voir Fondements d'une gdoméirie supdrieure cartésivnne, pp. 3
et 6. Peat-&tre un autre {erme que conjugués elit-il été préférable, parce
que celui de polygona conjugué & une condque existait déja; mais on
doit éviter, autant que possible, les néologismes; et la confusion est ici
d’autanl moins 4 craindre, qu'elle ne pourrait avoir lien que pour les
coniques, el qu'ensuile, dans nolre définition , il s’agit toujdurs, non d'un
poiygone conjugué i la courbe , mais de deuzx- polygones conjugués

. ESCrils ou circonserits & la courbe.
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sives des cOtés alternants d'un hexagone:, inscmf é un:a3
canique, forment ceux d’'un hexagone circonscril a un
ie.
am]fz chiuﬂgiatif, qui n’est aulre fzhose, au fon‘(?, gue lIlat
réciproque de ce théoréme:: e:'st également vrai; on pe
¢ celte propriélé : \

do?&)??;i: l;leu:c trilsmgples cm‘zjugués (iz'r’conscrilf i u;;f;
'éonique, les points d’interseclion dfs coﬁes.opposesl, pr
deux & deux, sonten ligne dmz‘te_,- ¢ est-é-—du*.e qug es 31:-
cHtés, quon obtient par les joncu‘ons successives es -SOHJ
mels alternants d’'un hezagone cm.:onscrl_t 4 une conique,
forment ceux d’un hexagone inscrit & nne z:utre coqu}?.

Soient, par exemple, 1, 2,5, 4.-, B, 6, les cOtés suclce;’a ;
d’'un hexagone inscrit & une conique; de sorte que » 5 t
et 2, 4, 6 sont les cdtés des deux mzin'gles conju.gl'xes, E't
que 1 et 4,2etB5,3et6 slont les cOtés, respectiveme

: ces deux triangles.

Op%oéssiz,r:nglfs par I, Til, V et Ik, IV, ¥I ]e§ sorlne[;aets,
opposés aux cdtés de méme nom, dffms ces mang’ .des

On voit que les sommets, r_es?ectwement op?stes, oo
deux triangles sont I el 1V, 11 e.t‘.*, MMtetVI;etl en?lnlceé[)
dit que les droites de jonc%aotn (F, IV, {IF, V), (111, _ )

t en un méme point. .
coggé;;?;quement, 1, I8, I, 1V, V., VI sont les s_omr{le(ll,s
snccessifs d'un hexagone circonscrit a une comqued, 1?
sorte que I, LI, V et 1, IV, V.I sont-les sommetsvdcii ;31?
triangles conjugués circomerils, el que I et IV, e d,
I et VI sont les sommets, respectivement opposes, de .
triangles.

0351 ,dg?g et 2, i, 6, seronl;_]es fﬁtés, opposés aux sommels
- dme nom, dans ces triangles. ’ ‘
deg:lerjloit queqies cOtés respectivement opposés des deux
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tria
i ng'Ies 501’1.1; 1et4, '2 et 3,3 el 8, et I'énoncé (Tf) dit que

s points dintersections {1, 4),(2,5}, (3,6
en ligne droite. B

Il résulte de 12 que :

Les intersections successives des cotés alter
hexugone de Pasecal forment les sommers §
hexagone de Brianchon ; de méme que :

Les jonctions successives des sommels alternants d’un

i ) "
wexagone de Brianchon forment les cilés successifs
hexagone de Pascal;

1, sont situés

nants d'un
wecessifs d'un

dun

i . ) -
o ,denﬁn, que ces deux propriéiés se retrouvent. au

0115'1 ans la snivante, découverte par Desargues : ’

N i gzux (riangles sont tels, que leurs cotés se coupent
2u3 y v is poi
uxadeux respectivement, en trois points situés en lig ’
droite, les droites de joneli s
» 1es droltes de jonclion des somrmet £ i
e, les ets opposés, pris
ux, concourent en un méme point; el réci
quement. 7 i
H sufiit, pour se convainere immédiatement de Fidentits
de ces propriétss, de se rappeler : '
] ’ 1 3
. ld Qu un hexagone inseril 4 une conique est un systéme

e deux m‘ang!e.s tels que lenrs cotés oppesés se coupent

en trois points situés en ligne droite; ou
o ] - - ’

'2 ('_;)u un hexagone circonserit est un systéme de deux
tr:ang.’es tels que -les droites de jonetion des sommets
0pposcs concourent en un méme point |

Ap!)hquant le théoréme de. Desargues au premier cas
gn vcc)]n que ]fas. droites de jonction des sommets dpposés:

es deux lriangles coneourent en un méme point ‘et

3 E
gue c?s sommets sont, par sulle, eeux d’un hexagone
e Brianchon, comme le dit I'énoncé (I). )
théDETS le second cas, on appliquera la réciproque du
oréme de Desargues, et lon verra que les points
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Tintersection des cHiés opposés des denx triangles sont

situds en ligne droite, et que ces cdlés sont, par suite, ceux
~d'un hexagone de Pascal, comme le dit P'énoneé (IT) (1).

(1) Plus d'un leclear se demandera certainement s'il est bien possible
que cetle liaison si évidente, entre trois des théorémes les plus fonda-
mentaus de ta géométrie supérieure, n'alt £té apergue par aucun géo-
métre. '

Nous noug sommes bgalement posé celte question; et, aprés avoir
vérifié scrupulensement dans la plupart des Lraités connus,si nousne trou-
verions aucune trace de celte liaison, nous croyons pouvoir répondre
hardinzent par [a négative.

Brianchon, Steiner, Poncelel, Hesse, elc., ont hien cherché les pro-
pri¢lés des hexagones dont l’an est le polaire réciproque de l'autre;
mais ils ne semblent pas s'étre doutés que I'hezagone, dont les sommels
successifs sont les intersections des cOtés alternanls d'un hexagone de
Pascal, peut étre considéré comme le polaire Téciproque de ce dernier.
(V. Traitd des propriétés projectives, ¢dition de 1865, t. I, ues 227-238
et BT0-5372. — Steiner—Schroter, Vorlesungen, p. 130. — Hesse, article
cité dans la note suivante.) :

Clest grice & notre définition des couples de riangles conjugues
inserits ou circonscrils & une conique, que cette liaison apparait de I
-maniére la plus mapifeste; et on y verra une nouvelle justification,

curabondante du reste, de celte définition, sans laquelle il nous efil €1é
difficile d"étendre, aux courbes et aux surfaces supérieures, les théorémes
de Pascal et de Brianchon,

Peut-dtre nest-il pas inntile que nous dounions iei, dans des termes
aussi analogues qué possible & ceux de notre énonce, celui gu'on trouve
dans les passages cités plus haut, de Steiner-Schrater et de Hesse, afin
qw'on puisse juger de la différence qui existe enlre ¢es deux énonceés :

Les intersections successives des cllés alternants dun hexagone de
Brianchon sont les sommels successifs dun hemagone de Pdscal; et

réciproquement : :

' ~ Les. jonctions sueessives des sommels alternants d'un hexagone de
Pascal sont les cotés successifs d'un hewagone de Brigncion.

Nous ferons remarquer que ces €noncés peuvent se traduire en un
théoréme analogue 4 celui de Desargues, que nous avons mentionnd; et
que leur combivaison avec les ndtres donnera naissance 4 une série indé-
finie d"hexagones alternants de Pascal et de Brian¢hon.
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_Ce théoréme donne donc, 2 ceux de Pascal et de
Bn_ancho‘_n, un complément auquel on pouvait d’autant
moins s'attendre, que les développements de ces théo-
rémes ont ¢té Pobjet des études des géoméires contempo-
raing les plus distinguds, les Steiner, les Chasles I;es
Kirkman, les Cayley, les Salmon, les Hesse (1), 1I est, en
ou.tre, un trait d’'union aussi remarguable, 4 un cer,tain
point de vue, que celui que fournit le princ’ipe de dualité
en’tre ces denx théorémes si fameux dans Ihistoire de ]a,
Géométrie, en ce qu'il les montre, non pas séparément
comme le principe de dualité, dans denx fignres diﬁ’é:
rentes, mais simultanément, dans une seule et méme
ﬁg}u;e. Enﬁu il pourra devenir quelque jour, grice aux
l’ﬂ(_%dit'alIOI]S d'un profond esprit, le germe d’zxn nouveaij
principe, comme le théoréme de Brianchon a été le germe
du principe de dualité.

_Peul-on appliquer ce théoréme aux courbes supé-
rieures? Nous avons trouvé, dans le Mémoire cité Ifu
haut {2), exlension des ihéorémes de Pasecal et de Brfanf

chon aux courbes ¢ g
planes, et nous avons démontré qu’elle

est toul 4 fajt générale jusqu’au 5° ordre ou 4 la 5 classe
l} esl donc certain que le théoréme précédent ourr;;
g’étendre, comme ces derniers, dont il est la synthés[; aux
courbe_s‘ supérieures. Mais ici surgira, tout natureller;ent
une difficuité qu'il faudra surmonter dahord. ’

{1) Nous ne voulons pas insister ici sur les nombreny développe-
mel_nls que ce théoréme va produire dans les propriétés des poiats etpg
drone.s' _c%e Steiner, Kirkman, Cayley et Salmon. Voir, au sujel de -
propricies, Hesse, Ueber das Hemagrammum myst-i;um Journal cdes
€relle-Borchardl, tome LXVIII, page 193, année 1868, et [;AUER Ueb .
das Pascal’sche Theorem, MEM, DE 17ACAD. DE Mumcx; tome XI ’1873 o

(2} Voir Fondemenls d'une géométrie Supérieure carte‘;iemw, pp,. 18a 59

(189 )

Les coniques, en effet, étant tout 2 la fois du second
ordre et de seconde classe, on concoit, pour ces courbes,
“la synthése des théorémes de Pascal et de Brianchon dans

une seule et méme figure. Faudra-t-il, pour que cetle
synthése puisse avoir lieu dans les courbes supérieures,
que leur classe soit aussi la méme que leur ordre, c'est
présumable. Toutefois, nous n’avons pas encgre pu vérifier
ce point important.

Si ces prévisions se confirmaient, 1a synthése des théo-
_rémes analogues A celul de Pascal pour les courbes du
troisiéme ordre (1), et 2 celui de Brianchon pour celles de
‘a troisiéme classe (2), s"énoncerait :

Les sommets de deux quadrilatéres confugués, inscrits
& une courbe du troisiéme ordre ef de la troisiéme classe,
sont ceux de deux tétragones conjugués circonscrils ¢ une
autre courbe du troisiéme ordre et de la troisiéme classe,
‘les sommets opposés de ces deux tétragones étani les
ntersections respectives des cOlés opposés des deux qua-
- drilatéres ;

Et réciproquement :

Les cétés de deux (6tragones conjuguds, circorserils a
une courbe du troisiéme ordre el de la troisiéme classe,
sont ceux de deux quadrilatéres confugués inscrits 4 une
autre courbe du troisiéme ordre et de la froisiéme classe, les

(1) Voiei I'énoncé de ce théoréme : Dans un systéme de deusw quadri-
latres conjugués inscrits ¢ une courbe du iroisiéme ordre, les colés
opposds se coupenl en gqualre points situds en ligne droite. Fonde-
‘ments, &te., p. 22

{2} Voiei I'énoucé de ce théoréme : Dans un systéme de deux quadris
lateres conjugués circoncrits & une cowrbe de la troisidme elasse, les
‘droites qui relient les guatre couples de sommets opposés concourent en

“un méme point. Fondements, etc., p. 44,
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cOtés opposés de ces denx quadrilatéres étant Jes jonctions
respectives des sommels opposés des deux tétragones (1).

Cet énoncé pourrait s’étendre avec la plus grande faei-
lité anx courbes supérieures et, probahlement anssi, aux
surfaces du troisi¢me ordre et de la troisidme classe (2)
alosi qu'ans courbes gauches. .

On voit surgir, dans ce qui précéde, Vidée d’un lien, &
peine entrevu jusqu'a ce jour, entre les deux grandes
divisions que le principe. de dualité a créées dans les
figures géométriques.

Cetle idée deviendra, sans doute, quelque jour, féconde
en applieations.

?

§ 1.

En appliquant aux courbes du troisiére ordre, quelle
que soit leur classe, la méthode dont nous avons fait
usage dans le cas de I'hexagone inscrit & une conique,
nous sommes arrivé également i des résultats intéres-
sants. )

Nous mentionnerons le suivant, que le lecteur traduira

{1) Depuis que ces lignes ont, été gcrites, nous avons pu vérifer que
notre théaréme sur I'évolution, dans dens triangles, I'an inserit, Pautre
circonsceit 3 une conigque, est applicable également & deux triangles, I'un

- inscrit, T'autre ¢irconserit 3 une ctibique (courbe du 3me ordre et de la
3=e classe); el nows présumons que cetle propriété caractérise tontes les
courbes planes dont 'ordre est le méme que Ia classe. {15 aolt 1877,)

(2} Voicl les énoncés des théorémes relatifs & chacune de ces calé-
gories de surfaces : Dans wun systéme de deuz tdtraédres conjugués
ingerils & une surface du irofsidme ordre, les faces opposdes se
colpent sutvant qualre droites situdes dans un méme plan.

Dans un systémes de deuz tlragones CORfugues insorits & une surface
de la troisidme classe, les droites qui unissent deux 4 deux les sommets
OPPOsés concourent en un méme point, Fondements, etc., pp. 104 et 118,
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aisément en son corrélatif, pour les courbes de la troi-
siéme classe : ~

THEOREME. Si Fon combine trois a trods, dans un orffre
quelconque, les couples de cblés opposés de dev:m':‘quadm[fz-
téres conjugués insorils ¢ une courbe du tr.oaswme orc}’? e
on oblient un hexagone inscrit ¢ une conique, Propriété
presque évidente du reste, puisque, c-lans _cet hgxa’gf)ne,
les cOtés opposés se coupent en trois points silues en

i roite. o
.h-glEstqﬁatre coniques qui résultent de ces combmals;)lns
jouissent d’autres propriétés remarquables, sur lesquelles
- jiendrons.
nm];Sarre!‘zrl]eEléme raison, on voit que 1’0f1 peut féno_n@f}i;

également les théorémes sulvanis, qul se deflulgen‘
immédiatement de ceux que nous avons doones dans

. Ponvrage cité (1) :
TatoRENE. Si Uon combine irois & (rois, dans un ordr’e
jie : i ge-
quelconque, les couples de cotés opposes de_deum. g : g
latéres (ow de deux sélatéres) conjugués mscmtf @ une
courbe du quatriéme (ou du cinquiéme) ordre, of obtient
" un hexagone inscrif 4 une conique.
FEt de méme :

Tutortme. Si Uon combine quatre ¢ qualre, dans un
ordre quelcongque, les couples de cotés opposés de deux

(1) Voici ces énonceés : . — o
: ‘Dc;ns un systéme de deux quinquélatéres confugués mscr; ] -
| l : en
courbe du guatrieme ordre, les cllds opposés s& coupeni q
i i i droite. )

oints situds en ligne ‘ . ) o urte

g Dans un systéme de deux sélatéres conjugués mscmjs d mlwt ourte
ié is ge coupent en Siw poinis

du cinquiéme ordre, les cOtés opposés s n

2
en lighe droile. Fondements, etc., pp. 26 et 29.
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quinquélatéres (ou de dewy sélatéres) confugués inscrits ¢
une courbe du gquatriéme (on du cinquiéme) ordre, on
obtient un systéme de deus quadrilatéres conjugués in-
Scrils & une courbe du troisidme ordre.

Enfin :

Tutorime. 8¢ Pon combine cing & cing, dans un ordre
quelcongue, los couples de cotés opposés de deuzx sélatéres
COnjJugués inscrits ¢ wne courbe du cinguidme ordre, on
obtient un sysiéme de deun quingquélatéres conjugués
inscrits & une courbe dy gualriéme ordre.

On énoncera les théorémes corrélatifs de Ia meéme
maniére, en remplacant simplement les termes de pluri-
latéres conjugués inscrits par ceux de polygones con-
Jugneés circonserits, le mot ediés par celui de sominers,
et enfin Pordre par la classe ).

De méme encore :

TatoriMe. Silon combine trois & trods, dans un ordre
guelconque, les couples de fuces opposées de deux 1é-
fraédres confugués inscrits 4 une surface du froisiéme
ordre, on obtient un couple de triédres CORJugues inscrils
& un hyperboloide.

Et le théoréme corrélatir -

Tatorime. Si lon combine trois d trois, dans un ordre
quelconque, les couples de sommels opposés de deus
léfragones Canfugues circonserits ¢ une surface de lg troi-
siéme classe, on oblient un couple de trigones congugués

CErCORsCrils a un hyperboloide.

(1) Voir Fondements, etc., Pp- 6 et 7ol 324 40.
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§ IIL

1l nous reste & montrer ce que devient, pour I'hexagone
- inserit & une conique, la relation de Pévorurion, que nous
- avons trouvée pour un couple de triangles, 'un inscrit, et
* Pautre ciréonserit & une conique.

Si nous désignons par 1, 2,3, 4, 2, 5, les ¢otés con-
sécutifs d'un hexagone inserit, de sorte que 1, et 1’
2et 2,5 et3 sont les cHtés opposés de cet hexagone;
par 4, 2, 3 les diagonales qui relient !e.s sommgts opposés,
et qui passent respectivement par les mtersect!on.s 23, 51,
et 12; par 7, 2', 3’ celles qui passent par ]gs intersec-
tions 2’3, 3'1 et 1'2; enfin, si nous représentons par les
‘mémes chiffres les points d’intersection d'une Lransversaler
avec ces diverses droites, il est aisé de démontrer qu’on

-aura les relations
427,93, 51" x 12, 25. 54’ = 1'2. 9'5. 5'1 X 1'2.2'5. 31,
2.25.51 X 12 25.5¢ = 12 25. 51. % 12. 25" 51,

-ainsi que d’autres analogues, mais moins symé’triqu?s. |
. Il est & remarquer que chacune de ces egai.ltes p_eul
‘8tre considérée comme le produit de denx rel_auons: sim-
ples d’Evorurion, qui n’ont, toutefois, pas lien séparé-
ment (1) : la premiére, comme le produit des relat:ons
"évolution entre 11', 22/, 35', et entre 14/, 29{, 35'; la
econde, comme le produit des relations d’évolution entre
14,22, 33 et 11, 22, 5'3. _ N

Le lecteur écrira aisément les relations corrélatives,
.qﬁi ont liew pour ’hexagone circonscrit.

(1) Cest par inadvertance que nous les avons indiquées, dans le Bul-
etin de mai, comme existant.



