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" points conjugués, triangles inscrit et circonserit; mais
.personne ne parait avoir remarqué qu’il nous reste sur
“ce point quelque chose 4 apprendre. »

- Cependant, ni M. P. Serret, en écrivant ces lignes, ni les
utres géométres, en les fisant (et je suis de ce nombre),
‘ont songé & se demander si, par exemple, I'mvolution qui
“lieu entre les trois couples de points déterminés, par une
ransversale, sur une conique, sur deux des coétés dun
riangle inscrit, et sur le troisiéme c6té et la tangente au
ommet opposé, ne donnait pas lieu 4 une relation analo-
ue entre les couples de points déterminés, par une trans-
ersale, sur chague cdlé du triangle et sur la tangente au
ommet opposé; idée toute simple, cependant, d’une véri-
cation tout a fait élémentaire, et gni semble tellement
aturelle, qu’une fois trouvée, on s’étonne qu’elle ne l'ait
pas é€ tout d’abord par Desargues lui-méme.

~Eh bien , non! I'on ne s'est pas posé cetle queslion; et
ous-méme, nous 'y sommes arrivé que par une voie indi-
ecle,

C’est celle voie que nous croyons utile d'indiquer, pen-
ant qu'il y a, pour les jeunes géométres, un plus grand
rofit & retirer de cet historique, que d’une série, méme par-
aitement coordonnée, de propositions, dont on saisit bien
a déduction, mais sans en connaitre le point de départ.
Ce point de départ, le voici :

On sait que, lorsqu’une surface du second degré est cir-
onscrite & un tétraédre, les faces de celui-~ci conpent les
lans-tangents aux sommets opposés snivant quatre droites
ui appartiennent i on méme hyperbolo’ide' la démonstra-
n consistant & faire voir qu’une droite, qui rencontre
rois de ces intersections, renconire la quatriéme. Or,
. rapprochant ce mode de démonstration de celui dont
us avons fait usage pour étendre aux surfaces du
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Sur PEVOLUTION, ow nowvelle proposition fondamentale
. dans la théorie des coniques el des surfaces-du second
degré, el son extension aux courbes el aux surfaces
supérieures; par M. F. Folie, membre de ’Académie.

Dans nos lecons sur la géoméirie supéricure, nous avons
été amené & étendre les propriétés involutoires dont nous
nous sommes occupé dans up précédent ouvrage (1). .

Ces derniéres propriétés se rapportent exclusivement i
des figures polygonales ou polyédrales, inscrites a des
courbes ou A des surfaces d’un certain ordre, ou bien cir<
conscrites 2 des courbes ou & des surfaces d'une certame
classe.

On n'a pas encore, & nolre connaissance, cherché i
transporter ces mémes propriétés a des systémes de
fignres, dont les unes sont inscrites, les autres circonscrites
& une méme conrbe ou 4 une méme surface.

Dans cette recherche, comme dans une multitude d’aun
tres, il et suffi de se poser la question, dans un cas simple,
pour la résoudre, et pour étre conduit & étendre, par voi
de généralisation, le résultat trouvé, & tous les cas aux
quels il est immédiaternent applicable.

Ce n'esi pas que les géométres philosophes n'aient apere
ce desideratum, (émoin les lignes suivantes de M. P. Ser
ret (2) : « Et non-sculement nous ne savons rien encore
» des propriétés analogues de six éléments mélés d’oné
» conique : points el langeates, couples de droites on d

(1) Fondements d'une géomélrie supdrieure cartésienne, par F. Foli
Braxelles, F. Hayez, imprimenr de I'Académie royale de Belgique. 187
(2} Géomélrie de direction, Application des coordonndes polyddrigue
Paris, Gauthier-Villars, imprimeur-libraire. 1869, page 518, -
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second degré le théoréme de Pascal, nous avons constaté
ane ressemblance frappante dans les deux modes; nous ey
avons conclu que, ce dernier mode reposant sur une pro-
priéié involutoire (1), il en devait probablement éire de
méme du premier. ‘

Nous étions donc induit ainsi 4 rechercher 8l n’existait
pas une relation involutoire enire les faces des létraédres
nserit et cireonserit.

Mais, si cette relation existait, on devait évidemment
pouvoir 'appliquer aux conigues, en remplacant les téirae
dres par des triangles inscrit et circonscrit.

Or, il est aisé de vérifier que, si 'on appelle 1, 4’
2,25 3, 3, les points d'intersection d’une lransversale
.queleonque avec les couples de cdiés opposés de ces denx:
triangles, ou a, entre ces points, la relation :
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En transportant cette propriété des coniquesanx surfaces
du second degré, nous obtiendrons le théoréme suivant:
- Lorsqu’une surface du second degré est circonscrile ¢ un
tétraedre, les faces de celuimci » et les plans tangents menés
& la surface par les sommets 0pposés, sont coupés par une
transversale en quatre couples de PoInts en EVOLUTION,

Ce dernier se déduirait de notre théoréme, cité en
. note (1), sur le quadrilatére inserit 3 une surface du second
. degré,

- Tels sont ces théorémes, dans lesquels on trouve mélés
a Ia fois les deux éléments d°2ne courbe on d'une surface:
les points, et les tangentes ou les plans tangents.

Hs ont évidemment leurs corrélatifs, qui sont trop aisés
& formaler pour que nous nous y arrétions.

Mais Finduction nous amenait naturellement 4 généra-
liser davantage le théoréme sur les coniques, c’est-i-dire
2 remplacer les tangentes par des cordes, et, dans le
théoréme corrélatif, les cordes par des tangentes.

- Celte induction s’est encore vérifiée, plus méme, peut-
étre, que nous ne nous yattendions, Nous nous bornerons
pour le moment, toutefois, 4 énoncer le théoréme suivant:

Ure transversale coupe lés cotés opposés d’un hexagone
iNSCrit d une condque en trois couples de points en Bvoru-
TION ,
propriété moias frappante que celle de Pascal, mais pour-
‘anl plus primitive, quoique venue plus tard, puisquelle a
celle-ci comme corollaire immédiat,

Deméme:

Les rayons menés par un centre quelconque, et par les

somimels opposés d’un hexagone circonscrit ¢ une conigue,
' forment un faisceau en tvoLuTION.

12,2551 =1"2.95.51,

relation identique, au signe prés, avec celle de I'involg-
ton, et i laquelle, pour ia distinguer de cette derniére;,
nous donnerons le nom d’gvoLuriox. _
Nous pourrons donc énoncer ce théoréme - :
Lorsqu'une conique est circonserite & un triangle, les
cotés de celui-ci, et les tangentes mendes ¢ lg COnigue par.
les sommels opposés, sont coupés par une transversale en
trois couples de points en ivorLumon,

{1) Nous sommes parti en effet du théoréme suivant :

Dans un quadrilatire gauche tnscrit ¢ une surface dit second degr
wie lransversale quelcongue rencontre les deus couples de faces oppo-
sves, et la surface, en lrois couples de poinls qui sont en involution.

Cororrame, Lorsque deux quadrilatgres gauches, inscrits & uti
surface du second degiré, sont situds de lelle maniére que les infersec
tions de trois de leurs faces deww & deum s'appuient sur une mém
droile, Pinlersection des quatriémes faces §appuie sur celto droite.
Tendements d’une géomélrie supérieure cariésicnne, pp. 86 et 87.

(1) Voir Ia note précédente,
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Les propriélés analogues existent pour les surfaces du -
second degré ; et, chose singulidre, elles ont été données, -:_
en partie, par M. P. Serret, pour les cubigues gauches,
tandis qu'il a omis de chercher leurs correspondantes
dans le plan, et méme sur les surfaces du second degré.
Il est vrai qu'il considére son théoréme comme étant tout
simplement 'analogue de celui de Desargues, ainsiqu'il le
dit lui-méme, en donnant de ces denx théorémes les énon-
cés suivants (1)1 ¥
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alisations dont ils sont susceplibles, particulidrement
‘dans la théorie des surfaces du troisicme ordre oun de la
roisiéme classe (1).
- Nous ferons remarquer aussi que notre théoréme fonda-
ental sur les triangles inserit et circonserit & une conique
el s'étendre anx courbes planes supérieures, comme
-nous y avons étendu les théorémes de Desargues, de Pas-
~cal et de Brianchon (2, et qu’il est susceptible, comme ces
erniers, de deux ordres de généralisation tout a fait dis-
linets (3).
.Enfin, de méme que nous avons passé, dans les coniques,
n quadrilatére & I’hexagone, on poarra passer de celui-ci
‘4 T'octogone, composé, soit de 8 cordes, soit de 8 tangentes,
soit de 4 eordes et de 4 tangentes, et ainsi de suite. On
‘trouvera, de cette maniére, les conditions nécessaires pour
ue 8 points (ou 8 tangentes), etc., appartiennent 3 une
éme conique, et U'on pourra suvivee la méme marche
ans les courbes supérieures, et en essayer 'application
aux surfaces. _
. Les théories que nous venons de résumer ouvrent un
aste champ de recherches, méme dans cette étude des
.coniques, qui semblait bien épuisée, depuis les travaux
es Steiner, des Chasles et des Hesse, au moins dans ses
théorémes fondamentaux.

Une corde et un guadrangle élant | Une corde ef un ociaédre heza-
inserils a une conique, les deuw ez~ | gonal gtant inscrits & une cubigue
trémitds de celte corde et ses traces | gauche, les deux extrémites de cetle’
sur les cOtés opposds du quadran- | corde et ses traces sur les plans des
¢l font trois couples de points har- | fuces opposées de Pocladdre font
moniquement conjugués par rapport | cing couples de points harmonique-
4 un méme systéme de deux points, | ment conjugués par rapport & un
ou §iw puinis en invalulion. méme systéme de deux points, ou

dixz poinis en involution, :

Et si on substitue aux deux cou- Et si Pon substitus aux qualré
ples de cbtés opposés de ce qua- couples de faces opposées de cel
drangle les trois couples de ¢diés | octaédre les dix couples de faces
opposés du quadrangle complet cor- | opposées de tous les octaédres cons
respondant, on aura en tout huit | struits sur les mémes sommets, on
points en involution. aura en lout vingl-deuz points en
involution, ’

- Mats, pour nous, Je théoréme de M. P. Serret sur les
cubiques gauches se lie plus intimement 3 un théoréme
plus général sur les surfaces du second degré, dont ces
courbes sont lintersection.

Nous aurons T'occasion de revenir suv ces théorémes,
que nous n’avons pas encore pu développer complétemem
jusqua présent, ainsi gue sur d’autres extensions et géné:

':(1) Voir & ce sujet nos extemsions, & ces surfaces, des Lhéorémes de
appus, de Desargues, de Pascal et de Brianchon. — Fondemients d'une
dométrie supdrieure cartésienne, liv, 1L ¢h. JI Tet [V, pp. 99 4 119,

13y 7tbid. Livre |#7, ch. 1 et I, pp. 20 & 49.

(3) Ibid. Addition aux ch.T et IF du Livre ez, pp. 50 4 62.

{1y Géoméirie de direction, p. 525.
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