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Note sur la fransformation des coordonnées ef sur les
signes des angles ef des distances en géoméirie analy-
tigue plane; par M. F. Folie, membre de I'Académie.

Nous nous proposons d’exposer dans ces pages une
méthode exclusivement analytique pour la transformation
des coordonnées.

Cette méthode est une application des coefficients indé~
terminés que nous avons annoncée dans nos Fondements
d'une géométrie supérieure cartésienne (7). On verraqu'elle
nous conduit A fixer d’une maniére rigoureuse le signe des
angles et des distances en géométrie analytique plane.

Une premiére cause du manque de metteté dans ces
signes est le pen de rigueur avec lequel beancoup d’auteurs
ont établi leurs conventions primitives; une seconde cause
est Pemploi abusif qu'ils font en géométrie analytique de
considérations de géométrie pure, dans lesquelles ils ou-
blient tout naturellement les signes, puisque celle-ci ne
les connait pas. Aussi est-ce en reprenant la recherche
des formules de transformation des coordonnées par 'ana-

Iyse pure, c’est-a~dire sans vecourir pour cette recherche -

3 ancune figure, que nous avons découvert et corrigé le
vice dont nous parlons.

" 1. Conventions. Une droite a deux directions opposées
3 partir d'un quelconque de ses points. Si deux droites se

(*¥) Voir pages 5 et 4 de Pouvrage.
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coupent en un point, chaque partie de I"une fera un cer-
tain angle avec 'une des parties de I'antre. Nous convien~
drons que tous ces ungles se complent en fournant de
droite & gauche; de sorie que si nous les considérons
comme positifs étant comptés dans ce sens, ils seront nalu—
rellement negamfs éfant compiés en sens conltraire.

8 C’est ainsi que st B fait avec A

: i I'angle «, ¢’est-a-dire si une droite
~ATTTTE # mobile a tourné de droite & gauche
4 partir dela direction A d’un angle «

pour arriver 4 la direction B, A fera
avec B un angle 2 — 2, ou simplement — «, ce qui re-
vient an méme; :

- A fera avee B l'angle w — «, et .

B feraavec— A langle = 4+ #, 0u z — =, ce quirevient au méme.
— B feraavee — A 'angle « égal & celui de B avee A, et

— A fera avec -— B Fangle 27 — « ou — «, comime A avec B;
— B fera avec A l'angle = — «, comme B avec — A, et

A fera avec — B l'angle » — «, comme — A avee B.

A la vérité ces conventions sont celles de tous les au-
teurs, et nous n’inventons rien, mais nous précisons.

On 2 toujours dit en effet I'angle de deux droites, 'angle
des axes, au lieu de dire, comme nous le faisons, ’angle
de Y avee X ou de — Y avec — X, lequel est égal et de
signe contraire & I'angle de X avec Y ou de — X avee — Y.

Lorsqu'une droite sera donnée, nous regarderons comime
positive la partie de cette droite qui se dirige vers la moitié
du plan située au-dessus. de Uaxe des X; et par suite
comme négative la partie qui se dirige vers la moitié infé-
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vieare de ce plan. Une droite paralléle 2 I'axe des X aura
sa partie positive dirigée dans le méme sens que celle de
cet axe. s

La direction positive de la perpendiculaire & une droite
sera celle qui fait avec la partie positive de cetle droite
an angle droit, la rotation seffectuant toujours de droite
a gauche. _

Nousallonsrencontrer dans Uarticle snivant un avantage
frappant de ces conventions.

9. Equation de la droite. Commengons par déterminer,
conformément aux conventions précédentes, la significa-
tion des paramétres dans I'équation de la droite

ax + by 4+ c=0 . . . . . . 1)

D'abord, si la distance p de Torigine & la droite est
nulle, on a ¢= 0; donc p doit étre de la forme ke, et
Péquation (1) pourra s'écrire

Fux + kby + p=0. . . . . . {3

Ensuite, la projection sur wne direction arbitraire -du
périmétre formé par les coordonnées x, y d'un point quel-
conque de la droite et par le rayon vecteur mené de ce
point & Vorigine est nulle. Projetons ces trois longueurs sur
1a direction de la perpendiculaire menée & la partie posi-
tive de la droite. Appelons p la projection du rayon vecteur
qui va de 'origine au point x, y sar cette direction, le signe
de p étant implicite ; celle du rayon considéré, qui est de
sens contraire, sera— p;-et les angles que la partie posi-
tive de la droite fait avec les parties positives des axes étant
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désignés par « et 5, nous aurons

ks i
x €03 (a+~)+y oS ((s‘+~)—p=0, )
2 2
ou

xsinz-+ysinf + p=0. . . . . (2"

De la comparaison des équations (2) et (2) il résulte

ko —sina, kb=—sing; . . . . . {3
et comme p == kc, on voit que les périmétres , b, ¢ sont
respectivement proportionnels 4 sin «, sin (et p.

Pour que «, et p soient connus, 1l nous reste a déter-

{*) Mais, dira-t-on peut-8tre, l'équation de la droite restera-t-clle la
méme pour sa partle négative? Cetle question, dont Ja solution ne saurait
atre douteuse, mérite cependanl d’étre examinée.

Si I'on considére 1a partie négative de la droite
1o les angles que cette partie fait avecles parlies positives des axes seront
ooty THB 5
90 Ja direction dela perpendiculaire menée i cette partie de la droite sera
évidemment de sens contraire 4 celle de la perpendiculaire menée A la
partie positive; de sorte que, la projection du rayon considéré sur cette
derniére direction étant désignée par p, sa projection sur la direction nou-
velle sera représentée par — p.

En introduisant dans Péquation ci-dessus les modifications indiquées
dans 1° et 20, on aura :

3z 5
z cos_(a& -+--§—}:l— ] cos(ﬁ +_5_)+.p=0

ou
gsnetysnS4p=0

ce gui conduit an méme résultat que plus haut, comme on devait 5’y

attendre.
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miner k. Or si 'on tient compte de a == -+ 8, 0 dési~
gnant l'angle de Y avee X, on en déduira

sing sin § cos

T --—-—-“}:*—COSB—!-

sin 4,

égalité qui s’écrira, au moyen des relations (3) :

1
@ == bcos § + \/k—;—-b*.siua,

On tire de Ia

‘ |
& -~ B — 2ab cos 6 = — sin® s
. _k? ¥

et, en posant le premier membre égal i €2 :

1 . . sin §
e*=ﬁsmze, d’on ka,

expression dans laquelle nous considérons e comme affecté-

du signe -+ seulement, ce qui est pérmis, puisque fous les
termes de I'équation (1) ont €té multipliés par %.
On aura ainsi

. L . b ¢,
Sina==—35iN8; sinf==-gind; p=-sind. . (4
e e e

L’equatlon (2"} détermine non-seulement en grandeur,
mais encore en direction, la perpendiculaire p abaissée de
Porigine sur la droite. Lorsqu’elle sera posétive, cela vou-
dra dire, d’aprés nos conventions, qu’elle est 3 gauche
d’une perpendiculaire menée par l'origine 4 I'axe des X,
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et vice versa; en effet, la perpendiculaire aux droites paral-
lelesD etD’, oud etd’ a sa partie
positive dirigée 4 gauche d’une
perpendiculaire & I'axe des X.

N. B. Comme «, et par saite
sin «, est censé positif, il faut
donner le signe -+ au terme en x
dans I’équation de la droite.

Il suffit donc que nous connais-
sions le signe de la distance de
Porigine ¢ une droife pour pou-
voir affirmer que le pied de cetie
distance se trouve & droite ou & gauche de cette origine.

Nous ne nous arréterons pas 4 mountrer gue I'on arrive-
rait, pour la distance d’'un point & une droite, an méme
résultat simple et précis que nous venons d’obtenir relati-
vement 4 P'origine.

3. Angle d'une droite avec une autre. Soit propose de
déterminer, sans ambiguité, I'angle o de la droite D' avec
la droite D, ees deux droites élant donndes par leurs
équations :

e+ by+e=0 D
gr +by+c =0 D

Conservons les notations précédentes quant aux angles,
avec ou sans accent , selon qu'il s'agit de D ou de D'.

Comme la recherche de 'angle @ par son cosinus ne peut
pas déterminer son signe, nous rechercherons son sinus.

De @=do' —a ontirera
5in ® = sin &' ¢0s & — sin @ cos «'; d'on
sin 9 $in @ ==sin &’ (sin 9 cos & — sin z €0s §)
-+ sin« (sin e’ cos §— sind cos ') = sin a’ sin (6— a)
—+ sinsin (o' —¢) == sin ' sin « — sin «" sin B;
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et par suite, en remplacant les sinus par leurs valeurs
données dans les formules (4) :

. . be—ab
gin ® ==sln § —————.
ee

Comme nous avons dit en comniencant, nous avons
été amené logiquement aux résultats qui précedent par I'in-
terprétation de ceux que nous a fournis notre méthode de
recherche des formules de transformation des coordonnées.

Quon essaye en effet de ramener les formules de Var-
ticle suivant, dans lesquelles n’entre explicitement aucun
angle, aux formules connues, et surtout d’expliquer &
priori la différence des signes de % et ', et I'on se verra
conduit 4 adopter nécessairement la convention que nous
avons établie relativement 4 I'angle d’une droite avec une
autre. :

4. Transformation des coordonnées. Abordons mainte-
nant le probléme qui fait Pobjet principal de cette note, et
que nous énoncerons en ces lermes: soient x et y deux
axes des coordonnées; 6 I'angle du second avec le premier;
solent

ax +by-+c=0

ara-by+ =0

les équations de deux droites qui doivent éire prises pour

nouveaux axes des £ et des v respectivement ;

exprimer § et y en fonction de x et y, et vice versa.
Notre solution repose sur cette simple remargue :
Puisque, pour tout point pris sur la droite

ax + by + ¢=0,nay=10,
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il faudra que pour un point quelconque on ait .

arx:—u-by—i—c——:lu,' 0
¢t de méme ax+by+c =25 " -0
les coefficients A et 2! étant des constantes; car Sans quoi
un seul et méme point x, ¥ répondraient plusieurs points
g, y et vice versi. o _

Parmi les différents procédés qui conduisent a la déter-
mination de ces constantes, nous choisirons d’abord le plus
complétement analytique; nous en indiquerons ensuite un
plus rapide.

Désignons par « et [ les angles de la droite &, par ¢ et
B ceux de la droite y avec les axes des x et des y.

. On sait que 2 et " sont indépendants de ¢ el ¢’; nous
pourrons don¢, dans leur détermination, supposer que ces
derniéres quantités sont nulles, ou que 1a nouvelle origine
se confond avec I'ancienne, et écrire par suite

_ax +by _dz+ by

ety T2
X » 2 2 (2

Choisissons, pour déterminer A, le point x, y de telle
sorte que ses nouvelles coordonnées soient g=0, y==
et, pour évaluer cetle derniére quantité, écrivons guelle
est égale a la somme des projections de x ety sur la direc-
tion » (cemsée passer par Forigine primitive}. Nous aurons
d’aprés cela :

x — - b’
0=azx+ by d’oﬁ;;—— b cos o’ — @' cosp’
yy == % €08 &' + 3 €08 & y a’
' ' w b cosa —a cos g
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Substituant ces valeurs dans 'expression de A on trouve

% b'a — a'b
l=a~+by—= 7 i ' '
Yo #o b oose’ —a'cosB

On obtiendrait d'une maniére analogue

x bo' — ab’
N N el A
& & beose-— acosf
Eliminons des expressions de A et X' les cosinus qui y
entrent. :
Par les formules (4) de I'art. 1, nous. pourrons écrire :
b eosa — o cos f' = ~—e-:- ( sin B’ ¢os o’ — sin «' cos ' } =
sin ¢ ? :

!

e 3 ’ ’ —_— ?
sinasm(ﬁ @)= —¢y
d’on
ba — a'b
T
et de méme
ba—ab

La substitution de ces valeurs dans les formules (1)
donnera '

’

—y=(ex + by +¢)

’ b“_e"“b-.. . . (3)
é=(ax+b’m+c)m
d’ot 'on déduira :
a o o'c— e
y=;§+—,v ba —a'h ,
b b be—eb| " (%)
_m=_5+—;n+b'a_¢?3
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5. Méthode plus directe. Ces formules de transformation
peuvent s’obtenir d’'une maniére plus rapide.

11 est aisé en effet de déduire de la derniére formule de
I’art. 2, par un changement d’origine, que la distance du
point x, y & la droite ax + by + ¢==0, prise pour axe
des £, est

ar + by + ¢
i=m el ki L (1)

Projetons le contour formé de &, de v et du rayon qui va
du point &, y ou %, y & la nouvelle origine, sur une perpen-
dielaire 4 &; la projection de £ sera nulle; celle de » sera
::cos(g—- @) : celle du rayon considéré sera J; et comme la
somme de ces projections est nulle, nous aurons

¥ COS (;—r—(a)-l— d= 0; doli d=—ysine. . (2)
De la comparaison des égalités (1) et (2} on déduit 'une

des formules cherchées :

4 sin o
—_—y = +by+c .. . . (3
= p {ox Y + ¢ (3)

La seconde se trouvera d’une maniére analogue : on
éerira, mulatis mutandis,

a'w -+ by +¢
m—»_-—ﬁ-;g-»—sme; ()

¢

¥

et en projetant le contour précédent sur une perpendicu-
laire 4 7 :

€ cos (g+@)+a'=o, dov F=Esno. . (2)
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Comparant (1) et {2' on aura

1 ginea

¢ sin @

(e +bdy+c). . . . (3)

Il suffira de remplacer sin @ par sa valeur donnée dans
Particle 3 pour transformer les formules (3) et (3') en celles
de I'article précédent.

La méthode que nous venons d’appliquer & la recherche
des formules de transformation des coordonnées rectilignes
planes peut s'employer également dans la géométrie A trois
dimensions, '

Cest J& un exercice trés-intéressant que nous recom-
mandons aux jeunes géomélres.

- Nous nw’avons pas, dans ce qui précéde, attirél'atlention
du lecteur sur la signification géométrique des constantes
k, e, }; etc., parce qu'elle est trés-aisée 4 découvrir; mais
nous engageons vivement ceux qui voudraient employer
notre méthode dans la géométrie & trois dimensions, &
rechercher avec soin les analogies qui existent, au point de
vue de la signification géométrigue, entre les constantes &,
e, & ete., dans le plan, et les mémes conslantes dans
I'espace; ils en découvriront de trés-curienses.



