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DEUIIEME PARTIE : Mouvement d'un corps Lbre dans toute I suite
du temps.

1. Dans une premiére partie("}, nous avons déterminé le
mouvement initial d'un corps libre sonmis & un systéme
quelconque de forces. Nous nous proposons d’élendre les
résultats que nous avons oblenus au mouvement du corps
4 un instant quelconque, soit que Pinertie senle le sollicite,
| soit que des forces continues agissent sur lni.

- ! (*) Bulleting de " Academis royale de Belyique , 2me série, lome XX,
Bruxelles, impr. de M. Hiyez. ne §,
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Pour cela, il suffira que nous connaissions toutes les
forces qui sollicitent le corps & un instant quelconque.

Or, outre les forces extérieures qui peuvent agir sur
lui, nous aurons & considérer celles qui pourraient commu-
niquer instantanément a chaque point du corps la vitesse
qui lui a été imprimée, et que Vinertie tend a lui con-
server.

Ces derniéres se déterminent d’une maniére trés-simple
20 moyen de cette remarque, que siun point matériel de
din est animé d'une vitesse v, il pent étre considéré comme
élant solticité par une force vdm, de méme sens que celie
vitesse, et qui serait capable de la lui imprimer instanta-
nément.

Ces forces, appliquées A tous les éléments du corps, et
agissant seules si celui-ci est abandonné & son inertie, on
jointes aux forces exiérieures qui le sollicitent au méme
instan(, imprimeront 4 ce corps un mouvement que Fon
déterminera de la méme maniére que si le corps élait an
repos,

Le probléme du mouvement d'un corps libre & un in-
stant quelconque se trouve ainsi ramené 4 celni de la dé-
termination de son mouvement initial.

Nous ferons remarquer, dés i présent, que dans cette so-
lution la force centrifuge n’interviendra pas d’une ma-
niére explicite. C’est qu’en effet nons décomposerons lou-
jours les forces élémentaires vdm suivant les axes, et non
suivant la tangente et la pormale 4 'arc élémentaire dé-
crit, afin de conserver 4 notre méthode toule son unifor-
mité. Loin de nous toutefois la prétention de vonloir nous
passer en mécanique de eette idée lumineuse de la force
centrifuge, I'une de celles qui ont fait faire le plus de pro-
grés 4 la science, et qui font pénétrer le plus intimement
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la raison des phénoménes du mouvement. Mais, pour le
dire en passant, ¢'est surtout dans le cas du mouvement
d’un corps géné, dont nous nous occuperons par la suite,
que Ja considération de cette force est fe plus féconde en
résultats. ‘

Afin de conserver 'ordre que nous avons adopté dans fa
premiére partie, nous envisagerons le mouvement dans
toute la snite du temps :

1° D'un systéme matériel plan sollicité par des forces
situées dans son plan;

2° D’un corps libre sollicité par des forces quelconques.

Et nous distinguerons dans chacun de ces problémes
deux cas :

4. Celuil du monvement du systéme abandonné 4 son
tnertie. _

B. Le cas ol ie systéme serait sollicité par des forces
continnes,

1° Mouvement d'un systeme matériel plan dans toule lo
suite du temps.

A, Systéme abandonné d son inertie.

2. Supposons ua systéme matériel plan, parfaitement
libre, animé & un instant queleonque ¢ d'une vitesse angu-
laire « autour d’'un axe instantané perpendiculaire a sou
plan.

Soient, & cet instant, x., ¥, les coordonnées du eenire
instantané, x, ¥ celles d’un peoint quelconqgue du systéme,
rapportées & deux axes rectangulaires fixes. Désignons
comme dans la premiére partie, 0= 7 et 8, par X, Y celles
du centre de gravité; par Il sa distance an centre instan-
tané; par », celle du point x, y & ce centre. — Il est elair
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quaprés un instant df le point o, y aura décrit autonr du
cenlre instantané un arc wr, d, et que les projections de
cel arc sur les axes seront :

de =y — y.)di; dy = — o (x — x,) dt,

en supposant que la rotation positive ait lieu des Y vers
les X.

Les nouvelles coordonnées «', y' du point x, y aprés
¢ + di seront done : '

=+ oy —y,)dt. Y=y —alx—a,)dt.

En vertu de I'inertie, ce point conserverait, §'il était
libre, suivant les axes des X et des Y les vitesses respec-
tives. '

v=a(y —y,), vy=—{(r—=x,).

I peut donc étre eonsidéré (n° 1) comme sollicité par

les forces :

AP, = w (y — y.) dm; dPy=— o (x —x,) dm,
dont les résultantes pour tout le systéme sont ;

() Pe ofly—y)dm= WM(Y_y)
(2) Py=—of(o— &) dn—=— M {X- x,).

Ces derniéres seront appliquées a des distances respec-
tives ', et o', des axes, données par :

WP =Y =w [Ty — (e —a,)di) (y —y.) din
= [y’ dm— oy, YM—udt f(x—a) (y —y,) din.

%, P/ = fu'dPy = — co/[.:c +aly—y)dt] (x —x,)dm
=—a fr’dm + oz, XM — wdt f{y-—y,) (& — ) dm.
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D’ott le moment résultant -

(). yl’Pm’—m,'Py’sz(sc‘ +ydmn— oM (y,Y + 5 X)
= C"Ix — QM (on -+ LUDX),

I, désignant le moment d’inertie du systéme au temps ¢
autour de [origine fixe, tandis que I continuera & repré-
senter le moment d’inertie antour dn centre de gravité,

Le systéme peut done étre considéré comme sollicité,
aprés £ + dt, par une force unique P/, dont la ligne d’ac-
tion’a pour équation :

=9I —y)+r— o)X —z,) =0

3. Déterminons mainienant au moyen des formules de
la premiére partie, n> 7 et 8, le mouvement que cetie
force va imprimer au systéme.

A cet effet, commencons par chercher la distance du -
centre de gravité 4 la ligne d’action de la force.

Aprés 1 + dt les coordonnées du cenlre de gravilé se-
ront:

X=X+ olY—y)dt . Y=Y—a(X —z,)d.
La distance cherchée sera done :

= (Y’ __yl,) {meu) —+ (‘” - _,L.lf) (X’_' ;ro)

o R

En effectoant les réductions on trouvera :

I
P == constantc.
* "M.R
Si nous appliquons les formules desn> 7 el 8 de la pre-
miére partie, nous ohtiendrons pour fa distance du centre
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de gravité au centre instantané aprés ¢ -+ ds :

I

R' =
M#»,~

= R == conslanle;
et pour la vitesse angulaire aprés ¢ —+ dt:

P VR P GMR T
[ —_— T ———

I I 1 MR

ou :

‘

@ == == consfanie,

4. La vilesse angulaire, ainsi que les distances respec-
lives du centre de gravité au centre instantané et a la
force élant constantes dans toute la suite du temps, on en
conclut aisément :

1° Que la force qui seruit capable d’imprimer ¢ chague
Cinstant, au systéme en repos, le mouvement quw’il posséde ~
en vertu de linertie se conserve en grandeur, en direction

el en position dans toute la suite dw temps ;

2° Que le mouvement du centre de gravité est rectiligne
et uniforme ; .

3 Que le liew géométrique des positions du cenlre in-
stantané dans le plan matériel est un cercle qui a son centre
at cenire de gravité du sysiéme , etdont le rayon est R = “?w

& Que le lien géométrique des positions du centre in-
stantané dans Uespace absolu est une droite paralléle 4 lo
frajecloire du cenire de gravite.

B. Systéme marériel plan sollicité par des forees continues @gissant

dans son plan.

5. Si le systéme matériel plan, aun liew d’étre aban-
donné a son inertic, est sollicité 4 chague instant par une

( 531 ) 9
force () située dans son plan, et qui peut étre fonetion du
lemps, de la vitesse et de la position du systéme, il suf-
fira (n° 1) que nous ajoulions aux composantes totales de
I'inertie, celles de la forece donnée, pour obtenir toutes les
forces qui sollicitent le systéme.

Nous pourrons alors appliquer de nouveau les formules
de la premiére partie (n°° 7 et 8).

Conservons les notations précédentes, et désignons en
oufre par x;, y,, les coordonnées au temps ¢ d'wn point
quelconque, rapportées i deux axes menés parallélement
aux axes fixes par le centre de gravité, de sorle gue :

r=x +X; y=y, +Y.

soient Q. dt et Q, dt, les composantes suivani les axes
lixes de la force unique extérieure qui sollicite le systéme
pendant 'instant d¢, qui suit le temps ¢; Md¢ son moment
autour du centre de gravité. 7

Les composantes de la force totale que sollicite le sys-
téme aprés { -~ d¢, seront {n° 2} :

(I, . . . . Ro= oM (Y —y,)+ Qdt
@} . . . . Ry= —uM (X —ux)+ Qb

it son moment autour du centre de graviié :
3. - - . . . Ma==al+ Md

6. Nous aurons donc pour déterminer la vitesse angu-

laire et la position du centre instantané aprés £+ d¢ les

formules (1™ partie, n° 7):

MY —y)= oMY —y,)+ Qs
e 0 M (X — )= — oM (X — x,) + Q,dt,

et '] =ol -+ Mzdf,
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d’ott nous déduirons -

" d{o (Y —y)!

dt =0

Or, nous savons que oY —y.) et—w (X —u,) sont les
composantes de la vitesse du centre de gravité; done :

Laccélération du centre de gravilé est la méme que si
toutes les forces motrices y étatent appliquées et toute la
MESse concentrée.

Laceélévation angulaire est égale aw moment des forces
motrices, pris par rapport au centre de graviié, divisé
par le moment d’inertie autour de ce centre.

7. Des deux premiéres équations préeédentes, mises
sous la forme :

d'X 4’y
—— 0 ; I‘ ——— Q, -
M= dt* y

Dous pourrons déduire X et Y en fonction de O et de ¢
Ces valeurs étant connues, la troisidme équation nous
donnera celle de o. En effet, si nous nommons M le mo-
ment de la force par rapport & Porigine fixe, comme :

Me=M —(YQ, — XQ,), .
nous connaitrons M,, et par suite » en fonction de () et

de ¢.
Enfin, substituant les valeurs de w, X et Y dans les

f
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deux premiéres formules, nous auvons celles de Ty Yoy
coordonnées du centre instantané.

Pour obtenir le lien géométrique de ses positions, il suf-
fira d’éliminer ¢ entre les équations qui expriment ces
coordonnées, . :

8. Enfin, si 'on veut trouver e lien géométrique des
positions du centre instantané dans Je plan matériei lui-
méme, en désignani par £, v, ses conrdonndes rapportées
a deux axes du cenire de gravjté fixes dans e plan et mo-

biles avec lui, et par m'af'codl Vangle dont le systéme
aura tourné aprés le temps ¢, on aura :

%o~ X=1£c0s 3 — ysinQ; Yo— Y =&sin 3 + 505 (.

Remplacant dans ces équations x,, %,, X, Y et Q par
leurs valeurs en fonction de ¢, et éliminant celie variable,
on obtiendra le lieu cherché,

2 Mouvement dun corps solide libre dans toute la suite
' du temps.

A Systéme abandonné & son Theriie.

9. Nous avons vu () que sous Pinfluence d’on systéme
de forces réduites aux trois composantes P,, P,, P,, es-
limées suivant les axes principaux au centre de gravité,
el dont les moments estimés perpendiculairement a ces
axes sont My, My, M, un corps libre prend au premier

{*) Premiére partie, nos 2230 Nous ferons désormais la masse dn corps
égale & l'unité pour simplifier les/formules ; ou, ce qui revient an méme,
DOUs rapporterons les forces, leurs moments el les momenls dinerlie a

Punité de masse.
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instant une vilesse angulaire o == VA2 & 2 — 12 autour
d'mn axe dout les inclinaisons sur les axes principaux ont
des cosinus proportionnels & 4, 1, k; que

M, M M-

h= T; £=_ﬁi; kﬂf»
A, B, C désignant les moments de inertie principaux’
Que le corps se transporte en outre le long de I'axe
comme si toutes les forces étaient projetées sur sa diree-
tion;
Que les composantes de la vitesse d'un point quelcon-
que, en vertu de ce double mouvement, sout :

Vo=P, + Iz - ky; V,=P,+ ky—lz; V.=P.+ hy—la.
Enfin que I'axe instantané a pour équations :

P, +ilz—ky Pyrkx—hz  Powhy—lx
R ! . k '

10. 51 donc nous supposons ce corps libre animé 4 un
instant quelconque ¢ de la méme vitesse angulaire o au-
tour du méme axe, et de la méme vitesse de translation le
long de cet axe, nous pourrons le considérer comme solli-
cité & cet instant par les mémes forces P,, P,, P. de mo-
ments respectifs M;, M,, M,.

Cherchons maintenant quelles seront les forces qui
"animeront aprés ¢ + d¢, en le supposant abandonné 3 son
inertie.

En vertu de celle-ci, chaque point, §'il était libre, con-
tinwerait & se mouvoir avec les vitesses respectives V,,
V,, V., estimées suivant les trois axes principaux dans la
position qu’ils occnpent 4 Tinstant ¢; il peut done étre re-
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gardé comme sollicité par les forces ¥V, dm, V,dm, V. du,
eslimdes saivant les mémes axes.

Mais, afin de pouvoir appliquer 4 ces forces les théo-
remes gnongés au n° 9, il faut qu'elles soient rapportées
aux trois axes principaux dans la nouvelle position (u'ils
occupent aprés ¢+ dt. ‘

Nous devrons donc déterminer la direction des axes
principaux, dans cette nouvelle position, par rapport aux
axes primitifs regardés comme fixes dans I'espace. 1l est
clair que, dans cette détermination, nous pouvons nous
dispenser de tenir compte du déplacement du corps le
long de I'axe instantané, puisque ce déplacement esl com-
mun 4 tous les points du corps, et n'influe que sur la po-
sition de la nouvelle origine.

11. En ne considérant donc gue le déplacement di &
la rotation, et en prenant un point du corps situé sur I'axe
des Z & une distance z, de I'origine, ses coordonnées apreés
¢ -+ dt seront devenues, en vertu de ce déplacement seul :

dx = lz,dt; dy = -— hz,dt; z,+ dz=gz,,

Ce point, joint a la position que prendra le cenire de
gravité aprés ¢+ df, en vertn de ce méme déplacement,
déterminera la nouvelle direction de I'axe principal Z; les
cosinus des inclinaisons de eette direction sur les axes
primitifs seront done :

ar == {dt; b= —hdt; c.=1.

On i{rouvera de méme pour les cosinus des inclinaisons
des axes principaux Y el X, aprés ¢-+d¢, sur les axes
primitifs :

a, = — kdt; b, =/;l; £, = hdt, pour Y,
uz=1; by=1kdt; ¢;==— ldt, pour X.



14 ( 536 )
12. Les vilesses du poiut x, y, z, regardé comme libre,

estimées suivant ces nouveaux axes, aprés ¢ 4 dt, seront
done :

Vo =,V - BV, + eV, =V, + EV,dt — (V.dt

= Porlz—ky +k(P, + kx — hz)dt— 1 (P, -+ hy —lz) dL.
V), =a,V.+ bV, 4 e, V.=V, — kV,dt + hV dt

= Py hw—hz— k(P 4-lz — ky)dt + h (P, +-hy — lx)dt.
V.)=a:V, 4+ bV, + V.=V, + IV dt — RV, di

=P. +hy — lx +{(P, + Iz —ky)dt— h(P, + kx — hz)dt.

Ce point peut dont étre considéré comme sollicité, aprés
-+ dt, par les forces :

dP, =V, dm; dP,/ = YV /din; dP) = V. dmn,

estimées suivant les axes principaunx, dans la position
qu'ls occupent & cet instant.
Leurs résultantes pour tout le systéme , seront, :

’ r 5. dP-'J
P/ = [V din=P, +r(l_cP,J,—£Ff:) dt; doti: = kP, —1IP..
’ 13 A dp'
P, =ny dm="P, + (;iP.—kP,)dt; dou : 7; == hP,—kP,.
dp,
-—fV, dm=P_+ ({P, kP dt; doi: Fri (P, —hP,.

Les distances de ces forces aux plans principaux, dis-
tances que nous désignerons par :

' I
3 4 pour By oz, pour P, 2,y pour P/,
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seront, en vertn de la composmon des forces paralléles :

Y = [ydP, = — (k + Wdt) [y dm;
2P/ = ['zdP, ( — hkdt) f=2dm.
x,'P) =fmdPy’ {k —- hidt) [ x*dm;
z,'P,/ = f 2P, == — (h + lkdt) f z>dm.
x,'P. =f:(‘dP,' — ({ - hkdt) fﬂc din ;
¥y, P =‘/'ycth' (h— lhdt) .,/.J dimn;

{

|

tous les autres termes disparaissant, parce gue les coor-
données sont rapportées aux frois axes prineipaux du
centre de gravité.

De 13 nous déduirons les moments de ces forces, aprés
t+dt, antour des axes principaux :

My =y, P, —z,'P, ’_.‘hf;, + Y dm - I:Edtf(z“ —y ) din

S = Al + (B — C) lkdt.
&)

‘M, =P — P = lf{a:" + 2%} dm -+~ khd{f(m" — =z dmn
=Bl + {C— A) khdt.

\ Ml’.—_.a:,’Py’—y;Pz’zkf{yz + ) dm -+ hldtf(yz——x’)rlm
=Ck + (A —B)Rldt ().

13 Si nous appliquons & ces forces les résultats établis
dans la premiére partie et rappelés au n° 9, nous en con-

(*) Des tormules (I} et (2) nous pourrions déduire ce principe que I,
systéme des forces qui seraient capables dimprimer, & chague instant,
aiz corps libre enrepos, le mouvement qui Fanime en verlu de Vinertie,
reste identique ¢ lui-méme dans foute In suite du temps ; priscipe qui
n'est au fond que celui de la conservj&ion du mouvement du centre de gra-
vilé et du momen! des quantités defaouvement, Mais, dans notre mélhede,
il résulte avec une telle évidence de celai de I'inerlie, que nous aurions
pluldt 4 le vérifier qu'a le démontrer.
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clurons que le corps prendra, aprés ¢~-d¢, une vilesse
angulaire déterminée par ses trois composantes :

LN M N
]L == -";{'", l = B ’ C s
ou s
g h=h-+ H Lhdi; U'=I+ %é khdts b ==k + hide.
' A

(5)- —C it C—A4A dk  A—B
(d’oﬁ:@: ]E_,,_Eigk; —(—=ﬁ——~kh; — Rl

dt A dt B dt G
Les cosinus des inclinaisons de 'axe, antour duquel
s'effectue cette rotation, sur les axes principaux, seront :
E' i i o =V A+ K

» 3 7
w oW W

Or, si nous formons les carrés des vitesses composantes :

B—C

~

W=D+ 2 hikdt;

‘ C—A
(3% . . . .=l +9—B-~Mktlt,

B hikdt;
C

=k +2

nous trouverons, en chassant les dénominateurs et faisant
la somme ;

(%) AT+ Bl 4+ CEP= AR+ Bl + Chk™ == constante=T;
équation que 'on peui interpréter de cette mantére :

La vitesse angulaire, estimée autour de Uaxe invariable
du monent résultant, est constante dens toule la suile du

femps.
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Si nous multiplions les formules (') respectivement

par A%, B2, (2, et si nous faisons la somme, nous obticn-
drons :

(8) A*R 4Bl Gl = AR e B (PR = constante=G?;

ce qui nous fournit une vérification de la constance du
moment résultant.

14. 11 serait aisé de déduire de ces formules, en snyi-
vant la méme marche que dans Ia premiére partie, le
théoréme suivant :

A chague instant la rotation s’effectue autour dun axe
spontané paralléle au diamétre conjugué au plan du mo-
ment résultant dans Uellipsoide central , avec une vitesse
argulaire proportionnelle ¢ la longueur de ce diaméire;
et le corps se transporte le long de cet axe, comme si toules
les forces élaient projetées sur sa direction.

On arriverait également 3 étendre an monvement a un
instant quelconque, les théorémes démontrés pour le mou-
vement initial (n° 25, 26, 28, 99 1 partie).

Il nous parait superflu de nous v arréter. Mais il est
d'autres conséquences assez curieuses, et peut-itre cn-
tigrement neuves, qui peavent se déduire de nos formules.

Si nous multiplions respectivement par &', U, k', les trois
formules (1}, nous trouverons en faisant la somme :

WP, 4+ IP/ + kP =HP, + P, + Pz,
c'est-a-dire :
Dans le passage d'un ‘inslagﬁguelcanqu.e au sufvant, la
projection de la force sur Paxe spontané s’effactue conume

st ses composantes, estimées suivant les qres principanx o
9
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ce premier instant, s'inclinaien! avec cewx-ci, pendant
Uinstant suivant, sans changer de grandeur.

En remplacant, dans I'égalité précédente, P/, I, eic,
par leurs valeurs tirées de (1) et de (3), on trouve :

A(AF — G*) AP, + B(BF — G*) [P, + G(CF — &*) kP =:0,
ou:

(6) AA'RP, + BBUP, + CC'kP,==0,
en posant :
AF—G*=4A’; BF—G'=B; CF—-G=C.

Des formules (2) nous déduirons de méme :

BMy 4 UM, + M) = B My 4+ UM, + KM
c'est-a-dire :

Dans le passage d’un instant quelcongue au suivant, la
projection du moment résullant sur un plan perpendicu-
laire ¢ Paxe spontané s'effectue comme si ses composanies,
. estimées perpendiculairement aux axes prineipar ¢ ce

premier instant, s'inclinaient avec cetwx-ci, pendant Uin-
stan! suivant, sans changer de grandeur.

Tl est assez remarquable que si 'on remplace dans cetle
formule Mz, Ms', ele., par leurs valeurs Ah, A (h-+dh), ete.,

i

on retombe sur Péquation connue (4):
Ahdh + Bldl + Chdl =0,

dont on n’a pas donné, que nous sachions, cette interpré-
{ation géométrique.
Les formules (1) donnent aussi :

(7). PJ+P+ P,’IZ =P+ P+ P, = conslanie.

ce qui vérifie la constance de la force résultante.

( 341 ) 19

Enfin, de la combinaison des formules (1) et (2}, nous
Lirons :

M/ P+ M,P) 4+ M'P." = M,P, + M,P, + M P, = consiunie.

En désignant cette constante par ¢, la formule qui
précéde pourra s'écrire :

8. . . . . AWP,-+ BIP,+ CkP,= Q. .

On voit qu'elle résnlte simplement de I"invariabilité de
la force et du moment résuitants.

15. L’analyse précédente nous a donc conduit immé-
diatement aux équations d’Euler (3), 2 toutes les proprié-
tés démontrées par Poinsot, ainsi qu'a d’autres que nous
croyons nouvelles, sans que nous ayons eu besoin de nous
appuyer sur les notions accessoires qui servent générale-
ment de base a la théorie du mouvement d’un corps solide,
savoir : celle des moments ou des couples, celle de la com-
position des rotations, et celle des forces centrifuges.

Cest qu'en effet notre méthode consiste simplement &
rechercher les composantes, suivant les axes prineipaus, de
toutes les forces qui sollicitent le corps & un instant quel-
conque; ces composantes étant connueg en grandeur, en
direction et en position, les théorémes établis dans la pre-
miére partie leur sont applicables, et fournissent & chaque
instant la position de Vaxe spontané glissant, la transla-
tion le long de cet axe, et [a rotation autour de ce méme
axe.

B. Systéme sollicité pur des forces contintes.
18. Pour déterminer, (];!_I;S/Se cas, la-loi du mouvenent

du corps, nous n'avons qu ajouter aux composantes des
forces qui 'animent 4 un mstant quelcongue, en vertu de
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Vinertie, les composantes des forces continues qui le sol-
licitenl & cet instant; nous conuaitrons aimsi les compo-
santes tolales des forces qui agissent sur lui, et nous dé-
terminerons son mouvement de la méme maaniére que
nous avons déterminé son monvement initial.

Or, si nous appelons o la vitesse angulaire aulour de
Yaxe spontané glissant aprés le temps #;

les cosinus de ses inclinaisons sur les axes principaux; si
nous nous donnons également la position de cet axe, et la
translation du corps suivant sa direction; ou bien, ce qui
revient au méme, la vitesse de son centre de gravité en
grandeur et en direction; vitesse dont nous appellerons les
composantes V,, V;, V.; enfin, si Q., Q,, Q. désignent
les composantes de la foree aceélératrice; L, M, N celles
de son moment; il résultera des formules du n° 12, que
les composantes totales des forces qui sollicitent le corps,
aprés t + ¢, seronl :

V) =V, -+ (kV, — IV.) dt + Q.dt.
(a). YV, =V, + etc.
V. == V_ -+ ele.

et leurs moments :

(b). N = Ndt + Ck + (A — B} hldt, ete.

d’od nous déduirons, puisque N' == C (k + dk):

Cdlcl

0 =N (A —B)#l, etc.

(e

En intégrant ces équations (c), nous pourrons determi-
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ner la vitesse angulaire 4 un instant guelconque, ainsi que
la direction de Paxe spontané & cet instant.

17. Les équations de cet axe aprés £ -+ df se détermi-
neroni comme précédemment; et1'on trouvera, par la con-
sidération des lieux géométrigues des positions de cet axe
dans le corps et dans Pespace absolu, que le mouvement
le plus général d'un corps solide, sollicité par des forces
guelconques, peut se réduire A celni d’'nne certaine surface
gauche, qui glisserait et roulerait en méme temps sur une
autre surface gauche.

Cette propriété a été énoncée pour la premiére fois par
Poncelet, et n'a été démontrée jusquaujourd’hui qu'a
I'zide de toutes leg ressources de la cinématique. A notre
conmaissance, les équations de ces surfaces n’ont encore
été données par aucun géométre. Nous y reviendrons dans
un prochain travail.

18. Nous venons de déduire cette propriété, ainsi que
quelques théorémes, que nous eroyons nouveaux, sur le
mouvement d’un corps libre, des seuls principes de la me-
sure et de la composition des forces, et de ce simple lemme
dont nous avons entrevu l'importance au point de vue de
ectte théorie, & savoir :

Que le chemin élémentaire déerit par un point matériel
peut étre considéré comme I'élément d’un arc qui serait
tangent a ce chemin.

Des esprits philosophignes se demanderont peut-étre
comment il se fait qu'en introduisant un élément carvi-
figne au lieu d'un éiément rectiligne, c’est-a-dire en pro-
cédant & Uinverse du caleul différentiel, notre méthode ait
pu gagner en simplicité.

C'est, nous semble-(<if, parce que ces éléments curvi-
lignes quielle fait décrire aux différents points matériels
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d'un systéme rigide, sont compatibles entre cux, et se vé-
duisent aisément 4 un mouvement unique ; tandis que des
éléments rectilignes sont incompatibles entre eux , & moins
qu'on n'ait un pur moavement de translaiion,

Aussi avons-nous déterminé immédiatement le centre
ob I'axe spontané de rotulion, tandis que les théories or-
dinaires ne déterminent immédiatement que fe meuvement
“du centre de gravité.

Dans les pages qui suivent, nous appliquerons la méme
méthode an mouvement d’un corps géné par des obstacles
fixes.

TROISIEME PARTIE. — Thdorie du mousement d'un corps génd.

1. Un corps solide pent étre géné dans son mouvement
soit parce qu’il renferme un point on un axe fixe, soit
parce quan ou.plusieurs de ses points sont assujettis i se
mouvoir sur des surfaces ou sur des lignes données.

Dans ce cas, la méthode généralement adoptée consiste
a rendre le eorps libre, en remplacant ces points, ccs
lignes ou ces surfaces par les réactions qu'ils exercent:
apres quot Pon éerit les six équations connues de 'dqui-
libre ou du mouvement du corps, en y faisant entrer
toutes les forces qui agissent sur lui, y compris ces réac-
tions; et I'on cherche celles-ci au moyen des équations qui
sont superflues pour déterminer, soit la position d’équi-
libre, soit le mouvement, _

Cette méthode est entiérement rigoureuse, el nous
pourrions 'employer 4 notre tour; mais nons préférons
procéder ici comme nous I'avons fait dans le mouvement
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d'un corps libre : d'un coté, afin de suivre partout une
marche uniforme; d'un autre cété, afin de conirdler
Pexactitude des deusx solutions par I'identité des résultats.

Or, le monvement d’un corps géné devant étre compa-
tible avec les liaisons, nous rechercherons, comme nous
Pavons fait dans les deux mémoires précédents, les com-
posantes des forces qui donneraient an corps, s'il était
libre, un mouvement spontané compatible avec les liaisons.

Sagit-il du mouvement initial, il suffira que nous éeri-
vions que les forces extérieures se décomposent dans les
(orces ainsi délerminées et dans les percussions subies par
les points, surfaces ou ligues fixes.

S'agit-il du mouvement 4 un inslant quelcongue, nons
Joindrons aux composantes des forces extéricures qui
agissent 4 cet instant sur le corps, celles des forces qui
"animent en vertu de l'inertie; et nous éerirons que toutes
ces forces sout équivalentes a celles qui animerajent le
corps & I'instant suivant dans son mouvement spontané
compaltible avec les liaisons, el aux pressions subies par
les points, surfaces ou lignes fixes.

Nous n'insisterons pas sur ce procédé, qui consiste 3
regarder toutes les forces qul agissent sur le corps pen-
dant un instant, y eompris eelles de inertie, comme pro-
duisant les pressions pendant cet instant, ainsi que le
mouvement du corps au commencement de 'instan! sui-
vant, vérité qui nous semble de la derniére évidence.

Nous envisagerons particuliérement le mouvement d'un
corps solide :

1° Autour d'un axe fixe;

2> Autqur d'un point fixe;
et nous éludierons suecessivement dans chague cas : -

A, Le mouvement inilial;
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5. Le mouvement du corps abandonné & son inerlie a
un instant quelconque;

¢. Le mouvement dua corps sollicilé par des forces con-
tinues.

%° Nous indiquerons enfin la maniére doni notre mé-
thode peut s’élendre au cas ol 'on voudrait fenir compte
du frottement.

10 Mouvement d’un corps solide autour d’un axe fixe.
A. Mouvement initial.

2. Soit pris I'axe, fixé par deux de ses points, pour axe
des z; 'un de ces points pour origine; 'autre 4 une dis-
tance z' de celle-ci.

Dévomposons toutes les forces données en trois forces
uniques paralléles aux trois axes, et dont nous ¢onnai-
trons les lignes daction par deux de Tears coordonnés :

BJM (ya H 23); R!}) (932, zn}; B_.,, (wli yl)‘

Nous aurons A séparer ces forces en deux classes : celles
qui produiraient un mouvement spontané autour de Faxe
des z; el celles qui produiront les percussions sur les points
fixes.

Désignons les composantes de ces derniéres par p., py,
p.; Po, Py p<5 et la vitesse angulaire que prendra le corps
par ; et cherchons les compesantes des forces qui donne-
raient au corps un mouvement spontané d'une vitesse o
autour de 'axe des z. Or, par la Théorie du mouvement
d’un corps libre (1™ partie, n° 13) (7), nous savons que ce

{yVoir les Bulletins de I'Académie royale. de Belgique, ¢ série,
tome XX, n° 8.
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mouvement sera produit par les deux forces P, (Y1, Z,");
P, (X, Z,), si elles satisfont aux conditions :

P, = wfmclm. P, = — cafydi)!.
Z/'P, = cafxzdm. Z)P,=— wfyzdm.
XP, = cofx’dm. Y P =— cafy"dm.

En suivant donc la régle que nous venons d’énoncer,
nous écrirons :

{17 R,=P,+p, +pf’$——cafyrim + P, - P

(2) R,=P,+p,+p/= caf.rdm P, Py

(3) R,=p.+p..

{4 =, R,—y;R~= XP, Y DP,= ﬁ"dm;ou N= «l

(3) 23R, R= Z,'P.+ 2'p,; OH:B'l:—CJyZ[l'm-i-;’]'}x';

(6) y.R.—z,R,——12,P,—2'p,’; ou:L= ~5szdm—z’py’.
en désignant par L, M, N les moments des forces données

antour des trois axes.
On déduira :

de (4) : R~

el

de (5): p. +p =R,
de (1), (2), (3) ot (6) e, P3Py Py

2% Pour qu’il y ait une percussion unique a origine,
il faut que p./ et p,’ soient nuls, el par suile que:

M+ m/'yzdm =0 L+ofxzdn=0
Si I'axe des z est principal pour I'origine, il faudra que :
L=0. M=u9;
ce qui aura lieu, entre autres cas, si

R.=0; z,==0;, Z23==0;

2 :
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c’est-a-dire si les forces données se réduisent 2 un systéme
situé dans le plan des x, y.

(Juant aux conditions qui doivent étre satisfaites pour
que I"axe fixe n'épronve aucune percussion, elles sont na-
turellement données par les équations mémes du mouve-
ment sponlané, que nons venons de rappeler. Nous n’y
reviendrons pas, si ce nest pour faire remarquer que ce
mouvement spontané ne peut étre produit par un couple
que pour autant que celui-ci soit perpendiculaire 4 un axe
principal du centre de gravité. On aurait done tort de vou-
Ioir attribuer & un couple un mouvement de rotation au-
tour d’un axe quelconque, et 'on s’exposerait ainsi 4 de
longs détours (7).

5. Examinons en effet le cas ol les forces sollicitantes
se réuniraient 4 un couple. Des six formules précédentes,
les trois premiéres deviennent alors :

pAp = w J ‘ydm.
Py + P, =——wfﬂn'dm.
Pa P = 0;

les Lrois autres ne changent pas.

On voit que, dans ce cas, il 0’y aura pas de percussion
longitudinale, mais que les autres subsisteront générale-
ment.

Si l'axe passe par le centre de gravité, les percnssions

(") Nous prierons le lecteur de comparer enlre eux, dans la Théorie de.

{u rotation des corps, tve parlie, chap. I, les deux alinéas des n=s 61 et
64 qui commencent par: afnsi... 1l verra que la recherche des conditions
du mouvement spontané conduit bien plus stiremeént aux résullats que la
ilécomposilion des forces, & priori, en une résultante unique, un couple
perpendiculaive i Paxe, et un eouple passant par cet axe.

- pris pour ovigine, égale & p =5~
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se réduisent & un couple, ou & deux pereussions normales
a I'axe, égales et contraires.

Comme dans le cas général, on verra quil y anra une
percussion unique 2 l'origine, entre aulres cas dans celui
ol I'axe est principal pour cette origine et ot le counple
anique est perpendicuiuire 4 cet axe.

Enfin, si ces deux conditions étaient remplies et que
l'origine fut le centre de gravité, I'axe ne subirait avcune
percussion. '

3. Afin d’8tre complétement édifié sur la pereussion
quun couple produit toujours sur le point fixe (3 moins
que ce point ne soit le centre de gravité), cherchons 4 dé-
terminer, d’'une maniére nette et précise, la raison de cette
percussion,-dans le cas méme ol le couple agirait dans un
plan perpendiculaire & Fun des axes principaux du point
fixe.

Les équations du mouvement sponfané autour de cet
axe, pris pour une des z, se réduironl dans ce cas (voir
n2)a: :

P,=o0 fwdm =oMzx,; P,=— wfyclm = — wMy,.
Z'Py=0; Z/P.=0; XP—Y,P.=N=o fridm=al

Dot il résnlte que le corps prendra nn mouvement spon-
tané autour de cet axe, s'il est sollicité par unc force
unique P = VP2 + P2 = wMr,, sitnée dans le plan
principal XY (Z,' = Z,” == 0}, & une distance du point fise,
L; (puisque N = ol = Pp
== uMr,p); 7, désignant la projection sur XY de la dis-
tance du centre de gravité & lorigine. Ce mouvement spon-
tané n’est done pas prodnit par un couple.

Or, si un couple N agit sur le corps perpendiculaire-
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ment 4 Vaxe priacipal, et que nous le transformions en un
autre équivalent, composé de deux forces, I'une P, égale
i la précédente en grandear et en position, l'autre —P,
appliquée au point fixe, la premiére produira le mouve-
ment spontané du corps autour de laxe, la seconde fa
percussion sur le point fixe; et cette percussion est évi-
demment égale et contraire A la quantité de mouverent
du corps, supposé concentré en son cenire de gravité
(P = wlr,).

Ce fait de la transformation du couple en deux forces
égales et contraires, une produisant Je mouvement spon-
t2h6 de rotation du corps autour de I'axe, I'autre passant
par le point fixe, ne donme-t-il pas la véritable raison de
la percussion subie par ce point? Et ne vient-il pas corro-
borer ce que nous disions (n° 2, fin), qu'on aurait tort de
vouloir attribuer au couple le mouvement de rotation au-
tour de Taxe, si celui-ci ne passe pas par le _centre-de
gravité?

B. Mouvement cuiowr A un ape, @ v instant quelcongue du corps
£A

abandonné 4 son inertic,

4 L’axe de rotation étant encore pris pour axe des Z,
si nous désignons par o la vitesse angulaire dv corps a un
instant quelconque f, chacun de ses points décrira pen-
dant Tinstant d¢ un arc erd: dont les projections sur les
axes X et Y seront:

dr = — aydt.  dy=oxdt.

De sorte que les coordonnées x, y de ce point seront
devenues :

a =g — wydt. Y=y -+ wadi.
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La force dont ce point, de masse dim, est animé en vertu .
de Finerlic, aprés ¢-+d¢, a pour composantes :

(P, = — eydm. dP,/ = exdm;
dont les résultantes pour tout le systéme seront :
 P/=—aMy, P, ==obiz,,
M désignant la masse du corps, x., y. les coordonnées de
son centre de gravité.

Les lignes d’action de ces résultantes (x;, z," pour P;;
i1, 2, pour P.") seront déterminées par :

&P, = mfﬂc’mi,’m = mu/'x“d'm — cﬁdtforydm.
Z/P = o [zxdm.
yP, =— qu’ydn-a = cu‘/'y”dm — m*dtfacydm.
o a:f:—:.ydm.

Or, nous savons {n° 2) que les forces nécessaires pour
faire tourner spontanément le corps avec une vitesse o',
dans sa nouvelle position aprés {+d¢, sonl déterminées
par :

P=— f:r’dm = P — aa"dtfy(.lm.

P, = — /'y’tlm = P, ———m"”'rlﬁfa:tlm.
Z'P,= cufm'zdmr: 5P, — w"*dtfyzdm.
XP, = ofadn= 2P/ — o dt [xydm.
2P o [y zdm=z""P/ — m”db‘fmzdm.
YP, =— fy”dm = y,P/  — :c’“dtfmyd-m.

Ecrivons que les forces, dont le corps est animé en
vertu de l'inertie, sont équivalentes anx précédentes, aug-
mentées des pressions produites par I'axe fixe pendant d¢;
désignons ces pressions par p.de, pdia ppliquées & Porigine,
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prdi, p’ deappliquées an point 5f sur 'axe (p. el p’. seront
évidemment nuls puisquancune des forces n'est dirigee
snivant I'axe); nous aurons :

(1,2) P/ =P, + (p,/ + p)di; P/=P,+ (P, + p,)di.
(3) P/ — y B =YP, — XPp,.
(4,3) =,/P/=Z'P, 4+ 2'p,/dt. z,"P/=1P, + 'p/dt.

D’ottnous déduirons en vertu des équations précédentes :
1¢ w'=0 en veriu de la relation (3).
Donc :

La vitesse angulaire reste constanie.
2 En vertu des relations (1, 2), (4, 3} :

e+ P = mzfmrlm; P, P = co’fydm.
Zp) = /' wzdm. z'p, = o j yzdm.

L’inspection seule de ces formules fait voir que les
pressions supportées par 'axe fixe proviennent des forces
centrifuges développées par la rotation.

On voil en oatre que :

Pour qu’il y ait une pression unique & l'origine, il faut
que 'axe soit principal pour celle origine.

Pour que I'axe ne subisse aucune pression, il fant qu'il
soil un des axes principaux du centre de gravité.

(. Mouvement autour dwn txe, ¢ BwA Tnstant guelcongue, du eorps

sotiteiié par des forces condinues.

5. On vient de voir que, si le corps était ahandonné 4
son inertie, sa vitesse angulaire serait constante, et que
les pressions éprouvées par axe fixe se réduairaient & celles
qui proviennent des forces centrifnges.
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Si le corps est en oultre sollicité par des forces continues,
dont nous représentons les composantes, pour toul le sys-
téme, par P, P, P, et les moments par L, M, N (), ces -
forces conlinues produiront pendant df uun accroissement
de vilesse do et des accroissements de pressionz, dt, ete.,
que nous déterminerons par les formules de mouvement
initial {n° 2, formules 1-6).
Nons anrons ainsi :

N= d—:fr%hizzlwo
Mo — %fyzdmﬂ— e,
L=— j—?-fﬂczdm—u 'z,
P,=— %fydm + =, + =,
P, = -g?—frdm +.my -+ oz,
P.—=o. + ..

La premiére de ces formules délermine
déduira @ par Uintégration.

Les autres feront connaitre les pressions longitudinales
et normales supporlées par I'axe fixe, en vertu des forces
continues qui sollicitenl le systéme. Veul-on avoir les
pressions lotales, on y ajoutera celles qui proviennent dun
monvement du corps et que nous venons de déterminer;

de Tou 1"
di aou lan

(") Nous n’employons cetle expression de moments que pour abréger le

- discours; on a vu {i*° partic} que nous n’y allachons aucun sens mdea—

nigue.
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“en appelant p,,, ele., les composantes des pressions totales

on aurait ainsi ;

Pio + P = By g—:}fydm + c«ffxdm.

do .
P+ pry’m P_,, — l_:-/ xdm + mzfydm_
¢
p:: -+ P[:’= p:.
! ! I"[ dﬁ} d 2'/‘ l
)4 z = —_ zel¥ azdin.
P R ‘/l’ly,a n -+ & €

I
2Py =1L+ ;—tfmzdm wm“fyzdm.

Ces formules déterminent complétement Ja pression lon-
gitudinale, ainsi que les pressions normales supportées
par I'axe aux deux points ot il est fixé.

Nous croyons inutile de nons arréter a leur discussion.

20 Mowvement d’un corps solide autour d'un point fixe,

A, Mouvement inirtat.

6. Prenons pour origine le point fixe, et pour axes des
coordonnées les 1rois axes principaux du corps pour ce
point. Supposons les forces données réduites 3 trois forces
respectivement paraliéles 4 ces axes :

Z(xny:); Y(.’X,‘z,,., 3 X(93=z3)’

les coordonnées entre parenthéses indiquant les lignes
d’action ou points d’application de ces forces.

Afin de pouvoir appliquer la méthode que nous avons
suivie préeédemment, rappelons le théoréme établi n° s,
4 savoir : que lorsqu'une force agit sur un corps, fixé par
un seul de ses poinis, dans 'un des trois plans principaux
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pour ce point, clle le fait tourner sponlanément au pre-
mier instant, autour de Paxe principal perpendiculaire &
ce plan, comme si cet axe était fixe.

Réduisens donc nos forces X, Y, Z A trois forces res-
pectivement situées dans les trois plans principaux, et
appliquées dans ces plans aux mémes poinis que les pré-
cédentes. Les conditions d’équivalence de ces deux sys-
témes seront, en appelant Py, Py, P; les nouvelles forces
dans les plans XY, XZ, YZ; 2, B, 2, 72, (5, 75 les angles
quelles font avec les axes; et py, pa, ps leurs distances 2
Porigine :

X="Dcosz + P, cosa,.
Y =P, cos B, -+ Py cos 3.
Fe=P, cosy, + P;cosy.
Ne=Yx, - Xify==P,p.

M=Xz —Za, =DPp,.
L=2Zy —Yz,="Pp,.

Daprés les n™ 2 et 2% la foree Py produit auntour de
["axe des Z une vitesse angulaire

ki = ;

o=

f
C
el a lorigine des percussions :
p =P cosx + /:fydm; p, =D cosp —k [ adm,

De méme fa foree Py prodaira antour de Y une vilesse
angulaire :

Pp, M

l=—3 =3

et & I'origine des percussions :

p. =P, cos a, — Zfzdm; pl =P, cos 9, + lfacdm..

3
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Fnfin, Ja force Py produira atour de X une vitesse an-
gulaire :
])
k 3F3

A

?

3| o

et & P'origine des percussions :
P ="Pyeosfy+ b fzdm; p." =Py cosy, — h fydom.

Nous aurons done autour des Lrois axes les vitesses an-
gulaires respectives :
L M . N
.« . . h=e ==, k= —;
A B C
A, B, C continuant & Jésigner les momenis d'inertie
principaux; et suivan( ces mémes axes les percussions : =

[ P =X + k‘/'ydm — {fzdm =X+ M (ky, — {z).
(2. sp, =Y+ h.fzrlm — fr.fxcl.'n =¥ -+ M (hz, — kx,).
Ep.=F+ l'/':c(lm mhfydm_ =7 + M{lx, — hy.).

7. Afin de nous faire, da mouvement du corps, une
idée plas simple que celle qui résulte de la considération
simultanée de ces mouvements autour des [rois axes, cher-
chons & déterminer la vitesse linéaire de 'on quelconque
de ses points.

En nommant r,, r,, r, les distances respectives de ce
point aux trois axes, nous pourrons dire qu'il est animé
des trois vitesses hr,, Ir,, kr. respeciivement paralléles aux
plans ZY, XZ, YX, et perpendiculaires aux droites »,, v, r..

Si donc nous projetons la vitesse kr- sor des paralléles
a X et Y, nous aurons, eun désignant par « I'angle gue fait
¥, avee X ©

kir.c0s (90° + o) = — kr, sin & = — ky
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pour la projeclion de celle vitesse sur X; et :

kr, cos & == b

-

pour sa projection sur Y.
De méme la vitesse ir. nous donnera pour ses projee-
tions

sur Z: hy;  sur Vi — hg;
et fa vilesse Ir, pour ses projections
surX : lz; surZ: — fax,

D'ou résultent pour les vitesses composantes du point
sulvant les trois axes :

() Vo=lz—ky. Vye=he —]z. V, e hy —lx. _

Or, il est manifeste que ces composanles sont nulles
pour tous les points qui satisfont aux relations -

qui sont les équations d'une droite passant par Vorigine;
done :

Dans le movvement un corps awlour d'un point fire
il existe une droite immobile pendang le premier instant;
cetle droite est Paxe instantané,

Nous avons démontré dans ia premicre partie (n° 27)
que le mouvement d’un point quelconque du corps est
un mouvement de roiation autour de cet axe, et que la
vitesse de ce mouvement est :

o=V T 3 i
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Quant anx inelinaisons de cet axe sur cenx coordonnées,
on voit, par ses équations, qae leurs eosinus sont :
h Lk

[ w ;: )

8. Nous ferons observer que nous arrivons ainsi aux
mémes résultats que dans le cas d’un corps libre sollicité
par un systéme de forces réductible A un couple unique (),
& cela prés que dans ce dernier cas I'axe instantané passe
par le centre de gravité, ce qui n'a pas généralement lien
dans le monvement autour d’nn point fixe; et que, en oulre,
celui-ei subit en général des percussions,

Pour analyser ces derniéres, remarquons que les com-
posantes de la vitesse du centre de gravité peuvents'éerire,
daprés les formules (3) dun° 7 :

V, =lz,—ky,. V,/ =kr, — Lz, . V. =ly, — lx;

et que, par suite, les percossions deviendront : (form. (2),
n® 6}
po=X—MV,. p,=Y — MV, p.—Z—MV.".

On voit par 12 que les forces donndes sont équivalentes
¢ lo guantité de mouvement du centre de gravilé el aux
percussions subies par le point fixe. Ces derniéres pourront
étre nulles, comme on voit, dans le cas particulier ol les
composantes de la vitesse du cenlre de gravité seraient
précisément égales a celles des forces données, ou, ce qui
revient au méme, dans le cas od la résultante de celles-ci

- serait perpendicalaire  la direction de Paxe.

Ce résultat provient de ce que, dans ce cas, le systéme

des forces données ferait tourner spontanément le corps,

(") Voir premiére pavtie, ne 30,

( 3bY ) a7
suppasé libre, antour du méme axe, et de ce qu’en outre
le glissement du torps le long de Faxe spontané serail nul
la résultante des forces Iui étant perpendiculaire ("),

9. Si le systéme des forces qui sollicitent le corps se
réduisait & on couple unique, on décomposerait celui-ci
en frois couples perpendiculaires aux trois ases princi-
paux du point fixe; chacun de cenx-ci, en verta du théo-
reme du n’ 3, ferait tourner spontanément le corps autonr
de I'axe principal qui Ini est perpendiculaire.

Nous obtiendrions alors, de méme que dans le cas gé-
néral, les trois vitesses angnlaires

?

L M N
== k=
C

d’olt nous déduirions de méme une rotation nnique
w= V- Pk

antour d’'un axe instantané donl les inclinaisons sur les
trois axes ont pour cosinus

o k
@

* H
[ i}

Et, quant aux percussions’subies par le point fixe, elles
seraient également données par les formules :

= —MV p,=—MNV/; po==— MV,

V,, V), V. continuant i désigner les vilesses compo-
santes du centre de gravité.

Ainsi dans le cas d’un corps sollicité par un couple
whigue ¢ se mouvolr anfour d'un point five, celui-ci subit

(") Voir premiére partie, n*s 23 et suivants.



38 ( 360 )

toujours une percussion dgale et contraire 4 la quantité de
mouvement du corps. Cette percussion né pourra donc étre
nulle que si Paxe instantané passe par le centre de gravité,
ce qui ne peut avoir lien que si la droite qui unit ce point
au cenire fixe est un axe principal, et si le couple unique
lui est perpendiculaire.

Nous nous expliquons difficilement que Poinsot, aprés
avoir parlé de la percussion due 4 la résultante des forces
transportée A l'origine, onblie de mentionner explicitement
celle qui serait produite par le couple ().

B. Mouvement autour d'un point fixe, d'un corps solide abendonnd & son

ineriie.

10. Le corps ayant, & un instant quelconque ¢, une Vi-
tesse angulaire dont les composantes autour des trois axes
principaux, mobiles avec lai, sont 4, {, k, nous pourrons,
comme dans la deusiéme partie (n* 16 et suivants) déter-
miner les forces dont il est animé, en vertu de I'ineriie,
aprés { +— d¢, et nous trouverons que leurs composantes
suivant les axes principaus, dans la position q'ils occupent
i ce second instant, seront :

P5 meEdlaz. P, ﬁf\fndﬂ-e.. PE =fVEdm;
Vz, ¥y, V, désignant les composantes de la vilesse d'un
point quelconque suivant les axes mobiles a cet instant,
composanles qui ont pour valeurs :

VE =1 — by — k (k& — BY) dt + [ (hy — 15) dt.
V, == k& — hg—1I (hy — E) dt + kile — knde.
Ve =hy 1§ — L {lg — k) dt + h(kE — ht) dt.

(") Voir Théorie de la rolation des corps, 2o partie, n° 5.
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Remplagant dans les expressions préeédentes, el appe-

lant &, x,, & les coordonnées du centre de gravité rap-
poriées aux axes mobiles, nous aurons :

Pe=M{lt,— ks, — &'&,dt - h(hE, + by + k)l !
(). P, =M{kS,—ht,— o™t + L (RE, + Iy, + kT, )dt i
Py=M z hy,— &, — @t b a k (RS, + Iy, + ki ) dl E .

Ponr les moments de ces forces antounr des axes prinei-
paux, pous trouverons les mémes expressions que dars Ia
deuxiéme partie (n° 19), c’est-a-dire : ) '

j = Cl -+ (A — B) hldL.
M, = Bl + (C— A) hkdt.
(3, = &k + (B — ) Klds.

11. Nous pouvons actuellement considérer le corps
comme étant sollicité, dans sa position actuelle el a I'état
de repos, par ces forces; et par suite, appliquer les formules
du mouvement initial (n° 6).

Nous aurons ainsi les vitesses angulaires :

M,

3

M, M,
B T f’m—i-; V=" K
(1} V= 5 C

d’oir résulte que %, [, k auront reca des aceroissements :

B—C

C— A—B
(2) dh= hlde; dl = f—-—B——\ hkdey dk = — hlde.

Nous arrivons done aux formules mémes du mouvement
d’un corps libre abandonné 4 son inertie. Seulement, dans
Ie cas qui nous oceupe, 'axe instantané passe toujours par
le point fixe : les lieux géomélriques de ses posilions dans
le corps et dans Vespace sont en conseéquence des chnes;
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et la représentation géoméirique du mouvement se fera
tout naturellement dans ce cas au moyen des cones rou-
lants de Poinsol; théorie bien connue el & laquelle nous
ne nous arrélerons pas.

12. Déterminons enfin les pressions subies par le poini
fixe, et qui seront en vertu des formules (2) dun® 6:

pédt :PE‘ + M (k"fn —_ l’co).
pydt =P, +~ M (b, — k&)

o Pt =P, + M (Ig, — Iy,

En vertu des formules (1} et (2) des nes (10) et (1), ces
expressions deviendront :

A— ca
pg == M g e & A (RE + by - )+ T (—E by, — 5 ."a"éo) }
B-C A—B
py=M g — &’y =+ b (RE -y -kt ) ] ( 3 fc&o——-—c—- l:éu) }
—A B
Py = M g — 8+ k{hE by, k) -k (GB hE— ¢ f:fo)l

Chacune de ces trois forces se décompose en deux par-
ties suscéptibles d'une interprétation fort simple.
Si nous désignons par r, la distanee du centre de gravité
a lorigine; par e, (%, 7. les cosinus des inclinaisons de
celle droite sur les axes, par «, f3, y cenx des inclinaisons
de I'axe instantané, par ¢ I'angle de ces deux droites, et
enfin par J, la distance du centre de gravité a Faxe, les
deus premiers termes de chaque ecomposante pourront
g'éerire :.
Me’r, (— oy -+ « cOS £);
Ma?r, (— fo + B cosg);
Me™r, (— 9 + o cos ¢);
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d*oir faisanl la somme des carrés :
Mrafr * (1 — cos) = M2afr,® sin'e == M2.5%,"

Ainsi les deux premiers termes de chaque composante
proviennent d'une force Ma?3,, ¢'est-d-dire de la force cen-
trifuge de la masse entiére supposée concentrée en son
centre de gravité,

Quant aux derniers termes de chague composanie, ils
sont évidemment égaux et de signes conlraires aux com-
posantes de I'accélération dua centre de gravité, multiplides
par la masse.

Les pressions supportées par le point fise seront done
toujours nulles, si ce point est le centre de gravité,

Les premiers termes de ces pressions seront encore nols
dans le cas ot I'axe instantané passerait par le centre de
gravité, sans que celui-ci [t le centre fixe.

Les seconds, enfin, le sevont aussi dans le cas on 'axe
de la nouvelle rotation introduit aprés df passcrait par le
centre de gravité.

Yeut-on retrouver les mémes termes au moven de la
théorie de Poinsot, on dira que les premiers proviennent
du transport des {orces centrifuges & 'origine, et les se-
conds du couple centrifnge; nous savons en effet (n° 9)
qu'un couple qui agit sur un corps doué d'un point fixe

- preduit sur ce point une percussion égale a la quantité de

mouvement il communique au corps supposé concentré
en son centre de gravité.

Iei encore, nous ferons remarquer que Poinsot men-
tionne explicitement la pression prodaite par les forces
centrifuges transportées au point fixe, rmais passe sous
silence celle qui est due au couple accélérateur ().

(*) Voir Rotation des corps, 2=¢ partie, n° 12,
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G. Mowvement cwioly £ un point fire , dun eorps sellicide poar dey forees

continuwcs.

153, Dans ce cas, il suflira évidemment que nous joignions
aux forces qui animent le corps 2 un instant quelconque en
vertu de Pinertie, les forces extérieures qui agissent sur lui
4 cetinslani.

Si nous désignons par Qzdt, Q dt, Q.dt; Node, N, Nt
les composantes et les moments des forces extérieures rap-
portés aux trois axes. principaux du point fixe & I'instant
considérd, nous aurons pour les sommes des composantés
des forces et des moments, par les formules (1) et (2) dao
o 40

Pé + Qéclﬁ; P, + Q,dt; P'g -+ det.

M e Ndf; M)+ Nodi; M) -+ Nodt

IYou résulteronl, en nous rapportant aux mémes for-
mules, des accroissements de vitesse angulaire :

B.C
iy == Nyell + — kidt.

C—A

dl =N, dt + hkedt.
A—B
dl = N dif +- T hidt.

et des pressions suivant les trois axes :

dk AR
pt? = QE‘ 4+ M —wcg=§u+h(hi§u + l>,10+k?;’u} % -4 (;@ ﬂf_t — é‘,;ﬁ
Py = QIﬁ -+ ele
Pp = QE + ete
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On voit immédiatement que ces pressions résultent ;

1+ Des forces motrices extérienres;

2" De la force centrifuge de la masse concentréc en son
centre de gravité;

3¢ De Paccélération de ce dernier point. :

Bans la théorie des couples cette derniére est due au
couple accélérateur des forces centrifuges et & celui des
forces extérieures. On voit de nouveau que ces deux cou-
ples produisent des pressions sur le point fixe, excepté
dans quelques cas lout particuliers auxqguels nous nous
sommes suffisamment arrété dans ce qui précéde.

14. Nous venons de signaler, dans celle Théorie, si elas-
sique, de la rotation des corps, quelques imperfections que
notre méthode nous a fait remarquer; nous pourrions en
indiquer d’autres encore.

Est-ce & dire que nowos en rendions la théorie des cou-
ples responsable? Non sans doute. Elle est rigoureuse, lu-
cide, élégante; et, bien appliquée, elle conduira aux résul-
tats que nous venons d’exposer, et auxquels on arrive du
reste par Papplication directe du principe de d’Alembert.

Comment se fait-il done que Poinsot ait commis, en
appliquant, non pas des erreurs, mais des négligences?
C'est, pensons-nons, parce que, préoccupé du cas le plus
simple pour sa théorie, il a étendu, an mouvement d'un
corps anlour d’un point fixe, les résultats qu'il n’avait éta-
blis que pour le mouvement de rotation d’un corps antour
de son centre de gravité ("); de sorte quun lecteur peun

{(*) En veut-on une preuve irrécusable? Le principe, invoqué par Poin-
sol dans la seconde pariie, n* 5, § 2, oi1 il s'occupe aussi biea de [z rolation
aulour d’un point fixe, que de la rolation autour du eentre de gravilé; ce
principe ne peut &tre que le corollaive IT, ne 46, de la premiére pariie, qui
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attentif simaginerail qu’un couple prodait dans les denx
cas un pur mouvement de rotation, sans percussions sur le
point fixe, et que celles-ci ne sont jamais dues qu’au trans-
port des forces en ce point.

Aussi est-ce dans le but d’éviter, & ceux qui étudient
la méeanique, des erreurs ou des doutes, que nous nons
SOMMES permis ces remarques sur un ouvrage qui n’en
reste pas moins, & part quelques lacunes qu'on supplée
factlement quand on I'a bien compris, un chef-d’ceuvre de
netteté, de précision et de profondeur. "

3 Application de la méthode awx problémes dans lesquels
an fient comple du froffement.

15. Nl n’entre pas dans notre intention de (raiter, dans
ce travail, des guestions de mécanigne appliquée. Nous
voudrions montrer seulement de quelle manidre notre
méthode doit étre appliquée aux cas oit Fon voudrait
avoir égard au frottement, en considérant celui-ci comme
une force qui s'exerce an contact, proportionnellement &
la pression normale, et en sens contraire du mouvement
que le corps tend & prendre sur la surface sur laguelle
th sappuie. Rien n’empéche de traiter le probléme, dans
ces conditions, comme an probléme de méeaniqgue ration-
nelle.

n’est applicable quau mouvement autour du centre de gravilé. En vainen
chersherail-on un autre analogue. Kt ¢’est [d ce qui pourrait faire croive
qu'on couple ne produil pas plus de percussicn sur un point lixe que sur
le cenlre de gravité, quoique l'on pnisse aisément découvrir le contraire
dans Poiusot fui-méme, enlre autres passages, au n® 59 de la premiére
partie.
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fer se préseute tout d’abord une question qui a été con-

troversée, et gue nous allons chercher & résoudre : les pres.

sions normales deivent-elles toujours se déterminer de la

méme maniére, qu'il y ait, ou non, frottement? Et dans la
négative, comment se trouvera-t-on dans chaque cas?

La premiére partie de la question doil évidemment se

résoudre négativement, en envisageant le froltement dans
les termes posés plus haut; cette force, en effel, quoique
purement passive, inflae, en détruisant une partie des
forces aclives, sur les pressions que celles-ci peuvent
exercer sar des surfaces fixes.
- Prenons pour exemple le cas d’une échelle sollicitée par
la pesanteur, et s'appuyant contre deux murs, I'un hori-
zonlal,, ¢t Taulre vertical; elle exercera sur eux des pros-
sions d’olt naitront des frottements — fet — f7; détraisons
ceux-ci par I'introduction de deux nouvelles forces fet f/,
qui leur soient égales et direclement contraires. N'est-i] pas
clair qu'alors les pressions seront les mémes que si, tout
d'abord, il o’y avait pas cu de {rottement, puisque les
forees P, — £, — /', f, ', qui agissent sur la Larre, sc
réduisent & laseule force P. Or, si I'on prétendait que cette
force P exerce les mémes pressions, qu'il y ait frotiement
ou non, il s'ensmivrail que fos forces iniroduites fef /7
nauraient aucune influence sur les pressions, ce qui est
faux en général.

En admettant done qu'il faille déterminer les pressions
Fune maniére différente, si Uon fait abstraction du frotte-
ment on si 'on en tient eomple , cherchons par notre mé-
thode coimment devront se faire ces déterminations,

16. Dans le premier cas, on commencera par chercher
quel est le systéme de forces capable de donner au corps
un mouvement spontané compatible avee les liaisons; on
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décomposera ensanite le systéme des forces données en
deux autres : le premier, équivalent au précédent, et le
second, auquel seront dues les pressions supporiées par
les surfaces fixes. Les deux systémes d'équations ainsi ob~
tenues, joinies & celles des liaisons, détermineront le mo-
vement di corps, et les pressions cherchées.

Ainsi, pour reprendre 'exemple précédent, supposons
unte barre cylindrique homogéne , placée entre deux murs
et sollicitée par son poids; cherchons le mouvement qu'elle
prendra, et les pressions qu'elle exercera sur les murs, en
supposant qu'il o’y ait pas de frottement, et que la barre
ne go0it pas en mouvement a l'instant considéré.

Le mouvement compatible avec les liaisons est iei une
rotation de la barre, autour du point d’intersection des
normales, ¢levées aux deux murs, aux points d’appui. On
trouvera aisément qu'une force ¥ capable de donner 4 la
barre cylindrigue homogéne le monvement sponiané , se-
rait perpendiculaire & la droite gui unit le centre instan-
tané au milieu de celle-ci, et appliquée en un point de
droite dislant du centre instanlané d'une quantité égale
aux deux tiers de la longueur de 1a barre.

Pour résondre le probléme, on décomposera le poids P
en deux forces, 'une agissant suivant [', 'autre passant
par le centre instantané; cetie derniére, décomposée sui-
vant les perpendiculaires aux murs, donnera les pressions
normales; la composante suivant F fera mouvoir sponta-
nément la barre avec une vilesse angulaire égale au mo-
meni de celte composante ou de la force P, auntour du
centre inslanlané, divisé par le moment d'inertic de la
barre autour du méme centre.

17. Dans le second cas, c’est-d-dire, si I'on tient compte
du froltement, il est évident que les forces extérieures, qui
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agissent sur le corps, jointes aux frottements, doiveat,
hormis le cas de Péquilibre, prodaire un mouvement spon-
tané compatible avec les haisons.

On déterminera done encore le systéme des forces ca-
pables de c¢ mouvement spontané; et, en éerivant que les
frottements sont égaux aux pressions normales inconnues,
maltipliées par les coefficients de frottement, on décom-
posera le systéme des forces dounnées et des froltements
en deux autres : Iun, équivalent au premier, 'antre, qui
se décomposera exclusivement dans les pressions nor-
males. On connafira donc celles<ci, ainsi que les gran-
deurs des forces capables d'imprimer au systéme un mou-
vement spontané compatible avec les liaisons, et par suile
la vitesse de ce mouvement,

Pour qu'il y ait équilibre strict, il suffira de poser ia
vitesse égale 4 zéro.

Appliquons cette méthode & 'exemple précédent.

Diésignons par b, , [ les trois ¢otés du triangle rectangle
formé par o barre, et les intersections des murs par un
plan vertical passant par celle-ci; par « l'angle opposé &
la hautenr /; par P le poids de fa barre appiiqué en son
milieu; par Y' el — X les pressions supportées par le mur
horizontal et fe mur vertical; par KY/ et K' X' les frotte-
ments contre ces muars; enfin, prenons pour unité de
masse celle de I'unité de longueur de 1a barre.

La force qui est capable de lui donner un mouvement
spontané, d’une vitesse angulaire o, auniour du centre
inslaniané, sera déterminée, au moven de ses compo-
santes X et Y et de son moment N autour de ce cenire,
par les équations :

1 1
Xmu—witol’sin g Y= —wl’cosaz. N=—al’
2 2 B]

HT Yo
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Eerivons nuintenant que le poids et les frottements
produisent, sur la barre, ee ménse monvement spontand,
elosie les maers les pressions Y ot —X7; il faundva, pour
cela, que news aveus !

P— N =Y 4 Y,
— Y =X — X

!
5 bP — WX — IVl == N,

Ces Lrois éqnations déterminent X', Y’ el o,

Si Ton veul connaitre la position de Péguilibre striet,
on fera w=o0, ¢l 'ou pourra déterminer, an moyen des
ménies dquations, X0 Y7 b iy

18. Nous ne nous arrcéterons pas i la discnssion des ré-
swltats, gui sont les mémes que ceux que lon obtient par
la méthode ordinaive, ni aux applications de la notre 3
("nutres cas particalicrs.

i nous suffit dravoir indiqué le proeédé géndral, que
nous croyons devoir ¢lre suivi dans Papplication de notre
méthode aux problémes of l'on tieni compte du frolle-
IMCNL; el nous we pensons pas que ce soit il le lien dexa-
miner les eritigues qui ont ¢é adrvessées au procédé ordi-
naire, dans sou principe ou dans ses résuliats; peul-tre
les discuterons-nous ailleurs (7).

Toujours est-il que, aprds avoir cherché, sans parti pris,
une solation fondée exclusivement sar notre méthode,
tons sommes arrivé aux memes conelusions que la mé-
thade géuéralement adoptée.

)y Yobr dnnales du génie civif, anide 1867, w0 8,




